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Vandaag

1. Connectie Laplace en Fourier

2. Systemen in het frequentiedomein

3. Opstellen Bode plot (eerste-orde)

4. Opstellen Bode plot (tweede-orde)
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Connectie Laplace en FourierBelangrijke personen

Hendrik Wade Bode 1905-1982
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Connectie Laplace en FourierDe domeinen

Tot nu toe kunnen we systemen analyseren in het
• Tijddomein:

RC
dy(t)

dt
+ y(t) = x(t)

• s-domein (Laplace transformatie):
RCsY (s) + Y (s) = X(s)

Vandaag voegen we een nieuw domein toe aan deze lijst.
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Connectie Laplace en FourierLaplace-transformatie

Herinner week 1:
Definitie (Laplace-transformatie)
De Laplace-transformatie van een continue tijdsfunctie f (t) wordt gegeven door:

L
˘
f (t)

¯
= F (s) =

Z ∞

0
f (t)e−st dt
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Connectie Laplace en FourierLaplace naar Fourier
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Z ∞

−∞
f (t)e−st dt

Onthoud: s is complex en dus s = –+ j!
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Connectie Laplace en FourierLaplace naar Fourier
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Wanneer we s laten beperken tot j! (dus s = j!) verkrijgen we de Fourier
transformatie:

F
˘
f (t)

¯
= F (j!) =

Z ∞

0
f (t)e−j!t dt

Gevolg: we kunnen niet meer de in-/uitschakelverschijnselen analyseren.
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Connectie Laplace en FourierLaplace naar Fourier

Definitie (Laplace-transformatie)
De Laplace-transformatie van een continue tijdsfunctie f (t) wordt gegeven door:

L
˘
f (t)

¯
= F (s) =

Z ∞

0
f (t)e−st dt

Definitie (Fourier-transformatie)
De Fourier-transformatie van een continue tijdsfunctie f (t) wordt gegeven door:

F
˘
f (t)

¯
= F (j!) =

Z ∞

0
f (t)e−j!t dt

De Fourier-transformatie is dus een speciaal geval van de Laplace-transformatie!
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Connectie Laplace en FourierOpgave 1

Bepaal de Fourier-transformatie:
Y (s) =

s

(s + 1)(s + 2)

Antwoord:
Y (j!) =

j!

(j! + 1)(j! + 2)
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Connectie Laplace en FourierOpgave 2

Bepaal de Fourier-transformatie:
y(t) = e−t + sin (2t)

Antwoord:
Y (j!) =

1

j! + 1
+

2

4− !2
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Connectie Laplace en FourierOpgave 2

Bepaal de Fourier-transformatie:
y(t) = e−t + sin (2t)

Antwoord:
Y (j!) =

1
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+
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4− !2
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Connectie Laplace en FourierVoordelen j!- t.o.v. s-domein

Het frequentiedomein geeft ons twee belangrijke voordelen.
1 Overdracht kan worden gemeten i.p.v. berekend.
2 Regelaarontwerp (kwartaal 2) kan worden bereikt puur op experimentele basis(oscilloscoop, spectrumanalyzer)
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Systemen in het frequentiedomeinWisselsignalen en systemen

x(t) y(t)H(j!)

We beschouwen een systeem.
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Systemen in het frequentiedomeinWisselsignalen en systemen

x(t) y(t)H(j!)

Wanneer we een sinusoïde signaal op de ingang x(t) zetten. . .
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Systemen in het frequentiedomeinWisselsignalen en systemen

x(t) y(t)H(j!)

Wanneer we een sinusoïde signaal op de ingang x(t) zetten ontstaat er een sinusoïdeop de uitgang.
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Systemen in het frequentiedomeinWisselsignalen en systemen

x(t) y(t)H(j!)

De amplitude en fase van de uitgang sinusoïde zijn veranderd ten opzichte van deingang sinusoïde. We kunnen deze verandering uitrekenen met de overdracht.Waarom is de frequentie niet veranderd?
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Systemen in het frequentiedomeinWisselsignalen en systemen

x(t) y(t)H(j!)

De ingang kunnen we beschrijven als:
x(t) = cos (!t)

De uitgang wordt als volgt door het systeem beïnvloed:
y(t) =

˛̨
H(j!)

˛̨
cos
`
!t ++ H(j!)

´
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)3.4.3 Bode diagram en Nyquist plot

Om y(t) te bepalen is dus alleen de volgende informatie nodig:
•
˛̨
H(j!)

˛̨: de modulus van H(j!)
• H(j!): de hoek van H(j!)

We kunnen de modulus en hoek van H(j!) voor elke frequentie (!) weergeven in:
• het Bode diagram van H(j!)
• het Nyquist diagram* van H(j!) (volgende week)

*Het boek gebruikt de term polair figuur

Hogeschool Rotterdam - Elektrotechniek REG10 - Week 1.5 12 / 41



Opstellen Bode plot (eerste-orde)3.4.3 Bode diagram en Nyquist plot

Om y(t) te bepalen is dus alleen de volgende informatie nodig:
•
˛̨
H(j!)

˛̨: de modulus van H(j!)
• H(j!): de hoek van H(j!)

We kunnen de modulus en hoek van H(j!) voor elke frequentie (!) weergeven in:
• het Bode diagram van H(j!)
• het Nyquist diagram* van H(j!) (volgende week)

*Het boek gebruikt de term polair figuur
Hogeschool Rotterdam - Elektrotechniek REG10 - Week 1.5 12 / 41



Opstellen Bode plot (eerste-orde)Voorbeeld

We bekijken de overdracht van onderstaand RC-netwerk:
R

C

+

−

vin(t)
+

−

vout(t)

Welk type filter is deze schakeling?
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Voorbeeld

We bekijken de overdracht van onderstaand RC-netwerk:
R

C

+

−

vin(t)
+

−

vout(t)

Antwoord: Laagdoorlaatfilter.Makkelijk, maar we gaan het wiskundig aantonen.

Hogeschool Rotterdam - Elektrotechniek REG10 - Week 1.5 13 / 41



Opstellen Bode plot (eerste-orde)Voorbeeld

We bekijken de overdracht van onderstaand RC-netwerk:
R

C

+

−

vin(t)
+

−

vout(t)

De overdracht hiervan is:
Vout(s)
Vin(s) = H(s) =

1

RCs + 1
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Opgave

Bepaal de Fourier-transformatie van:
H(s) =

1

RCs + 1

Antwoord:
H(j!) =

1

RCj! + 1
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Opgave

Bepaal de Fourier-transformatie van:
H(s) =

1

RCs + 1

Antwoord:
H(j!) =

1
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Voorbeeld
Bepaal de modulus, de hoek en de polen van H(j!):

H(j!) =
1

RCj! + 1

Antwoord: ˛̨
H(j!)

˛̨
=

1q
(RC!)2 + 12

H(j!) = − arctan (RC!)

j! = s = − 1

RC
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Bode plot voorbeeld

We zullen de modulus plotten als functie van !.
˛̨
H(j!)

˛̨
dB = 20 log10

0B@ 1q
(RC!)2 + 1

1CA
Waarom wordt een logaritme gebruikt?
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)(Intermezzo) Logaritmes

log (ab) = log (a) + log (b)

log

„
a

b

«
= log (a)− log (b)

log
“
ab
”
= b log (a)

Logaritmes maken het rekenwerk gemakkelijker!
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Bode plot voorbeeld

We zullen de modulus plotten als functie van !.
˛̨
H(j!)

˛̨
dB = 20 log10

0B@ 1q
(RC!)2 + 1

1CA
Dankzij logaritmes mogen we nu schrijven:

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = 20 log10 (1)| {z }

0

−20 log10

„q
(RC!)2 + 1

«
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Naar de Bode plot

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

„q
(RC!)2 + 12

«
Bovenstaande functie kunnen we plotten in een grafiek. Dit wordt een Bode plotgenoemd. We nemen voor RC = 0;001 = 10−3.

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

„q`
10−3!

´2
+ 1

«
De variabele is !. We variëren dus de frequentie. We onderscheiden drie gevallen.
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

„q
(RC!)2 + 1

«
Wanneer ! ≪

“
1
RC = 1000

”

˛̨
H(j!)

˛̨
= 0dB

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

“p
02 + 1

”
| {z }

0

= 0dB

Wanneer ! =
“

1
RC = 1000

”

˛̨
H(j!)

˛̨
= −3 dB

Wanneer ! ≫
“

1
RC = 1000

”

˛̨
H(j!)

˛̨
= −∞ dB
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)

˛̨
H(j!)

˛̨
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„q
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1
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= −3 dB

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

„q
(1)2 + 1

«

= −20 log10

“√
2
”
≈ −3 dB
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1
RC = 1000

”
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)
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”
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (magnitude)

˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −20 log10

„q
(RC!)2 + 1

«
Wanneer ! ≪

“
1
RC = 1000

” ˛̨
H(j!)

˛̨
= 0dB

Wanneer ! =
“

1
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” ˛̨
H(j!)

˛̨
= −3 dB

Wanneer ! ≫
“

1
RC = 1000

” ˛̨
H(j!)

˛̨
= −∞ dB

Met bovenstaande informatie kunnen we een schets maken van onze Bode plot.
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Bode plot (Magnitude)

We zien dat het dus inderdaad een laagdoorlaatfilter is.
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (fase)

Zojuist is de Bode plot van de amplitude gemaakt. We kunnen ook een schets makenvan de fase van het systeem. Hiervoor onderscheiden we weer de drie gevallen.
H(j!) = − arctan (RC!)

Wanneer ! ≪
„

1

RC
= 1000

«
H(j!) = 0◦

Wanneer ! =

„
1

RC
= 1000

«
H(j!) = −45◦

Wanneer ! ≫
„

1

RC
= 1000

«
H(j!) = −90◦
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Drie gevallen (fase)

Zojuist is de Bode plot van de amplitude gemaakt. We kunnen ook een schets makenvan de fase van het systeem. Hiervoor onderscheiden we weer de drie gevallen.
H(j!) = − arctan (RC!)

Wanneer ! ≪
„

1

RC
= 1000

«
H(j!) = 0◦

Wanneer ! =

„
1

RC
= 1000

«
H(j!) = −45◦

Wanneer ! ≫
„

1

RC
= 1000

«
H(j!) = −90◦
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Opstellen Bode plot (eerste-orde)Bode plot (fase)
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Samenvatting

Op de kantelfrequentie van een pool zijn
• H(j!) = −45◦

•
˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −3 dB

Asymptoot heeft een helling van −20 dB per decade.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Speciaal geval
Voor een integrator (pool in de oorsprong) daalt de magnitudekrakteristiek al met
−20 dB per decade en begint de fasekarakteristiek met −90◦.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Opgave

Teken de Bode plot voor het volgende systeem.
H(s) =

s + 10

s(s + 100)

Hint: Als polen de magnitude doen dalen met −20 dB per decade, wat doennulpunten dan? Hetzelfde geldt voor de fase . . .
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Antwoord
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Tweede-orde systeem in Bode-vorm

Herinner het tweede-orde systeem van vorige week:
H(s) = Kstat !2

0

s2 + 2˛!0s + !2
0

De Fourier getransformeerde hiervan is:
H(s) = Kstat 1“

j!
!0

”2
+ 2˛ j!

!0
+ 1
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Tweede-orde voorbeeld

Het boek gebruikt ˛ in plaats van “. †

†Plaatjes afkomstig uit: Feedback control of dynamic systems, Pearson, 2016, Gene F. Franklin
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Belangrijke kenmerken tweede-orde

Belangrijke kenmerken van de kantelfrequentie:
• H(j!) = −90◦

•
˛̨
H(j!)

˛̨
dB = −6 dB

Asymptoot heeft een helling van −40 dB per decade.
De ˛ bepaalt de mate van opslingering of resonantie van het systeem. Bekijk paragraaf4.8.3.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Schetsen van een Bode plot

Recept voor het schetsen van een Bode plot:
1 Zet de overdracht om in de Bode vorm.
2 Sorteer (complexe paren) nulpunten en polen op hun (kantel)frequentie.
3 Bepaal magnitude/fase van Ko(j!)

n term.
4 Ga de nulpunten en polen in oplopende frequentie af om te zien hoemagnitude/fase veranderen.

Wat is de bode vorm?
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Stap 1: Bode vorm

De bode vorm van een systeem is:

Ko(j!)
n

“
j!
!0

+ 1
”“

j!
!1

+ 1
”
: : :“

j!
!a

+ 1
”“

j!
!b

+ 1
”
: : :

Vergelijk met de al bekende vorm‡:
H(s) = Kpn

(s − z1)(s − z2) : : :

(s − p1)(s − p2) : : :

‡Dit wordt de evans vorm genoemd
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Voorbeeldopgave

Bepaal de Bode vorm van de overdrachtsfunctie
H(s) = 16

50s + 5

s(4s2 + 40s + 400)

Antwoord:
H(j!) =

1

5
(j!)−1 10j! + 1

1
100(j!)

2 + 1
10 j! + 1
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Stap 2: Sorteren van kantelfrequenties

H(j!) =
1

5
(j!)−1 10j! + 1“

j!
10

”2
+ 1

10 j! + 1

De kantelfrequenties zijn (in oplopende volgorde):
• ! = 0:1 rad s−1 (een nulpunt)
• ! = 10 rad s−1 (een complex polenpaar)
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Stap 3: Ko(j!)n term

H(j!) =
1

5
(j!)−1 10j! + 1“

j!
10

”2
+ 1

10 j! + 1

De laagste frequentie is ! = 0:1 rad s−1.De term 1
5(j!)

−1 geeft aan dat:
• De magnitude bij ! = 1 rad s−1 gelijk is aan 20 log

“
1
5

”
≈ −14 dB.

• De magnitude afloopt met −1 · 20 dB per decade.
• \1

5(j!)
−1 = −1 · \1

5(j!) = −90◦.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Tussenstand
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Stap 4: Nulpunt op ! = 0:1 rad s−1

H(j!) =
1

5
(j!)−1 10j! + 1“

j!
10

”2
+ 1

10 j! + 1

Op de frequentie ! = 0:1 rad s−1 bevindt zich een nulpunt. Dit houdt in dat:
• De magnitude met 20 dB per decade toeneemt.
• De fase in totaal met 90◦ toeneemt.
• Op ! = 0:1 rad s−1 zelf is de fase met 45◦ toegenomen.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Tussenstand
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Stap 4: Polenpaar op ! = 10 rad s−1

H(j!) =
1

5
(j!)−1 10j! + 1“

j!
10

”2
+ 1

10 j! + 1

Op de frequentie ! = 10 rad s−1 bevindt zich een polenpaar. Dit houdt in dat:
• De magnitude met 40 dB per decade afneemt.
• De fase in totaal met 180◦ afneemt.
• Op ! = 10 rad s−1 zelf de fase met 90◦ is afgenomen.
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Antwoord
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Opstellen Bode plot (tweede-orde)Antwoord

−60

−40

−20

0

20

40
Ma

gni
tud

e(d
B
)

10−3 10−2 10−1 100 101 102 103

−180

−90

0

Frequentie (rad s−1)

Fas
e(◦

)

Hogeschool Rotterdam - Elektrotechniek REG10 - Week 1.5 40 / 41



Opstellen Bode plot (tweede-orde)Volgende week. . .

• Nyquist plot
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