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1 Introducao

Os veiculos aéreos nao tripulados (VANT) sao aeronaves que podem ser
remotamente controladas ou totalmente autonomas. Sobre o aspecto cons-
trutivos, VANTSs podem apresentar um ntumero variado de rotores, como
tilt rotores, que sao aeronaves sustentadas por 1 ou 2 rotores fixos em eixos
rotativos, tri rotores, octa-rotores, entre outras formas.

Algumas vantagens do quadrirrotor permitem maior facilidade de voo,
inclusive em espacos reduzidos, como capacidade maior de carga ttil, efei-
tos giroscopicos minimizados, maior simplicidade na mecanica dos rotores,
ja que nao apresentam partes méveis e frageis e propulsores com dimensoes
menores . A simplicidade e os baixos custos envolvidos na construcao de um
quadrirrotor sao fatores importantes e que sao levados em conta ao se esco-
lher esse modelo como plataforma para a realizacao de um estudo. Mesmo
possuindo algumas limitacoes, apresentam o melhor custo beneficio dentre
as demais configuragoes.

Os VANTS do tipo quadrirrotor sao impulsionados por 4 rotores, o torque
resultante dos motores nos eixos é responsavel pela movimentacao, aceleracao
e decolagem do veiculo. Em geral, dois rotores se movimentam no sentido
horario e os outros dois rotores se movimentam no sentido anti-horario, esse
balanco entre os rotores, aliado a uma boa estratégia de controle, é capaz de
fazer com que o sistema, inicialmente instavel, tenda a estabilidade, possibi-
litando o voo.

Tomando como base o controle, é necessario definir dentro do sistema
dinamico do VANT quadrirrotor, no caso a planta a ser controlada, quais
sao as variaveis de controle e as variaveis manipuladas. Além disso, é impor-
tante avaliar quais as possiveis variaveis de perturbagao que irao influenciar
0 processo.

No que diz respeito a variaveis controladas, é necessario garantir a es-
tabilidade e realizar as movimentagoes do veiculo, assim sendo, as posicoes
lineares no plano cartesiano, x, y e z e, os angulos de guinada (¢), rolagem
(¢) e arfagem (#) do VANT devem ser controladas. O veiculo é controlado
pela variagao do torque resultante em cada rotor, portanto, as varidveis ma-
nipuladas sao os torques resultantes em cada eixo do VANT e o empuxo
resultante aplicado no centro de massa do veiculo. Conforme esbogado na

Figura [I]



Figura 1: Movimentos de guinada, arfagem e rolagem realizados pelo qua-
drirrotor e distribuicao dos motores
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Fonte: PAULA, 2012. Salao do Conhecimento Unijui 2017. Veiculos
aéreos nao tripulados do tipo multirrotor; abordagem tedrica e énfase no
estudo do quadrirrotor.

No que diz respeito as perturbacoes, é possivel considerar as perturbacoes
aerodinamicas e perturbacgoes externas, como vento e outros e outros fenomenos
nao previsiveis e mensuraveis. De modo geral, a Figura [2| apresenta a des-
cricao das variaveis controladas, manipuladas e as de perturbagao.
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Figura 2: Varidveis do processo de controle do VANT quadrirrotor

Variaveis = Posicdo linear x;

controladas = posicdo linear y;

= posicdo linear z;

= dngulo de guinada (w): incide em tomo do eixo z, dessa
forma o guadriredor ira s& encontrar com uma inclinacdo de
zero grau em relacdo ao plano xy, realizando um movimento
de rotacdce em torno do seu eixo;

= dngulo de rolagem {d) ocome em tomo do eixo x fazendo
com que a aeronave se desloque para a esquerda ou direita;

= dngulo de arfagem (8): se caracteriza por ser realizado em
tomo do eixo y, ou seja, & a movimentacdo que faz o
quadrirrotor mover-se para frente ou para fras.

Variaveis = Torgue resultante em cada eixo do veiculo (xy & z);
manipuladas =« empuxe resultante no cenfro de massza.

Variaveis de « Momento agrodindmico e o efeito giroscdpico que serdo
perturbagic modelades como funcdes do fipo degrau e demais

perturbacdes que serdo consideradas como ndo

Mensuraveis.

Fonte: Autoria Prépria.

Por fim, com base no descrito, o objetivo final do controle do VANT qua-
drirrotor é obter a estabilidade do veiculo e realizar movimentagoes seguindo
uma trajetéria. Para isso, é valido todo o processo desenvolvido neste texto,
que se organiza em um processo de modelagem seguido da proposta de con-
trole e projeto dos controladores com a simulacao e finaliza com a conclusao
geral sobre o que foi desenvolvido.



2 Modelagem do Processo

A aplicagao de Veiculos Aéreos Nao Tripulados tem se tornado cada vez
mais extensa, as aplicacoes sao desde usos civis e militares, até o uso em
iniciativa privada para monitoramento de barragens de rejeito, como se tem
feito recentemente. Observando o aspecto do quadrirrotor, ele é capaz de
realizar decolagens e pousos verticais, além de ser capaz de pairar em certa
altitude. Além disso, os quadrirrotores nao necessitam de controle sobre os
angulos das hélices, como em tilt-rotores e os helicépteros convencionais.

Analisando o modelo de Veiculo, é possivel perceber que se trata de uma
planta sub-atuada, isto ¢, o sistema possui 4 atuadores para 6 graus de li-
berdade, os trés angulos de orientacao (arfagem, rolagem e guinada) e as
coordenadas cartesianas(x, y e z). Esse fato é um impossibilitante, uma vez
que se torna bastante custoso, do ponto de vista de controle, controlar to-
dos os graus de liberdade ao mesmo tempo. Além disso, a planta apresenta
variagao temporal e se trata de um sistema nao linear. A planta também
é afetada por disturbios aerodinamicos, que sao dinamicas nao modeladas
neste contexto. Para modelagem do sistema, se usa como base a Figura
que possui as base e variavéis adotadas neste texto.

Figura 3: Esquema do VANT quadrirrotor
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Sendo um sistema instavel, é necessario o projeto de um controlador e
para isso é necessario realizar a modelagem da planta. Para essa tarefa, é
necessario a utilizacao de técnicas de modelagem através das equagoes de
movimento, essas técnicas podem se valer tanto da formulacao de Newton-
Euler quanto de Euler-Lagrange, ambas usam a técnica de corpo rigido, sendo
que Newton-Euler trabalha o referencial no centro de massa e Euler-Lagrange
no referencial inercial.

Inicialmente, é assumido que o quadrirrotor é um corpo rigido no espaco,
ele esta sujeito a uma forca inicial na forma de impulso e 3 torques e que a
dinamica do veiculo pode ser desacoplada, existe entao, um sistema para a
translacao e um sistema para a rotacao. Se valendo da informacao anteri-
ormente dita, sobre o sistema ser subatuado e nao linear, pro simplificagao,
assume-se que o centro de massa e a origem do eixo de coordenadas fixo sao
coincidentes, além disso, o quadrirrotor é considerado uma estrutura fixa,
rigida e simétrica.

2.1 Cinematica

E assumida a existéncia de dois sistemas de referéncia, um fixo ao corpo
rigido e um inercial. O sistema de referéncia fixo tem a origem localizada

no centro de massa serd nomeado como B = {X,, Y, Z;}, na qual, X; é o
eixo da direcao normal ao voo, ?l é ortogonal a Z e no sentido positivo
para estibordo no plano horizontal, e Z; é orientado no sentido ascendente e
ortogonal ao plano X;0Y;. O referencial inercial é considerado fixo e descrito

como J ={X,Y,Z}. O vetor £ =[xy z]" representa a posigdo do centro
de massa do quadrirrotor com relacao ao eixo inercial I.

E necessério também obter as coordenadas de orientagao do quadrirrotor
com relagao ao eixo inercial. A orientagao do corpo rigido serd feita baseada
na técnica dos angulos de Euler, isto é, é possivel encontrar a orientacao
relativa entre dois sistemas de coordenadas através de doze defini¢coes inde-
pendentes dos angulos de Euler. Para modelagem do sistema sera utilizada
a convencao x-y-z, isto é, rotacao em torno dos eixos x - y - z, conhecida
popularmente na literatura como convencao Tait-Bryan. Assim sendo, serao
utilizadas 3 rotacoes sucessivas para descrever a rotacao geral no espago Eu-
clidiano tridimensional.



As matrizes de rota@éoé)odem ser descritas como:

Rotacao ao redor de Z;: rotacao ao redor do eixo Z e ao angulo de

guinada .
X, cos(¢)  sen(yp) 0 X
YV, | = | —sen(¥) cos(¥)) 0 Y
2 0 0 1|z

Rotacao ao redor de 71: rotacao ao redor do eixo 71 e ao angulo de arfagem

6.

)?l cos(f) 0 —sen(0) ):(l

Y, | = 0 1 0 Y

Z sen(f) 0  cos(f) 7
Rotacao ao redor de ?l : rotagao ao redor do eixo Z e ao angulo de rolagem
0.

X; 1 0 0 X;

Y | =10 cos(p) sen(o) Y;

Z 0 —sen(¢p) cos(¢) Z

Desse modo, as matrizes de rotagao sao definidas como:

1 0 0

R(zp,¢)= | 0 cos(¢) sen(o)
| 0 —sen(p) cos(¢)

[ cos(0) 0 —sen(f)
Rys.0)=| 0 1 0
| sen() 0 cos(0)

cos(y)  sen(y) 0
R(zp,9) = | —sen(y) cos(¢) 0
0 0 1

Se valendo das propriedades da matriz transposta, é possivel obter a matriz
de orientacao relativa do sistema de coordenadas fixo ao corpo rigido. Defi-
nindo a matriz R; : B — J

Ry = R(zp,¢)".R(ys,0)" .R(zp,¢)"



Fazendo uso de operadores, definindo:
C = cos
S = sen

A R; é completamente definida:

CYCO CSOSH — SHCH CbSOCH + SibSe
Ry= | SwCO SiSS¢+ CpCo SpSOCH — CihSe
50 0S¢ COC¢

O movimento translacional pode ser descrito como:

UJ:RJ.’UB

Na qual:

vy - Velocidade linear do quadrirrotor, em relacdo ao eixo inercial - [uy,
7
Vo, ’U}O] .
vp - Velocidade linear do quadrirrotor, em relagao ao eixo fixo no corpo rigido
Y
- [UL, U, ’U)L] .

Objetivando a encontrar a equacao cinematica, a relacao entre a veloci-
dade angular do quadrirrotor e a derivada temporal dos angulos Euler foi
calculada.

P 1) 0 0
¢ |=1|0|+(R@pe))" | 0|+ Rys0) Ras o))" | 0
r 0 0 (0
p 1 0 —sen(0) Qb
g | =10 cos(p) sen(p)cos(d) 0
r 0 sen(¢) cos(p)cos(6) ¥
w=W,n



Na qual:

w - Velocidade angular do corpo rigido em relagao ao eixo fixo do quadrirro-
tor - [p q 1]’

n - Velocidade angular do corpo rigido em relacao ao eixo inercial - [qﬁ 0 w]’
W,, - Matriz de Euler

Sendo assim, a derivada temporal dos angulos de Euler pode ser obtida
através da matriz inversa de Euler.

n=W "tw
é 1 sen(¢)tan(0) cos(¢p)tan(0) P
o |=|0 cost0)  —sen() ||a
0 0 sen(¢)sec(0) cos(¢)sec(0) r

Uma observacao deve ser feita com relagao a nao continuidade das deri-
vadas temporais dos angulos de Euler, esses dados serao diferentes ao dados
obtidos experimentalmente com algum sensor, como as Unidades de Medigao
Inercial, frequentemente usadas neste tipo de aplicacao.

2.2 Formulacao de Euler-Lagrange

Para a formulacao de Euler-Lagrange, é necessario considerar o quadrir-
rotor em analise como um corpo livre no espago sob a agao de forcas externas.
A partir dessa premissa, € possivel descrever a energia total através da funcao
Lagrangeana. Segue a equacao:

[ |
L:K—U:§m£T§+§wTﬂu—mgz

Na qual:

L - Funcao Lagrangeano

K - Energia Cinética

U - Energia Potencial

m - Massa do quadrirrotor
I - Matriz de Inércia

g - Aceleracao gravitacional



A partir da descrigao do sistema através da funcao Lagrangeano, é possivel
obter o modelo dinamico do sistema ao aplicar a equacao L na restricao
abaixo:

fe ]l _ d 0L(g,q), d OL(g,q)
5 a -t

Na qual:

fe - Vetor de forca translacional
T, - Vetor que representa os momentos de arfagem, rolagem e guinada
q - Vetor de coordenadas generalizadas

A combinacgao das duas equacoes anteriores entrega o modelo dinamico de
alto nivel representado no eixo inercial.

Mg, ngg 5 03903 03963 f mge3 o ff 55

Na qual:

Jny - Matriz de inércia rotacional
Cun(q, ¢) - Matriz rotacional de Coriolis e forcas centripetas
0 - Vetor de disturbios que atuam sobre o quadrirrotor

O modelo dinamico acima permite a divisao do modelo em dois sistemas,
o subsistema translacional e o rotacional.

2.2.1 Movimento de translagao

As equagoes sao:

(cosppsenbcosp + senipsend)U + %

X = %s
(senpsenbcosp — cospsend)U + %

Yy =

1 z
m

1 y
m..

Z = —g+ L(cosbcosp)U + %

Na qual:



X - Aceleragao no eixo x
Y - Aceleracao no eixo y
Z - Aceleracao no eixo z

2.2.2 Movimento de rotagao

O movimento de rotacao pode ser descrito de maneira resumida da se-
guinte forma:

i = J(n)" 1(1, — C(n,dotn)dotn)

Na qual:
i - Aceleracao nos eixos angulares

Destrinchando a equacao resumida, tem-se a matriz de inercia do subsistema
rotacional

Ixx 0 —1,,.50
J(n) = 0 ]yyC'ng (Iyy — Izz)C¢S¢CQ
—1,.50 (Iyy — Iz2)CpSPCH 1,,5%0 + IyyS*¢C?*0 + I1,,C%¢C?0

E tem-se a matriz rotacional de forcas centrifugas e de Coriolis, que é definida
pela matriz a seguir e pelos simbolos de Christopher:

Cll 012 013
C(n,n)=| Cu Cxn Cy
C31 032 033

Os simbolos de Christopher sao:
011 = 0

Cia = (Iyy — Iz2)(0CoS + (1/2)(1S?¢C0) + 3(I77 — Iyy) (v C?*¢C0) —
(1/2)IxxCO

Cis = (Iz7 — Iyy ) (WCPSGC?0 + (1/2)(0COC? ) + L (117 — Iyy ) (¥ C2pCH) —
T xyCo

10



Cor = (Inz—Iyy)(0CHSH+1(HWCOS?P) + L (Iyy —112) (VC2PCO)+ LI xpCO
Cos = (Iz7 — Iyy)(¢C9Sé

Coz = —IxxpSOCO+Tyy1hS2pCOSO+1, 2 C2pSOCH+1 (Iyy —147)(pCOC? P+
T(Izz — Iyy)(¢C0S2¢) + 2 1xxpCH

Co1 = (Iyy —I22)(YC?0CHS o+ L0COC2P) + L1 (17— Iyy )0S29CH— LT x0CO

Caz = (I57—Iyy)(0CHSHSO+L0COS2P)+ 1 (Iyy —142)C2HCO—L Ix x1hSOCH—
Iyy ) S2S0CH — 1,,psiC2HSOCH

Css = (Iyy — I2)0CHSPC20 — Iy 0S2pSOCH — I,,0C%pSOCH + I x0CHSH

2.3 Formulacao de Newton-Euler

A formulagao de Newton-Euler pode ser escrita da seguinte forma:
mjgxg 0 UB I w X mig . fB
0 J w wxJw | | 78
Na qual:

J € R¥3 _ E a matriz de inércia

I35 € R¥3 - E a matriz identidade

vp - E o vetor de velocidade translacional em B
w - E o vetor de velocidade angular em B

w - B o vetor de velocidade angular em B

m - E a massa do quadrirrotor

Considerando a matriz de inercia J da forma:

Ixx 0O 0
J = 0 Iyy 0
0 0 Izy

A dinamica do corpo rigido pode ser descrita pela equagcoes:

£ =v=Rup

11



mo = R;[p

Jw=—-wxJw+Tp

Nas quais:

v - E a a velocidade linear no sistema de coordenadas inercial
fB - E o conjunto de forcas que o quadrirrotor esta sujeito
7 - E 0 conjunto de torques que o quadrirrotor esta sujeito

As forcas que atuam no corpos rigido sao o empuxo total T, resultante
das forgas dos quatro motores e da forca gravitacional.

4

4
TZZfi:ZbQ?
i—1

i=1

Na qual:

fi - E a forca gerada por cada motor elétrico e tem diracao sobre o eixo
z

b - E um valor constante, relativo ao coefiente de empuxo

Q) - E a velocidade angular de cada motor ao redor de seu préprio eixo.

A forga gravitacional atua apenas sobre o eixo z, assim ela pode ser expressa
por, onde o indice 3 indica a atuagao sobre o eixo z:

fg = —mygls

Substitindos as equagoes:

O vetor de torques pode ser expresso por:

12



(fo = fa)l

To

R (f34—f1)l
Ty > T

=1

Na qual:

[ - E a distancia dos motores até o centro de rotagao
Tui - E o esforco de torcao gerado por cada motor

O esforgo de torgao é inverso a for¢a aerodinamica 744, = d27, na qual

d representa o arrasto das hélices. Se valendo da segunda lei de Newton, se
tem:

JTQi = —Tdrag + Tari

Na qual:

Jr - E o momento de inércia do rotor ao redor do seu préprio eixo
Assim sendo, os torque de rolagem, arfagem e guinada podem ser represen-
tados por:

Ts bl(%3 — 3)
TA = To = bl(Q%—Q%)
T d(QF + Q3 — Q3 — Q)

Considerando o efeito giroscopico e o momento aerodinamico:

B = TaA + T

Tqd = Qr + Tq

Na qual:

a, - E 0 momento aerodinamico

Reescrevendo as equagoes:

mv = —mgls + R;T

13



4
Jw = —w X Jw—ZJr(w X 13)Q + T4 + a,
i=1

Desenvolvendo essas equacoes se obtem o modelo da dinamica do quadrir-
rotor. Por simplificacao, o efeito de giroscopio e o momento aerodinamico
serao considerados como pertubagoes ao sistema e serao modeladas como
funcoes do tipo degrau.
Dessas forma, as equagoes do modelo sao:

xT

1
& = —(cosysenbfcosp + senpseng)T + :
m

m
L1
Yy=—
m

(senipsenbcosp — cosipsend)T + '
m

z

F=—g+ l(cochosqﬁ)T + &

m m

b = p + gsen(p)tan(0) + rcos(¢p)tan()
0 = qcos(¢) — rsen(o)

Y = gsin(p)sec(h) + rcos(d)sec(h)

. Iyy — 17z T, Téq
p=——-"—""—qr + —_re + /=

Ixx Ixx Ixx
. Izz — Ixx To T,
q= pr+o—+

Iyy Iyy Iyy
. Ixx — Iyy T Topy
r= pq+ —+

Iz Iz Iz

2.4 Descricao em espaco de estados e modelo lineari-
zado

Para linearizar o sistema sera utilizada a matriz Jacobiana e ponto de
equilibrio sera o ponto de hovering, Pg.

Py = (20, Y0, 20,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

14



O jacobiano do sistema é dado por:

+ 0fi .
(9.1'j|PH Z>]€[7 ]
r O : .
B=— — 1,12 1,4
gl i€L12), g e

As matrizes C e D nao serao representadas, uma vez que os requisitos de
controle serao apresentados posteriormente. Tendo como base o descrito, o
sistema linearizado a partir das matrizes jacobianas ¢ dado por:

000 0 00100000
000 0 00010000
000 0 00001000
000 0 0000O0T100
000 0 00000O0T10
i_loo00o 0 00000001
1000 0 0000000
000-L00000000
000 0 000000GO0O0
000 0 00000O0GO0DO
000 0 00000O0GO0O
(000 0 0000000 0|

00 0 07

0 0 0 0

0O 0 0 0

0O 0 0 0

0O 0 0 0

. 0O 0 0 0

B=| 9 0o 0 o0

0 0 0 0

0 0 o0 2

A 0 0 0

0 &~ 0 0

0 0 5= 0]

Dessa forma, a descricao em espaco de estados fica completamente defi-
nida e ela é dada por:

AX = AAX + BAU + wW

15



Na qual:

w - E o vetor de podenracao das perturbagoes W - E a dinamica que afeta
as pertubacoes, como sao representadas por funcoes do tipo degrau, w pode
ser escrito como:

‘~§|H3I~3I~© cooo o

~
>
i

~
|H< ‘H
<

r
~
N
N
L

2.5 Analise de controlabilidade

A matriz de controlabilidade é construida como:

ctrb(A, B) = [B AB A*B|

Logo, considerando os valores numericos para facilitar o calculo via matlab:
m = 2.24

Ixx =0.0363
Iyy = 0.0363
177 =0.0363

16



00 0 -1 0 0 00 0 o0 0 O

00 -1 0 0 0 00 0o O 0 O

00 0 O 0 —0.4464 0 0 0O O 0 O

00 0 0 -—0.4464 0 00 0 O 0 O

00 0 O 0 0 00 0 0 0 -1

00 0 O 0 0 00 0 0 -1 0

AAB =109 0 0 0 0 00 0 -1 0 0
00 0 O 0 0 00 -1 0 0 O

00 0 O 0 0 00 0 O 0 O

00 0 O 0 0 00 0 O 0 O

00 0 O 0 0 00 0 o0 0 O

| 00 0 0 0 0 00 0 o0 0 O

Assim sendo, rank(ctrb(A, B)) = 8, logo o sistema nao é totalmente

controlavel, usando a premissa de que a matriz A nao é bem definida, no
matlab se faz o uso do comando ctrbf, com o comando ctrb o rank resul-
tante é 12, tornando o sistema controlavel. Além disso, o sistema linearizado
pode ser considerado desacoplado, uma vez que as variavéis nao dependem
diretamente umas das outras.

2.6 Analise em Malha Aberta

Com base nas equagoes nao-leneares do modelo, no simulink, foi cons-
truido o diagrama para simulagao que ilustram as Figuras [4 e [f
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Figura 4: Diagrama de blocos da dinamica nao linear do sistema

Fonte: Autoria Prépria

Figura 5: Diagrama de blocos do quadrirrotor

Quadrirrotor

Fonte: Autoria Prépria

Para simulacao, foi considerado que as saidas z, vy, z, ¢, 6, 1) eram me-
didas. Além disso, todas as pertubacoes do sistema sao do tipo degrau e as
estradas sao igualmente modeladas, como degrau de amplitude 1 no instante

18



de tempo 0. Dessa forma, a simulagao em malha aberta resulta nas Figuras

[Bleld

Parametros da simulagao:

m = 2.24 - massa do quadrirrotor

g = 9.81 - aceleragao da gravidade

Ixx = 0.0363 - momento de inercia em torno do eixo x
Iyy = 0.0363 - momento de inercia em torno do eixo y
177 =0.0615 - momento de inercia em torno do eixo z

T¢d =0.01
Toy = 0.01
de = 001
a, = 0.01
a, = 0.01
a, = 0.01

Figura 6: Resposta em malha aberta de x, y e z

0 50 100 150 200 250

Fonte: Autoria Prépria
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Figura 7: Resposta em malha aberta de ¢, 6 e 9

phi

theta

Fonte: Autoria Prépria
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3 Proposta de controle

O projeto de controle sera composto por um controlador LQR para o
controle de atitude e um conjunto de controladores PID para a posicao no
espaco, dessa forma, uma estrutura em cascata sera proposta. Além disso, o
sistema tem como variavéis medidas apenas as posicoes angulares e a posicao
relativa a origem, assim sendo, um observador de estados de Luenberger
sera utilizado. Em resumo, o controle serd composto por uma estrutura em
cascata, formada por umr controlador LQR para a atitude e um controlador
PID para a posicao no espaco, além da estrutura do observador de estados.

3.1 Regulador Linear Quadratico

Para sistemas MIMO descritos em espaco de estado a utilizacao de con-
troles baseados em alocacao de polos nao é totalmente caracterizada por meio
das técnicas SISO. Uma forma de contornar esse problema é utilizar técnicas
de controle 6timo, definindo ganhos de realimentacao que aloque os pélos de
malha fechada nas posicoes adequadas. Dessa forma, ao invés de projetar
controladores cujo os ganhos aloquem os pélos de malha fechada em posicoes
especificas, o objetivo é buscar um ganho que aloque os pélos em posicoes que
minimizem uma funcao custo. A funcdo custo em questao, denotada como
J, consiste de um termo quadratico para o vetor o estado de x qualquer e
um termo quadratico para o sinal de controle wu.

J = /too (1) 'Qx(7) + u(r)! Ru(r) dr

Sendo a matriz () semidefinida positiva e a matriz R definida positiva,
o controlador obtido a partir da minimizacao da funcao custo J é chamado
de Regulador Linear Quadratico, LQR da sigla em inglés. A matriz @) ca-
racteriza a penalidade referente ao desvio do estado em relacao a origem e a
matriz R caracteriza o custo em relagao ao controle. Essas matrizes, ) e R,
sao parametros de projeto e devem ser escolhidas de forma ponderada entre
si, em outras palavras, incrementar ou decrementar as matrizes () e R na
mesma propor¢ao nao altera o valor da funcao custo J e consequentemente
nao altera a lei de controle. Assim sendo, caso () tenha valores mais elevados
com relagao a R, o desvio da origem é priorizado com relacao ao custo de
controle, levando a valores altos e a possivel saturacao dos atuadores. Por
outro lado, quando R possui valores mais elevados que (), o sistema prioriza
a acao de controle, tornando o sistema mais lento.
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Considerando um sistema em espaco de estados, definido como:

() = Az + Bu
x(0) =z
Na qual, a lei de controle é dado por:
u=—Kz

Substituindo a lei de controle na funcao custo se obtém:

J = /too z(T)(Q + KTRK)x(7) dr

Como o sistema em malha fechada ¢é estavel, a funcao custo pode ser
minimizada definindo:

z(t)' Px(t) = /too z(7)(Q + K"RK)x(7) dr

d

T
Sendo P = P7T e definida positiva.
Expandindo a relacao:

&) Px(t) = —2(t)"(Q + KT RK)z(t)

—27(Q + KTRK)x = i" Px 4+ 2" Pi = 27 (A — BK)"Px + 2" P(A — BK)x
Assim:

(A= BK)"TP+P(A-—BK)+Q+K"RK =0

Que é a equacao de Lyapunov para o sistema em malha fechada. A
solucao para a equacao necessita de uma solucao para K e P, o que nao é
uma tarefa trivial. Se valendo da condicao de nao sigularidade de R ja que
R é definida positiva, a equacao pode ser reescrita como:

A"P4+ PA+Q—PBR'B'"P+ (K" — PBRY)R(K — R*B'P) =0
Na qual, o termo K estd restrito ao termo:

(KT — PBRY)R(K — R'B"P)
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Que é semidefinido positivo. Assim, escolhendo K = R~'BT P, a equacao
resultante tem a forma da equacao algébrica de Riccati, que nao depende do
valor de K:

AP+ PA+Q—-PBR'B"™P=0

Resolvendo a equacao de Ricatti se obtém P, com o valor de P se obtém
K pela expressio K = R7'BT P, determinando o ganho para realimentacao
de estados e o valor 6timo de custo pode ser obtido por J = xl Px.

3.2 Observador de estados

Projetos por realimentacao de estado consistem em poder alocar os polos
do sistema em locais desejados. No entanto, nem todos os estados do sis-
tema estao disponiveis para a realimentagao, isso ocorre pela inexisténcia de
sensores ou pela impossibilidade de medir algum estado.

Para contornar esse problema é possivel propor estimadores de estados,
conhecidos como observadores. Um observador de estados ¢ uma estrutura
que permite estimar os estados internos a partir dos estados medidos, sobre
isso, é desejado que a dinamica do observador seja rapida o suficiente para
que sua dinamica interna nao influencie a dinamica da planta, sendo o valor
de 10 vezes mais rapido que o polo mais rapido em malha fechada, uma boa
estimativa.

Considerando um sistema que possua m estados medidos, dado da forma:

= Ax + Bu
y="Cz
Uma transformacao de similaridade pode ser definida como, na qual
rank(C) = m:
C
=[]

Na transformacdo de similaridade R € R™®~")*" escolhida de modo que a

inversa de X exista e X! =Y. A matriz Y pode ser parcionada da seguinte
forma:

YoXT=[¥ %]
Y'leRnX(n—m)
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}/2 c Rxm

Por defini¢ao, XY = I, assim:

_ | C ey eyl [ L, O
RN R RN

Aplicando a transformacgao no sistema:
T=XAX"'T+ XBu
y=CX'z=CYz=[1, 0]%

37;1 _ le Z12 _ ]m 0
TQ B Z21 Z22 B 0 [n—m

y=CX't=CYz=[1, 0] {ﬁ} =77

Reescrevendo:

Reescrevendo a equacao de estados:
g = AT + ATy + Biu
‘T};Q = Zglfl + Zzgfg + BQU
Definindo:

Resulta em:
Ty = ATy + 1
w = Alng

O par (A, C) é observdvel se e somente se o par (Ag, Aj9) também for.

A

Um estimador = pode ser construido da seguinte forma:

% = (ZQQ—mu)%‘i‘zw—'—ﬂ == (ZQQ—mlg)%+5(y—zllfl—EﬂL)—'—lefl‘i‘Bgu
Tomando como definicdo z = T — Ly, se obtém a relacdo em termos de z:

z = (ZQQ — m12>2 + ((ZQQ — mlg)z + (221 — mn))y + (ZQ — ﬁl)u

Sendo z + Ly uma estimativa para Ts. Assim, o estado estimado serd com-

posto por: R
Ty z+ Ly

24

SiE



3.3 Estrutura do controlador

Inicialmente, o sistema do VANT quadrirrotor é desacoplado, assim uma
estruta em cascata é proposta. A estrutura considera um controle para a
atitude do quadrirrotr e outro controle para a posigao linear, conforme mostra

a Figura

Figura 8: Estrutura em cascata do Quadrirrotor

Referéncias

|

Controle Posicdo e

Altitude

Quadrirrotor

Roll

Pitch

Controle Atitude
Torques

Fonte: Autoria Prépria

Para utilizar um controle LQR sobre a atitude é necessario a linearizagao
do sistema, feita no capitulo anterior, todavia, nao é necessario a descri¢ao
de espaco de estados completa para o projeto do LQR, uma vez que ele con-
sidera apenas as variaveis envolvidas na malha de atitude.

Considerando apenas os estados relativos a atitude se tem:

b 010000 b
P 00000O0]|]|p
0 000100 0
¢l 1000000 q
" 00000T1]|]|w
'+ [00000O0]|r]
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Sobre essa estrutura serd proposto um controlador LQR. As matrizes ) e
R serao escolhidas, a priori, de modo a priorizar a correcao do erro, uma vez
que se trata de uma estrutura em cascata. Finalizado o projeto da malha
externa esse valor de () sera compensado, priorizando o valor de R, para
garantir controladores realizavéis. Para escolha dos valores de Q) e R serd
utilizado o método de Bryson, escolhendo o maior desvio possivel para cada
variavél.

Por fim, estabilizados os angulos é preciso garantir que as trajetorias
sejam seguidas, isso leva a ideia de controladores com agao integral. Ou seja,
o controlador LQR serd usado para estabilizar os angulos de forma 6tima e os
controladores PID serao utilizados para seguimento de referéncia da posi¢ao
com erro nulo, ou bem préximo ao valor zero.

Para a estrutura do controlador PID sera considerado o seguinte sistema,
que ja linearizado tem a forma:

@ 000100 T 0 0 0
v 0000T1O0 y 0 0 0 T
|l _|1000001 2l 1000 P
i 00000O0O @ 0 X 0
ij 0000O0O 0 v 0 0 = ¢
i) [0o0O0O0O0O0O]|2] |[L 0 0]

Isolando os estados e suas derivadas:

HEIRIHN!
HEIHE!
HEIIHN
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Como todos os estados estao disponiveis, pelo projeto do observador, a
matriz C' de cada um dos sistemas é dado por, considerando apenas a saida
da posicao:

C=[1 0]

As fungdes de transferéncia sao dadas da forma C'(sI —A)™'B, na qual I é a
matriz identidade. Dessa forma, as funcoes de transferéncia do sistema sao:

HX(S) - ;;*((SS)) - m152
Hy(s) = ff)'((i)) B m_132
Hz(s) = ZE?% B m132

A sintese desses controladores serd feita com auxilio do lugar das raizes.
Por fim, a Figura[9mostra a implementagao do controle proposto no simulink.

Figura 9: Estrutura de Controle

ekl [ T T
— - 5

o

Fonte: Autoria Propria.
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4 Projeto de controladores e Resultados

Tanto para o projeto quanto para a simulagao, foram considerados como
parametros os seguintes valores:

m = 2.24
g=9.81

1., =0.0363
I, = 0.0363
I,, =0.0615
T, = 0.01
Toy, = 0.01
de =0.01
a, = 0.01

a, = 0.01

a, = 0.01

4.1 Projeto de controladores
4.1.1 Regulador Linear Quadratico

Para o projeto do Regulador Linear Quadrético, inicialmente, é necessario
definir a matriz Q e a matriz R. Como o sistema possui dinamica rapida
é possivel afirmar que a variacao dos angulos ocorre de forma igualmente
rapida, assim sendo, é necessario priorizar o seguimento de referéncia em
decorréncia do sinal de controle, assim, o ganho em Q, para cada um dos
estados, sera maior que o ganho em R para cada uma das entradas. Pela
regra Bryson, se valendo de uma variacao de 0.3 para os angulos, o valor de
ganho em ) é igual a 11, de forma aproximada. Para o sinal de controle, serd
considerado uma amplitude maxima de 5, valor esse que em termos praticos
nao causaria grandes danos no sistema elétrico, por exemplo, considerando
como um valor de tensao ou corrente, por exemplo. Dessa forma, o valor
do ganho em R ¢ de 0.04. Utilizando a funcao care do Matlab para resolver
equacao algébrica de Riccati se obtém o valor de K, que calculado até entao,
é de:

16.5831 16.6194 0 0 0 0
K = 0 0 16.5831 16.6194 0 0
0 0 0 0 16.5831 16.6445
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Por fim, o valor pode ser ajustado durante a simulagao, de forma a atingir
o melhor valor possivel para o sistema.

4.1.2 Obvervador de estados

Para o projeto do observador, é considerado que todos os pélos da dinamica
do observador estao no mesmo ponto, no caso, localizado em -15 no plano s.
Se valendo das equacgoes desenvolvidas por Luenberger, o projeto do obser-
vador ¢ feito por alocagao de pélos e o valor do ganho para alocagao é obtido
pela solugao da equacao de Lyaponov. Dessa forma, os ganhos de observacao
L sao dados por:

0 -1 0 0 0
o 0 -1 0 0
0o 0 0 -1 0
0
0

o O OO

0 0 0 -1
0 0 0 0 -1
15 90 225 300 225 90.0000 |

4.1.3 Controladores PID

Para os controladores PID sera utilizado o projeto via lugar geométrico
das raizes. Primeiramente, as trés funcoes de transferéncia, H,(s), Hy(s) e
H.,(s) foram plotadas pelo comando rlocus do matlab e os resultados podem

ser vistos nas Figuras [10] [I1] e [12]

Figura 10: Lugar das raizes para H,

Root Locus

o
o 3 -
T T T

Imaginary Axis (seconds‘1)
=)
3
T

-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
Real Axis (seconds'1)

Fonte: Autoria Propria.
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Figura 11: Lugar das raizes para H,

Root Locus

0.15 T

0.1

o

=)

o a
T T

Imaginary Axis (seconds‘1)
o
)
o

-0.1 1

-0.15 -

Fonte:

-05 0 0.5 1 15

Real Axis (seconds'1)

Autoria Prépria.

Figura 12: Lugar das raizes para H,

0.15

Root Locus

0.1F

o

o

o a
T T

Imaginary Axis (seconds‘1)
o
o
o

-0.15

Fonte:

Apds tentativa e erro de alocagao de zeros e polos, de forma a levar o lugar
das raizes para dentro das especificacoes, no caso tempo de acomodacao de
3s e overshoot percentual de 10%, se obteve a seguinte configuragao do lugar
das raizes para cada uma das fungoes de transferéncia, resultado esse, exibido

nas Figuras e (15

-0.5 0 0.5 1 1.5

Real Axis (seconds'1)

Autoria Prépria.

30



Figura 13: Lugar das raizes para H,, sistema compensado

Root Locus

o
T
L

Imaginary Axis (seconds‘1)

-14 12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
Real Axis (seconds'1 )

Fonte: Autoria Prépria.

Figura 14: Lugar das raizes para H,, sistema compensado

Root Locus
5 T T T T T T

o
T
L

Imaginary Axis (seconds‘1)

4+ S~ - 4
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Real Axis (seccmds'1 )

Fonte: Autoria Prépria.
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Figura 15: Lugar das raizes para H,, sistema compensado
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Fonte: Autoria Prépria.

Assim, os controladores foram obtidos:

C, = 190.9( +1+0.198s)

0.83s
1

= —153(— +1 22

Cy 53(0.95+ +0.22s)

C. = 190.9(

1 1
0.838+ +0.198s)

4.2 Resultados

Inicialmente, os controladores PID nao apresentaram bom desempenho e
levaram o sistema a satuacao, o que forcou a alteracao dos valores. Sobre esse
ponto, o valor do ganho derivativo foi aumentado até que o sistema atingisse
a estabilidade, assim sendo, os controladores PID adotados sao:

C, = 0.001( + 1+ 60s)

0.003s

1
= —001(—+1+
C’y 0.0 (0.013 303)

1
L, =04(—+1 .
C,=0 (0.04s+ + 5.565)
Além disso, para diminuir o sobressinal gerado, foi acrescentado um filtro

de alta frequéncia pra fazer cancelamento de zeros em todos as malhas que
utilizam do PID.
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Para o controlador LQR, o valor apresenta lentidao e consequentemente
gerava instabilidade, dessa forma a matriz foi considerada como a identidade
e R como a identidade mltiplicada por 0.5. O valor de ganho obtido foi:

1.4142 1.4501 0 0 0 0
K = 0 0 1.4142 1.4501 0 0
0 0 0 0 1.4142 1.4744

4.2.1 Estabilizacao

A primeira referéncia considerada foi a saida da origem até estabilizar no
ponto (2,2,10). Esse resultado pode ser visto na Figura [L6] Nele é possivel
perceber que a resposta do controlador é relativamente rapida, todavia o si-
nal em x é mais lento ao ser comparado com as outras varidveis de posicao.
O tempo de acomodacao, das 3 malhas de posicao é em torno de 20 segun-
dos, tempo maior que o calculado, mas um tempo factivel, diferente dos 3
segundos usados incialmente, o que pode ser comprovado na Figura [I16|Na
sequéncia, é possivel ver a existéncia de perturbacoes na planta e como ela
afeta a resposta. O controlador consegue rejeitar as perturbagoes, mas isso
ocorre de forma lenta, uma vez que o controle foi feito priorizando eliminar
o erro com relacao a entrada de referéncia e nao para solucionar o problema
de rejeicao de perturbagao. Ainda sobre a perturbacao, elas ocorrem a partir
de 200 segundos, perceptivel pelas mudancas nos valores de posicao, elas sao
modeladas como degraus e possuem pequenas amplitudes, que é decorrente
de sua natureza.

Figura 16: Estabilizagao em (2,2,10)

x
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Fonte: Autoria Prépria.

33



Na sequéncia, a Figura[l7mostra a evolugao do sinal do erro, é perceptivel
que ele tende a zero e uma pequena alteragao do seu valor ocorre justamente
a partir dos 200 segundos, que é onde ocorrem as perturbacoes.

Figura 17: Evolugao do sinal do erro na Estabilizacao em (2,2,10)
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Fonte: Autoria Propria.

Analisando a Figura[l8|é possivel observar a evolucao da posicao angular
do quadrirrotor. O VANT varia brevemente seus angulos a fim de atingir a
posigao e ficar estavel.

Figura 18: Evolugao da posi¢ao angular na Estabiliza¢ao em (2,2,10)
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Fonte: Autoria Prépria.

Por fim, as Figuras [19] e [20] mostram o sinal de controle empregado para
estabilizaggo do VANT. No momento incial existe um esfor¢o de controle
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grande para tirar o VANT da inércia e leva-lo para o ponto desejado, sendo
que o esforco se estabiliza logo na sequéncia, voltando a atuar de forma
agressiva no momento em que é percebida a perturbacao, como era de se
esperar.

Figura 19: Evolucao dos sinais de controle para posicao na estabilizacao
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Fonte: Autoria Prépria.

Figura 20: Evolucao dos sinais de torque no tempo para estabilizacao
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Fonte: Autoria Propria.
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4.2.2 Seguimento de Referéncia

Na sequéncia, é desejado que o quadrirrotor siga uma referéncia circular.
Para isso, as entradas de posicao sao inseridas fungoes senoidais e na entrada
de altitude € inserido uma referéncia em rampa, a combinacao das 3 entradas
gera uma trajetéria helicoidal. As Figuras 21] e 22] mostram o a trajetoria
helicoidal, na Figura [22| em azul esta a trajetoria e em vermelho o caminho
percorrido pelo quadrirrotor. Além disso, na Figura [23] estd o sinal do erro
relativo a trajetéria e ao caminho percorrido pelo quadrirrotor, analisando
essa imagem é possivel observar que o erro relativo é bem baixo, conforme
fora projetado os controladores.

Figura 21: Seguimento de referéncia helicoidal
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 22: Seguimento de referéncia helicoidal sobre o plano

XY ZPlot

Z Axis

Fonte: Autoria Propria.

Figura 23: Sinal do erro na referéncia helicoidal
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Fonte: Autoria Propria.

Em conclusdo, a Figura [24) mostra o esforgo de controle empregado para
a malha de atitude. Sobre ela, é possivel ver que apenas no instante inicial
existe um pico do sinal de controle, isso se deve a necessidade de percorrer
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um caminho maior até atingir a trajetéria, uma vez que a trajetoria e o
quadrirrotor se iniciam em pontos diferentes. Por fim, a Figura [25] mostra
o esforco de controle para as posicoes, que, igualmente ao que ocorre com
a atitude, tem seu pico no primeiro instante e depois mantém valores bai-
xos. Finalmente, a Figura [26] mostra a evolucao das posicoes angulares no
tempo, é possivel perceber que nao houve mudangas brustas, logo o sistema
permaneceu estavél.

Figura 24: Esforco de controle malha de atitude na referéncia helicoidal
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Fonte: Autoria Prépria.
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Figura 25: Esforco de
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Fonte: Autoria Prépria.
Figura 26: Posicoes angulares na referéncia helicoidal
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5 Conclusao

Sobre o desenvolvimento do trabalho, tudo ocorreu de forma objetiva e
assertiva. Todavia, algumas consideracoes devem ser feitas.Inicialmente, a
modelagem do sistema apresenta variagoes entre autores, assim se faz muito
necessario entender o processo fisico e adequar o modelo a aplicacao.

Sobre o controle, para o LQR o valor de tempo de acomodacao nao pode
ser estipulado a priori, o que dificulta seu uso em sistemas em cascata, dessa
forma, os ajustes de tempo devem ser feitos via tentativa e erro, até atingir a
melhor especificacao. Sobre os controladores PID, ao aplicar os controlado-
res sobre o projeto real, foi bem oneroso o trabalho de ajuste de parametros,
uma vez que o sistema nao se estabiliza inicialmente, apds a estabilizacao é
possivel de se obter um direcionamento sobre qual ganhos devem ser alte-
rados. Ademais, os controladores foram projetados pensando na solucao do
problema de seguimento de referéncia e nao no problema de rejeicao de per-
turbacao, assim sendo, as perturbagoes, por menores quais sejam, demoram
um espago de tempo considerado grande até serem totalmente eliminadas.

Por fim, é interessante pensar o projeto sobre o ponto de vista de imple-
mentacao real, nesse caso, devera se inserir os motores na planta, uma vez
que esse modelo considera apenas os torques e o empuxo no centro de massa.
Além disso, é interessante inserir alguma ferramenta de filtragem para os
sinais medidos, tendo em consideracao que incertezas na implementacao real
vao existir, podendo implantar filtro de média movel ou até filtragem es-
tocastica, como o filtro de Kalman pra aplicacao discreta ou Kalman-Bucy
para o tempo continuo.
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