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Introduction

La Théorie des Nombres, ou Arithmétique, est souvent qualifiée de « Reine des
Mathématiques ». La simplicité de son objet (les nombres entiers et leurs généra-
lisations), I'élégance et la diversité de ses méthodes, les nombreux problemes non
résolus qu’elle contient, exercent en effet un incontestable attrait sur de nombreux
mathématiciens, qu’ils soient des débutants, des arithméticiens professionnels, ou
des spécialistes d’autres branches. On ne s’étonnera donc pas trop de voir que l'auteur
de ce livre est un géometre-algébriste, qui n’a aucune publication originale dans le
domaine de I’Arithmétique proprement dite.

Ce livre ne se distinguera donc, ni par sa profondeur, ni par son étendue. Bien
plus, il ne contient qu'un seul des point de vue par lesquels on peut aborder la Théorie
des Nombres, a savoir le point de vue algébrique. A part un résultat élémentaire
de Minkowski sur les réseaux de R", on n’y verra aucune des belles et fécondes
méthodes analytiques.

La primauté donnée au point de vue algébrique me semble toutefois justifiée
par plusieurs raisons. Il permet tout d’abord de se placer rapidement dans le cadre
ou les problemes se posent le plus naturellement, méme s’ils ne concernent que les
nombres entiers naturels. On verra, par exemple, que la recherche des solutions en
nombres entiers de I'équation de Pell-Fermat X - dyz = +1 (d : entier donné, sans
facteurs carrés) est un probleme qui concerne essentiellement le corps quadratique
Q(Vd). Pour la « grande » équation de Fermat x" + " = z", C’est le corps des racines
n-iemes de 1'unité qui joue le role décisif. Pour décomposer un entier en somme de
deux (resp. quatre) carrés, on verra qu’il y a grand avantage a se placer dans I'anneau
Z[i] des entiers de Gauss (resp. dans un anneau de quaternions convenablement
choisi). La loi de réciprocité quadratique fait intervenir les corps quadratiques et
les racines de I'unité. Dans tout ceci apparaissent des corps plus généraux que Q,
des anneaux plus généraux que Z, ainsi que les corps et anneaux quotients de ces
derniers, c’est-a-dire les corps finis et les algebres sur ceux-ci.

Ainsi, sans épuiser la Théorie des Nombres, la méthode algébrique amene toute-
fois rapidement a des résultats substantiels. En poussant dans la méme direction,
on arriverait a des théoremes plus profonds, comme ceux de la théorie du corps
de classes.
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D’autre part, celui qui aime les méthodes analytiques s’apercoit qu’elles n’ac-
quierent leur pleine efficacité que si on les applique a des corps de nombres algé-
briques, et pas seulement a Q. Par exemple il est regrettable d’avoir a étudier la seule
fonction C(s) sans pouvoir traiter en méme temps de la fonction (i (s) d’un corps de
nombres K, ni des nombreuses « séries L ».

Pour l’étudiant enfin, le développement de la méthode algébrique a l'avantage
de fournir de tres nombreux exemples illustrant les notions introduites en cours
d’algebre : groupes, anneaux, corps, idéaux, anneaux et corps quotients, homomor-
phismes et isomorphismes, modules et espaces vectoriels. Un autre avantage est qu’il
voit introduites en chemin plusieurs notions algébriques nouvelles qui sont fonda-
mentales, non seulement pour l'arithmétique, mais aussi pour d’autres branches des
Mathématiques, la Géométrie Algébrique en particulier : par exemple, les éléments
entiers sur un anneau, les extensions de corps, la théorie de Galois, les modules
sur les anneaux principaux, les anneaux et modules ncethériens, les anneaux de
Dedekind et les anneaux de fractions.

Ce qui précede a implicitement décrit ce que le lecteur pourra trouver dans ce
livre, et mentionné ce qu’il n’y trouvera pas. J'ai supposé qu’il connait 'algebre de
base : notions élémentaires sur les groupes, anneaux, corps, polynomes, espaces
vectoriels, — maniement des sous-objets, des objets-quotients et des objets-produits,
— mécanisme du passage au quotient par un idéal ou un sous-module, — notions
diverses d’homomorphisme et d’isomorphisme. Il trouvera tout ce qui est nécessaire
sur ces questions dans un livre élémentaire d’algebre dite « moderne », par exemple
les excellents « Cours d”Algebre » de R. Godement et « Algebra » de S. Lang”. J'utili-
serai donc sans aucune hésitation ce langage et ces résultats, et j'espere montrer au
lecteur qu’ils sont fort efficaces pour arriver rapidement a des théoremes substantiels
d’arithmétique. Par contre, bien que ce soit assez souvent traité en cours d’algebre,
jai pensé qu’il serait plus commode pour le lecteur de trouver ici ce qui lui sera
nécessaire au sujet des éléments entiers sur un anneau, des extensions algébriques
de corps, de la théorie de Galois, des modules et anneaux ncethériens, et des anneaux
de fractions. J'ai tenté de le faire sans ambages, mais aussi sans inutile sophistication.

Bien entendu la portée de ces deux ouvrages est nettement plus grande.



Rappel de notations, de définitions et de résultats

On utilise les notations classiques de la théorie des ensembles : €, C, U, N. Le
complémentaire d'une partie B d'un ensemble A est noté A \ B. Le cardinal (ou
puissance, ou nombre d’éléments) d’'un ensemble A est noté card(A); si A est un
groupe on dit aussi ’ordre de ce groupe.

On suppose connues les notions de groupe, anneau, corps et espace vectoriel, ainsi
que la théorie élémentaire des espaces vectoriels (appelée aussi « algebre linéaire »).
Dans ce livre, a I'exception du 5.7, « anneau » (resp. « corps ») veut dire anneau (resp.
corps) commutatif a élément unité.

Etant donnés un groupe fini et un sous-groupe H de G, on rappelle que card (H)
divise card(G); le quotient card(G)/ card (H) s’appelle I'indice de H dans G et se
note (G : H).

Etant données deux parties A, B d’un groupe G noté additivement, A + B désigne
I'ensemble des sommes a +bouae€ Aetb € B.

Etant donné un anneau A, on désigne par A[X] ou par A[Y] (lettre majuscule)
I'anneau des polynomes (formels) a une variable sur A; notations A[Xj, ---, X,,] pour
les polyndmes a n variables et A[X]| pour les séries formelles.

Par convention, un sous-anneau A d’un anneau B contient I’élément unité de B.
Etant donnés un anneau B, un sous-anneau A de B, et un élément x € B, on désigne
par A[x] le sous-anneau de B engendré par A et x, c’est-a-dire l'intersection des
sous-anneaux de B qui contiennent A et x; c’est I'ensemble des sommes de la forme
ag + ax + -+ + a,x" (a; € A); notation A[xy, .-+, x,] et résultats analogues pour le
sous-anneau de B engendré par A et une famille finie (xq, ---, x,) d’éléments de B.

Un anneau A est dit intégre (ou sans diviseurs de zéro) si le produit de deux
éléments non nuls quelconques de A est non nul, et si A n’est pas réduit a 0.

Un idéal b d’un anneau A est un sous-groupe additif tel que x € beta € A
impliquent ax € b. L’anneau tout entier et I'ensemble réduit a 0 (et noté (0)) sont
des idéaux, parfois qualifiés de « triviaux ». Un corps n’en a pas d’autres, et ceci
caractérise les corps parmi les anneaux. Etant donnée une famille (b;) d’éléments
d’un anneau A, l'intersection des idéaux de A contenant les b; est un idéal de A,
appelé idéal engendré par les b;; c’est 'ensemble des sommes finies } ; a;b; avec a; € A.
Un idéal engendré par un élément b est dit principal;; notation Ab ou (b).
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Etant donnés un anneau A et un idéal b de A, les classes d’équivalence a+b (a € A)
forment un anneau, appelé anneau quotient de A par b et noté A/b. Les idéaux de
A/b sont de la forme b’/b ou b” parcourt 'ensemble des idéaux de A contenant b.
Pour que A/b soit un corps il faut et il suffit que b soit maximal parmi les idéaux
de A distincts de A; on dit alors que b est maximal. Un idéal p est dit premier si A/p
est integre.

Etant donnés deux anneaux A, A, d’éléments unités e et ¢/, un homomorphisme
f: A— A’ estune application f de A dans A’ telle que :

fla+b) =f(a)+f(b), flab)=f(a)f(b), fle)=¢"

Etant donné un anneau A, une A-al gébre est un anneau B muni d'un homomor-
phisme ¢: A — B. Si A est un corps, ¢ est injectif, et on identifie souvent alors A a
son image @(A) (qui est un sous-anneau de B).

Etant donnés un corps L et un sous-corps K de L, on dit souvent que L est une
extension de K.

L’élément unité d’un anneau A sera le plus souvent noté 1.

La notion de module sur un anneau A (ou de A-module), est la généralisation
directe de la notion d’espace vectoriel sur un corps. Un A-module M est un groupe
abélien (noté additivement) muni d’une application A x M — M (notée multiplicati-
vement) telle que a(x +y) = ax+ay, (a+b)x = ax+bx, a(bx) = (ab)x,1x =x (a,b € A,
x,y € M). On a les notions de sous-module et de module quotient. Etant donnés deux
A-modules M et M, un homomorphisme (ou application A-linéaire) de M dans M’
est une application f: M — M telle que

fx+y)=fx)+f(y), flax)=af(x) (acA x,yeM).

Etant donné un homomorphisme f: X — X’ (de groupes, d’anneaux ou de modules),
on appelle noyau de f et on note Ker(f) ' 'image réciproque de 1'élément neutre de
X' par f; c'est un sous-groupe invariant (ou un idéal, ou un sous-module) de X; pour
que f soit injectif il faut et il suffit que Ker(f) soit réduit a I’élément neutre de X.
On appelle image de f la partie f(X) de X’; c’est un sous-groupe (ou un sous-anneau,
ou un sous-module) de X'.

Etant donnés deux ensembles X, X', une application f de X dans X', est souvent
désignée par la notation f: X — X’ (fleche droite). Lorsqu’une application f: X — X’
est décrite par la valeur qu’elle prend en un élément arbitraire x de X, on emploie la
notation x — f(x). Ainsi la fonction sinus, sin: R — R peut étre définie par

0 x2n+1
Sy X
xH;( ) i1

A cause de I'anglais « kernel », ou de l'allemand « kern ».
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Q:

Nous emploierons les notations classiques des objets mathématiques courants :
IN:

ensemble des entiers naturels (0,1,2,---,1, --+)
(N pour « nombre »).

anneau des entiers rationnels ou relatifs (entiers naturels et leurs opposés)
(Z pour « Zahlen »).

corps des nombres rationnels (quotients d’éléments de Z)
(Q pour « quotients »).

corps des nombres réels
(R pour «réels »).

corps des nombres complexes
(C pour « complexes »).

: corps fini a 4 éléments

(F pour « fini » ou « field »).

vii
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Anneaux principaux

Relation de divisibilité dans les anneaux principaux

Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, x et y des éléments de K.
On dit que x divise y s'il existe a € A tel que y = ax. Expressions synonymes : x est
diviseur de y, y est multiple de x; notation x | y. Cette relation entre éléments de
K dépend essentiellement de I'anneau A; s’il faut préciser, on dit qu’il s’agit de la
relation de divisibilité dans K par rapport a A.

Etant donné x € K, I'ensemble des multiples de x est Ax, avec la notation classique.
Ainsi x | y s’écrit aussi y € Ax, ou encore Ay C Ax. L'ensemble Ax s'appelle un idéal
fractionnaire principal de K par rapporta A; si x € A, Ax estl’idéal principal (ordinaire)
de A engendré par x. Comme la relation de divisibilité x | y équivaut a la relation
d’ordre Ay C Ax, elle a les deux propriétés suivantes des relations d’ordre.

x|lx;six|yety]z alorsx|z.

Par contre, si x | y ety | x, on ne peut pas en général conclure que x = y; on a
seulement Ax = Ay, ce qui (si y # 0) veut dire que le quotient xy ™" est un élément
inversible de A; deux tels éléments sont dits associés; ils sont indistinguables du point
de vue de la divisibilité.

ExemrLE. Les éléments de K associés a 1 sont les éléments inversibles de A; on les
appelle souvent les unités de A; ils forment un groupe pour la multiplication, que
nous noterons A*. La détermination des unités d’un anneau A est un probleme
intéressant, que nous traiterons dans le cas ou A est 'anneau des entiers d'un
corps de nombres (voir chapitre 4). Voici quelques exemples simples :

1) Si A estun corps, A est I'ensemble des éléments non nuls de A.

2) SiA=7Z,A" se compose de +1 et de —1.

3) Les unités de I'anneau de polynémes B = A[Xj, -+, X,,] sont, lorsque A est
integre, les constantes inversibles; autrement dit, B* = A™.

4) Les unités de l'anneau de séries formelles A[X, -, X, ]| sont les séries for-
melles dont le terme constant est inversible.



DEFINITION 1.1.1 (anneau principal)

Un anneau A est dit principal s’il est integre et si tout idéal de A est principal.

On sait que l'anneau Z est principal (Rappel : étant donné un idéal a = (0)
de Z, il contient un plus petit entier b > 0; par division euclidienne de x € a
par b, on voit que x est un multiple de b). Si k est un corps, on sait que 'anneau
k[X] des polynomes a une variable sur k est principal (méme méthode; prendre
un polyndéme non nul b(X) de plus petit degré de I'idéal donné a, et utiliser la
division euclidienne, c’est-a-dire suivant les puissances décroissantes, par b(X)).
Cette méthode se généralise aux anneaux qu’on appelle « euclidiens » ([1], chap. VIII,
§ 1, exercices; ou [10], chap.I). Si k est un corps, on voit facilement que tout idéal non
nul de 'anneau de séries formelles A = k[[X]| est de la forme AX" avec n > 0, de sorte
que A = k[X] est principal.

La divisibilité dans le corps des fractions K d’un anneau principal A a une forme
particulierement simple. Comme c’est la généralisation immédiate du cours d’Arith-
métique, nous serons tres brefs :

1) Deux éléments quelconques u, v de K ont un plus grand commun diviseur (p.g.c.d.),
c’est-a-dire un élément d tel que les relations

<<x|uetx|v>> et «xld»

soient équivalentes. En effet il revient au méme de dire que Au et Av ont une
borne supérieure dans 'ensemble ordonné des idéaux fractionnaires principaux;
or celle-ci est Au + Av, qui est un idéal fractionnaire principal car 'anneau A est
principal (clair pour u,v € A; on se ramene a ce cas en multipliant u et v par
un dénominateur commun). Nous obtenons une information supplémentaire
(«Videntité de Bézout ») : il existe des éléments a,b de A tels que le p.g.c.d. d de u
et v s’écrive
d = au + bo.

Le p.g.c.d. de u et v est déterminé a un élément inversible pres de A.

2) Deux éléments quelconques u, v de K ont un plus petit commun multiple (p.p.c.m.),
c'est-a-dire un élément m tel que les relations

«ulxetv|x» et «m|x»

soient équivalentes. On peut le voir en remarquant que le passage a I'inverse
t — t! renverse les relations de divisibilité, ce qui nous rameéne au p.g.c.d.; cette
méthode nous apporte aussitot le sous-produit suivant :

ppem(u,v) = pged(u™t, o)™ (pour u,v % 0),



d’ot1 on déduit sans peine la formule classique
pged (1, v) - ppem(u,v) = uv.

On peut aussi procéder comme dans 1) et remarquer que l'existence du p.p.c.m. de
u et v équivaut a celle d'une borne inférieure de Au et Av dans I'ensemble ordonné
des idéaux fractionnaires principaux; or celle-ci est Au N Av.

3) Deux éléments a,b de A sont dits étrangers (ou premiers entre eux) si 1 est un de

leurs p.g.c.d. Rappelons I'important LemMmE p’EucLIDE. Soient a, b, ¢ des éléments
d’un anneau principal A; si a divise bc et est étranger a b, alors a divise c.

Démonstration succincte : par Bézout ,onaa eth’ € Atelsquel =
a'a+b’b; d’ouc = a’ac+b’bc; comme a divise chaque terme du second membre,
il divise c.

4) Enfin on a I'importante « décomposition en facteurs premiers » :

THEOREME

Etant donnés un anneau principal A et son corps des fractions K, il existe une
partie P de A telle que tout x € K s’écrive de fagon unique

X=1u sz’l’(")

peP

ou u est un €lément inversible de A, et ou les exposants v, (x) sont des €léments
de Z, tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Pour un exposé plus systématique de ces questions, nous renvoyons le lecteur
a [1], Algeébre, chap. VI, §1 et chap. VII, § 1. Une partie de la théorie (plus pré-
cisément tout ce qui ne tourne pas autour de l'identité de Bézout) s'étend a
des anneaux plus généraux que les anneaux principaux, a savoir les anneaux
factoriels ; voir [7], ou [2], Algébre commutative, chap. VII, § 3.

Un exemple : les équations x* + y* = z” and x* + y* = 2*

Un des parties les plus attirantes de la Théorie des Nombres est I'étude des
équations diophantiennes. Il s’agit d’équations polyndémes P (xy, --+, x,,) = 0 a coefficients
dans Z (resp. dans Q), dont on cherche les solutions (x;) en nombres entiers (resp.
en nombres rationnels). On peut remplacer Z (resp. Q) par des anneaux A (resp. des
corps K) plus généraux; nous en verrons un exemple plus tard (1.6).

Nous allons étudier ici deux cas particuliers de la fameuse équation de Fermat :

X" +y"=2"

Fermat a affirmé avoir démontré que, pour n > 3, cette équation n’a pas de solution
(x,y,z) en nombres entiers tous non-nuls; sa démonstration n’a pas été retrouvée.



De tres nombreux mathématiciens ont, depuis, intensément travaillé sur ce probleme,
et montré que l'affirmation de Fermat est vraie pour un grand nombre de valeurs
de I'exposant 1; ce n'est qu’en 1994 que A. J. Wiles a finalement trouvé une preuve

générale (cf. [9]).

L’opinion aujourd’hui la plus courante est que, dans sa « démonstration », Fer-
mat avait commis une erreur, mais une erreur digne de ce mathématicien de
premier ordre. Par exemple il aurait pu avoir l'idée (géniale pour son époque)
d’opérer dans 'anneau des entiers du corps des racines n-iemes de 'unité, et
avoir cru que cet anneau est toujours principal. En effet, on sait démontrer las-
sertion de Fermat pour tout exposant 7 tel que cet anneau soit principal;; mais il
ne l'est pas pour tout n; bien plus, pour n premier, cet anneau n’est principal
que pour un nombre fini de valeurs de n ".

Pour n = 2, I'équation a des solutions entieres, par exemple (3,4,5). On
peut en donner une description complete :

THEOREME 1.2.1

Si x,y,z sont des entiers > 1 tels que P+ y2 = zz, il existe un entier d et des entiers
étrangers u, v tels que (a une permutation pres de x et y) on ait :

x =d(u? - %), y = 2duv, z =d? +v?).

Démonstration. Un calcul facile montre que les formules donnent des solutions
de x* + y* = z°. Réciproquement, soient x,,z des entiers > 1 tels que x* + y* = 2°.
Quitte a diviser x,y,z par leur p.g.c.d., on peut les supposer étrangers dans leur
ensemble; ils sont alors étrangers deux a deux, car, si, par exemple, x et z ont un
facteur premier commun p, alors p divise y* = z* — x* et donc y. En particulier deux
des nombres x, y, z sont impairs, et le troisieme est nécessairement pair. Les nombres
x et y ne peuvent pas étre tous deux impairs, car sinon, on aurait x* = 1 (mod 4),
yz =1 (mod 4) d’ot1 2% = 2 (mod 4) contrairement au fait que z% est un carré. On a
donc, apres échange éventuel de x et y,

X impair, y pair, z impair.

Ecrivons I'équation
2_ .2

Yy =z —x? = (z-x)(z+x).
Commelep.g.c.d. de2xetde2zest2, etque 2x = (z+x)—(z—x) et2z = (z+x) +(z—x),
le p.g.c.d. de z — x et z + x ne peut étre que 2. Posons y = 2y, z+x = 2x’, z—x = 27/, ou
Y, x’,z’ sont des entiers, car y,z + x,z — x sont pairs par .Onaalorsy'? = x'7.
Comme x’ et z’ sont étrangers, la décomposition en facteurs premiers de y'> montre

‘Voir C. L. Siegel — « Gesammelte Werke », t.III, p. 436-442.



que x" et 2’ sont des carrés u” et v” : en effet tout facteur premier de y'? va, avec son
exposant pair, soit tout entier dans x’, soit tout entier dans z’. On a donc z + x = 2u?,
zZ—X = ZUz,yz = 2u2~202, d’ou x = uz—vz,y = 2uv, z = u? + 0% Ici u et v sont
étrangers, sinon x, y, z auraient un facteur premier commun. On en déduit en

remultipliant par d le p.g.c.d.

THEOREME 1.2.2

L'équation x* + y* = 22

n’a pas de solution en nombres entiers x,y,z > 1.

Démonstration. Raisonnons par 'absurde. On a alors une solution (x,y,z) ou z est
minimal. Pour celle-ci, x, y et z sont étrangers deux a deux : en effet, si par exemple, x
et y avaient un facteur premier commun p, alors p* diviserait z%, donc p? diviserait z,
et (;;‘, %, r%> serait une solution contredisant la minimalité de z; les deux autres cas
sont analogues et plus faciles. Comme notre équation s’écrit (x*)? + (yz)2 =22, on
peut lui appliquer le théoreme 1.2.1 : apres permutation éventuelle de x et y, on voit

qu’on a des entiers u,v > 1 et étrangers tels que

x? :uz—vz, yz =2uv, z= u? + 0%

Comme 4 | 17, la relation y* = 2uv montre que I'un des deux nombres u et v est
pair; l'autre est nécessairement impair; la répartition « u pair, v impair » donne
1? =0 (mod 4), v =1 (mod 4), d’ot x* = u? — v* = -1 (mod 4), ce qui est absurde;
donc u est impair et v = 2¢. La relation y* = 4uv’ et le fait que u et v’ sont étrangers
montrent que 1 et v’ sont des carrés a” et b. Appliquons encore le théoréme 1.2.1,
cette fois a 'équation x* + v* = u® (cf. ); comme x et u sont impairs, v pair, et
x,v,u étrangers deux a deux, on a des entiers étrangers c,d > 1 tels que :

x=c-d?, v=2cd, u=c+d.

Or, de v = 20’ = 2b?, on déduit cd = b?, de sorte que c et d sont encore des carrés x'?
72 . ’ _ 2 “ ’ . yr .
ety °, car ils sont étrangers. Comme u = a7, la derniere équation s’écrit

i =xtyyt
et ala méme forme que 'équation donnée. Mais, on a, par ,z = u*+0° = a* +4b* >
a4, d’ol1 z > a4, ce qui contredit la caractere minimal de z. Notre assertion est donc
démontrée.
Une légere variante de notre démonstration montre que, étant donnée une
solution (x,y,z) en entiers > 1 de 1+ y4 = 72, on construit une suite (X0, Ynr Z0)

de telles solutions, ol l1a suite (z,,) est strictement décroissante, ce qui est absurde.
Ceci est la méthode de descente infinie, due a Fermat.

COROLLAIRE 1.2.3

L’équation x* + y* = z* n’a pas de solution en nombres entiers x,1,z > 1.



Démonstration. En effet cette équation s'écrit x* + y* = (z%)?, et on applique le théo-
reme 1.2.2.

Quelques lemmes sur les idéaux; l'indicateur d’Euler

Soit n > 1 un entier naturel. On appelle indicateur d’Euler de n, et on note ¢ (n) le
nombre des entiers g premiers a n et tels que 0 < g < n (il revient au méme d’écrire
1< qg<n-1,car0etnnesont pas premiers a n). Si p est un nombre premier, il est
clair que :

p(p)=p-1

Pour n = p°, puissance de nombre premier, les entiers premiers a p° sont les entiers
non multiples de p; or il y a p° ' multiples de p entre 1 et p°; on a donc :

(P(ps) — ps _ps—l — Ps_l(l?—l)-

A partir de la nous nous proposons de calculer ¢ () en utilisant la décomposition
de n en facteurs premiers. Pour cela nous aurons besoin de caractérisations de ¢ (1),
et de lemmes sur les idéaux qui serons encore utilisés par la suite.

PRroOPOSITION 1.3.1

Soit n > 1 un entier naturel. L’indicateur d’Euler ¢(n) est égal au nombre des
éléments de Z/nZ qui engendrent ce groupe, et aussi au nombre des éléments
inversibles de 'anneau Z/nZ.

Démonstration. Rappelons que chaque classe de congruence modulo nZ contient
un entier g et un seul tel que 0 < g < n —1; pour un tel entier g, notons 7 sa classe
modulo nZ. 1l suffit de démontrer, en cercle, les implications : g premier an = g
inversible = 7 engendre Z/nZ = q premier a n. Si q est premier a n, I'identité de
Bézout (éq. ) montre qu’on a des entiers x et y tels que gx+ny =1;d’oug-x =1,
et g est inversible. Si 7 est inversible, notons x un entier tel que 7-X =1; si 7 est un
élément quelconque de Z/nZ et si a est un représentant de 7, on a 7 = axg (dans
l'anneau Z/nZ), d’ou @ = (ax)q (dans le groupe additif Z/nZ); donc 7 engendre le
groupe Z/nZ. Enfin si § engendre Z/nZ, on a un entier x tel que x -7 = 1, donc tel
que xq =1 (mod n); ainsi il existe un entier y tel que xg -1 = yn, d'oul = xq —yn;
ceci est une identité de Bézout qui montre que g est premier a n.

LEMME 1.3.2

Soient A un anneau, a et b des idéaux de A telsque a+b = A. Alorsanb =
ab et 'homomorphisme canonique ¢: A — A/a x A/b définit un isomorphisme
0: Alab —- A/ax A/b.

Rappelons que ’homomorphisme ¢ associe a tout x € A le couple formé de la
classe de x modulo g, et de la classe de x modulo b.



Démonstration. On sait qu’on a, en général, ab c a, ab c b, d’ott ab c anb; soit alors
x€anb;commea+b=Aondispose délémentsa c aetbe btelsquea+b=1;
alors x = ax + xb est somme de deux éléments de ab, d’oux € abetanb c ab. Donc
anb =ab.

Il est clair que le noyau de @ est anb; comme anb = ab, ¢ est constante sur chaque
classe modulo ab, d’ou l'application 6: A/ab — A/a x A/b; cest évidemment un
homomorphisme; comme go_l (0) = ab, ona 071(0) = (0), et O est injective. Reste a
montrer que 0 est surjective.

Nous avons un peu développé ce raisonnement de « passage au quotient » a titre
d’entrainement. Nous serons désormais bien plus brefs pour des raisonnements
analogues.

Pour montrer la surjectivité de 6 (ou de ¢, ce qui revient au méme), il s'agit
de construire un élément x de A dont les classes modulo a et modulo b sont ar-
bitrairement données; soit y et z des représentants de ces classes. Or on dispose
d’élémentsa € aetb € b tels que a + b = 1. On prent x = az + by. Modulo a, on a
x =by = (1-a)y = y—ay = y; par échange des r6les, on en déduit x = z (mod b).

LEMME 1.3.3

Soient A un anneau, et (a,).;., une famille finie d’idéaux de A telsque a;, + a; = A
1/1<igr q i ]
pour i # j. On a alors un isomorphisme canonique de A/a; - a, sur []_; A/a,.

Démonstration. Le lemme 1.3.2 est le cas ¥ = 2 du lemme 1.3.3. Nous procéderons a
partir de la par récurrence sur r. Posons b = a, --- a,. Montrons que a; + b = A.

En effet, pouri > 2, ona a; + a; = A et on dispose donc d’éléments c; € a; eta; € q;
tels que ¢; + a; = 1. Multiplions membre a membre : il vientc +4a, ---a, =1, ou c est
une somme de termes dont chacun contient au moins un ¢; en facteur; on a donc
cea;.Commea,---a,€b,onabiena; +b = A.

Par le lemme 1.3.2, on a un isomorphisme A/a;b ~ A/a; x A/b. D’apres 'hypo-
thése de récurrence on a un isomorphisme

Alb=Alay---a, = (A/ay) x--- x (A/a,).
On compose ces isomorphismes et notre assertion s’ensuit.

Appliquons maintenant ces lemmes a I'anneau Z :

PROPOSITION 1.3.4
Soient n et n’ des entiers premiers entre eux; alors 'anneau Z/nn'Z est isomorphe a
l'anneau produit Z/nZ x Z/n'Z.

Démonstration. Ceci est un cas particulier du lemme 1.3.2, 'hypothese nZ + n'’Z = Z
étant I'identité de Bézout.



COROLLAIRE 1.3.5

Si n et n” sont des entiers > 1 premiers entre eux, on a p(nn’) = @(n)p(n’).

Démonstration. En effet ¢ (nn’) est le nombre des éléments inversibles de Z/nn"Z (la
proposition 1.3.1), qui est isomorphe a Z/nZ x Z/n’Z. Or un élément (a, ) d'un
anneau produit est inversible si et seulement si chacune de ses composantes «, § est
inversible. D’ou1 notre assertion, en appliquant encore la proposition 1.3.1.

COROLLAIRE 1.3.6

. . 44 7 PR .
Soient n un entier > 1, et n = p}"' --- p;" sa décomposition en facteurs premiers. Alors

qo(n)zn(l—p%)---(l—%).

Démonstration. Par le corollaire 1.3.5, ona ¢(n) = go(pi‘l - @(py"). Or, par , on
a@(p™) =pi " (pi-1) = p (1 - %) Notre formule s’ensuit par multiplication.

Quelques préliminaires sur les modules

En vue d’étudier les modules sur un anneau principal, quelques préliminaires
nous seront nécessaires.

Etant donnés un anneau A et un ensemble I, on note AD 'ensemble des familles
(a;)ie1, indexées par I, d’éléments de A telles que 4; = 0 sauf pour un nombre fini
d’indices i € I; ainsi A" est une partie de I'ensemble produit A’, et aussi un sous-
module de A’ si on munit A’ de la structure de A-module définie par composantes.

SiIest fini, ona A" = A.

Pour j € I, la famille (6;); telle que 9 = 1 et 9; = 0 pour i = j est un élément
ej de AP Tout élément (aj)jer de AW gécrit, d’une facon et d’une seule, comme
combinaison linéaire (finie) des e;; plus présisément :

(@) =) _ e

jel

(noter que, dans la sommation du second membre, tous les termes sont nuls sauf
un nombre fini, de sorte que la sommation a un sens). On dit que (ej) jer est la base
canonique de AP,

Soient A un anneau, M un A-module, et (x;);;; une famille d’éléments de M.
A tout élément (4,);; de AP associons l'élément ) ;aix; de M (comme ci-dessus
la sommation a un sens). On a ainsi défini une application ¢: A? — M, qui est
évidemment linéaire; si (e;) ; est la base canonique de AD ona @(e;) = x; pour tout
i € I. Les équivalences suivantes sont immédiates :



1) les x; sont linéairement indépendants < ¢ est injective.
2) (X;);cs est un systeme générateur < ¢ est surjective.

Si @ est bijective on dit que (x;); est une base de M ; ceci veut dire que tout élément x
de M s’écrit, d’une fagon et d’une seule, comme combinaison linéaire des x;. Un module
M qui admet une base est appelé un module libre.

Contrairement aux espaces vectoriels sur les corps, un module sur un anneau
n‘admet pas nécessairement de base. Par exemple, le Z-module Z/nZ oun = 0, 1.
Dans la suite nous démontrerons que certains modules sont libres; ce sera
rarement trivial.

Un module sera dit de type fini s’il admet un systeme générateur fini. Le théo-
réme suivant est a la base de I'étude des anneaux et modules ncethériens, que nous
développerons un peu plus au chapitre

THEOREME 1.4.1
Soient A un anneau, M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalents :

1) Toute famille non vide de sous-modules de M possede un élément maximal (pour
la relation d’inclusion);

2) Toute suite croissante (M,,) o (pour la relation d’inclusion) de sous-modules de
M est stationnaire (c’est-a-dire qu'il existe n, tel que M,, = M,,| pour tout n > n);

3) Tout sous-module de M est de type fini.

Démonstration. Montrons que 1) implique 3). Soient E un sous-module de M et @ la
famille des sous-modules de type finie de E; elle n’est pas vide car {0} € @. Par 1), @
admet un élément maximal F. Pour x € E, F + Ax est un sous-module de type fini
de E (il est engendré par la réunion de {x} et d'un systeme générateur fini de F). On
adoncF + Ax = Fcar F+ Ax D F et car F est maximal. Doux e F,ECF,E=F, etE
est de type fini.

Prouvons maintenant que 3) implique 2). Soit (M,,) 50 une suite croissante de
sous-modules de M. Alors E = |J,,, M,, est un sous-module de M. Par 3 ), il admet un
systeme genérateur fini (x, ---, x,). Pour tout 7, il y a un indice n(i) tel que x; € M,,(;.
Soit ny le plus grand des n(i). On a x; € M,,, pour tout i, d'ou E C M,, et E = M,,,.
Pourn > ny, lesinclusions M,,, C M,, C E etl’égalité¢ M,,, = E montrent que M,, = M,,.
Donc la suite (M,,) est stationnaire a partir de n.

Reste a montrer que 2) implique 1). Or '’équivalence de 1) et 2) est un cas
particulier du lemme 1.4.2 suivant sur les ensembles ordonnés.

LEMME 1.4.2
Soit T un ensemble ordonné. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Toute famille non vide d’éléments de T admet un élément maximal;
2) Toute suite croissante (t,),, d’éléments de T est stationnaire.
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Démonstration. 1) = 2) : Soit ¢, un élément maximal de la suite croissante (t,). Pour
n>qonat, > t, (croissante), donct, = f, (maximalite).

2) = 1) : Supposons qu’on ait une partie non vide S de T sans élément maximal.
Alors, pour x € S, 'ensemble des éléments de S strictement supérieurs a x est non
vide. Par 'axiome de choik, il existe une application f: S — S telle que f(x) > x pour
tout x € S. Comme S est non vide, on choisit f; € S, et on définit par récurrence la
suite (t,),,0 au moyen de t,; = f(t,). Cette suite est strictement croissante, donc
n’est pas stationnaire. Ainsi 'implication 2) = 1) est démontrée par l'absurde.

COROLLAIRE 1.4.3 (du théoreme 1.4.1)

Dans un anneau principal A, toute famille non vide d'idéaux de A admet un élément
maximal.

Démonstration. En effet, si I’on considere A comme un module sur lui-méme, ses
sous-modules ne sont autres que ses idéaux. Comme ceux-ci sont principaux, ce sont
des A-modules a un générateur, donc de type fini. On applique alors I'implication
3) = 1) du théoreme 1.4.1.

Modules sur les anneaux principaux

Soient A un anneau integre et K son corps des fractions. Un A-module libre, donc
isomorphe a un A", peut se plonger dans un espace vectoriel sur K (K dans le cas
de AD). 1l en est donc de méme de tout sous-module M d’un A-module libre. La
dimension du sous-espace engendré par M est appelée le rang de M; c’est le nombre
maximum d’éléments linéairement indépendants de M. Si M est lui-méme libre et
admet une base ayant n éléments, alors le rang de M est égal a n.

THEOREME 1.5.1

Soient A un anneau principal, M un A-module libre de rang fini n, et M" un sous-
module de M. Alors :

1) M’ estlibre, de rang < n;

2) Il existe une base (e, ---,¢,) de M, un entier 4 < n, et des éléments non nuls
ai, -, a, de Atels que (ase, -+, a,e,) soit une base de M, et que g, divise a;,; pour
1<i<qg-1

Démonstration. Le théoréme étant trivial pour M’ = {0}, on peut supposer M’ = {0}.
Soit £ (M, A) 'ensemble des formes linéaires sur M. Pour u € L(M, A), u(M’) est un
sous-A-module de A, donc un idéal de A; nous écrirons u(M’) = Aa, aveca, € A,
car cet idéal est principal. Soit u € L(M, A) tel que Aa, soit maximal parmi les Aa,
(v e L(M, A)) (le corollaire 1.4.3). Prenons une base (xy, -+, x,,) de M, qui identifie
M a A"; soit pr.: M — A la forme coordonnée d’indice i, définie par prl.(x]-) = ;.
Comme M’ # {0}, I'un des pr,(M’) est = {0}; on a donc a, # 0 par maximalité. Par



construction il existe ¢’ € M’ tel que u(e’) = a,,. Montrons que, pour tout v € L(M, A),
a, divise v(e’). En effet, sid estle p.g.c.d. de a, et de v(¢’), onad = ba, + cv(e’) avec
b,ce A, d’oud = (bu + cv)(e’); or bu + cv est une forme linéaire w sur M ; on a ainsi
Aa, C Ad c w(M’). Le caractére maximal de Aa, montre qu'on a Ad = Aa,,, de sorte
que a,, divise bien v(¢’).

En particulier a, divise les prl.(e'), soit prl.(e’) = a,b; avec b; € A. Posons e =
Y bx;onae =ae Commeu(e) =a, =a,-u(e), onen déduit u(e) =1 (noter
que a, = 0). Montrons qu’on a

i) M = Ae + Ker(u)

i) M' = Ae’ + (M’ N Ker(u)) (oue =aye)

les sommes étant directes. En effet tout x € M s’écrit x = u(x)e + (x —u(x)e), eton a
u(x —u(x)e) = u(x) —u(x)u(e) =0, ce qui démontre /). Pour y € M on a u(y) = ba,
avech € A, etdoncy = ba,e+ (y—u(y)e) = be’ + (y—u(y)e); on a encore y — u(y)e €
Ker(u) et aussiy — u(y)e = y — be’ € M’; ceci démontre /7). Enfin, pour montrer que
les sommes sont directes, il suffit de voir que Ae N Ker(u) = {0}; or si x = ce est un
élément de Ae (c € A) etsiu(x) =0,onac =cu(e) =u(ce) =u(x) =0,doux =0.

Ces préliminaires étant établis, nous allons démontrer 1) par récurrence sur le
rang g de M'. Sig = 0, on a M’ = {0} et cest trivial. Si g > 0, M" N Ker(u) est de
rang q — 1 d’apres ii), et est donc libre d’apres I'hypothese de récurrence. Comme,
dans i7), la somme est directe, on obtient une base de M’ en adjoignant ¢’ a une base
de M’ N Ker(u). Ainsi M’ est libre, et 1) est vraie.

Ceci étant, on va démontrer 2) par récurrence sur le rang n de M. C'est trivial
pour n = 0. Par 1), Ker(u) est libre, et est de rang n — 1 car, dans /), la somme est
directe. Appliquons I'’hypothese de récurrence au module libre Ker(u) et a son sous-
module M’ N Ker(u) : il existe g < n, une base (e, -+, ¢,) de Ker(u) et des éléments
non nuls a,, -+, a, de A tels que (ae,, -+, aqeq) soit une base de M’ N Ker(u), et que
a; divise a;,7 pour 2 < i < g —1. Avec les notations ci-dessus, on pose a; = a, ete; =¢;
alors (e, ey, -+ ,€,) est une base de M d’apres i), et (aseq, -, aqeq) est une base de M’
(d’apres i) et le fait que €’ = a,e;). Reste a montrer l'assertion de divisibilité a; | a,. Or
soit v la forme linéaire sur M définie par v(e;) = v(e;) =1, v(e;) =0 pouri>3;0na
a, = a, = v(a,e;) = v(e’) e v(M'), d’ou Aa, C v(M’); d’apres le caractére maximal
de Aa, on en déduit v(M’) = Aa, = Aa;; comme a, = v(aye,) € v(M’), onaa, € Aay,
C'est-a-dire a; | a,.

Les idéaux Ag; du théoréme 1.5.1 s'appellent les facteurs invariants de M’ dans

M. On peut démontrer qu’ils sont uniquement déterminés par la donnée de M
et M’ ([1], chap. VI, §3).

COROLLAIRE 1.5.2
Soient A un anneau principal, et E un A-module de type fini. Alors E est isomorphe
a un produit (A/a;) x (A/ay) x --- x (A/a,), ou les a; sont des idéaux de A tels que
a; D0, D Da,.

11
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Démonstration. Soit en effet, (x, -+, x,,) un systeme générateur de E. D’apres le début
du 1.4, on a un homomorphisme surjectif ¢ : A" — E, de sorte que E est isomorphe
a A"/ Ker(@). Par le théoreme 1.5.1, on a une base (e;, -, ¢,) de A", un entier g < 1,
et des €léments non nuls ay, -, a4, de A tels que (a,ey, -+, a,¢,) soit une base de
Ker(¢) et que 4; divise a;,; pour1 <i<q-1.Onposea, =0pourg+1<p<n
Alors A"/ Ker(¢) est isomorphe au produit des Ae;/ Aa;e; (1 < i< n), et Ae;/ Aase; est
isomorphe a A/ Aa;. En posant a; = Ag;, notre assertion s’ensuit.

Nous dirons qu'un module E sur un anneau integre A est sans torsion si la relation
ax =0 (a € A, x € E)impliquea = 0oux = 0.

COROLLAIRE 1.5.3

Sur un anneau principal A, tout module E sans torsion de type fini est libre.

Démonstration. On applique le corollaire 1.5.2: E ~ (A/ay) x --- x (A/a,). En suppri-
mant les facteurs nuls, on peut supposer que a; # A pour tout i. Si a; = (0), sia est
un élément non nul de a4, si x; est un élément non nul de A/a,, etsix = (x1,0,---,0),
on a ax = 0 contrairement au fait que E est sans torsion. Donc a; = (0), a; = (0) pour
tout 7 (car a; C a,), et E est isomorphe a A".

L’hypothése que E est de type fini est essentielle : par exemple Q est un Z-module
sans torsion non libre.

COROLLAIRE 1.5.4

Sur un anneau principal A, tout module E de type fini est isomorphe a un produit fini
de modules M;, ou chaque M; est égal a A ou a un quotient A/Ap® avec p premier.

Démonstration. On utilise le corollaire 1.5.2, et on décompose chaque facteur A/Aa
ol1 a # 0 au moyen du lemme 1.3.3 : si a = up]' --- p; est la décomposition en facteurs
premiers de A, A/Aa est isomorphe au produit des A/ Ap;'.

COROLLAIRE 1.5.5

Soit G un groupe commutatif fini. Il existe x € G dont I'ordre est le p.p.c.m. des ordres
des éléments de G.

Démonstration. Un groupe commutatif est un Z-module (si on le note additivement).
D’apres le corollaire 1.5.2, ona G ~ Z/aZ x --- x Z/a,Z ou ay | ap | --+ | a,. Aucun
des a; n’est nul, sinon G serait infini. Notons y la classe de 1 dans Z/a,Z, et posons
x = (0,---,0,y). L’ordre de x est évidemment a,. Pour z = (z,---,z,) € G,on a
a,z = 0 car a; divise a,, pour tout i; donc a, est multiple de 'ordre de z. L’élément
cherché est donc x.



Racine de l'unité dans un corps

THEOREME 1.6.1

Soit K un corps. Tout sous-groupe fini G du groupe multiplicatif K* est formé de
racines de l'unité, et est cyclique.

Démonstration. En effet, d’apres le corollaire 1.5.5 du théoreme 1.5.1, il existe z € G
dont I'ordre n est tel que " = 1 pour tout y € G. Comme un polynéme de degré n sur
un corps (par exemple X" —1) a au plus 7 racines dans ce corps, le nombre d’éléments
de G est au plus n. Or, comme z est d’ordre 1, G contient les n éléments z, 2,7 =1,
qui sont distincts. Donc G est formé par ces élément, et est cyclique.

Si un corps K contient n racines n-iemes de 'unité, celles-ci forment donc un
groupe cyclique d’ordre n (isomorphe a Z/nZ). Un générateur de ce groupe s'appelle
une racine primitive n-ieme de I'unité; toute racine n-ieme de l'unité est alors une
puissance d'une telle racine primitive. D’apres la proposition 1.3.1, le nombre de ces
racines primitives est ¢(n).

Corps finis

Soit K un corps. On a un unique homomorphisme d’anneaux ¢ : Z — K (défini
par@(n) =1+1+ .- +1, n fois, pour n > 0 et par (-n) = —p(n)).

Si @ est injectif, il identifie Z a un sous-anneau de K; alors K contient aussi le

corps des fractions Q de Z; on dit que K est de caractéristique 0.

Si @ n’est pas injectif, son noyau est un idéal pZ ou p > 0; alors Z/pZ s’identifie

a un sous-anneau de K; il est donc integre, de sorte que p est un nombre premier;

on dit que K est de caractéristique p. Dans ce cas Z/pZ est un corps, qu’on note IF,,.

Le sous-corps, Q ou [F,, de K est le plus petit sous-corps de K; on l'appelle le
sous-corps premier de K.

Pour tout nombre premier p il existe des corps de caractéristique p, par exemple
F, =Z/pZ.

ProroOSITION 1.7.1

Si K est un corps de caractéristique p = 0, on a px = 0 pour tout x € K, et (x + y)? =
x” +y¥ quels que soient x, y € K.

Démonstration. Pour x e K,onap-x = (p-1) -x = 0-x = 0. D’autre part, d’apres la
formule du binéme, ona (x+y)? = x"+y” +Z;-:11 (?)xj 77 ; or le coefficient binomial (’]’)
est un entier qui vaut Mfﬁ ; comme le nombre premier p figure dans son numérateur
et ne figure pas dans son dénominateur, (’; ) estmultiplede ppour1 <j<p-1;le
terme correspondant est donc nul.

Par récurrence sur 7, ona (x +y)” = x’ +y” pour tout n > 0.
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THEOREME 1.7.2
Soit K un corps fini. Posons g = card(K). Alors :

1) La caractéristique de K est un nombre premier p, K est un espace vectoriel de
dimension finie s sur IF,, etonag = p°.

2) Le groupe multiplicatif K est cyclique d’ordre q — 1.

3) Onax”" =1 pour tout x € K*, et x7 = x pour tout x € K.

Démonstration. En effet, comme Z est infini, K ne peut étre de caractéristique 0. Doncil
contient IF,, avec p premier. Ainsi K est un espace vectoriel sur [F,; sa dimension s est
finie, sinon K serait infini. En tant qu’espace vectoriel, K est isomorphe a (IFP)S, donc
a p® éléments. L'assertion 2) résulte du théoreme 1.6.1. On en déduit aussitot 3 ).

ExXEMPLE

Appliquons 2) a IF,, ot p est premier : il existe un entier x € Z tel que 0 < x <p -1
et que tout entier y non multiple de p soit congru modulo p a une puissance de x. On
dit alors que x est une racine primitive modulo p. La recherche des racines primitives
modulo p n’est nullement triviale. Par exemple il y a ¢(6) = 2 racines primitives
modulo 7; ce sont 3 et 5 (en effet on a 12=62=1(mod 7) et2® =4%> =1 (mod 7);
seuls restent 3 et 5).

Remarque

Il résulte de 3) qu'un corps fini K a g éléments est 'ensemble des racines du polynome
X7 — X (qui na que ¢ racines). On peut en déduire que deux corps finis a g éléments
sont isomorphes. On note souvent IF, un corps fini a q éléments.

A titre d’exercice et d'intermede, nous allons démontrer un élégant théoreme
relatif aux équations diophantiennes sur un corps fini :

TrEOREME 1.7.3 (Chevalley)

Soient K un corps fini, et F(Xy, -+, X,;) un polynome homogene de degré d sur K. On
suppose d < n. Il existe alors un point (x, ---,x,) € K" distinct de l'origine (0, ---,0)
tel que F(xq,---,x,) =0.

Etant donnés un corps K et un entier j, on dit que K est un corps ¢; si tout

polyndme homogene sur K de degré d a n variables, tel que n > d/, admet un

zéro non trivial (i.e. distinct de 1'origine) dans K". Les corps 4 sont les corps

algébriquement clos. Le théoreme de Chevalley exprime que les corps finis

sont €7 (on dit aussi « quasi-algébriquement clos »). On montre que, si K est un

corps %;, le corps K(T) des fractions rationnelles a une variable sur K et le corps

K(T) des séries formelles a une variable sur K sont des corps ¢}, ([5]). On s’est

longtemps demandé si les corps p-adiques sont 45, et il s’avere qu’il n’en est
rien ([8]).

Démonstration du théoreme 1.7.3. Notons g le cardinal de K et p sa caractéristique
(de sorte que g = p°). Soit V c K" 'ensemble des zéros de F, i.e. des points x :=



(x1,+++,x,) € K" tels que F(x) = 0 (nous employons, ici et dans la suite, 'écriture
vectorielle ou x désigne un point (xy, -+, x,) de K"). D'apres le théoreme 1.7.2, 3),
onaF(x)7™ =0 pour x € V, et F(x)1! =1 pour x € K"\ V; ainsi le polynéme
G(x) = F(x)"" est une fonction caractéristique de K" \ V, a valeurs dans IF,. Le nombre
modulo p de points de K" \ V sera donc donné par la somme ) __,» G(x) ; nous allons
calculer cette somme et montrer qu’elle est nulle. Alors card (K" \ V) sera multiple
de p; comme card(K") = ¢q" = p" est aussi multiple de p, card (V) sera multiple de p;
comme V contient déja I'origine, il contiendra nécessairement d’autres points, car
p > 2; le théoreme 1.7.3 sera ainsi démontré.

Calculonsdonc ) _x» G(x). Le polyndme G est combinaison linéaire de mondmes
M, (X) = X{*--- X;"; et on est ramenés a calculer ) M, (x) = Y enx]" - X" =
(L ¥ - (X, ek Xu")- Tl s'agit donc de calculer des sommes de la forme Y 2
(€ N).

a) Pour p=0,0na ZF =1 pour tout z € K, et la somme vautg = 0;

b) Pour g > 0, le terme 0 est nul, et la somme se réduita Y __..z". Or K* est un
groupe cyclique d’ ordre q 1 (le théoreme 1.7.2, 3)); soit w un générateur de celui-
ci. Alors Y __ 2 = ] 0 2 oh, qui est la somme d’une progression géométrique.
Donc::

b’) Silaraison w” est = 1, c'est-a-dire si p n'est pas multiplede g -1, on a

2 WP _q
Wl =————=0

j=0

(car 0T =1).
b") Siw” =1, Cest-a-dire si g est multiple de g —1, on a

q-2
wﬁ]_

j=0

Il résulte de ), b’) et b”) que Y _in x1* -+~ x5 est nul sauf si tous les a; sont > 0 et
multiples de g — 1. Le degré a; + --- + a,, du mondme est, dans ce cas, > (g —1)n.
Mais, comme G = F17}, G est de degré (g —1)d, etona (g-1)d < (9 —1)n d’apres
I’hypothese. Onadonc ) x» M, (x) = 0 pour tout monome M, (x) qui figure dans G
avec coefficient non nul. D’ou, par addition, ) _» G(x) = 0. Nous avons vu que cette
relation entraine notre conclusion.

On remarquera qu’il aurait, au lieu de supposer F homogene, suffi de supposer F
sans terme constant. Naturellement 'inégalité strict d < n entre degré et nombre
de variables et essentielle. Par exemple la norme de [F» a IF, (cf. 2.6) fournit un
polynéme homogene de degré n et a n variables sur [F, qui na d’autre zéro que
I’origine.
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ExempLE. Une forme quadratique a 3 variables sur un corps fini K « représente 0 »
(i.e.a un zéro non trivial). En passant de K* au plan projectif P, (K), ceci veut dire
qu’une conique sur K admet un point rationnel sur K (i.e. dont les coordonnées
homogenes peuvent étre choisies dans K). L'exemple de la conique x* + 1> +2z* = 0
sur R (resp. ¥* + 1 — 32> = 0 sur Q; pour s'assurer que ¥ + > — 3z> = 0 n‘a pas
de solution non trivial dans Q, on se rameéne au cas ou x, Y, z sont des entiers
premiers entre eux, et on réduit modulo 4) montre qu’il ne s’agit pas d'une
propriété vraie sur tout corps.



Eléments entiers sur un anneau, €léments algébriques
Sur un corps

Pour les nombres complexes, on va s’occuper dans ce livre des nombres algébriques,
c'est-a-dire ceux qui satisfont a une équation de la forme

X"+ 2, X"

+ o +mx+ag=0

ot les a; sont des nombres rationnels. Lorsque les a; sont des nombres entiers (a; € Z)
le nombre algébrique x est appelé un entier algébrique; ainsi V2, V3, i, e™/° sont des
entiers algébriques. Il n'est pas évident a priori que des sommes ou des produits
de nombres algébriques (resp. d’entiers algébriques) sont encore des nombres al-
gébriques (resp. des entiers algébriques). Regardons I'exemple de x = V2 + V3; on
calcule x¥* = 2 + 3 + 2v6; on isole la racine carrée et il vient x> — 5 = 2v6; encore
une élévation au carré, (x* - 5)% = 24, ce qui montre que x est un entier algébrique.
Le lecteur pourra s’exercer sur V5 + V7, et sera convaincu que la série d’astuces qui
mene au résultat n’est pas facilement généralisable.

Pour surmonter cette difficulté, les algébristes des siecles passés, Dedekind en
particulier, ont eu I'idée de « linéariser » le probleme, c’est-a-dire d’y introduire des
modules. C’est ce que nous allons faire. Le remplacement de Z (ou Q) par un anneau
commutatif quelconque ne cofite aucun effort supplémentaire, et sera fort utile pour
la suite. Nous commencerons par le cas général des éléments entiers sur un anneau,
et particulariserons ensuite aux éléments algébriques sur un corps.

Eléments entiers sur un anneau
THEOREME 2.1.1

Soient R un anneau, A un sous-anneau de R, et x un élément de R. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1) Il existe ag, ---,a,_; € A tels que
XMt a, X" v+ =0

(autrement dit x est racine d’un polynéme unitaire sur A).
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2) L’anneau A[x] est un A-module de type fini.
3) Il existe un sous-anneau B de R, contenant A et x, et qui est un A-module de
type fini.

Démonstration. Montrons que 1) implique 2). Notons M le sous-A-module de R
engendré par 1,x,---,x""!. Par 1) on a x" € M. Par récurrence sur j montrons que
X" € M; en effet, par multiplication par X, 1) donne B B P
Comme A[x] est le A-module engendré par les X (k > 0), ona A[x] = M, ce qui
démontre 2).

L’implication 2) = 3) est triviale. Montrons que 3) implique 1). Soit (v, -, ¥,)
un systeme générateur fini du A-module B; on a ainsi B = Ay; + --- + Ay,. Comme
x € B, y; € B et que B est un sous-anneau de R, on a xy; € B, de sorte qu’il existe des

éléments a; de A tels que xy; = Z}ll a;iy;. Ceci s'écrit aussi

Z(éijx—aij)yj =0 (izl,"',l’l).
j=1

On obtient ainsi un systeme de n équations linéaires homogenes en (yy, -+ ,¥,,). Si
on note d le déterminant det(d;x — 4;;), le calcul menant aux formules de Cramer
montre qu’on a dy; = 0 pour tout i. Comme B = } ; Ay;, on en déduit dB = 0, d’ou
d=d-1 =0 car B aun élément unité. Or, si on développe le déterminant

d= det(éi]-x - aij)/

on obtient une équation de la forme P(x) = 0 ou P est un polynome de degré n
sur A; ce polyndme est unitaire car le terme en x" provient uniquement du produit
[T.,(x — a;;) des éléments de la diagonale principale; ainsi 1) est vraie.

DEFINITION 2.1.2 (élément entier; équation de dépendance intégrale)

Soient R un anneau et A un sous-anneau de R. Un élément x de R est dit entier sur A
s'il satisfait aux conditions équivalentes 1), 2), 3) du théoréme 2.1.1. Soit P € A[X] un
polyndme unitaire tel que P(x) = 0 (polyndme dont l'existence est affirmée par 1));
la relation P(x) = 0 est appelée une équation de dépendance intégrale de x sur A.

ExempLE. L'élément x = V2 de R est entier sur Z; une équation de dépendance
intégrale est donnée par x* -2 = 0.

PrROPOSITION 2.1.3

Soient R un anneau, A un sous-anneau de R, et (x;); ., une famille finie d’éléments
de R. Si, pour tout i, x; est entier sur A[xy, ---, x;_1] (en particulier si tous les x; sont
entiers sur A), alors A[xy, --+, x,] est un A-module de type fini.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est 'assertion 2) du
théoréme 2.1.1. Supposons la proposition vraie jusqu’an—1. Alors B = A[xy, -++, x,,_1]



est un A-module de type fini, soit B = le Ab;. Par application du cas n = 1,
Alxq, -+, x,] = B[x,] est un B-module de type fini, soit ZZ:1 Bcy. On a alors

Ainsi (bjcy) est un systeme générateur fini du A-module Afxy, -+, x,,].

COROLLAIRE 2.1.4

Soient R un anneau, A un sous-anneau de R, x et y des éléments de R entiers sur A.
Alors x +y, x — y et xy sont entiers sur A.

Démonstration. En effet on a x + y,x — y,xy € Alx,y]. D’apres la proposition 2.1.3,
A[x,y] est un A-module de type fini. Donc, d’apres le 3) du théoreme 2.1.1, x + y,
x — y et xy sont entiers sur A.

COROLLAIRE 2.1.5

Soient R un anneau, A un sous-anneau de R. L’ensemble A’ des éléments de R qui
sont entiers sur A est un sous-anneau de R, qui contient A.

Démonstration. En effet, A" est un sous-anneau de R d’apres le corollaire 2.1.4; il
contient A car tout a € A est racine du polyndme unitaire X — 4, donc est entier
sur A.

DEFINITION 2.1.6 (fermeture intégrale; cloture intégrale; anneau entier)

Soient R un anneau, A un sous-anneau de R; 'anneau A’ des éléments de R entiers
sur A s'appelle la fermeture intégrale de A dans R. Soient A un anneau integre et K son
corps des fractions; la fermeture intégrale de A dans K s’appelle la cloture intégrale
de A. Soient B un anneau et A un sous-anneau de B; on dit que B est entier sur A
si tout élément de B est entier sur A (autrement dit, si la fermeture intégrale de A
dans B est B lui-méme).

ProrosiTiON 2.1.7 (de transitivité)

Soient C un anneau, B un sous-anneau de C et A un sous-anneau de B. Si B est entier
sur A et C est entier sur B, alors C est entier sur A.

Démonstration. En effet, soit x € C. Il est entier sur B, et on a donc une équation de
dépendance intégrale x" +b,_1x" "' +--- +by = 0 avecb; € B. Posons B’ = A[by, ---,b,_1];
alors x est aussi entier sur B". Comme B est entier sur A, les b; sont entiers sur A;
donc, d’apres la proposition 2.1.3, B'[x] = A[by, -+, b,_1, x] est un A-module de type
fini. Par le 3) du théoreme 2.1.1, on en conclut que x est entier sur A. Donc C est
entier sur A.
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ProrosIiTION 2.1.8

Soient B un anneau integre et A un sous-anneau de B, tel que B soit entier sur A. Pour
que B soit un corps, il faut et il suffit que A soit un corps.

Démonstration. Supposons que A soit un corps, et soit b € B, b = 0. Alors A[b] est un
espace vectoriel de dimension finie sur A (le théoreme 2.1.1, 2)). D'autre part y — by
est une application A-linéaire de A[b] dans lui-méme, qui est injective car A[b] est
integre et car b = 0. Elle est donc surjective, et il existe b” € A[b] tel que bb” = 1. Donc
b est inversible dans B et B est un corps’.

Inversement, supposons que B soit un corps, et soita € A, a = 0. Alors a admet
un inverse ' € B, qui satisfait a une équation de dépendance intégrale

A"+ a0 v +ay =0, a;€ A

1

En multipliant par "', on obtient a™! = —(a,_1 + --- + ;0" + aga™ '), d’otia™" € A,

de sorte que A est un corps.

Anneaux intégralement clos

DEFINITION 2.2.1 (anneaux intégralement clos)

On dit qu'un anneau A est intégralement clos s'il est integre et si sa cloture intégrale
est A lui-méme.

Autrement dit, tout élément x du corps des fractions K de A, qui est entier sur A,
est élément de A.

EXEMPLE 2.2.2

Soient A un anneau integre et K son corps des fractions. Alors la cloture intégrale A’
de A (c’est-a-dire la fermeture intégrale de A dans K) est un anneau intégralement clos.
En effet la cldture intégrale de A’ est entiere sur A’, donc sur A (la proposition 2.1.7);
elle est donc égale a A'.

EXEMPLE 2.2.3

Tout anneau principal est intégralement clos.

Démonstration. En effet un anneau principal A est integre par définition. Soit x un
élément entier sur A de son corps des fractions; on a une équation de dépendance
intégrale

X+ a, X"+ vax+ay=0, a; €A

'Le méme type de raisonnement, utilisant I'homothétie y — by, montre que tout anneau integre fini
est un corps.



Or on peut écrire x = a/b, avec a,b € A premiers entre eux. D’ol1, en reportant dans
et en multipliant par b" :

1

A"+ b(a, 0" + -+ agab™? + agh™ ) = 0.

Ainsi b divise a" ; comme il est premier avec a, 'application répétée du lemme d’Eu-
clide montre qu’il divise a; doncx = a/b € A, et A est intégralement clos.

On notera qu’on a seulement utilisé les propriétés multiplicatives des anneaux
principaux (éléments premiers entre eux, lemme d’Euclide). Le raisonnement
montre aussi que tout anneau factoriel est intégralement clos.

Eléments algébriques sur un corps; extensions algébriques

DEFINITION 2.3.1 (€élément algébrique sur un corps)

Soient R un anneau, et K un sous-corps de R. On dit qu'un élément x de R est algébrique
sur Ks'il existe des éléments non tous nuls ag, --- , a, de K tels que a,x" +--- +a,x+ay = 0.

Il revient au méme de dire que les mondmes () jen sont linéairement dépendants
sur K. Un élément non algébrique sur K est dit transcendant sur K; ceci veut dire que
les mondmes (x') jen sont linéairement indépendants sur K.

Dans la relation de la définition 2.3.1, on peut supposer a, non nul; il admet alors
un inverse a,' car K est un corps; en multipliant par a," on obtient une équation de
dépendance intégrale. Donc :

I) Sur un corps, algébrique = entier.
On peut donc appliquer la théorie des éléments premiers; par exemple, pour K ¢ R
etx € R, le 2) du théoreme 2.1.1 donne :

II) x algébrique sur K < [K[x] : K] finie.

On dit qu'un anneau R contenant un corps K est algébrique sur K si tout élément
de R est algébrique sur K; si R lui-méme est un corps, on dit alors que R est une
extension algébrique de K.

Etant donnés un corps L et un sous-corps K de L, la dimension [L : K] s'appelle
aussi le degré de L sur K. Le 3) du théoreme 2.1.1 donne alors :

IIT) Sile degré de L sur K est fini, L est extension algébrique de K.
On appelle corps de nombres algébriques (ou corps de nombres) toute extension de
degré fini de Q.
PrROPOSITION 2.3.2 (multiplicativité des degrés)

Soient K un corps, L une extension algébrique de K et M une extension algébrique
de L. Alors M est une extension algébrique de K. De plus, [M : K] = [M : L][L : K].
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Démonstration. La premiere assertion est un cas particulier de la proposition 2.1.7. De
plus, si (x;);c; est une base de L sur K et (y;) ¢ une base de M sur L, alors (xy;) (i j)eix
est une base de M sur K : en effet, c’est un systeme générateur, comme dans la proposi-
tion 2.1.3; d‘autre part unerelation ), ; a;x;y; = O avec a;; € K donne Z].(Zi a;ix;)y; = 0,
d’ou } ;a;x; = 0 pour tout j (car }_a;x; € L), et par conséquent 4;; = 0 pour tous i,j.
Ceci démontre la formule de multiplicativité des degrés.

PROPOSITION 2.3.3

Soient R un anneau, et K un sous-corps de R. Alors :

1) L’ensemble K’ des éléments de R algébriques sur K est un sous-anneau de R
contenant K.
2) SiR est intégre, K’ est un sous-corps de R.

Démonstration. En effet 1) est un cas particulier du corollaire 2.1.5 de la proposi-
tion 2.1.3, et 2) résulte de la proposition 2.1.8.

Nous allons maintenant étudier de plus pres les éléments algébriques sur un
corps. Soient R un anneau, K un sous-corps de R et x un élément de R. Il existe
un homomorphisme ¢ et un seule de 'anneau de polynémes K[X] dans R tel que
@(X) = x, et que p(a) = a pour tout a € K; I'image de ¢ est K[x]. La définition des
éléments algébriques se traduit par :

IV) x algébrique sur K <= Ker(¢) = (0).
Si x est algébrique sur K, 1'idéal Ker(¢) est un idéal principal (F(X)) (car K[X]
est un anneau principal), engendré par un polyndome non nul F(X), qu’on peut
supposer unitaire car K est un corps; ce polyndme unitaire est déterminé de fa-
¢on unique par K et x, et on l'appelle le polynéme minimal de x sur K. Traduisons
sa définition :

V) Soient F(X) le polyndme minimal de x sur K, et G(X) € K[X],; pour qu’on ait

G(X) =0, il faut et il suffit que F(X) divise G(X) dans K[X].
De plus, par passage au quotient, on obtient un isomorphisme canonique :
VI) K[X]/(F(X)) — Klx].
Avec les méme notations, supposons toujours x algébrique sur K, et soit F(X)

son polyndome minimal; en appliquant V) et la proposition 2.1.8, on obtient les
équivalences :

VII) K[x]corps < K[x]integre <= F(X) irréductible.

Inversement, soient K un corps et F(X) € K[X] un polyndme irréductible; alors
K[X]/(F(X)) est un corps contenant K, et, en notant x la classe de X dans ce corps, on
a F(x) = 0. Ainsi F(X) est divisible par X — x sur ce corps K[X]. Plus généralement :



PROPOSITION 2.3.4

Soient K un corps, et P(X) € K[X] un polynome non constant. Il existe une extension
algébrique K’ de degré fini de K telle que P(X) se décompose en facteurs du premier
degré dans K'[X].

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le degré d de P(X). Cest évident pour
d = 1. Supposons l'assertion démontrée jusqu’au degré d — 1. Soit F(X) un facteur
irréductible de P(X). On vient de voir qu’il existe une extension K” de degré fini de
K (a savoir K[X]/F(X)) et un élément x € K” tels que F(X) soit multiple de X —x dans
K’[X]. On a alors P(X) = (X —x)P;(X) avec P;(X) € K'[X]. D’apres I'hypothese de
récurrence, P;(X) se décompose en facteurs du premier degré sur une extension K’
de degré fini de K”. Alors K’ est une extension de degré fini de K (la proposition 2.3.2),
et P(X) se décompose en facteurs du premier degré dans K'[X].

Remarque (corps algébriquement clos)

On dit qu'un corps K est algébriquement clos si tout polynéome non constant P(X) €
K[X] se décompose en facteurs du premier degré dans K[X]; il suffit pour cela, par
récurrence sur le degré, que tout polyndome non constant P(X) € K[X] admette une
racine x € K. Par application « transfinie » de la proposition 2.3.4 (c’est-a-dire en
combinant la proposition 2.3.4 et le théoréme de Zorn; cf. [1], chap. V et [10], chap.II),
on démontre que tout corps est un sous-corps d'un corps algébriquement clos.

On démontre en Analyse, par des méthodes variées’, que le corps C des nombres
complexes est algébriquement clos. Cela suffira a nos besoins.

Eléments conjugués, corps conjugués

Etant donnés deux corps L et L’ contenant un corps K, on appelle K-isonorphisme
de L sur L’ tout isomorphisme ¢: L — L’ tel que ¢(a) = a pour tout a € K; dans
ces conditions on dit que L et L sont K-isomorphes, ou (sils sont algébriques sur K)
sont des corps conjugués sur K. Etant données deux extensions L, L’ de K, on dit que
deux éléments x € L et x" € L" sont conjugués sur K s'il existe un K-isomorphisme
¢ K(x) = K(x') tel que p(x) = x’; alors ¢ est unique. Ceci signifie que, ou bien x et
x" sont tous deux transcendant sur K, ou bien x et x’ sont tous deux algébriques sur K
et admettent le méme polynéme minimal (c¢f. 2.3, V)).

EXEMPLE

Soit F(X) un polynome irréductible de degré n sur K, et x;, --- , x,, ses racines dans une

“Par une démonstration utilisant les propriétés des fonctions continues sur un espace compact,
voir [4]. Pour une démonstration utilisant les propriétés des fonctions holomorphe d’une variable
complexe, voir [3]. Nous donnerons en appendice a ce chapitre une démonstration plus algébrique,
mais n’utilisant d’autre Analyse que les propriétés les plus simples des nombres réels.
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extension K’ de K (la proposition 2.3.4). Alors les x; sont deux a deux conjugués sur K
(2.3, V1)), et les corps K]x;] sont aussi deux a deux conjugués sur K.

LEMME 2.4.1

Soient K un corps de caractéristique 0 ou un corps fini, F(X) € K[X] un polynéme
unitaire irréductible, et F(X) = ]_[?:1 (X —x;) sa décomposition en facteurs du premier
degré dans une extension K’ de K (la proposition 2.3.4). Alors les n racines xy, -+, x,,
de F(X) sont distinctes.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Dans le cas contraire, F(X) admettrait une
racine multiple x, qui serait donc aussi racine du polyndéme dérivé F'(X); alors F(X)
diviserait F'(X) (2.3, [V)). Comme degF’ < degF, ceci implique que F'(X) est le
polyndéme nul. Or si

FX)=X"+a,4X" '+ +ay, a€k,

on a
F(X) =nX""+ (n-1)a,, X"+ +ay.

Onadoncn-1=0etj-a;=0pourj=1,---,n—1. Ceciest impossible en caractéris-
tique 0.

En caractéristique p = 0, ceci implique que p divise 7, et qu’on a a; = 0 pour j non
multiple de p (on rappelle que p est un nombre premier). Ainsi F(X) est de la forme

F(X) = qu + bq_lx(l]—l)}? + o+ blxp + bo, bi € K

Si chacun des b; est une puissance p-iéme, soit b; = ¢, avec ¢; € K, on a F(X) =
(X7 + cq_lX"_1 + -+ +¢g)? (la proposition 1.7.1), et F(X) n’est pas irréductible. Or, si
K est un corps fini et si on note p (= 0) sa caractéristique, 'application x — x” de K
dans K est injective (car ¥ = y” implique X’ —y” =0, (x —y)’ = 0etx—y = 0); elle
est donc surjective car K est fini. On a donc une contradiction.

Les corps K de caractéristique p = 0 tels que x — x” soit surjective (i.e. que
tout élément de K soit une puissance p-ieme) sont appelés les corps parfaits; on
vient de montrer que tout corps fini est parfait; on convient qu'un corps de
caractéristique 0 est parfait. Nous avons démontré que la conclusion du lemme
reste vraie sous la seule hypothese que K est un corps parfait. Le corps I, (T)
des fractions rationnelles a une variable sur IF, n’est pas parfait, car la variable T
n’est pas une puissance p-ieme dans IF,(T).

THEOREME 2.4.2

Soient K un corps de caractéristique 0 ou fini, K’ une extension de degré fini n de K,
et C un corps algébriquement clos contenant K. Alors il existe n K-isomorphismes
distincts de K’ dans C.



Démonstration. Notre assertion est vraie pour une extension monogéne K’, c’est-a-dire
de la forme K’ = K[x] (x € K'). En effet le polyndme minimal F(X) de x sur K est
alors de degré n. Il admet n racines x4, ---, x,, dans C, qui sont distinctes d’apres le
lemme 2.4.1. Pour i = 1,---,n, on a donc un K-isomorphisme o;: K" — C tel que
o;(x) = x;.

Nous procéderons alors par récurrence sur le degré n de K'. Soit x € K’; consi-
dérons les corps K c K[x] c K’ et posons g = [K[x] : K]; on peut supposer g > 1.
D’apres le cas monogene, on a g K-isomorphismes distincts oy, -+, 0, de K[x] dans C.
Comme K[o;(x)] et K[x] sont isomorphes, on peut construire une extension K; de
K[o;(x)] et un isomorphisme 7;: K’ — K] qui prolonge o;. Or K[0;(x)] est un corps de
caractéristique 0 ou fini. Comme

K : K[o;(0)]] = [K': K[x]] = g <n,

I'hypothese de récurrence montre qu’on a ¢ K[o;(x)]-isomorphismes distincts 6; de
K;j dans C. Alors les n composés 6; o 7; fournissent g - g = n K-isomorphismes de K’
dans C. Ils sont distincts car 6; o 7; et 6 o 7y différent sur K[x] sii = i'et,sii=1,0;
et 0 different sur Ki.

Le théoréme 2.4.2 s’étend a un corps parfait K : on montre en effet que toute
extension algébrique d"un corps parfait (en particulier K[o;(x)]) est un corps
parfait; le reste de la démonstration est inchangé.

COROLLAIRE 2.4.3 (théoreme de 'élément primitif)

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, et K’ une extension de K de degré fini n.
Il existe alors un élément x de K’ (dit « primitif ») tels que K’ = K[x].

Démonstration. Si K est fini, K est fini, et son groupe multiplicatif K™ est formé des
puissances d'un méme élément x (le théoréme 1.7.2, 2)). On a alors K’ = K[x].

Supposons maintenant K de caractéristique 0, donc infini. D’apres le théo-
réme 2.4.2, on a n K-isomorphismes o; de K’ dans un corps algébriquement clos C
contenant K. Pour i # jI'équation 0;(y) = 0j(y) (y € K') définit une partie V;; de K’, qui
est évidemment un sous-K-espace vectoriel de K, et qui est distincte de K’ car o; # 0.
Comme K est infini, I'algebre linéaire montre que la réunion des V;; est distincte de K.
Prenons x en dehors de cette réunion. Les o;(x) sont alors deux a deux distincts, de
sorte que le polyndome minimal F(X) de x sur K a au moins n racines distincts (les
0;(x)) dans C; on a donc deg F > n, c'est-a-dire [K[x] : K] > n. Comme K[x] c K et
que [K": K] = n, on en déduit K’ = K][x].

Entiers des corps quadratiques

Nous allons interrompe un moment la théorie générale pour donner un exemple.
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DEFINITION 2.5.1 (corps quadratique)

On appelle corps quadratique toute extension de degré 2 du corps Q des nombre
rationnels.

Si K est un corps quadratique, tout élément x de K\ Q est de degré 2 sur Q,
donc est élément primitif de K (i.e. K = Q[x], et (1, x) est une base de K sur Q). Soit
F(X) = X2 +bX +¢ (b,c € Q) le polyndbme minimal d'un tel élément x € K. La
résolution de 'équation du second degré x* + bx + ¢ = 0 donne 2x = b + Vb2 — 4.
Ainsi K = Q(Vbz - 4c> 3, Or b? — 4c est un nombre rationnel v = % avec u,v € Z;
on a donc aussi K = Q(+uv) avec uv € Z. Par le méme procédé on voit qu’on peut
enfin écrire K = Q(Vd) ou d est un entier sans facteurs carrés dans sa décomposition
en facteurs premiers. On a ainsi prouvé :

PROPOSITION 2.5.2

Tout corps quadratique est de la forme Q(Vd), o1 d est un entier sans facteurs carrés.

L’élément Vd est une racine du polyndme irréductible X?—d. 1l admet un conjugué
dans K, & savoir —Vd. Il existe donc un automorphisme o de K qui applique Vd en
—Vd (2.4). L’élément général de K est de la forme a + bVd aveca,b € Q, et on a

o(a+bVd) =a-bVd.

Nous nous proposons d’étudier I'anneau A des entiers de K, c’est-a-dire 'ensemble
des x € K qui sont entiers sur Z (le corollaire 2.1.5 de la proposition 2.1.3). Si x € A,
o(x) est racine de méme équation de dépendance intégrale que x, donc o(x) € A.
Onadoncx+o(x) e Aetx-o(x) € A.Or,six =a+bVdaveca,be Q,ona, d’apres

7

x+0(x)=2a€Q, x-o0(x)=a*-db?*eQ.
Comme Z est principal, et donc intégralement clos (I'example 2.2.3), on a donc
207, o*-db’eZ.

Ces conditions sont nécessaires pour que x = a + bVd soit entier sur Z; elles
sont aussi suffisantes car alors x est racine de

X% —2ax +a® —db® = 0.

D’apres ona (2a)*-d(2b)? € Z; comme 2a € Z, on a donc d(2b)? € Z. Or d est
sans facteurs carrés; si 2b n’était pas entier, son dénominateur comporterait un facteur

“Par Vb2 — 4c nous entendons 'un des deux éléments de K dont le carré est b2 — 4c.



premier p; ce facteur apparaitrait sous la forme p* dans (2b)?, et la multiplication
par d ne pourrait pas le ramener dans Z; on a donc 2b € Z.

Bref on peut poser a = %, b= g avec u,v € Z; les conditions dans devient
alors :
u? — dv* € 4Z.
Si v est pair, montre que u est pair aussi; on a alors a,b € Z. Si v est impair,

onav®> =1 (mod 4); or la classe de #* (mod 4) est 0 ou 1 (écrire la table des carrés
modulo 4); comme d est sans facteurs carrés, il n’est pas multiple de 4; ainsi on a
nécessairement #?> =1 (mod 4) etd =1 (mod 4). On a donc prouvé ce qui suit :

THEOREME 2.5.3

Soit K = Q(Vd) un corps quadratique, avec d € Z sans facteurs carrés (et donc
z 0 (mod 4)).

1) Sid=2oud =3 (mod 4), l'anneau A des entiers de K est I'ensemble des a + bVd
aveca,b e Z.
2) Sid =1 (mod 4), A est I'ensemble des %(u +0Vd) avec u,v € Z de méme parité.

Dansle casd =2 oud = 3 (mod 4), une base du Z-module A est évidemment
(1, Vd). Dans le cas d = 1 (mod 4), une base du Z-module A est (1, 1+ \/3)). En
effet, par 2), les éléments 1 et %(1 + \/H) sont dans A. Inversement, pour montrer
que 3(u + vVd) (avec u,v € Z de méme parité) est combinaison Z-linéaire de 1 et
T+ Vd), on se raméne au cas ot1 u et v sont pairs par soustraction éventuelle de
%(1 +Vd); dans ce cas on a %(u+v\/ﬁ) =(5-35)-1+0- %(1+\/3).

Pour finir, un peu de terminologie. Si d > 0, on dit que Q(Vd) est un corps quadra-
tique réel (car il existe un sous-corps de R conjugué de Q(Vd) sur Q). Si d < 0, on dit
que Q(Vd) est un corps quadratique imaginaire.

Normes et traces
Rappels d’algébre linéaire

Soient A un anneau, E un A-module libre de rang fini, et # un endomorphisme
de E. On définit en algebre linéaire la trace, le déterminant, et le polynome caractéristique
de u. Si une base (¢;) de E a été choisie et si (a;;) est la matrice de u dans cette base,
ces quantités valent respectivement :

Tr(u):Za,»i, det(u) = det(a;), et det(X-lg—u).

i=1
Remarque

Ces quantités sont indépendantes de la base choisie.
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Les formules montrent qu'on a :
q

Tr(u+u') = Tr(u) + Tr(u'),
det(uu’) = det(u) det(u’),
det(X-1g—u) = X" = (Tr(w)) X" + - + (<1)" det(u).

Normes et traces dans une extension

Soient B un anneau, et A un sous-anneau de B tel que B soit un A-module de rang
fini n (par exemple A peut étre un corps, et B une extension de degré n de A). Pour
x € B, la multiplication m, par x (soit y — xy) est un endomorphisme du A-module B.

DEFINITION 2.6.1 (trace, norme et polynome caractéristique)

On appelle trace (resp. norme, polyndme caractéristique) de x € B, relativement a B et A,
la trace (resp. le déterminant, le polyndme caractéristique) de I'endomorphisme m, de
multiplication par x.

La trace (resp. norme) de x est notée Tr 45 (x) (resp. N4,5(x)), ou Tr(x) (resp. N(x))
lorsqu’aucune confusion n’est a craindre; ce sont des éléments de A. Le polyndme
caractéristique de x est un polyndome unitaire a coefficients dans A.

Pour x,x" € Beta € A on a évidemment m, + my = M, M, 0 My = My et
m,, = am,; de plus la matrice de m,, dans n'importe quelle base de B sur A, est la
matrice diagonale dont tous les éléments diagonaux sont égaux a a. Il résulte alors
des formules et quona:

Trix+x) =Tr(x) + Tr(x’), Tr(ax) =aTr(x), Tr(a) =n-a;
N(xx") = N(x) N(x"), N(ax) =a"N(x), N(a) =4a".

PROPOSITION 2.6.2

Soient K un corps de caractéristique 0 ou fini, L une extension algébrique de degré n
de K, x un élément de L, et xq, -+, x, les racines du polynéme minimal de x sur
K (dans une extension convenable de K; cf. la proposition 2.3.4), chacune répétée
[L : K[x]] fois. Alors Tr /i (x) = x1 + -+ + x,,, N /g (x) = x1 --- x,,; de plus le polyndme
caractéristique de x, relativement a L et K, est (X —x;) -+ (X —x,,).

Ainsi ce polyndme caractéristique est la puissance [L : K[x]]-ieme du polynome
minimal de x sur K.

Démonstration. Traitons d’adord le cas ou est un élément primitif de L sur K (cf. le
corollaire 2.4.3 du théoréme 2.4.2). Soit F(X) le polyndome minimal de x sur K; alors
L est K-isomorphe a K[X]/(F(X)) (2.3, V)), et (1,x, --- ,x""1Y est une base de L sur K.
Posons F(X) = X" +a,1 X" +--- + a; X + ay. La matrice de 'endomorphisme 1, dans



cette base est :

0 - 0 —Ady

1 0 - 0 —aq
1 -0 :

M =

O .

00 -+ 1 —-a,4

Le déterminant de X - Id; — m, est donc :
X 0 - 0 ag
-1 X 0 a;
det(X -1, - M) = 0 - 0 '

: : X A, o
0 0 - -1 X+a,4

En développant on obtient le polyndme caractéristique de x, qui est donc égal au
polyndme minimal X" + a,_; X" + --- + a3, X + ay. D'apres on en déduit Tr(x) =
—a,_1 et N(x) = (-1)"ay. Or, comme x est primitif, on a F(X) = (X —xy) - (X —x,,);
d’ou, en comparant,

Tr(x) =x;+--+x, et N(x)=xx,

Passons maintenant au cas général, et posons r = [L : K[x]]. Il nous suffit de montrer
que le polynome caractéristique P(X) de x relativement a L et K est égal a la puissance
r-ieme du polyndme minimal de x sur K. Or soient (y;);-1,... ; une base de K[x] sur K,
et (zj)jzl,.../r une base de L sur K[x]; alors (yizj) est une base de L sur Ketonan = gr
(la proposition 2.3.2). Soit M = (a;,) la matrice de la multiplication par x dans K[x]
par rapport a la base (y;) : ainsi xy; = }_, a;,y,. Si on ordonne lexicographiquement la
base (y;z;) de L sur K, on voit donc que la matrice M’ de la multiplication par x dans L
par rapport a cette base se présente sous la forme d’un tableau diagonal de matrices

M 0 - 0
M- 0 M 0
0 0 -+ M

La matrice X - I, — M’ se présente donc comme tableau diagonal des matrices X-1,—M;
d’oudet(X:1,-M’) = (det(X-lq—M) ). Orle premier membre est P(X), et det(X-lq—M)
est le polyndme minimal de x sur K d’apres la premiere partie.

Donnons enfin un résultat sur les traces et normes d’éléments entiers.
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PROPOSITION 2.6.3

Soient A un anneau integre, K sont corps des fractions, L une extension de degré
fini de K, et x un élément de L entier sur A; on suppose K de caractéristique 0. Alors
les coefficients du polyndme caractéristique P(X) de x relativement a L et K, en
particulier Tr x (x) et N /x(x), sont entiers sur A.

Démonstration. Utilisons la proposition 2.6.2:ona P(X) = (X —x;) -+ (X —x,,); les
coefficients de P(x) sont donc, au signe pres, des sommes de produits des x;; il suffit
de montrer que les x; sont entiers sur A (le corollaire 2.1.4 de la proposition 2.1.3). Or
chaque x; est un conjugué de x sur K (2.4), et on a un K-isomorphisme o;: K[x] — K[x;]
tel que 0;(x) = x;. En appliquant o; a une équation de dépendance intégrale de x
sur A, on obtient une équation de dépendance intégrale de x; sur A.

COROLLAIRE 2.6.4

Supposons de plus A intégralement clos. Alors les coefficients du polynome caracté-
ristique de x, en particulier Try /i (x) et N x(x), sont éléments de A.

Démonstration. En effet ces coefficients sont éléments de K par définition, et sont
entiers sur A par la proposition 2.6.3.
On remarquera que les quantités x + o(x) et x - o(x) utilisées dans '’étude des

corps quadratique (2.5) sont la trace et la norme de x. Ony a prouvé (1'éq. )
un cas particulier du corollaire ci-dessus.

Discriminant
DEFINITION 2.7.1 (discriminant du systeme d’éléments)
Soient B un anneau et A un sous-anneau de B tel que B soit un A-module libre de

rang fini n. Pour (xq,---,x,) € B", on appelle discriminant du systeme (xq, -, x,,)
I’élément de A défini par

D(xy, -+, x,) = det(Trp 4 (x;x;))-

PRrROPOSITION 2.7.2

Si (yy,+++,Y,) € B" est un autre systeme d’éléments de B tel que y; = Z] 14;X; avec
a;; € A,ona
D(yy, -+, y,) = det(a;)*D(xy, -+, x,).

Démonstration. En effet on a Tr(y,y,) = Tr <Zz] aplaq]xx ) Zl] pifdg Tr(x;x;). Dot

I'égalite entre matrices (Tr(y,y,)) = (a,;) (Tr(x;x;)) (aq]) (ou ‘M désignela transportee
de la matrice M). Il suffit de prendre les determmants.

Il résulte de la proposition 2.7.2 que les discriminants des bases de B sur A sont

deux a deux associés dans A : en effet la matrice de passage (4;;) d’'une base a une
autre est inversible, donc a son déterminant inversible. On peut donc poser la —



DEFINITION 2.7.3 (idéal discriminant d’un anneau sur un sous-anneau)

Sous les hypotheses de la définition 2.7.1, on appelle (idéal) discriminant de B sur A,
et on note Dp, 4, I'idéal principal de A engendré par le discriminant de n’importe
quelle base de B sur A.

PROPOSITION 2.7.4

Supposons que Dy, 4 contienne un élément qui n’est pas diviseur de 0. Alors, pour
qu’un systéme (xy, ---,x,) € B" soit une base de B sur 4, il faut et il suffit que Dp, 4
soit engendré par D(xy, -+, x,,).

Démonstration. La nécessité a été démontrée plus haut. Supposons donc que d =
D(xy,---,x,) engendre Dy, 4. Soit (e;,---,e,) une base de B sur A; posons d’ =
D(ey, -+ ,e,) etx; = Z;lzl azej avec a; € A.Onad = det(aij)zd’. Par hypothése on a
Ad = Dp,4 = Ad'. Il existe donc b € Atel qued’ = bd; d’oud(1 - bdet(aij)z) =0.0rd
n’est pas diviseur de 0, car sinon tout élément de Ad = de’c(a,']-)2 serait diviseur de 0.
Onadoncl-b det(czl-]-)2 = 0. Ceci montre que det(a;) est inversible, donc aussi la
matrice (aij) ; par conséquent (xq, -+, x,) est une base de B sur A.

PROPOSITION 2.7.5

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, L une extension de degré fini n
de K, et 0y, -+, 0, les n K-isomorphismes distincts de L dans un corps algébrique-
ment clos C contenant K (le théoreme 2.4.2). Alors, si (x1,--,x,) est une base
de L sur K, on a

D(xy, -+, x,) = det(g;(x;))* = 0.

Démonstration. La premiére égalité résulte d'un calcul simplet :

D(xy, -+, %,) = det(Tr(x;x;)) = det (Zak(xix]-)> = det (Zak(xi)ak(xj)>
k k
= det(0;(x;)) - det(0;(x))) = det(0;(x;))*

Reste a montrer qu’on a det(o; (xj) )2 2 0. Raisonnons par l'absurde. Si det(o; (xj) Y2 =0,
il existe uy,---,u, € C, non tous nuls, tels que ) |, u;0;(x;) = 0 pour tout j. Par
linéarité on en déduit ) |, u,0;(x) = 0 pour tout x € L. Or ceci contredit le « lemme
de Dedekind » suivant.

LeMME DE DEDEKIND

Soient G un groupe, C un corps, et oy, -+, 0, des homomorphismes distincts de G
dans le groupe multiplicatif C*. Alors les o; sont linéairement indépendants sur C
(i.e., ) ;u;0;(g) = 0 pour tout ¢ € G implique que tous les u; sont nuls).
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Démonstration. Si les o; sont linéairement dépendants, considérons une relation non
triviale } ;u;0; = 0 (4; € C) telle que le nombre g des u; non nuls soit minimal. Apres
renumérotation, on peut supposer que c’est

u09(g) + -+ + uqaq(g) =0 pourtoutgeG.
On a g > 2 car les 0; sont non nuls. Pour g et i1 quelconques dans G, on a
uyo1(hg) + -+ + uqaq(hg) = w00 (h)oy () + -+ + uqoq(h)oq(g) =0.

Multiplions par o1 (h) et soustrayons; il vient

uy (o1 (h) — 0y (h))01(g) + -+ + 1y (o1 (h) — 05 (h)) 0y (g) = 0.

Comme ceci a lieu pour tout ¢ € G et que g a été choisi minimum, ceci implique
uy(o1(h) —oy(h)) =0; d’ou oy (h) = 0y(h) car u, # 0; ceci contredit I'hypothese que
les o; sont distincts.

Remarque

Sous les conditions de la proposition 2.7.5, la relation D(xy, -+, x,,) # 0 exprime que
la forme bilinéaire (x,y) — Try x(xy) est non-dégénérée, c’est-a-dire que Try x(xy) = 0
pour tout y € L implique x = 0. Ainsi l'application K-linéaire qui, a x € L, fait
correspondre la forme K-linéaire, s, : v — Try x(xy), est une injection de L dans son
dual Homg (L, K) (pour la structure d’espace vectoriel sur K). Comme L et Hom (L, K)
sont de méme dimension finie n sur K, il en résulte que x — s, est une bijection.
L’existence de « base duales » sur un espace vectoriel et son dual montre alors que,
pour toute base (xy, -+, x,) de L sur K, il existe une autre base (yy, - ,y,) telle que

Trpx(xy) =05 (1 <ij<n).
Cette remarque va nous étre utile.

THEOREME 2.7.6

Soient A un anneau intégralement clos, K son corps des fractions, L une extension
de degré fini n de K et A" la fermeture intégrale de A dans L. On suppose K de
caractéristique 0. Alors A" est un sous-A-module d'un A-module libre de rang n.

Démonstration. Soit, en effet, (x1, -+, x,,) une base de L sur K. Chaque x; est algébrique
sur K, d’ou a,,x} +an_1x?_1 +---+ag = 0aveca; € Apourj = 0,---,n; par multiplication
par une puissance de x;, on peut supposer a, # 0; par multiplication par 4!, on
voit que a,x; est entier sur A. Posons x; = a,x;. Alors (x1,---,x;,) est une base de L
sur K contenue dans A’



D’apres la remarque ci-dessus, on a un autre base (y;,---,y,) de L sur K telle que
Tr(xy;) = & (Iéq. ). Soit alors z € A”. Comme (yy, -+ ,Y,) est une base de L
sur K, on peut écrire z = Z;l:l bjy; avec b; € K. Pour tout i on a xjz € A’ (car x; € A'),
d’ou Tr(xjz) € A (le corollaire 2.6.4 de la proposition 2.6.3). Or

Tr(x'z) =Tr (ijx,fyi> = ij Tr(xjy;) = ijéij = b;.
j j j

Onadoncb; € Apour touti. Ainsi A’ est contenu dans le A-module libre Z]’.zzl Ay;.

COROLLAIRE 2.7.7

Avec les hypotheses du théoréeme 2.7.6, supposons de plus A principal. Alors A’ est
un A-module libre de rang n.

Démonstration. En effet un sous-module d'un A-module libre est alors libre (le théo-
reme 1.5.1, 2)), et de rang < n. D’autre part on a vu au cours de la démonstration du
théoréme 2.7.6 que A’ contient une base de L sur K, donc est de rang n.

A titre d’exercice, le lecteur peu familier avec le contenu de la remarque précédent
le théoréme 2.7.6 pourra chercher une démonstration plus calculatoire de ce
théoréme : avec les notations ci-dessus, il poserad = D(x}, ---, x,,), et montrera
que, siz = ), cix; (c; € K) est entier sur A, alors dc; € A (calculer Tr(zx;) et utiliser
les formules de Cramer).

Un exemple de calcul de discriminant

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, L = K[x]| une extension de degré
fini n de K, et F(X) le polyndme minimal de x sur K. Alors

. nGi=1) ,
D(L,x, -+, X" ") = (-1)" 7 Np(F'(x))

(ou F'(X) désigne le polyndme dérivé de F(X)). En effet notons xy, ---, x,, les racines
de F(X) dans une extension de K; ce sont les conjugués de x (la proposition 2.3.4,
et 2.4).Ona

D@, x,--,x" 1) = det(o*l-(xj))2 (la proposition 2.7.5) = det(xi:)2

(—1)@ de’c(xé)2 = I_[(xi —xj) (Vandermonde) = ]_[ (l_l(xi - xj)>

i#] i j#i

= | [Fe = Ny )

(car les F'(x;) sont les conjugués de F'(x)).
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En particulier, appliquons au cas ou F(X) estun trinéme X" +aX+b (a,b € K).
Posons y = F'(x); on a

y=nxX""'+a=—-(n-1)a—-nbx"
(car x" + ax + b = 0, dott nx"™! = —na — nbx™*). On en tire x = -nb(y + (n - 1a)~t.
Le polyndme minimal de y sur K est le numérateur de F(—nb(y + (n — 1)a)™!); tous
calculs faits, cest (Y + (n—1)a)" —na(Y + (n-=1)a)" " + (=1)"n"b". La norme de y
est (-1)" fois le terme constant de ce polyndéme, donc

nnbn—1_+ (_1)n—l(n __1)n—1an.

D’ou
n(n-1)

DA, x, -, x" 1) = [n"" ! + (-1)" Y -1)"1a"](-1) 7 .

Pour 1 = 2 (resp. 3) on retrouve le 4b — a® (resp. —4a° — 27b%) bien connu.

Terminologie des corps de nombres

On appelle corps de nombres algébriques (ou corps de nombres) toute extension de
degré fini (et donc algébrique) de Q. Etant donné un corps de nombre K, le degré
[K : Q] sappelle le degré de K; un corps de nombres de degré 2 (resp. 3) sappelle
un corps quadratique (cf. 2.5) (resp. un corps cubique). Un corps de nombres est de
caractéristique 0.

Etant donné un corps de nombres K, les éléments de K qui sont entiers sur Z,
s’appellent les entiers de K. Ils forment un sous-anneau A de K (le corollaire 2.1.5 de la
proposition 2.1.3), qui est un Z-module libre de rang [K : Q] (le corollaire 2.7.7 du
théoréme 2.7.6). Les discriminants des bases du Z-module A different par un élément
inversible de Z (la définition 2.7.3), qui est méme un carré (la proposition 2.7.2);
cet élément ne peut donc étre que +1, de sorte que les discriminants des bases du
Z-module A sont tous égaux ; leur valeur commune s’appelle le discriminant absolu,
ou discriminant, de K.

Comme un corps de nombres K détermine de facon unique 'anneau A des entiers
de K, on fait souvent 'abus de langage consistant a attribuer a K des notions relatives
a A; ainsi lorsqu’on parle d’idéaux (ou d’unités) de K, il s’agit d’idéaux (ou d'unités)
de A.

Corps cyclotomiques

On appelle corps cyclotomique tout corps de nombres engendré sur Q par des
racines de I'unité. Etant donné un nombre premier p, nous désignerons par z une
racine primitive p-ieme de 'unité (dans C par exemple), et nous allons étudier le
corps cyclotomique Q[z]. Le nombre z est racine du polynéme X” —1; comme z est



# 1, il est aussi racine du polynéome % = XP' 4+ XP% 4 - + X +1, appelé polyndme
cyclotomique. I1 n’est nullement évident que ce polynome est irréductible sur Q (ce
qui revient a dire que le corps Q[z] est de degré p —1). Pour le démontrer nous aurons
besoin du —

CrITERE D’EISENSTEIN

Soient A un anneau principal, p € A un élément premier de A et F(X) = X" +
1,1 X"+ - + 41X + ag un élément de A[X] tel que p divise tous les a; (0 < i <71 —1),
mais que p ne divise pas a. Alors F(X) est irréductible sur le corps des fractions K
de A.

Démonstration. Suppons en effet que I'on ait F = G- H avec G,H € K[X], Get H
unitaires. Les racines de F sont entiéres sur A. Or toute racine de G (resp. H) est racine
de F, donc est entiere sur A. Or les coefficients de G (resp. H) sont des sommes de
produits des racines de G (resp. H); ils sont donc entiers sur A (le corollaire 2.1.4 de la
proposition 2.1.3). Comme A est principal, donc intégralement clos (I'example 2.2.3),
onaG e A[X] et H € A[X].

Soient alors F, G, H les images de F, G, H dans (A/Ap)[X];ona F = G- H. D’apres
I'hypothese sur les 4;, on a F = X". Comme A/Ap est un anneau intégre, la décom-
position X" = G - H est nécessairement de la forme X" = X7 X"™ (car G et H sont
unitaires); d’ou G = X7 et H = X"™. Si G et H sont tous deux non constants, on en
déduit que p divise les termes constants de G et H; donc p* divise le terme constant a,
de F, contrairement a I’hypothese. Donc G ou H est constant, et F est irréductible.

ExempLE. Le polyndme X° —2X + 6 est irréductible sur Q (prendre p = 2, A = Z).

THEOREME 2.9.1

Pour tout nombre premier p, le polynéme cyclotomique XV~ + XP72 + ... + X +1 est
irréductible dans Q[ X].

Démonstration. Posonseneffet X =Y +1.0On a

X -1 (Y+1) -1

X -1 Y
1
=y Yy (’;)yf—l = F(Y).

j=p-1

X441 =

Or p divise tous les coefficients binomiaux (’; ), mais p® ne divise pas le terme constant
(1) = p-Donc F (Y) estirréductible par le critere d'Eisenstein, donc aussi le polynéme
cyclotomique.

Soit toujours z une racine primitive p-ieme de 1'unité. Il résulte du théoreme 2.9.1
que le corps Q[z] est de degré p —1; donc (1,z, -+ ,zP7%) est une base de Q[z] sur Q.
Nous allons étudier 'anneau des entiers de Q[z] et montrer que cest Z|[z].
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Pour cela nous aurons besoin de calculer quelques traces et normes (on écrira Tr(x)
et N(x) au lieu de Trqyp,),q(x) et Ngjzj/q(x)). Notons que les conjugués de z sur Q
sontlesz (j=1,---,p—1) (le théoreme 2.9.1).

L’irréductibilité du polynome cyclotomique donne aussitot :

Tr(z)=-1 et Tr(1)=p-1.
D’ou Tr(zj) =-lpourj=1,---,p-1, et donc
Tr(1-2z)=Tr(1-2%) = - =Tr(1-2""") = p.

D’autre part le calcul fait dans le théoréme 2.9.1 montre que N(z-1) = (—1)’971;7, d’ou
N(1-z) = p; comme la norme de 1 -z est le produit des conjugués de 1 -z, on a donc

p=>0-2)1-2%) - 1-2"").

Notons A I'anneau des entiers de Q[z]. Il contient évidemment z et ses puissances.
On va montrer qu’on a
Al-z)NZ = pZ.

Eneffetonap € A(1-z) d’apres ,d’ou A(1-2z) NZ D pZ; comme pZ est idéal

maximal de Z, larelation A(1-z) NZ # pZ entrainerait A(1-z)NZ = Z, et1—z serait

inversible dans A; ses conjugués 1 — 2/ le seraient alors aussi, et donc p également

d’apres ; ainsi % serait entier sur Z, ce qui est absurde (I'example 2.2.3).

Montrons enfin que, pour touty € A, on a
Tr(y(1-2z)) € pZ.
En effet chaque conjugué y;(1 - ) de y(1 - z) est multiple (dans A) de 1 - 2, lequel
est multiple de 1 - z car

1-Z=01-2)0+z+-+2);
comme la trace est la somme des conjugués, on a donc
Tr(y(1-2)) e A(l-2z);

d’ou, , d’apres , car la trace d’un entier est dans Z (le corollaire 2.6.4 de
la proposition 2.6.3).
Ceci étant, nous sommes en mesure de déterminer 'anneau des entiers de Q[z].

THEOREME 2.9.2

Soient p un nombre premier et z une racine primitive p-iéme de 1'unité (dans C).
Alors l'anneau A des entiers du corps cyclotomique Q|z] est Z|[z], et (1,z,---,2" 2)
est une base du Z-module A.



Démonstration. En effet soit x = ag + a;z + -+ + ap_zzp 2 (a; € Q) un élément de A.
On a alors

x(1-2) =ag(1-2) +ay(z—2%) + - + ap_z(z”_2 —zP Yy,
En prenant le trace, il résulte de et de que
Tr(x(1-2)) =ayTr(1 —z) = agp.

D’ou, en utilisant , pag € pZ et ay € Z. Comme z1 =277 onaz?! € A,
d'ott (x —ag)z™" = ay + ayz + - + a, 7" 3 € A; en appliquant la premiére partie du
raisonnement a cet élément, on voit que 4, € Z. Par applications successives de ce
procédé, on voit que chaque a; € Z.

Remarque

Ce qui a été fait dans cette section s’étend sans peine aux corps cyclotomiques Q|[¢]
ou t est une racine primitive p’-ieme de I'unité (p premier). Un tel corps est de degré
p"(p —1), et son anneau des entiers est Z[t]. Le polyndme minimal de t sur Q est

XV -1

XV xR L X = —
Xr -1
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Appendice

Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos

Etant donné un corps K, considérons les propriétés suivantes :

a) Tout polynéme de degré > 0 sur K est un produit de polynémes du premier
degré.
b) Tout polyndéme de degré > 0 sur K admet une racine dans K.
Il est clair que #) implique b). Réciproquement, si 1) est vraie, si P(X) est un polynome
de degré d > 1 sur K et si a € K est une racine de P(X), alors P(X) est multiple de
X — a, et une récurrence sur le degré d montre que 1) est vraie. Un corps K joiussant
des propriétés équivalentes 1) et 1) est dit algébriquement clos.
Nous allons montrer que C (= R[i], i’ = 1) est algébriquement clos par une
méthode essentiellement due a Lagrange. Nous utiliserons uniquement les faits
suivants :

1) Tout polyndme de degré impair sur R admet une racine dans RR; ceci est un cas
particulier facile du théoreme des valeurs intermédiaires.

2) Tout polynéme du second degré sur C a ses racines dans C; le calcul élémentaire
sur « ax® + bx + ¢ » nous rameéne a montrer que toutz = a+ib € C (a,b € R) admet
une racine carrée dans C; or (x +iy)? = a +ib (x,y € R) équivaut a x* — > = a,
2xy = b, d’ott a® + b* = (X* +y*)? et x> + y* = Va? + b2; on en déduit les valeurs de
x*ety?, douxety.

3) Etant donné un polynéme non constant P(X) € K[X], il existe une extension K’
de K telle que P(X) se décompose en facteurs du premier degré dans K’'[X]; ceci
a été tres facilement démontré dans la proposition 2.3.4 (démonstration quasi
indépendante de ce qui la précede; il suffit de savoir que, si F(X) est irréductible,
K[X]/(F(X)) est un corps, et ensuite de faire une récurrence).

4) Les relations entre coefficients et racines d’un polynome.

5) Le fait qu'un polynéme symétrique G(Xy,---,X,) € K[Xy,---,X,] est un po-
lyndme par rapport aux fonctions symétriques élémentaires ) X;, } X;X;, -,
X -+ X, des X,.

Ceci étanton a:

THEOREME

Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Démonstration. Nous utiliserons la propriété /), que tout polyndme non constant
P(X) € C[X] admet une racine dans C. En considérant F(X) = P(X)P(X) (P : po-
lyndme dont les coefficients sont les complexes conjugués des coefficients corres-
pondants de P) on se ramene au cas d’un polyndme a coefficients réels : en effet, si
a € C est une racine de F(X), alors ou bien a est racine de P(X), ou bien a est racine
de P(X) et alors 7@ est racine de P(X). Ceci étant nous mettrons le degré de F(X)
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(€ R[X]) sous la forme d = 2"g ou g est impair. Nous procéderons par récurrence
sur l'exposant n de 2. Pour n = 0, d est impair et F(X) a une racine dans R (cf. 1)).
Supposons n > 1. Par 3) il existe une extension K" de C et xy, -+, x; € K’ tels que
F(X) = ]_[f:1 (X—x;) (en supposant F(X) unitaire, ce qui est loisible). Soit ¢ un élément
arbitraire de IR; considérons les €léments y;; = x; + x; + cx;x; de K’ (i <j); leur nombre
est %d(d +1) = 2”_1q(d +1) et q(d +1) est impair. Le polyndme G(X) = ]_[isj(X - yij)
a pour coefficients des polynomes symétriques a coefficients réels en les x;; ce sont
donc par 5) des polynomes a coefficients réels en les fonctions symétriques élémen-
taires des x;; ainsi les coefficients de G(X) sont réel par 4). Comme son degré est de
la forme 2" x (impair), 'hypothése de récurrence montre qu’il admet une racine
z. € C;l'undes y;;, sOit Yjo) i) = Xi(e) + Xj(o) + CXi(c)Xj(c) €st donc égal a z,.

Or, comme R est infini est 'ensemble des couples (i,;) (i <) fini, il existe deux
nombre réels distinctes ¢, ¢’ tels que i(c) = i(¢") etj(c) = j(c’); notons r, s ces indices.
Alors x, + x, + cx,x, = z, € C et x, + x, + ¢'x,x, = z» € C. Par conbinaisons linéaires on
en déduit x, + x, € C et x,x,; € C. Alors, par 4), x, et x, sont racines d'une équation
du second degré a coefficients dans C. On a donc x,, x; € C par 2). Ainsi F(x) a une
racine dans C, et le théoréme est démontré.



Anneaux noethériens, anneaux de Dedekind

Le lecteur qui veut savoir pourquoi on a introduit les anneaux de Dedekind pourra
se reporter au 3.4, et y lire 'exemple et la discussion qui suivent le théoreme 3.4.2.
Les anneaux ncethériens, dont nous étudions d’abord un minimum de propriétés,
sont plus généraux que les anneaux de Dedekind ; Nous les introduisons pour placer
ces propriétés dans leur cadre naturel de validité, et aussi parce qu’ils jouent un r6le
fondamental dans d’autres applications de 'algebre, en Géométrie Algébrique par
exemple. Enfin la généralisation des anneaux ncethériens aux modules de méme
nom est un nouveau cas de « linéarisation », méthode dont le lecteur a déja constaté
l'efficacité.

Modules et anneaux ncethériens

On a démontré au théoreme 1.4.1 le résultat suivant :

THEOREME 3.1.1

Soient A un anneau, M un A-module. Les conditions suivantes sont équivalents :

1) Toute famille non vide de sous-modules de M possede un élément maximal.
2) Toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire.
3) Tout sous-module de M est de type fini.

DEFINITION 3.1.2 (module ncethérien; anneau necethérien)

Un A-module M est dit neethérien s’il satisfait aux conditions équivalentes du théo-
reme 3.1.1. Un anneau A est dit neethérien si, considéré comme A-module, c’est un
module noethérien.

On a vu (le corollaire 1.4.3) qu'un anneau principal est noethérien.

PROPOSITION 3.1.3

Soient A un anneau, E un A-module, et E’ un sous-module de E. Pour que E soit
necethérien, il faut et il suffit que E’ et E/E’ soient noethériens.
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Démonstration. Démontrons la nécessité. Supposons E noethérien. L’ensemble or-
donné des sous-modules de E’ (resp. de E/E’) est isomorphe a 'ensemble ordonné
des sous-modules de E contenus dans E’ (resp. contenant E’). Ainsi E’ et E/E’ sont
ncethériens par 1) ou 2).

Réciproquement, supposons E’ et E/E’ ncethériens. Soit (F,),o une suite crois-
sante de sous-modules de E. Comme E’ est ncethérien, il existe un entier n, tel que
F,NE" =F,.;NE pourtoutn > ny. Comme E/E’ est ncethérien, il existe un entier 1,
tel que (F, + E')/E' = (F,;1 + E')/JE  pour tout n > n;; alorsonaF, +E =F,, +E"
Prenons n > sup(ny, ny), et montrons qu'ona F, = F,,,q; il suffit de voir que F,,,; C F,,.
Soit donc x € F,,1; comme F, ., + E' = F, + E/, il existe y € F, etz’,z” € E’ tels que
x+z =y+z;alorsx—-y=2"-2 € F,4NE;orF,.;NE =F,NE’;onadonc
x-yeF,, douxeF,caryeF, Ainsi F,,; = F, pour tout n > sup(ny,n,), et E est
noethérien d’apres 2).

COROLLAIRE 3.1.4

Soient A un anneau, E;, -+, E,, des A-modules noethériens. Alors le A-module produit
[T~ E; est noethérien.

Démonstration. Pour n = 2, E; s’identifie au sous-module E; x (0) de E; xE,, et le quo-
tient correspondant est isomorphe a E, ; d’ou notre assertion par la proposition 3.1.3.
Le cas général s’ensuit par récurrence sur .

COROLLAIRE 3.1.5

Soient A un anneau ncethérien et E un A-module de type fini. Alors E est un A-module
neethérien (et donc tous ses sous-modules sont de type fini).

Démonstration. En effet (1.4), E est isomorphe a un module quotient A" /R (n étant le
cardinal d'un systeme générateur fini de E). Or A" est ncethérien par le corollaire 3.1.4,
et A" /R aussi par la proposition 3.1.3.

Application aux éléments entiers

ProPoOSITION 3.2.1

Soient A un anneau ncethérien intégralement clos, K son corps des fractions, L une
extension de degré fini n de K, et A’ la fermeture intégrale de A dans L. On suppose
K de caractéristique 0. Alors A est un A-module de type fini et un anneau noethérien.

Démonstration. En effet on sait que A’ est un sous-module d'un A-module libre de
rang 1 (le théoreme 2.7.6). Donc A’ est une A-module de type fini (le corollaire 3.1.5 de
la proposition 3.1.3), et donc ncethérien (ibid.). D’autre part les idéaux de A’ sont des
cas particuliers de sous-A-modules de A’; ils satisfont donc a la condition maximale
(le théoreme 1.4.1, 1)), de sorte que A’ est un anneau ncethérien.



ExemMrLE

L’anneau des entiers d'un corps de nombres L est nethérien (prendre A = Z, K = Q).

Quelques préliminaires sur les idéaux

Un idéal p d'un anneau A est dit premier si I'anneau quotient A/p est integre. 11
revient au méme de dire que les relationsx € A\ p,y € A\ p impliquent xy € A\ p,
ou encore que le complémentaire A \ p de p est stable pour la multiplication.

Pour qu'un idéal m de A soit maximal (c’est-a-dire maximal parmi les idéaux de A
distincts de A), il faut et il suffit que A/m n’ait d’autres idéaux que lui-méme et (0),
C'est-a-dire que A/m soit un corps. Ainsi tout idéal maximal est premier. La réciproque
est fausse, car 1'idéal (0) de Z est premier et non maximal.

LEMME 3.3.1

Soient A un anneau, p un idéal premier de A et A’ un sous-anneau de A. Alors p N A’
est un idéal premier de A'.

Démonstration. En effet p N A’ est le noyau de 'homomorphisme composé A" —
A — A/p, de sorte qu’on a un homomorphisme injectif A’/(p N A") — A/p. Or un
sous-anneau d'un anneau integre est integre.

Etant donnés deux idéaux a et b d’un anneau A, on appelle produit de a et de b,
et on note ab, non pas I'ensemble des produits ab olia € a et b € b (ensemble qui
n'est pas en général un idéal), mais I'ensemble des somme finies ) a;b; de tels produits.
On voit aussitot que ab est un idéal de A, et qu'on a

abcanb.
Il n’y a pas toujours égalité : dans un anneau principal le membre de gauche
correspond au produit, et celui de droite au p.p.c.m.
Le produit des idéaux est associative et commutatif, et A est élément neutre.

Etant données un A-module E, un sous-module F, et un idéal a de A, on définit
de méme le produit aF; c’est un sous-module de E.

LEMME 3.3.2

Si un idéal premier p d'un anneau A contient un produit a;a, --- a, d’idéaux, alors p
contient I'un d’eux.

Démonstration. En effet si a; ¢ p pour tout i, il existe a; € a; tel que a; ¢ p. On a alors
a, ---a, € p vue que p est premier. Or a; --- a,, € a, --- a,,. Contradiction.

LEMME 3.3.3

Dans un anneau noethérien, tout idéal contient un produit d’idéaux premiers. Dans
un anneau ncethérien integre A, tout idéal non nul contient un produit d’idéaux
premiers non nuls.
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Démonstration. Nous allons employer un raisonnement assez typique dans la théorie
des anneaux ncethériens. Démontrons la seconde assertion (la démonstration de
la premiére est analogue : il suffit de barrer trois fois « non nuls »). Raisonnons
par l'absurde. La famille @ des idéaux non nuls de A qui ne contiennent aucun
produit d’idéaux premiers non nuls, est alors non vide. Comme A est noethérien,
@ admet un élément maximal b (le théoréme 1.4.1, 1)). L’idéal b n’est pas premier,
sinon il contiendrait le produit de la famille réduite a b. Il existe donc x,y € A\ b
tels que xy € b. Alors les idéaux b + Ax et b + Ay contiennent strictement b, donc
n‘appartiennent pas a @ vu le caractere maximal de b dans @. Ils contiennent donc
des produits d’idéaux premiers non nuls :

b+AxDp1"’pn/ b+Aqu1"'qr'
Or, comme xy € b, on a
(b+Ax)(b+AY)cb; dou p;--p,qr---q,Ch,

contradiction.

Enfin, soient A un anneau intégre et K son corps des fractions. On appelle idéal
fractionnaire de A (ou de K par rapport a A) tout sous-A-module I de K tel qu’il
existe ded € A, d = 0 satisfaisanta I C d'A ; ceci revient a dire que les éléments
de I ont un « dénominateur commun » d € A. Les idéaux ordinaires de A sont des
idéaux fractionnaires (avecd = 1); on les qualifie parfois d’idéaux entiers s’il y a risque
de confusion.

Tout sous-A-module de type fini I de K est un idéal fractionnaire; en effet, si
(xq,-++,x,) est un systéme générateur fini de I, les x; ont un dénominateur commun
d (par exemple le produit des dénominateurs d;, ou x; = ad; avec a, d; € A), etd
sert de dénominateur commun a I. Réciproquement, si A est neethérien, tout idéal
fractionnaire I est un A-module de type fini : en effetonal c d'A, et A est un
A-module isomorphe a A, donc noethérien.

On définit le produit II’ de deux idéaux fractionnaires I, I’ comme l'ensemble des
sommes finies ) x;y; ou x; € [ ety; € I'. Si I et I’ sont deux idéaux fractionnaires, de
dénominateurs communs d et d’, alors les ensembles

InNl, 1+I, 1II

sont des idéaux fractionnaires; en effet ce sont évidemment des sous-A-modules de K,
et ils admettent respectivement pour dénominateurs communs d (ou d'), dd’ et dd’.
Les idéaux fractionnaires non nuls de A forment un monoide commutatif pour la
multiplication.



Anneaux de Dedekind

DE£FINITION 3.4.1 (anneau de Dedekind)

Un anneau A est appelé un anneau de Dedekind s’il est ncethérien et intégralement
clos (donc integre), et si tout idéal premier non nul de A est maximal.

L’anneau Z, et plus généralement tout anneau principal, est un anneau de De-
dekind. L’anneau des entiers d"un corps de nombres est un anneau de Dedekind,
d’apres le théoreme suivant :

THEOREME 3.4.2

Soient A un anneau de Dedekind, K son corps des fractions, L une extension de degré
fini de K et A" la fermeture intégrale de A dans L. On suppose K de caractéristique 0.
Alors A’ est un anneau de Dedekind et un A-module de type fini.

Démonstration. En effet A" est intégralement clos par construction, ncethérien et
A-module d’apres la proposition 3.2.1. Reste a montrer que tout idéal premier p” = (0)
de A’ est maximal. Or prenons un élément x = 0 de p’ et une équation de dépendance
intégrale de x sur A, de degré minimum :

XM+ a, X" v ax+ag =0 (g € A).

On a gy # 0, car sinon on simplifierait par x, et on obtiendrait une équation de
dépendance intégrale de degré n —1. Par ,onaayg € AxNACp'NA;onadonc
p'NA=(0).Orp’ N Aestunidéal premier de A (le lemme 3.3.1); donc p’ N A est
un idéal maximal de A, et A/(p’ N A) est un corps. Mais A/ (p’ N A) s’identifie a un
sous-anneau de A’/p’, et A'/p’ est entier sur A/ (p’ N A) car A’ est entier sur A. Donc
A’/p” est un corps (la proposition 2.1.8), de sorte que p’ est maximal.

L’intérét des anneaux de Dedekind vient de ce que 'anneau des entiers d'un
corps de nombres est un anneau de Dedekind, mais n’est pas toujours principal.

ExempLE. Considérons 'anneau des entiers A = Z[V-5] de Q[V-5] (le théo-

réme 2.5.3). On a
1+ V-5)(1-V-5) =2-3.

Les normes des quatre facteurs sont respectivement 6, 6, 4 et 9; or 1 + V-5 ne
peut avoir de diviseur non-trivial dans A, car la norme d’un tel diviseur devrait
étre un diviseur non-trivial de 6, et que les équations

?+5b>=2 et a*+5b*>=3

n’ont pas de solution dans Z. Si A était principal, I'élément 1 + V-5, qui divise
le produit 2 - 3 par , devrait diviser 1'un de ses facteurs; mais alors, en
prenant les normes, 6 diviserait 4 ou 9, ce qui n’est pas.
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Historiquement, I'arithméticien Kummer (1810-1893) s'apercut de la non principa-
lité de certains anneaux d’entiers de corps de nombres (en fait, de corps cyclotomiques,
ceci en liaison avec ses travaux sur 'équation de Fermat; cf. 1.2). Pour obvier par-
tiellement a cet inconvénient, lui et Dedekind (1831-1916) introduisirent la notion
d’idéal, et Dedekind étudia les anneaux qui portent maintenant son nom. L’intérét
majeur des anneaux principaux est I'unique décomposition en facteurs premiers.
Dans les anneaux de Dedekind celle-ci est heureusement généralisée en une unique
décomposition en idéaux premiers, qui rend presque autant de services, et que nous
allons maintenant décrire :

THEOREME 3.4.3

Soit A un anneau de Dedekind qui n’est pas un corps. Tout idéal maximal de A est
inversible dans le monoide des idéaux fractionnaires de A.

Démonstration. Soit m un idéal maximal de A; onam = (0) car A nest pas un corps.
Posons
m' ={xeK|xmc A}

Il est clair que m’ est un sous-A-module de K, et qu’il admet pour dénominateur
commun n'importe quel élément non nul de m; donc m’ est un idéal fractionnaire
de A. Il va nous suffire de montrer que m'm = A. Or on a m'm C A d’apres ;
d’autre part il est clair que A C m’ (car m est un idéal), d’ou m = Am ¢ m’'m. Comme
m est maximal et que m C m'm C A, on a soit m'm = A, soit m'm = m. Reste a
montrer que m'm = m est impossible.

Or,simm=metsixem,onaxmcmdoux*mcxmcmetxXmcm
pourtant n € IN par récurrence. Ainsi n’importe quel élément non nul d de m sert de
dénominateur commun a tous les x”, de sorte que A[x] est un idéal fractionnaire de
A. Comme A est ncethérien, A[x] est un A-module de type fini (3.3, fin), donc x est
entier sur A (le théoréme 2.1.1). Or A est intégralement clos; on a donc x € A. Ainsi
m'm = m implique que m’ = A. Reste a montrer que m’ = A est impossible.

En effet prenons un élément non nul 2 € m. L’idéal Aa contient un produit
PP, -+ p, d'idéaux premiers non nuls (le lemme 3.3.3); on peut supposer # minimum.
Onam > Aa D py - p,, donc m contient I'un des p; (le lemme 3.3.2), p; par exemple.
Comme p; est maximal par hypotheése, on a m = p;. Posons b = p,---p,; on a
Aa D mb, et Aa » b d’apres le caractere minimal de n. Il existe donc un élément
b e btel queb ¢ Aa. Comme mb C Ag, onamb C Aa, d’ou mbal c A; d’apres la
définition de m, ceci prouve que ba' e m’.Or, commeb & Aa,onaba ' ¢ A;
d'oum’ = A.

THEOREME 3.4.4

Soient A un anneau de Dedekind, P I'ensemble des idéaux premiers non nuls de A.



1) Tout idéal fractionnaire non nul b de A s’écrit, d"une facon et d’une seule, sous la

b= ]_[pnp(b)

peP

forme

ou les n,, (b) sont des entiers relatifs, presque tous nuls.
2) Le monoide des idéaux fractionnaires non-nuls de A est un groupe.

Démonstration. Démontrons d’abord l'assertion d’existence de 1), c'est-a-dire que tout
idéal fractionnaire b est produit de puissances (> 0 ou < 0) d’idéaux premiers. Or
il existe un élément non nul d de A tel que db C A; i.e. que db soit un idéal entier
de A; ainsi b = (db) - (Ad)™}, et nous sommes ramenés au cas d’un idéal entier b.
Procédons comme dans le lemme 3.3.3, et considérons la famille @ des idéaux = (0)
de A qui ne sont pas produits d’idéaux premiers. Supposons, par 'absurde, que @
soit non vide; elle admet alors un élément maximal a, car A est ncethérien. On a
a = A, car A est produit de la famille vide d"idéaux premiers. Alors a est contenu
dans un idéal maximal p, a savoir un élément maximal de la famille des idéaux non
triviaux de A qui contiennent a. Soit p’ I'idéal (fractionnaire) inverse de p. De a C p
on déduit ap’ c pp’ = A. Comme p’ D A, onaap’ D a, et méme ap’ = a: en effet,
siap’ = aetsix e p’, onaurait xa C a, x"a C a pour tout 1, x entier sur Aetx € A
(comme dans le théoréme 3.4.3); or ceci est impossible car p” # A (sinon p’ = A et
pp’ = p). D'apres le caractére maximal de a dans @, on a donc ap’ ¢ @, et ap’ est un

produit p; --- p, d’idéaux premiers. En multipliant par p, on voit que a = pp; --- p,,.

Ainsi tout idéal entier de A est produit d’idéaux premiers.

Passons a l'assertion d'unicité de 1). Supposons qu’on ait [,.p p'® = [Typep p"®),
c'est-a-dire [],.p p"®)=mP) = A Siles n(p) — m(p) ne sont pas tous nuls, on sépare
les exposants positifs et les exposants négatifs et on obtient :

Pt pl = gt gf

avec p;,q; € P, a; > 0, f; > 0, p; = q; pour tous i,j. Alors p; contient q’fl qf‘“; il
contient donc I'un des g; (le lemme 3.3.2), soit p; O q;. Comme p, et q; sont tous deux
maximaux, ceci implique p; = ¢y, ce qui est contradictoire.

—Np (b)

Enfin montre que [ [, p est I'inverse de b, ce qui prouve 2).

Remarque

On vient de voir que le monoide I(A) des idéaux fractionnaires non nuls d"un anneau
de Dedekind A est un groupe. Or les idéaux fractionnaires principaux (c.-a.-d. de la

forme Ax, x € K*) forment un sous-groupe F(A) de I(A) (car (Ax) - (Ay)_1 = Axy_l).
Le groupe quotient C(A) = I(A) /F(A) s'appelle le groupe des classes d’idéaux de A.
Pour que A soit principal, il faut et il suffit que C(A) soit réduit a son élément neutre.
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Terminons par un formulaire, dans lequel n,, (b) désigne d’exposant de p dans la
décomposition de b en produit d’idéaux premiers (cf. )-
I) n,(ab) = n,(a) +n,(b). (trivial)
II) bc A & ny,(b) >0 pourtout p € P.
(= vu en cours de la démonstration du théoreme 3.4.4; < trivial)
II) acb — ny(a) > n,(b) pour tout p € P.
(en effet a C b équivaut a ab™ c A; on applique 1) et 11))
IV) ny(a+b) =inf(n,(a),n,(b)).
(car a + b est la borne supérieure de a et b pour l'inclusion des idéaux; on
applique alors 111))
V) ny(anb) =sup(n,(a),n,(b)).
(raison analogue; attention au renversement des inégalités dans I11))

Norme d’un idéal

Tout au long de cette section, K désigne un corps de nombres, n son degré, et A
I'anneau des entiers de K. On écrit N(x) au lieu de Ng,q(x).

ProPOSITION 3.5.1
Si x est un élément nonnul de A, on a |[N(x)| = card(A/Ax).

Notons que, comme x € A, on a N(x) € Z (le corollaire 2.6.4 de la proposi-
tion 2.6.3), de sorte que la formule écrite a un sens.

Démonstration. On sait que A est un Z-module libre de rang n (2.8), et Ax un
sous-Z-module de A. Il est aussi de rang 7 car la multiplication par x est une bijection
A — Ax. D’apres le théoreme 1.5.1, il existe une base (e, -+, ¢,) du Z-module A, et
des éléments c; de IN tels que (cieq, --+, c,€,,) soit une base de Ax. Alors A/Ax est iso-
morphe a [[._, Z/c;,Z, et son cardinal est ¢;c; --- ¢,. Notons u 'application Z-linéaire
de A sur Ax définie par u(e;) = ce; pouri=1,---,n;onadet(u) =cicp -+~ c,.

D’autre part (xey, ---, xe,) est aussi une base de Ax; on a donc un automorphisme
v du Z-module Ax tel que v(ce;) = xe;; alors det(v) est inversible dans Z, d’ou
det(v) = +1. Mais alors v o u est la multiplication par x, et son déterminant est, par
définition, N(x) (la définition 2.6.1). Comme det(vou) = det(v) - det(u), on en déduit
N(x) = +cicy -+ ¢, = = card(A/Ax).

DEFINITION 3.5.2 (norme d’un idéal)
Etant donné un idéal entier non nul a de A, on appelle norme de a et on note N(a) le

nombre card(A/a).

Notons que N(a) est fini; en effet, si a est un élément nonnul de a, ona Aa C a, et
A/a s’identifie a un quotient de A/Aa; d’ou card(A/a) < card(A/Aa), qui est fini
par la proposition 3.5.1. D'autre part celle-ci montre que, pour un idéal principal Ab,
onaN(Ab) = [N(b)].



PROPOSITION 3.5.3

Si a et b sont deux idéaux entiers non nuls de A, on a N(ab) = N(a) N(b).

Démonstration. Par décomposition de b en produit d’idéaux maximaux (le théo-
réme 3.4.4), il suffit de montrer qu’on a N(am) = N(a) N(m) pour m maximal.
Comme am C a, on a card(A/am) = card(A/a) card(a/am). Il suffit donc de prou-
ver card(a/am) = card(A/m). Or a/am est un A-module annulé par m, donc un
espace vectoriel sur A/m. Ses sous-espaces vectoriels sont ses sous-A-modules, et sont
donc de la forme q/am ou q est un idéal tel que am C q C a. Or la formule I) du
montre qu’il n’a aucun idéal strictement compris entre am et a. Donc l'espace vectoriel
a/am est de dimension un sur A/m. On a donc bien card(a/am) = card(A/m).
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Classes d’idéaux, théoreme des unités

Le présent chapitre est consacré a deux importants théoremes de finitude.
Quelques outils d’Analyse (empruntés a la Topologie et a 'intégration dans R")
nous serons utiles.

Préliminaires sur les groupes discrets de R"

Un sous-groupe additif H de IR” est discret si et seulement si, pour tout compact
K de R", l'intersection H N K est finie. Un exemple typique de sous-groupe discret de
R" est Z". Nous allons montrer que c’est a peut pres le seul :

THEOREME 4.1.1

Soit H un sous-groupe discret de R". Alors H est engendré (comme Z-module) par r
vecteurs linéairement indépendants sur R (d"ou r < n).

Démonstration. Choisissons, en effet, un systeme (ey, -+, e,) d’éléments de H qui sont
linéairement indépendants sur R et tels que r soit maximum. Soit

P= { i a,e;
i=1

le parallélotope construit sur ces vecteurs; il est clair que P est compact, donc que
P N H est fini. Soit alors x € H. Vu le caractére maximal de (¢;), x sécritx = Y |_; Ae;
avec A; € R. Considérons alors, pour j € Z, 'élément

0<a,»<1}CIR"

Xj = jx— ZU%‘JQ’
P

(ou | u] désigne la partie entiere de p € IR). On a alors

X =) GA-LidDe,
i=1
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d’'oux; € P, etx; € PN H par . Sil'on remarque que x = x; + ) ;_,|A;Je;, on voit
que le Z-module H est engendré par P N H, et est donc de type fini.

D’autre part, comme PNH est fini et Z infini, il existe deux entiers distincts j et k tels
que x; = x;. [l résulte alors de que, pour ces entiers, ona (j—k)A; = [jA;] - kA,
ce qui montre que les A; sont rationnels. Ainsi le Z-module H est engendré par un
nombre fini d’éléments, qui sont combinaisons linéaires a coefficients rationnels des
(e;). Soit d un dénominateur commun (d € Z, d = 0) de ces coefficients; on a alors
dH C Y |_, Ze;. Ainsi il existe une base (f;) du Z-module ) |_, Ze; et des a; € Z tels
que (a;fy, -+, o, f,) engendrent dH (le théoréme 1.5.1). Comme le Z-module dH a
méme rang que H et que H D ) |_, Ze;, le rang de dH est > r; il est donc égal a r et
les ; sont non-nuls. Or les (f;) sont, comme les (¢;), linéairement indépendants sur
R. Donc dH, et par conséquent H, est engendré (sur Z) par r éléments linéairement
indépendants sur RR.

EXEMPLE D’APPLICATION

Soitt = (6y,--,0,) € R" tel que 'un au moins des 6, soit irrationnel. Notons (ey, -+, e,,)
la base canonique de R, et H le sous-groupe de R" engendré sur Z par (ey, -+~ ,€,,t).
Il n'est pas discret car sinon, d’apres la démonstration du théoreme 4.1.1, f serait
combinaison linéaire rationnelle des ¢;. Dong, ¢ > 0 étant donné, il existe un élément
non nul de H qui approach 0 a ¢ pres; donc il existe des entiersp; € Z, g€ IN, g =0
tels que |g6; — p;| < ¢, donc que

| e
‘ei - ’ﬁ‘ < S
a1t 9
Notons que l'intercalation simplette de 6; entre deux multiples consécutifs de %
donnerait seulement I'approximation |91- - %| < %’ (n; € Z).

Ce que nous venons d’exposer est un des premiers résultats de la tres riche théorie
de l'approximation des nombres irrationnels par des nombres rationnels; pour plus
de détails sur cette théorie, voir Koksma, « Diophantische Approximationen », Berlin

(Springer), 1936.
DEFINITION 4.1.2 (réseau)

Un sous-groupe discret de rang 1 de R" est appelé un réseau de R".

D’apres le théoréme 4.1.1, un réseau est engendré sur Z par une base de R", qui
est alors une Z-base dudit réseau. Pour chaque Z-base e = (ey, -+, ¢,) d’'un réseau
H, on désignera par P, le parallélotope semi-ouvert P, = {} I, ae; | 0 < a; < 1}; ainsi
tout point de R” est congru modulo H a un point et un seul de P, (on dit alors que
P, est un domaine fondamental pour H). Nous noterons yu la mesure de Lebesgue dans
R"; ainsi, pour tout partie intégrable S de IR”, y(S) désignera sa mesure (que nous
appellerons aussi son volume).



LEMME 4.1.3

Le volume u(P,) est indépendant de la base e choisie pour H.

Démonstration. En effet, soit f = (f;,---, f,) une autre base de H.On a f; = Z}Ll ajie;
avec ;i € Z. L'effet bien connu d'une transformation lin€aire sur les volumes montre
quona pu(P f) = |det(a,»j) |u(P,). Or, comme c’est un déterminant de changement de
base, det(a;) est inversible dans Z, donc vaut +1. Ainsi u(Ps) = p(P,).

Le volume de I'un quelconque des P, est appelé le volume du réseau H et est
noté v(H) (le mot « volume » est ici un abus de langage, car u(H) = 0; peut-étre
vaudrait-il mieux dire « maille » du réseau H?).

THEOREME 4.1.4 (Minkowski)

Soient H un réseau de R" et S un sous-ensemble intégrable de R" tels que u(S) > v(H).
Il existe alors deux éléments x,y de S distincts tels que x —y € H.

Démonstration. En effet, soient e = (e, -+, e,) une Z-base de H, et P, le parallélotope
semi-ouvert construit sur e. Comme P, est un domaine fondamental pour H, S est la
réunion disjointe des SN (h + P,) (h € H); d’ou

p(S) =) wSn (h+Py)).

heH

Comme p est invariante par translation, on a
uSN(h+P,)) =u((=h+S)NP,).

Or les ensembles (-h + S) N P, (h € H) ne peuvent étre deux a deux disjoints car,
sinon, u(P,) > } .y u((=h+S) NP,), contrairement a et a ’hypothese y(P,) =
v(H) < u(S). 1l existe donc deux éléments distincts i, i’ de H tels que P, N (=h +
S) N (-h"+S) # @. On a donc des éléments x,y de S tels que —h + x = —h' +y, d’ou
x-y=h-heHetx=ycarh=h.

COROLLAIRE 4.1.5

Soient H un réseau de R”, et S une partie intégrable, symétrique par rapport a 0 et
convexe de R". On suppose qu'une des relations suivantes est vraie :

1) ona u(S) >2"v(H);

2) ona u(S) >2"v(H) et S est compacte.

Alors S N H contient un point autre que 0.

Démonstration. Dans le cas 1), on applique le théoreme 4.1.4 4 S" = 35 (car u(S') =
= 1(S) > v(H)); il existe deux points distincts z,y de S’ tels que y — z € H; alors
x=y-z=3(2y+ (-2z)) est un point de S (car S est symétrique et convexe), qui
répond a la question. Dans le cas 2 ), on appliquele cas 1) a (1+¢)S (¢ > 0); en posant
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H' = H\ {0}, on voit H N (1 + ¢)S est non vide, et est fini car compact et discret.
Alors (,.oH N (1 + ¢)S estnon vide; un élément de cette intersection appartient a
Neso(1 +€)S, ensemble qui est égal a S vu que S est compact.

L’hypothese de compacité est nécessaire dans 2 ), comme le montrent le parallé-
lotope ouvert {) ", Ae; | -1 < A; < 1} et le réseau de base (¢;).

Le plongement canonique d’un corps de nombres

Soient K un corps de nombres et n son degré. On a vu (le théoreme 2.4.2) qu'onan
isomorphismes distincts 0;: K — C. On en a exactement 7, car le polyndme minimal
d’un élément primitif de K sur Q (le corollaire 2.4.3 du théoreme 2.4.2) n’a que n
racines dans C. Soit a: C — C le passage au nombre complexe conjugué; alors, pour
tout i, & o 0; est 'un des o;, et est égal a o; si et seulement si 0;(K) C R. Notons r; le
nombre des indices i tels que 0;(K) C IR; alors les autre indices sont en nombres pair
2ry, eton a

r+2r, = n.

Nous numéroterons les o; de sorte que 0;(K) C Rpourl <i <y etqueoj,,, (x) = 0;(x)
pour r; +1 <j <1y +1,; ainsi les r; + r, premiers o; déterminent les r, autres. Pour
x € K, nous poserons

O'(X) = (Ol(x)/ rar1+r2(x)) e R" x C".

Nous appellerons o le plongement canonique de K dans R x C'?; c’est un homomor-
phisme injectif pour les structures d’anneaux. Nous identifierons souvent IR" x C"
aR" (cf ). Les notations o, K, n, r{, r; serons utilisées dans toute la suite de
cette section.

PROPOSITION 4.2.1

Si M est un sous-Z-module libre de rang n de K, et si (x;)1;¢, est une Z-base de M,
alors o (M) est un réseau de R", dont le volume est donné par

o(o(M)) =272/ det (a;(x;))].

1<i,jgn

Démonstration. En effet, pour i fixé, les composantes de o (x;) par rapport a la base
canonique de R" sont données par

o1 (x;), -+, 0, (x3), R(0p 1 (X)), L0741 (x1)), -, R(Op 1, (X2)), L0y 4, (X))

ou R et I désignent la partie réelle et la partie imaginaire. Calculons le détermi-
nant D dont la i-iéme colonne est ; en utilisant les formules R(z) = %(z +Z)
et I(z) = 2(z-2) (z € C) et la linéarité par rapport aux lignes, on obtient D =



+(2i)7"2 det(aj(xi)). Comme les x; forment une base de K sur Q on a det(aj(xi)) =0
(la proposition 2.7.5), et donc D = 0. Ainsi les vecteurs o(x;) sont linéairement indé-
pendants dans R", de sorte que le Z-module qu’ils engendrent (a savoir o (M)) est
un réseau de R". Le calcul de D fait ci-dessus montre que son volume est bien donné

par
PROPOSITION 4.2.2

Soient d le discriminant absolu de K, A son anneau des entiers, et a un idéal entier
non nul de A. Alors 0(A) et o(a) sont des réseaux, et on a:

v(o(A)) =272|d|"?, wv(o(a)) = 272|d|*N(a).

Démonstration. En effet on sait que A et a sont des Z-modules libres de rang n, de
sorte qu’on peut appliquer la proposition 4.2.1. D’autre part, si (x;) est une Z-base
de A, onad = det(o;(x;) )? (la proposition 2.7.5); d’ou la premiere formule de

La seconde s’en déduit en remarquant que o(a) est un sous-groupe d’indice N(a)
de 0(A) (la définition 3.5.2), et qu’on obtient donc un domaine fondamental pour
o(a) par réunion disjointe de N(a) domaines fondamentaux pour o (A).

Finitude du groupe des classes d’idéaux
PROPOSITION 4.3.1

Soient K un corps de nombres, n son degré, r| et r, les entiers définis au début du 4.2,
d son discriminant absolu, et a un idéal entier non nul de K. Alors a contient un
élément non nul x tel que

4\" n!
No()l < ()2 112 NGa),

Démonstration. En effet soit o le plongement canonique de K dans R x C? (4.2).

Soient t un nombre réel > 0 et B; 'ensemble des (y, -+ Y, 21,0 ,zrz) e R x C*

tels que
r1 )
Y il +2) Izl <t
i=1 j=1

Alors B, est un ensemble compact, convexe et symétrique par rapport a 0, dont on
verra en appendice que le volume est

t\"2 t"
) nl’

uB) =2" (5

Choisissons t tel que u(B;) = 2"v(o(a)), c'est-a-dire tel que

ry "
271 <g> 2 E _ 2n—r2|d|1/2 N(a)
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(la proposition 4.2.2), ou encore " = 2" "1t "2n!|d|'* N(a). D’aprés le corollaire 4.1.5
du théoréme 4.1.4, il existe un élément non nul x de a tel que o(x) € B,. Evaluons
sanorme |N(x)| = [T:,]0;(x)| ]_[]rglril |oj () 2. L'inégalité de la moyenne géométrique
montre qu’on a

n

51 2 r1+71p 71
N@I<| Y la@I+2 ) lg@I| <o (par (152,
i1 jeriel
D’ot < %2”_’171_r211!|d|1/2 N(a), ce qui équivaut a vu que 7q + 2r, = n.

COROLLAIRE 4.3.2

Avec les mémes notations, toute classe d’idéaux de K (3.4) contient un idéal entier b

tel que
4\?n Az,
MO E Y
) n

Démonstration. En effet soit a’ un idéal de la classe donnée. Par homothétie on peut

supposer que a = @’ est un idéal entier. Prenons un élément non nul x de a tel que

soit vraie. Alors b = xa™! est un idéal entier de la classe donnée, dont la norme
satisfait en vertu de la multiplicativité des normes (la proposition 3.5.3).

COROLLAIRE 4.3.3

Soient K un corps de nombres, n son degré, et d son discriminant absolu. Alors pour

s ()

et n/(log|d|) est majoré par une constante indépendante de K.

>2o0na

Démonstration. En effet, soit b un idéal entier non nul satisfaisant I'inégalité ;
comme N(b) > 1, on a |d|"/? > ( )? . .Or % <let2r, <n;onadonc|d| >a
N 2 ...
otra, = (%)" (’;,)2 Oronaa, = RT et ””*1 =% (1 +1) "= E(l + 2 + terms positifs)

A , n-2 .
(par la formule du binéme) > ?’T". D’ou, pourn > 2, |d| > (%”) , ce qui donne
I'inégalité annoncée. La majoration uniforme de n/(log|d|) s’ensuit en prenant les
logarithmes.

THEOREME 4.3.4 (Hermite-Minkowski)

Pour tout corps de nombres K # Q, le discriminant absolu d de K est = +1.

. \ . -1
Démonstration. En effet, d’apres le corollaire 4.3.3, on a |d| > 3 (%”)n et 3 >1,

Z>1;dould| > 1.
THEOREME 4.3.5 (Dirichlet)

Pour tout corps de nombres K, le groupe des classes d’idéaux de K est fini (3.4).



Démonstration. En effet, en vertu du corollaire 4.3.2 a la proposition 4.3.1, il suffit de
montrer que 'ensemble des idéaux entiers b de K, dont la norme est un entier donné
g, est fini. Or, pour un tel idéal b, on a card(A/b) =g (3.5), d’ou1 g € b, car, dans un
groupe, l'ordre d'un élément divise I'ordre du groupe. Ainsi nos idéaux b sont parmi
ceux qui contiennent Ag, et ces derniers sont en nombre fini (3.4, I1I) ; ou finitude de
Al Ag).

THEOREME 4.3.6 (Hermite)

Dans Ciln’y a qu'un nombre fini de corps de nombres de discriminant 4 donné.

Démonstration. En effet, d’apres le corollaire 4.3.3 a la proposition 4.3.1, le degré d'un
tel corps est alors majoré. Nous pouvons donc supposer n donné, ainsi que les entiers
r1 et r,. Soit K un tel corps.

Dans R'? x €2, considérons 'ensemble B suivant :

a) Siry >0, Bestlensemble des (yy, -, Yy, 21, ,Z,) € R? x C? tels que

T\ 2 1 ,
il <2 (3) 12, Iyl < 5 pouri =2, ;

1 .
|z| < 5 pourj = 1,1,
b) Sir; =0, B est'ensemble des (zy, -+, z,,) € C? tels que

8 /N2 1
-7 <2"= (—) V2 |z, + 7| < =5
|z1 — Z1] 7 \2 |d| |z1 + 7] 5

1 .
|zj| < 5 pourj=2,--,1,.

Alors B est un ensemble compact, convexe, symétrique par rapport a 0, dont le
volume est tout juste 2"272|d|*/2 . En notant ¢ le plongement canonique de K (4.2),
la proposition 4.2.2 et le corollaire 4.1.5 du théoreme 4.1.4 montrent qu’il existe un
entier x # 0 de K tel que o(x) € B.
Montrons que x est un élément primitif de K sur Q. En effet, dans le cas ),
montre qu'on a |o;(x)| < % pour i = 1; comme [N(x)| = ]_[lelai(x)l est un
entier = 0 (le corollaire 2.6.4 de la proposition 2.6.3), on en déduit |0y (x)| > 1, d’ou
01(x) # 0;(x) pour tout i = 1; or, si x nétait pas primitif, o; (x) coinciderait avec I'un
des o;(x) pour i = 1 (la proposition 2.6.2). Dans le cas /), on voit de méme qu’on a
loy(x)| = |oy(x)| =1, dou 0y (x) = aj(x) lorsque o; est distinct de o0y et o7; de plus,
montre que la partie réelle |R(07(x))| est < %, de sorte que oy (x) n’est pas réel
et que oy (x) = 0,(x) ; comme dans le cas ) on en conclut que x est primitif.

‘Le calcul, tres simple, de ce volume se fait en remarquant que B est un produit d’intervalles, de
disques, et d'un rectangle dans le cas ).
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Maintenant les formules et montrent que les conjugués o;(x) de x
sont bornés, donc aussi les fonctions symétriques élémentaires des o;(x), c’est-a-dire
les coefficients du polyndéme minimal de x. Comme ce sont des éléments de Z (le
corollaire 2.6.4 de la proposition 2.6.3), ils ne sont donc susceptibles que d"un nombre
fini de valeurs. D’ot1 un nombre fini de polyndmes minimaux possibles pour x, et
par conséquent seulement un nombre fini de valeurs possibles de x dans C. Comme
x engendre K, le théoréme est démontré.

Le théoréme des unités

Par abus de langage, on appelle unités d’un corps de nombres K les éléments
inversibles de 'anneau A des entiers de K. Ces unités forment un groupe multiplicatif,
noté A”. Le résultat suivant nous sera utile.

PROPOSITION 4.4.1

Soient K un corps de nombres, et x € K. Pour que x soit une unité de K, il faut et il
suffit que x soit un entier de K, de norme +1.

Démonstration. En effet, si x est une unité de K, N(x) et N(x!) sont des éléments de Z,
dont le produit est N(1) =1; on a donc N(x) = +1. Réciproquement, soit x un entier
de K de norme +1; son équation caractéristique s'écrit x" + A, X"+ ax 1 =0
avec a; € Z (2.6); alors +(x" 4 a,) est 'inverse de x, et est un entier de K; donc
x est une unité de K.

THEOREME 4.4.2 (Dirichlet)

Soient K un corps de nombres, n son degré, r| et r, les entiers définis au 4.2, et
r =1 +1,—1. Le groupe A" des unités de K est isomorphe a Z" x G, ou G est un
groupe cyclique fini, formé par les racines de I'unité contenues dans K.

Démonstration. Nous montrerons d’abord que A* est un groupe commutatif de type
fini, et nous calculerons ensuite son rang. Considérons le plongement canonique
(4.2) x = (01(x), -+, 0,41, (x)) de K dans R x C'?, et I'application

x — L(x) := (logloy (x)1, -+, 1080y, 4, (X)])

de K* dans R"""2; c’est un homomorphisme (i.e. L(xy) = L(x) + L(y)), que nous
appellerons le plongement logarithmique de K*. Soit B une partie compacte de R"""2;
montrons que 'ensemble B” des unités x € A™ telles que L(x) € B est fini. En effet,
comme B est borné, il existe un nombre réel a > 1 tel que, pour tout x € B’, on ait

<loyx)|<a (i=1,-,n);

QI

les fonctions symétriques élémentaire des o;(x) sont alors bornées en module; comme
ce sont des éléments de Z (car x € A), elles ne peuvent prendre qu'un nombre fini



de valeurs; il n'y a donc quun nombre fini de polynémes caractéristiques possibles
pour x, d’ott un nombre fini de valeurs pour x. La finitude de B entraine aussitot les
conséquences suivantes :

a) Le noyau G de la restriction de L a A est un groupe fini. Il est donc formé
de racines de 'unité, et est cycligue (le théoreme 1.6.1). Toute racine de I'unité
contenue dans K appartient dailleurs a ce noyau, car c’est un entier de K, et que
|0; ()| = |oy(x)| = [1] = 1 implique |o;(x)| = 1.

b) L'image L(A™) est un sous-groupe discret de R"*'2 (4.1), et est donc un Z-module
libre de rang s < r; + 1, (le théoreme 4.1.1). Comme L(A™) est libre, A est
isomorphe a G x L(A*) = G x Z’. Il nous reste a montrer que le rang s de L(A™)
estégalar +r, -1

L’inégalité s < ry + 1, — 1 est facile. En effet, pour x € A™, la relation +1 = N(x) =

]_[l-:1 o;(x) = ]_[1-:1 0;(x) ]_[;1::11 ](x)cr (x) (la proposition 4.4.1) implique que le vecteur

L(x) = (Y1, ** ,Ys+r,) appartient a I'hyperplan W d’équation

r1+rp

Zyz+2 ) ui=0;

j=r1+1

ainsi L(A™) est un sous-groupe discret de W, d’ous < ry + 1, — 1.

Reste a montrer que L(A*) contient r = r{ + r, — 1 vecteurs linéairement indé-
pendants, ce qui va étre plus délicat. Il s’agit de montrer que, pour toute forme
linéaire f # 0 sur W, il existe une unité u telle que f(L(u)) # 0. Comme la pro-
jection de W sur R est un isomorphisme (par ), on peut écrire, pour tout
y= (ylr /yr+l) eEWcC 1Rr+1/

fy) =cys + - + ¢y, avecc; € R.

Fixons un nombre réel a suffisamment grand, plus précisément

n 1 2 1/2
az2"( ) 12
TC

Pour tout systeme A = (Ay, -+, A,) de r nombre réels > 0, soit A,,; le nombre réel > 0
tel que [T, A; ]_[]”J;lrfr1 /\]2 = a. Dans R x C? I'ensemble B des (yy, -+, ¥y, 21, 1 Z1,
(i € R, z; € C) tels que |y;| < A; et |zj| < A; est compact, convexe, symétrique par
rapport a 0, et son volume est [T, 24, [T 7A? = 272 > 2"272|d|'/2. Dong,
d’apres la proposition 4.2.2 et le corollaire 4.1.5 du théoréme 4.1.4, il existe un entier
x, # 0 de K tel que o(x,) € B; autrement dit on a |0;(x,)| < A; pouri=1,---,n (en
posant A;,,, = A;pourj=r;+1,---,r +17). Comme x, est un entier, on a

r1+71p

<IN()| = ]_[|o—<xm [To ] -

i=1  j=r1+l
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D’autre part, pour tout i, on a

joi (e = INGOI] il = | [A7 =A™
j=i j=i

D'ott ja! < |oj(x,)| < A; pour tout i, de sorte qu’on a

0 < log A; —loglo;(x,)| < log a.

D’apres ,on adonc

r

‘f(L(xA)) =) cilogh,

i=1

< (ZIQI) log a.
i=1

Notons $ une constante majorant strictement le second membre de , et
pour tout entier 1 > 0, choisissons r nombres réels A;;, > 0 (i = 1,---,7) tels
que Y clogl;, = 2Bh; posons A(h) = (Ayy, -+, A,,), et soit x; V'entier XA(h)
correspondant. D’apres ona |f(L(x,)) —2ph| < B, d’ou

(2h-1)B < f(L(x,)) < (2h+1)B.

Il résulte de que les nombres f(L(x,)) (h > 0) sont tous distincts. D’autre part,
comme [N(x,)| < &, les idéaux Ax;, sont en nombre fini (cf. 4.3, démonstration du
théoreme 4.3.5). Il existe donc deux indices distincts / et k tels que Ax;, = Ax;, d’ou
une unité u de A telle que x; = ux;. On a alors (comme f est linéaire) f(L(u)) =
f(L(xx)) — f(L(xy)) = 0, et u est I'unité cherchée.

Remarque

Le théoreme 4.4.2 (appelé « théoreme des unités ») montre qu’il existe r (= ry + 1, — 1)
unités (1;) de K telles que toute unité u de K s’écrive, d'une facon et d'une seule, sous
la forme
nq Ny
U=2zuy U

avec 1; € Z et z racine de l'unité. Alors (u;) s'appelle un systeme d'unités fondamentales
de K.

Exemple des corps cyclotomiques

Soient p un nombre premier # 2, z une racine primitive p-ieme de 'unité dans C, et
Kle corps cyclotomique Q[z] (cf. 2.7); ona [K: Q] = p—1 (le théoréme 2.9.1). Comme
aucun conjugué de z dans Cn'estréel, onar; =0,2r, =p-1,dour = (p-3)/2.

Unités des corps quadratiques imaginaires

Soit K un corps quadratique imaginaire (2.5). Onaalorsr; = 0,2r, =2, 1, =1
etr; +r, —1 = 0. Ainsi les seules unités de K sont les racines de 'unité contenues



dans K (le théoréme 4.4.2); celles forment un groupe fini cycliqgue. Un petit calcul va
nous redonner ce résultat, et le préciser.

Soit K = Q[v-m], ou m est un entier > 0 sans facteurs carrés. Rappelons que les
unités K sont les entiers de norme +1 de K (la proposition 4.4.1).

1) Sim =1ou2 (mod 4), 'anneau des entiers de K est Z + Z+/—m (le théoreme 2.5.3).
Pour x = a+b\-m(a,b e Z),ona

N(x) = a® + mb* > 0.

Donc, pour que x soit une unité, il faut et il suffit que a* + mb? =1.Sim > 2, ceci
implique b = 0 eta = £1, d’ot1 x = +1. Si m =1, outre les solutions x = +1, il y a
les solutions a = 0, b = +1, x = +i (i* = -1).

2) Sim =3 (mod 4), I'anneau des entiers de Kest Z + Z
Pourx=a+3(1++-m) (a,beZ),ona

N(x) = <a+ ?>2+ m_bz

%ﬁ (le théoreme 2.5.3).

2 4

Dong, pour que x soit une unité, il faut et il suffit que (2a + b2 +mb®>=4.Sim>7,
ceci implique b = 0, d’ou1 (2a)2 =4,a =41, etx = £1. Si m = 3, on obtient en outre
les solutions b = +1, d’out (2a +1)? =1, Cest-a-dire x = %(il + V-3) (les signes +
étant indépendants).

En résumé nous avons obtenu le résultat suivant :

PrROPOSITION 4.5.1

Si K est un corps quadratique imaginaire, le groupe G des unités de K est formé de
+1 et de -1, sauf dans les deux cas suivants :

1) siK = Qli] (i2 = -1), G est formé des racines quatriemes de 'unité i, -1, —i,1.

2) siK= Q[\/—_3], G est formé des racines sixiemes de 'unité (1++@)7/ j=0,--,5.

Unités des corps quadratiques réels

Cette section va étre nettement plus amusante que la précédente. Soit K un corps
quadratique réel. Avec les notations habituelles, onar; =2, r, = 0, dour = r; +
7, —1 = 1. Le théoreme des unités (le théoreme 4.4.2) montre que le groupe des unités
de K est isomorphe au produit de Z par le groupe des racines de I'unité contenues
dans K. Comme K admet un plongement dans IR, celles-ci sont 1 et —1. Donc, en
supposant K plongé dans R, on a:

PROPOSITION 4.6.1

Les unités positives d'un corps quadratique réel K C R forment un groupe (multipli-
catif) isomorphe a Z.
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Ce groupe admet donc un seul générateur > 1; on l'appelle l'unité fondamentale de K.

Soit K = Q[Vd] o1 d est un entier > 2 sans facteurs carrés, et soit x = a + bVd
(a,b € Q) une unité de K; les nombres x, x7! —x,—x! sont des unités de K, et, comme
N(x) = (a+ bVd)(a-bVd) = +1 (la proposition 4.4.1), ces quatre nombres sont
+a + bVd. Pour x = +1, un seul des quatre nombres x, x‘l, -X, —x'est> 1, et Cestle
plus grand des quatre. Donc les unités > 1 de K sont les unités de la forme a + b\d avec
a,b>0.

1) Supposons d’abord d = 2 ou 3 (mod 4). Alors l'anneau des entiers de K est
Z + ZVd (le théoréme 2.5.3). Comme les unités de K sont les entiers de norme +1
(la proposition 4.4.1), les unités > 1 de K sont les nombres a + bVdaveca,be Z,
a,b > 0 tels que
a® — db* = 1.

On voit donc que les solutions « en nombres entiers naturels » (a,b) de I'équation
(dite « équation de Pell-Fermat ») s’obtiennent comme suit : on prend 'unité
fondamentale a; + b; Vd de K, et on pose

a, +b,Vd = (a; + by V)" (n>1);

la suite (a,, b,,) fournit alors toutes les solutions de

Remarque

i) Il résulte de que b,,, = a1b, + bya,; comme ay, by, a,,b, > 0, la suite
(b,) est strictement croissante. Ainsi, afin de calculer explicitement "unité
fondamentale a; + b; Vd, on peut écrire la suite des db* (b € IN, b > 1) et
s‘arréter au premier nombre db{ de cette suite qui differe d’un carré a3 par
+1; alors a; + b; Vd est I'unité fondamentale de K. Par exemple, pour d = 7,
la suite db® est 7,28, 63 = 64 -1 = 8 —1; on a donc by = 3,a, = 8et
l'unité fondamentale de Q[V7] est 8 + 3V7. On voit de méme que les unités
fondamentales de Q[ V2], Q[ V3] et Q[V6] sont1 + V2,2 +V3,5+2V6.1lya
d’autres procédés de calcul, plus rapides, de I'unité fondamentale, liés a la
théorie des fractions continues.

ii) Si 'unité fondamentale est de norme 1, les (a,, b,) sont tous solutions de

a® —db* = 1; alors a* —db? = —1 n’a pas de solutions. Si 'unité
fondamentale est de norme —1, les solutions de sont les (ay,, by,), et
celles de sont les (a,,,,1,by,,1). Le premier cas se produit pour d = 3,

d=6etd =7, lesecond pourd =2etd =10.

2) Supposons maintenant d = 1 (mod 4). Les entiers de K = Q[Vd] sont alors les
nombres 3 (a + bVd) avec a,b € Z de méme parité (le théoreme 2.5.3). Dong, si
s(a+ bVd) est une unité de K, on a (la proposition 4.4.1) :

a® — db? = +4.



Réciproquement, pour toute solution (a,b) en nombres entiers de ,3(a+
b\/a) est un entier de K (car sa trace est 4, et sa norme est +1 par ), et donc
une unité de K. Comme dans 1) on voir donc que, si 3 (a; + by Vd) désigne l'unité
fondamentale de K, les solutions (a,b) de en nombres entiers > 0 forment
la suite (a,,b,) (n > 1) définie par

a, +b,Vd = 217" (a, + by Vd)".

Le calcul de a; + b; Vd peut s’effectuer comme dans 1) ; les unités fondamentales
de Q[V5], Q[V13] et Q[V17] sont (1 + V5), 1(3 + V13), 4 + V17; ces trois unités
sont de norme —1. Pour le choix du signe + dans , on a les mémes résultats
que dans le cas 1).

Remarque

Dans le cas d =1 (mod 4), les solutions de I'équation de Pell-Fermat proprement
dite
a® —db® = £1

correspond aux unités a + bVd (a,b > 0) de anneau B = Z[Vd], qui est un
sous-anneau de I'anneau A des entiers de K. Or les unités > 0 de B forment un
sous-groupe G du groupe des unités positives de A. Soit u = 3 (a + bVd) I'unité
fondamentale de K. Si a et b sont tous deux pairs, on a u € B, de sorte que G est
formé des puissances de u (c’est le cas sid = 17). Si a et b sont tous deux impairs, on a
u® € B : en effet on a 8u® = a(a?® + 3b%d) + b(3a® + b%d)Vd; comme a* — db? = +4,
on aa® +3b*d = 4(b*d +1), qui est multiple de 8 car b et d sont impairs; de méme
3a% + b?d = 4(a* +1), encore multiple de 8 car a est impair. Dans ce cas G est formé
des puissances de u” (en effet on a u? ¢ B, sinon u = 1°/u”* € B); cest le cas pour
d =5 (resp. d = 13), et alors u° = 2 + V5 (resp. u° = 18 + 5V13).

Une généralisation du théoréme des unités

ProPOSITION 4.7.1

Soit A un anneau qui est un Z-module de type fini. Alors le groupe multiplicatif A™
des éléments inversibles de A est un groupe commutatif de type fini.

Pour un groupe commutatif G, « de type fini » veut dire « de type fini pour la
structure de Z-module de G ». Un sous-groupe d'un groupe commutatif de type
fini est de type fini (le corollaire 3.1.5 de la proposition 3.1.3). Notons que A est
un anneau neethérien, car les idéaux de A sont des sous-Z-modules de A.

Démonstration. Nous traiterons d’abord le cas ou A est intégre. Si son corps des
fractions K est de caractéristique 0, c’est un Q-espace vectoriel de type fini, donc un
corps de nombres. D'autre part A est entier sur Z (car c’est un Z-module de type fini,
cf. le théoreme 2.1.1), donc est un sous-anneau de 'anneau B des entiers de K; alors
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A* C B* et B est de type fini par le théoreme des unités (le théoreme 4.4.2). Si K est
de caractéristique p # 0, K est une extension finie de IF,, donc un corps fini; alors A*
est fini.

Passons maintenant au cas ou A est réduit (ce qui veut dire, par définition, que 0
est le seul élément nilpotent de A). Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME

Dans un anneau ncethérien réduit A, 'idéal (0) est intersection finie d’idéaux
premiers.

Demonstration du lemme. En effet on sait que, dans un anneau ncethérien, tout idéal
contient un produit d’idéaux premiers (le lemme 3.3.3). Or (0) est le plus petit
des idéaux, et donc est produit d’idéaux premiers : (0) = p;*--- pgq. Soit alors x €
PN Np. Onax™™ M ep)... p;q = (0), donc ™" = (; d’ou x = 0 car A est
réduit. On a donc (0) =p; N --- N p,.

Ceci étant, on a (0) = p; N --- NP, les p; étant des idéaux premiers. Donc 1'ho-
momorphisme canonique ¢: A — [, A/p; est injectif. Or un élément d’un anneau
produit est inversible si et seulement si ses composantes sont toutes inversibles, de
sorte que ([T, A/p;)" = [1;,(A/p;)*. D'apres le cas integre, chaque (A/p;)* est de type
fini, donc aussi[],(A/p;)” et par conséquent ¢ (A™) (on rappelle que Z est ncethérien).
Ainsi A” est de type fini, vu que ¢ est injectif.

Passons enfin au cas général. Notons que I'ensemble n des éléments nilpotents de A
est un idéal, car ¥ = 0, y" = O et a € A entrainent (x + y)"*7" = 0 et (ax)” = 0. D'autre
part il existe un entier s tel que n°* = (0) : en effet, A étant ncethérien, n admet un
systéme générateur fini (x, -+, x,) avec x! = 0 pour tout i; alors, pour s = g, ++++ +4,,
tout mondme de degré s en les x; est nul, de sorte que n° = (0). Nous procéderons
par récurrence sur s. Le cas s = 1 est le cas réduit, déja traité. Supposons doncs > 1,
et notons ¢ ’homomorphisme canonique ¢: A — A/ 1. Ona p(A*) c (A/ nshy,
de sorte que @(A™) est un groupe de type fini (par I’hypothese de récurrence; en
effet, 'ensemble n” des éléments nilpotents de A/ ! n’est autre que p(n), d’ou
n’*! = (0) dans A/n°"). D’autre part le noyau de la restriction de ¢ & A* est contenu
dans 1+ n°, et lui est méme égal car, comme s > 1, ona (n°')? c n® = (0), et tout
élément 1+x de 1+n°! est inversible vu que (1+x)(1-x) =1 —x% = 1. Reste 3 montrer
que le groupe multiplicatif 1 + n°" est de type fini. Or, comme (n°')% = (0), on a
1+x)(1+y) =1+x+ypourx,ye n*"!, de sorte que x — 1 + x est un isomorphisme
du groupe additif n°" sur le groupe multiplicatif 1 + n°*. Mais, comme A est un
Z-module de type fini, il en est de méme de n°".

En utilisant des méthodes empruntées a la Géométrie Algébrique, on montre que
pour tout anneau réduit B de la forme B = Z[x, ---, x,,] (C'est-a-dire engendré sur
Z, en tant qu'anneau, par un nombre fini d’éléments), le groupe B* des éléments
inversibles de B est de type fini ([6]).



Appendice

Un calcul de volume

ProrosiTioN

Soient 11,7, € N, n = 1 +2r,, t € R et B, I'ensemble des (yy, -, y,,21,**,2,) €

R™ x C™ tels que
" 2
) lyl+2) Izl <t
i=1 =1

Alors, pour la mesure de Lebesgue, p, on a u(B;) = 0 pour t <0, et

(B)—Zrl(n)r”n our t >0
Hib) = ) n! p = Y
Démonstration. On peut se borner au cas t > 0, car, pourt < 0, ona B; = @ et
u(B;) = 0. Posons u(B;) = V(rq,1,,t) et procédons par double récurrence sur r; et r,.
OnaV(1,0,t) = 2t (segment [—t,t]) et V(0,1,t) = ”th (disque de rayon %), ce qui est
conforme a

Passons de r; a r; + 1. L’ensemble B, C R x R x C" correspondantar; +1etr,
est défini par

[ 2
yl+) lyl+2) Izl<t (yeR).
i=1 j=1

La formule d’intégration « par tranches » nous donne
+t
Vo4 t) = [ Vermt= i dy = | Vet dy
R ~t
D’apres '’hypothese de récurrence, il vient

2 (5) S - (3

tn+l

(n+1)!’

V(T’l +1,1’2,t) = ZJ‘

0

ce qui est encore conforme a
Passons enfin de r, a , + 1. L’ensemble B, C R x C"? x C correspondant a r{ et
75 + 1 est défini par

r1 1y
Y Iyl +2) Izl +2z <t (z€O).
i=1 j=1

La formule d’intégration « par tranches » nous donne ici

V(rr+1,8) = f V(ry 1t - 212]) dp(z) = f V(ry, 1yt =221 dp(2)
C lzl<

2
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ot du(z) désigne la mesure de Lebesgue sur C. En posant z = pe' (p € R, , 0 < 0 <
2m), onadyu(z) = pdp d6. En utilisant 'hypothese de récurrence, il vient alors

t/2 ~271 n
t\"2 (t —2p)
V(ry,r,+1,t) = J J 2n(=) ————pdpd6
172 0 0 (2) n!

t/2
_on (T2 21 _op)"
(32 o

On calcule fot/z (t—2p)"p dp en posant 2p = x et en intégrant par parties; on trouve

n+2
que cette intégrale vaut m. D’ou
T\ "2+l t”+2
Vi +, =21 (2) ——,
(1,72 ) 2 (n+2)!

ce qui est conforme a (2) carr; +2(rp +1) =n + 2.



Décomposition des idéaux premiers dans une extension

Soient K un corps de nombres, A I'anneau des entiers de K, L une extension
de degré fini de K, et B la fermeture intégrale de A dans L (qui n’est autre que
l'anneau des entiers de L). Etant donné un idéal premier p = (0) de A, I'idéal Bp
qu’il engendre dans B n’est pas en général premier; il se décompose donc en produit
d’idéaux premiers (le théoreme 3.4.4), soit Bp =[], B:". Dans ce chapitre nous nous
proposons d’étudier cette décomposition. Le cas ou B est un A-module libre (par
exemple celui out A est un anneau principal; cf. le corollaire 2.7.7 du théoreme 2.7.6)
est particulierement simple. Nous exposerons au 5.1 une technique permettant de se
ramener a ce cas.

Préliminaires sur les anneaux de fractions
DEFINITION 5.1.1 (anneau de fractions de A par rapporta S)

Soient A un anneau integre, K son corps des fractions, et S une partie de A, stable
pour la multiplication, ne contenant pas 0 et contenant 1. On appelle anneau de
fractions de A par rapport a S, et on note S A, I'ensemble des éléments 2 € Kavec
ac€AetseSs.

C’est un anneau commutatif (car ¢ + :—: = % et - Z—: = ‘;?": ; il contient A (car
1 € S). Si S est 'ensemble des éléments non nuls de A, on a S'A = K.Si S est réduit

a1, ou ¢'il est formé d’éléments inversibles de A, ona S'A = A.
PRrROPOSITION 5.1.2

Soient A un anneau integre, S une partie multiplicativement stable de A contenant 1
et ne contenant pas 0, et A" = S7LA.

1) Pour toutidéal b’ de A’, ona (b'N A)A’ = b’, de sorte que b’ — b’ N A est une
injection croissante (pour l'inclusion) de I'ensemble des idéaux de A’ dans celui
des idéaux de A.

2) L’application p” — p’ N A est un isomorphisme de l'ensemble ordonné (par
inclusion) des idéaux premiers de A’ sur celui des idéaux premiers p de A tels
que p NS = @. Lapplication réciproque est p — pA”.
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Démonstration. Démontrons 1). Si b’ est un idéal de A, ona b’ N A c b/, d’ou
(b'N A)A’ C b’ car b’ est un idéal. Pour démontrer I'inclusion opposée, soit x € b’;
onax = 2aveca € Aets € S;orsx € b’ car A c A’ et que b’ est un idéal;
dotiaebetae b NnA Alorsx = 1.0 A(b'NA).Doub’ c A(b'NA) et
b’ = A'(b’n A). Cette formule assure 'injectivité de l'application ¢ : b" — b’ N A, car
on a une application 6: b — A’b telle que 6 o ¢ = identité. La croissance de ¢ est
évidente. Ceci démontre 1).

Passons a 2). Si p’ est un idéal premier de A’, alors p = p’ N A est un idéal
premier de A (le lemme 3.3.1); de plusonap NS =@car,sisepnS onasep et
1=1.5¢€ A’p’ =p’, ce qui est absurde. Inversement, soit p un idéal premier de A
tel que p N' S = @; nous allons montrer que pA” est un idéal premier de A’ et qu’on a
pA’N A = p. Notons d’abord que pA’ est I'ensemble des g avecp € pets € S: en effet
tout élément x de pA’ s'écritx = ) I, ‘Z—:pi (1€ A s;€S, pep),doncx =} %pi par
réduction a un méme dénominateur (b; € S, s € S) et donc x = g avecp =) bp;ep.
Onen déduitquel & pA’, car pNS = et qu'on ne peut doncavoirl = £ avecp € pet
s € S. Montrons que I'idéal pA’ est premier : soient £ € A’et 2 € A'telsque 2-% € pA’;
onaalors‘s—’-l—t7 = gavecpepetu € S;douabu = pst € p;commep NS =G, on
au ¢ p,douab € p (car p est premier); ainsi a ou b appartient a p, de sorte que
ou ! appartient & pA”. Montrons enfin que p = pA’N A; l'inclusion p ¢ pA’ N A est
évidente; inversement, six € pA'N A, onax =L (pep,seS)carx € pA’; dou
sx=p€ep;,commes &P (onapnNS =) et que p est premier, on en déduit x € p.
Ceci étant, les formules p = pA'N Aetp’ = A'(p’ N A) montrent que les applications
p:p'—>p'NAetO: p— pA (restreintes aux idéaux premiers décrits dans 'énoncé)
sont des bijections réciproques I'une de l'autre, car leurs composées dans les deux

sens sont des applications identiques. Leur croissance est évidente.

COROLLAIRE 5.1.3

Si A est un anneau ncethérien integre, tout anneau de fractions S~ A est noethérien.

Démonstration. En effet, 'ensemble des idéaux de S™' A s’applique, de facon injective
et croissante, dans celui des idéaux de A (la proposition 5.1.2, 1)); il satisfait donc
aussi a la condition maximale.

PROPOSITION 5.1.4

Soient R un anneau integre, A un sous-anneau de R, S une partie multiplicativement
stable de A avec1 € Set(0 = S, et B la fermeture intégrale de A dans R. Alors la
fermeture intégrale de S A dans S™'R est S™'B.

Démonstration. En effet tout élément de S™'B s’écrit g avech € Bets € S; on aune

équation de dépendance intégrale b" + a,_1b" " + --- + ay = 0 avec a; € A; en divisant
. n n-1 . .

par s” on obtient (g) + ”"S—‘l (g) + et % = 0, ce qui montre que g est entier sur

S7'A. Inversement, soit 2 (x €R, s € §) un élément de S7'R entier sur S A; on a une



équation de dépendance intégrale (£)" + = (f)”_1 +o+ 2 =0(q €At €S);
en multipliant par (¢yt; --- t,_1)" on voit que xtyt; -+~ t,_; /s est entier sur A, donc est
élément de B ainsi £ = p—ty— - "L est élément de S7'B.

COROLLAIRE 5.1.5

Si A est un anneau intégralement clos, tout anneau de fractions S71A est intégrale-
ment clos.

Démonstration. En effet on prend pour R le corps des fractions de A.

PRroOPOSITION 5.1.6

Si A est un anneau de Dedekind, tout anneau de fractions S' A est un anneau de
Dedekind.

Démonstration. En effet S A est ncethérien (le corollaire 5.1.3 de la proposition 5.1.2)
et intégralement clos (le corollaire 5.1.5 de la proposition 5.1.4). De plus, comme on
«perd » des idéaux premiers en passant de A & S A (la proposition 5.1.2, 2)), tout
idéal premier non nul de S™' A est maximal.

ProrosITION 5.1.7

Soient A un anneau de Dedekind, p un idéal premier nonnul de AetS = A\ p. Alors
S A est un anneau principal, et il existe un élément premier p de S A tel que les
seuls idéaux non nuls de S™ A soient les (P") nso-

Démonstration. En effet, comme p est le seul idéal premier # (0) de A contenu dans p,
c'est-a-dire disjoint de S, le seul idéal premier non nul de STAestP = pS'A (la
proposition 5.1.2, 2)). Comme S™' A est un anneau de Dedekind (la proposition 5.1.6),
ses seuls idéaux non nuls sont les " (1 > 0). Prenons alors p € P \ PB?; I'idéal (p)
qu’il engendre est contenu dans 93 mais pas dans P3*; donc nécessairement (p) = B;
les seuls idéaux non nuls de S~ A sont ainsi les (p"), et S A est principal.

PRrROPOSITION 5.1.8

Soient A un anneau integre, S une partie multiplicativement stable par A (1 € S,
0 ¢ S) et m un idéal maximal de A tel que m N S = @. Alors

STTA/mSTIA ~ A/m.

Démonstration. Plus précisément 'homomorphisme composé A — ST'A —
STA/mS™A a pour noyau mSTA N A = m (la proposition 5.1.2, 2)), d’ot1 une
injection ¢: A/m — S'A/mS'A. Reste & montrer que ¢ est surjective. Or soit
T € S'A@@e A seS);commes gm(@Onamns = @) et comme m est
maximal, s est inversible modulo m et il existe b € A tel que bs =1 (mod m); alors
s—ab=35(1-bs) € mS A, de sorte que I'image par ¢ de la classe de ab est égale a
la classe de £ = x.

X =
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Décomposition d’un idéal premier dans une extension

Dans cette section, on désigne par A un anneau de Dedekind de caractéristique 0O,
par K son corps des fractions, par L une extension de degré fini n de K, et par B la
fermeture intégrale de A dans L. On rappelle que B est un anneau de Dedekind (le
théoreme 3.4.2).

Soit p un idéal premier non nul de A. Alors Bp est un idéal de B dont on a une

décomposition
q
e;
Bp = H‘Bz
i=1

ou les *3; sont des idéaux premiers de B, deux a deux distincts, et ot les ¢; sont des
entiers > 1.

PrROPOSITION 5.2.1

Les ‘B, sont exactement les idéaux premiers 1 de B tels que Q N A = p.

Démonstration. En effet, pour un idéal premier ) de B, la relation Q N A = p équivaut
aQ D pB (= évident; & car Q N A est un idéal premier de A et que p est maximal).
La proposition résulte alors du formulaire des anneaux de Dedekind (3.4).

Ainsi A/p s’identifie a un sous-anneau de B/®J3;. Ces deux anneaux sont des
corps. Comme B est un A-module de type fini (le théoréme 3.4.2), B/B; est un
espace vectoriel de dimension finie sur A/p; nous noterons f; cette dimension, et
'appellerons le degré résiduel de *3; sur A. L'exposant e; dans s’appelle l'indice
de ramification de *J3; sur A. Notons enfin qu'ona BpN A = p (D évidente; C résulte de
P: N A = p), de sorte que B/Bp est un espace vectoriel sur A/p, de dimension finie
comme ci-dessus.

THEOREME 5.2.2

Avec les notations précédentes on a

9

Zeifi = [B/Bp: A/p] = n.

i=1
Démonstration. La premiere égalité est facile. Considérons la suite d’idéaux

BoPy 2P0 - DPI S PIP, 5 - D PIP2 S o 5 PP = Bp.

Deux termes consécutifs sont de la forme B et B°;; or, comme il ny a pas d’idéaux
strictement compris entre ‘B et B°B;, B /B°P; est un espace vectoriel de dimension 1
sur B/*B; (¢f. démonstration de la proposition 3.5.3); c’est donc un espace vectoriel
de dimension f; sur A/p. Or, dans la suite ci-dessus, il y a ¢; quotients de termes



consécutifs de la forme B /*B*; avec i donné. Au total la dimension [B/Bp : A/p]
est égale a la somme des dimensions de ces quotients, donca Y |, ¢;f;.

La seconde égalité est facile aussi dans le cas ou B est un A-module libre, en parti-
culier lorsque A est principal (le corollaire 2.7.7 du théoreéme 2.7.6) : en effet une base
(xq,-++,x,) du A-module B donne, par réduction modulo Bp, une base de B/Bp sur
A/p. Nous allons nous ramener a ce cas en considérant la partie multiplicativement
stable S = A\ p de A et les anneaux de fractions A’ = S A et B’ = S™'B. On sait que
A’ est un anneau principal dont pA’ est le seul idéal maximal (la proposition 5.1.7),
et que B’ est la fermeture intégrale de A" dans L (la proposition 5.1.4). Par le cas
principal, on a donc [B/Bp : A/p] = n. Considérons alors la décomposition de I'idéal
pB’ dans I'anneau de Dedekind B’ : de pB = [, B} on déduit pB’ = [1_,(B"B;)".
Comme ;N A = p (la proposition 5.2.1), on a*P; NS = @ et BB, est un idéal premier
non nul de B’ (la proposition 5.1.2, 2)). La premiere partie de la démonstration nous

donne donc ]

[B'/pB’ : A'/pA’] = Zei[B’/B"Bi A JpA.
i=1
Orona A’'/pA’ ~ A/p et B'/B*PB; ~ B/*B; (la proposition 5.1.8). D’oui, en combinant
nos égalités, n = [B'/pB’: A'/pA’] = Y, e;f;, ce qui achéve de démontrer

PROPOSITION 5.2.3

Avec les mémes notations, 'anneau B/Bp est isomorphe a ]_[?:1 B/ ‘Bf’ .

Démonstration. En effet, comme *3; est le seul idéal maximal de B qui contienne ‘Bf’ ,
ona ‘B + m]e’ pour i = j. On applique alors et le lemme 1.3.3.

Exemple des corps cyclotomiques

Soient p un nombre premier, et z € C une racine primitive p’-iéme de 'unité. Les
racines p’-iemes de 1'unité, dans C, sont alors les 7 (G=1,-,p"); parmi elles les
racines primitives sont les Z telles que j ne soit pas multiple de p, et sont donc au
nombre de

qD(pr) — pr _pr—l — pr—l(p _ 1)
(cf. 1.6). Ces racines primitives p’-iemes de 1'unité sont les racines du polyndéme
cyclotomique

X' -1

r—1 r—1 r—1
=XV DX X 4L
Xr -1

F(X) =

Nous nous proposons de redémontrer ici qu'on a [Q[z] : Q] = p" ' (p — 1), Cest-a-
dire que F(X) est irréductible (cf. 2.7). Posons e = pr_l (p—-1), etsoient zq, -+, z, les
racines primitives p’-iemes de 'unité. Comme le terme constant de F(X + 1) est p,
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ona .
]_I(Zf -1) =+p.
j=1

Soit B 'anneau des entiers de Q[z]; on a évidemment z; € B, et aussi z; —1 € B(z; - 1)
pour tout j, k car z; est une puissance Zldezietquonazl-1 = (z-1) (ZZ_1 +o+zi+1);
ainsi tous les idéaux B(z; — 1) sont égaux. On a donc Bp = B(z; - 1)°.

Or écrivons Bp = [, B ot les B; sont des idéaux premiers de B. Les e; sont
donc tous multiple de e. Mais on a e > [Q[z] : Q] (par ), dote> Y7, ef (e
théoréme 5.2.2). De ces inégalités en sens contraire on déduitqueg=1,e=¢;, f; =1
et [Q[z] : Q] = e. En résumé :

1) [Q[z] : Ql=e=p"(p-1).
2) B(z; —1) estun idéal premier de B, de degré résiduel 1.
3) Bp=B(z -1)"

Discriminant et ramification

Avec les notations du 5.2 (soit Bp = [T, B7') on dit qu'un idéal premier p de A
se ramifie dans B (ou dans L) si I'un des indices de ramification e; est > 2. Au moyen
de la théorie du discriminant (2.7), nous allons déterminer les idéaux premiers de
A qui se ramifient dans B, et voir en particulier qu’ils sont en nombre fini. Quelques
lemmes sur les discriminants nous serons utiles.

LEMME 5.3.1
Soient A un anneau, By, ---, Bq des anneaux contenant A et qui sont des A-modules

libres de rang fini, et B = []__; B; leur anneau produit. Alors Dy, = [[_; D54 (cf. la
définition 2.7.3)

Démonstration. En effet une récurrence sur 4 nous ramene au cas q = 2. Soient alors
(x1, -+, %), (Y1, -++,y,,) des bases de B; et B, sur A. Avec l'identification classique de
By et B, avec By x (0) et (0) x By, (x1, -+, X, Y1, ,Yn) est une base de B = B; x B,
sur A. On a x;y; = 0 par définition de la structure d’anneau produit, d’ou Tr(x;y;) = 0
Ainsi le discriminant D(xq, --+, X,,,, Y1, -++ , Y,,) S'écrit :

Tr (xixl-/) 0
0 Tr(yyy)

Il vaut donc det(Tr(x;x;)) - det(Tr(yjyj,) ), d’ou

D(xll"' /xm/yll"'/yn) = D(xlr "'Ixm) D(y1, ,]/n)-



LEMME 5.3.2

Soient A un anneau, B un anneau contenant A et admettant une base finie (xq, -+, x,,),
et a un idéal de A. Pour x € B notons X la classe de x dans B/aB. Alors (X7, -+, X,,) est
une base de B/aB sur A/aetona

D(x_lllx_n) = D(xlr"'/xn)'

Démonstration. En effet, soit x € B; si la matrice de la multiplication par x, par rapport
alabase (x;) est (a;) ((a;) € A), la matrice de la multiplication par X dans la base
(X;) est (a_ij). On a donc Tr(X) = Tr(x). D’ou Tr(%; - Tj) = Tr(xixj), et donc en
prenant les déterminant.

LEMME 5.3.3

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, et L une K-algebre de dimension finie
sur K. Pour que L soit réduite, il faut et il suffit que D, ;x = (0).

Démonstration. Supposons d’abord L non réduite, et soit x € L un élément nilpotent
non nul. On pose x; = x et on complete ce début de base en une base (x;, -+, x,) de L
sur K. Alors x,x; est nilpotent, et ainsi la multiplication par x, x; est un endomorphisme
nilpotent; donc toute les valeurs propres de celui-ci sont nulles, d’ou Tr(x;x;) = 0. La
matrice (Tr(x;x;)) a donc une ligne nulle, de sorte que son discriminant D (xy, -+, x,,)
estnul. D’ou Dy ¢ = (0).

Réciproquement, supposons L réduite. Alors 1'idéal (0) de L est intersection finie
d’idéaux premiers, (0) = N, *P; (4.7, lemme). Comme L/*; est une algébre intégre
de dimension finie sur K, c’est un corps (la proposition 2.1.8). Donc ‘B; est un idéal
maximal de L, de sorte que *3; + J3; = L pour i # j. Ainsi L est isomorphe au produit
1., L/%B; (le lemme 1.3.3). On a donc D x = [, D w3,/ (le lemme 5.3.1). Or
D ypy/k = (0) car K est fini ou de caractéristique 0 (la proposition 2.7.5). D’ou
QL/K * (0)

DEFINITION 5.3.4 (idéal discriminant)
Soient K et L deux corps de nombres avec K C L, A et B les anneaux des entiers de K
et L. On appelle idéal discriminant de B sur A (ou de L sur K), et on note D, 4 ou Dy /¢

'idéal de A engendré par les discriminants des bases de L sur K qui sont contenues
dans B.

Remarque

Si (x1,---,x,) est une base de L sur K contenue dans B, on a Try jx(x;x;) € A (le
corollaire 2.6.4 de la proposition 2.6.3), d’ot1 D(xy, ---, x,,) € A. Ainsi Dp, 4 est un
idéal entier de A. Il est non nul par la proposition 2.7.5.

Lorsque B est un A module libre (par exemple si A est principal) on a déja défini
I'idéal discriminant Dy, , comme étant engendré par D(ey, -+, e,) ou (e, -+, e,)
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est une base de B sur A (la définition 2.7.3). Il coincide avec celui défini ci-dessus
car, pour toute base (x;) de L sur K contenue dans B, ona x; = }_; a;e; avec a;; € A,
d’ouD(xy,-,x,) = de’c(al-]-)2 D(ey, -+, e,) (la proposition 2.7.2).

THEOREME 5.3.5

Avec les notations de la définition 5.3.4, pour qu'un idéal premier p de A se ramifie
dans B, il faut et il suffit qu’il contienne I'idéal discriminant D, 4. Les idéaux premiers
de A qui se ramifient dans B sont en nombre fini.

Démonstration. La seconde assertion résulte de la premiere car ona vu que Dg, 4 = (0).
Démontrons celle-ci. Comme B/pB ~ [, B/*B; (la proposition 5.2.3), « p se ramifie »
équivaut a « B/pB non réduit », c’est-a-dire a « D g,,p),(a/p) = (0) » car A/p est un
corps fini (le lemme 5.3.3). Or posons S = A\ p, A’ = S'A, B = S'Betp’ = pA.
Alors A’ est un anneau principal (la proposition 5.1.7), B’ estun A-module libre, et on
aA/p=~A'/p’etB/p =~ B'/p’ (la proposition 5.1.8). Dong, en désignant par (ey, -+, e,,)
une base de B’ sur A’, la relation D 5,,5),(a/p) = (0) équivaut a D(ey, -+, e,) € p’ (le
lemme 5.3.2). Ceci étant, si D(eq, .-+ ,e,) € p etsi (x1,-+,x,) est une base de L sur K
contenant dans B, on a x; = } ajie; avec a;; € A’ (car B C B'), d’out D(xy, -+, x,) =
det(a,’»j)2 D(ey, -+, e,) €p’; comme p’'N A = p (la proposition 5.1.2, 2)), on en déduit
D(xy,--+,x,) € p et Dp,4 C p. Réciproquement, si Dp,4 C p,onaD(ey, -, e,) € p’
car on peut écrire ¢; = £ avecy; € Bets € S pour 1 < i < n; ainsi

D(ey, - ,e,) = s’Z”D(yl,---,yn) e ADpacAp=yp.

Exemple des corps quadratiques

Prenons K = Q et L = Q[Vd] o1 d est un entier sans facteurs carrés (2.5).

1) Sid=2o0u3 (mod 4), (1, Vd) est une base de 'anneau des entiers de L. Comme
Tr(1) = 2, Tr(\/a) =0etTr(d) =2d,onaD(, \/E) = 4d. Les nombres premiers
qui se ramifient dans L sont donc 2 et les diviseurs premiers de d.

2) Sid =1 (mod 4), (1, 1+2‘/H) est une base de 'anneau des entiersde L.Ona Tr(1) = 2,

Tr(—“z‘/a) =1let
2
Tr<(1+2\/a> ) = Tr(—d:;l + %\/E) = —d;rl.

D’ou D(1, 1+2‘/E) =241 _1 = 4. Les nombres premiers qui se ramifient dans L
sont donc les diviseurs de d.

On remarquera qu’un corps quadratique Q[Vd] est uniquement déterminé par
son discriminant D : en effet, siD = 0 (mod 4) onad = D/4 avecd =2 ou 3 (mod 4)



etsiD=1(mod 4) onad=D;D =2ou3 (mod 4) estimpossible. On notera ainsi
le discriminant d’un corps quadratique n’est pas un entier arbitraire.

Exemple des corps cyclotomiques

Soient p un nombre premier, z € C une racine primitive p-ieme de l'unité, et
L = Q[z] le corps cyclotomique correspondant. On sait que I'anneau B des entiers
de L admet (1,z,---,2"72) pour base sur Z (le théoreme 2.9.2), et que le polyndme
minimal F(X) de z sur Q satisfait a (X —1)F(X) = X" —1 (le théoréme 2.9.1). On va
calculer le discriminant Dy, en utilisant la formule D(1,z, --- , 2 2y = N(F'(z)) (la
formule ). Par dérivation de (X-1)F(X) = X" -1, on obtient (z—1)F'(z) = pz"~"
(car F(z) = 0). Or N(p) = p"!, N(z) = +1, N(z—1) = +p (2.9). On a donc

D@,z - ,2P2) = ipp_z.

Il s’ensuit que p est le seul nombre premier qui se ramifie dans Q|z]. Le résultat suivant
est quelquefois utile pour déterminer 'anneau des entiers d’un corps de nombres :

PROPOSITION 5.3.6

Soient L un corps de nombres de degré n sur Q, et (xq, ---, x,,) des entiers de L formant
une base de L sur Q. Si le discriminant D(xy, ---, x,,) est sans facteurs carrés, alors
(x1,+,x,) est une base sur Z de 'anneau B des entiers de L.

Démonstration. Em effet, si (eq,---,e,) est une base de Bsur Z, ona x; = Z;’:l a;ie;
avec a; € Z. D’ou D(xy, -+, x,) = det(aij)zD(el,m,en). Comme D(xy, -, x,) est
sans facteurs carrés, on en déduit det(a;;) = +1, ce qui implique que (xy, -+, x,,) est
aussi une base de B sur Z.

L’exemple des corps cyclotomiques (pour p > 5), ou des corps quadratiques,
montre que la condition suffisante ci-dessus n’est nullement nécessaire.

ExeEMPLE

Le polynéme X° — X —1 (resp. X° + X +1, X° + 10X + 1) est irréductible sur Q; sinon,
en effet, il aurait un facteur du premier degré, donc une racine x € Q; on aurait
alors x € Z car le polyndme est unitaire; comme son terme constant est 1, on aurait
méme x = +1 (car tout facteur de x divise ce terme constant); or ceci nest pas. Donc,
en désignant par x € C une racine dudit polynome, le corps L = Q[x] est un corps
cubique (i.e. de degré 3). Ainsi (1, x, x%) est une base de L sur Q, et x évidemment un
entier de L. Or, d’apres la formule ,onaD(l,x, x2) = —4 + 27 = 23 (resp. 31,
4027), qui est un nombre premier. Donc (1, x, x2) est une base sur Z de I'anneau des
entiers de L.
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Décomposition d'un nombre premier dans un corps quadratique

Soient d € Z un entier sans facteurs carrés, L le corps quadratique L = Q[Vd], B
I'anneau des entiers de L, et p un nombre premier. On va étudier la décomposition
en idéaux premiers de 1'idéal pB.

La formule Y7, ¢;f; = 2 (le théoréme 5.2.2) montre qu’on a g < 2 et que seuls trois
cas peuvent se produire :

1) g=2,e; =6, =1, fi = f, =1; on dit alors que p est décomposé dans L;

2) g=1,e; =1, f; =2; ondit alors que p est inerte dans L;

3) g=1,e; =2, fi =1; ceci veut dire que p se ramifie dans L.

Examinons d’abord le cas ol p est impair. On sait (2.5) que B = Z + ZVd ou B =

Z + Z(%a) suivant la valeur de d. Mais, si on prend les classes de B modulo Bp, on

1+2\H)’

voit, dans le second cas, que a +b( “T‘H) (avec b impair) est congrua a+ (b+p) (
qui est élément de Z + ZVd. Dong, dans tous les cas, on a

B/Bp ~ (Z +2ZNd)/ (p).
Or Z + ZNd ~ Z[X]/(X?* - d). D’ou
B/Bp ~ Z[X]/(p, X* —d) ~ (Z[X]/(p))/(X* - d) =~ F,[X]/(X* - d),

ot d désigne la classe de d modulo p. Or l'assertion que p est décomposé (resp. est
inerte, resp. se ramifie) dans B signifie que B/Bp est produit de deux corps (resp.
est un corps, resp. a des éléments nilpotents) (cf. la proposition 5.2.3); ceci signifie
donc que, dans [F,[X], le polynome X? — d est produit de deux facteurs distincts du
premier degré (resp. est irréductible, resp. est un carré); or ceci se produit si d est
un carré non nul dans [F, (resp. nest pas un carré dans FF,, resp. est nul dans [F,).
Lorsque d est un carré non nul dans [, (resp. n’est pas un carré dans [F,), on dit que
d est un résidu quadratique (resp. un non-résidu) modulo p.

Traitons maintenantlecasp = 2. S5id = 2,3 (mod 4),onaB = Z + ZNd, d’ou,
comme plus haut, B/2B =~ 1132[}(]/(}(2 —d);or X?—dvaut X2 ouX?+1=(X+1)% et
est donc un carré; ainsi 2 se ramifie dans B.Sid =1 (mod 4), 1%5 admet X? - X - %
pour polynéme minimal, d’ot1, comme plus haut, B/2B =~ FF,[X]/(X* - X - 6) ot1 6 est
la classe modulo 2 de %;pourd =1(mod 8)onad=0etX>*-X-6=X(X-1),de
sorte que 2 est décomposé; pourd =5 (mod 8),onad =let X* - X-6=X>+X+1
est irréductible dans IF,[X], de sorte que 2 est inerte.

En résumé, on a démontré les résultats suivants :

PROPOSITION 5.4.1
Soit L = Q[Vd] un corps quadratique, ol d € Z est sans facteurs carrés.

1) Sont décomposés dans L, les nombres premiers impairs p tels que d soit résidu
quadratique modulo p, et2sid =1 (mod 8);



2) Sont inertes dans L, les nombres premiers impairs p tels que d soit non-résidu
modulo p, et 2sid =5 (mod 8);

3) Seramifient dans L, les diviseurs premiers impairs de d, et2sid = 2 ou 3 (mod 4).

L’assertions 3 ) a déja été démontrée dans un exemple du

Loi de réciprocité quadratique

Etant donnés un nombre premier impair p et un entier d premier a p, nous avons
introduit au 5.4 la locution « d est un résidu quadratique modulo p » (resp. «d est
un non-résidu modulo p ») comme signifiant que la classe de d modulo p est un
carré (resp. un non-carré) dans IF,,. Nous introduisons ici le symbole de Legendre (%)
ainsi défini.

(%) =+1 sid estrésidu quadratique modulo p.

(%) = -1 sid estnon-résidu modulo p.

Bien entendu (%) n’est défini que pour d premier a p, c'est-a-dire pourd € Z \ pZ.

Le groupe multiplicatif IF,; étant cyclique d’ordre pair p —1 (le théoreme 1.7.2), les
carrés en forment un sous-groupe (113;)2 d’indice 2, et IF;/ (IF, )? est isomorphe a
{+1,-1}. Ainsi le symbole de Legendre s’obtient en composant les homomorphismes

Z\pZ —F, _>1F;/(1F;)2 ~ {+1,-1}.

On a donc la formule de multiplicativité

#)-6))

ProrosiTiON 5.5.1 (Critere d’Euler)

Si p est un nombre premier impair, etsia € Z\pZ,on a

(%) =47 (mod p).

Démonstration. En effet notons w une racine primitive modulo p (1.7); onaa =
w (mod p) avec 0 < j < p—2car la classe @ de w est un générateur de IF,. Il est clair
que «a résidu quadratique » équivaut a «j pair »; on a donc (%) = (-1). D’autre
part, IF; a un seul élément d’ordre 2, & savoir @ V/?, et celui-ci est égal a —1 car son
carré est 1; donc, dans Z, on a -1 = w#~D/? (mod p). Ainsi
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Nous allons maintenant démontrer un célébre résultat, qui montre que les pro-
priétés de congruences modulo deux nombres premiers impairs distincts ne sont pas
indépendantes.

THEOREME 5.5.2 (« Loi de réciprocité quadratique de Legendre-Gauss »)

Sip et g sont deux nombre premiers impairs distincts, on a

(£> (i) _ () <p—1>4<q—1>.
q p

Démonstration. En effet considérons, dans une extension convenable de IFq , une racine
primitive p-ieme de I'unité w. Comme w” =1, la notation w" a un sens pour x € [,
Nous écrirons aussi le symbole de Legendre (3;) pour x € [, , car (%) ne dépend
évidemment que de la classe de d modulo p. Pour a € lF; , considérons la « somme

de Gauss » :
X
t(a) = (—)w”x.
2|5

X
x€lF,

C’est un élément d’une extension de IFq. Posant ax =y, on a

L5560

yeIF;

7(a) = (i)ra).
p

D'autre part, comme on calcule en caractéristique g et que () € F;, ona (1) =

(par ), d’ou

L ek (%)qw"x, d’o, en identifiant g a sa classe modulo p,

(1)7 = (g).

Calculons maintenant 7(1)2. On a

X Y\ x+
2 )G
Posant y = tx, il vient

REPNOICEPNE DN Chsgy

x,telFy x,telFy telFy xelFy

. 1 i . o
Siw' 21,0ona Z;;o (w™") = 0 par la formule de la progression géométrique, car

1+\p _ 1. 37~ x(1+t) _ s 1+t x(1+t) _ . .
(w™™) —1,douzxeﬂ:;w =-1.Siw —LOHaern:;w = p —1; ce dernier



casn’a lieu que pour t = —1, car w est une racine primitive p-ieme de I'unité. On a donc

-1 t
D =|—|(p-1)- —.
w-(5)en-1(5)

t=-1

Comme il y a autant de carrés que de non-carrés dans IF; ,ona Zte]F},; (%) =0,dou

o (e (2)- (2

Par le critere d’Euler (la proposition 5.5.1), on a donc

t(1)? = (-1)7p.

Enfin, par et ,onat(1)=1(q) = (%)T(l). Comme 7(1) est non nul par
, on simplifie : t(1)7" = (%) Par encore on a
(1) = (DT = ()T
p
Comme o (la proposition 5.5.1) et que (£) = (£ _1, la loi de réciprocité est
p q prop 5-5 que (4 q P
démontrée.

ProOPOSITION 5.5.3 («formules complémentaires »)

Si p est un nombre premier impair on a
p-1
D ()= (7.
) P
2) (?) =(-1) &

Démonstration. En effet 1) estun cas particulier du critéere d"Euler (la proposition 5.5.1).

Démontrons donc 2 ). Notons d’abord que, comme les carrés de1,3,5,7 (mod 8) sont
1,1,1,1,ona pz =1 (mod 8), et la formule écrite a donc un sens. Remarquons ensuite
que, dans le groupe H = {1,3,5,7} des éléments inversibles de Z/8Z, {1,7} est
un sous-groupe H’ d’indice 2; posons 6(x) = 1 pour x € H et O(x) = -1 pour
x € H\ H’, de sorte qu’on a 0(xy) = 6(x)0(y) pour x,y € H. Soit alors w une racine
primitive 8-ieme de 'unité dans une extension de [F,. Comme dans le théoreme 5.5.2,
considérons, pour a € H, la « somme de Gauss »

7(a) = Z 0 (x)w™.

xeH

Comme dans le théoréme 5.5.2ona t(a) = 6(a)r(1) ett(1)? = 7(p) (en identifiant p
a sa classe modulo 8). D’apres la définition de 6(x), on a

D =w-w -+ =1A-w?)(w-w)
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8o

=wl-w?)1-w) =2wd - w?)
(car w® =1 etw* = -1); d’ou
t(1)? = 4w*(1 - 2w® + w*) = -8w* = 8.

Comme dans le théoreme 5.5.2, on en déduit t(1)" = ©(p) = O(p)r(1); d’ou, en
simplifiant, 8(p) = (r(1)?)#P1/2 = gP=1/2 _ (8) (la proposition 5.5.1) = (2)3 = (2)
On a donc ( ) = 6(p). Or on constate par calcul direct, Jpour x = 1,3,5,7 (ou plus
efﬁcacement pourx =1,3,-3,-1) qu'ona 0(x) = (- 1)(x UL que (- —1)¢ S1/8

dépend que de la classe de x modulo 8.

EXEMPLE D’APPLICATION

La loi de réciprocité et les formules complémentaires permettent de calculer le sym-
bole de Legendre par réductions successives. Calculons ainsi (), sans avoir a écrire
la longue table des carrés modulo 59. On a

(5)-0(5){z)-(5)-(5)
(3) )] o)
:_en“(§>_—<% =-1.

Donc 23 n’est pas un carré modulo 59.

Théoréme des deux carrés

Nous allons appliquer la proposition 5.4.1 au corps L = Q[i] ol i* = ~1. Comme
-1 = 3 (mod 4), I'anneau B des entiers de L est Z+ Zi; on l'appelle 'anneau des entiers
de Gauss; son discriminant est —4 (I'exemple du 5.3). Si p est un nombre premier
impair, et si u est un générateur du groupe cyclique IF;, ona -1 = u%7’2 Donc -1
est un carré dans I, si et seulement si ’%l est pair. D’ou la classification :

2 se ramifie dans Q[i];

les nombres premiers de la forme 4k + 1 sont décomposés;

les nombres premiers de la forme 4k + 3 sont inertes.

Le résultat suivant va nous étre utile :
PRrROPOSITION 5.6.1
L’anneau B = Z + Zi des entiers de Gauss est principal.
Démonstration. Ecrasons, en effet, cette mouche avec un gros pavé. Avec les notations
du4.3,onan =21 =0,r, =1etd = —4. Donc (le corollaire 4.3.2 de la proposi—
tion 4.3.1), toute classe d’idéaux de B contient un idéal entier de norme < 4 2 714] 12 _ 4
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donc contient I'idéal unité B (qui est le seul idéal entier de norme 1) car % < 2. Ainsi
tout idéal de B est équivalent a I'idéal principal B, et est donc principal.

Esquisse de démonstration élémentaire : comme les points de B forment un
quadrillage de C, un peu de géométrie montre que, pour tout x € Q[i], il existe
z € Btel que N(x—z) = |x—z|* < (\%)2 = 1 <1;alors, si a est un idéal non nul de
B, on choisit dans a un élément non nul # de norme minimale (NB : cette norme
est un entier > 0); pour v € a on approche 7 parunz € B tel que N(7 —z) <1;
alors N(v —zu) < N(u), d’'ow v —zu = 0 car v — zu € a; par conséquent v € Bu et
a = Bu. On notera l'analogie avec le processus de division euclidienne dans Z.

ProrosiTiON 5.6.2 (Fermat)

Tout nombre premier p =1 (mod 4) est somme de deux carrés (i.e. est de la forme
p =a* +b*aveca,b e N).

Démonstration. En effet Bp se décompose en un produit p;p, d’idéaux premier dis-
tincts. D’ou pz = N(Bp) = N(p;) N(p,) (la proposition 3.5.3). Comme les normes
de p; et de p, sont distinctes de i, on a nécessairement

N(p1) = N(pp) =p.

Or, p; est un idéal principal B(a+bi) (a,b € Z) (1a proposition 5.6.1); d’oli, en prenant
les normes, p = N(a + bi) = a® + b2

THEOREME 5.6.3

Soient x un entier naturel, et x =[], pz’f’(") sa décomposition en facteurs premiers.

Pour que x soit somme de deux carrés, il faut et il suffit que, pour tout p = 3 (mod 4),
'exposant v, (x) soit pair.

Démonstration. Pour démontrer la suffisance, remarquons qu’une somme de deux
carrés a® + b? est la norme N(a + bi) d’un élément de B; par la multiplicativité des
normes, 'ensemble S des sommes de deux carrés est donc stable par multiplication.
Comme 2 = 12 +1% € S et que tout carré est élément de S (x* = x* + 0%), il résulte alors
de la proposition 5.6.2 que notre condition est suffisante.

Réciproquement, soient x = a* + b> une somme de deux carrés (a,b € IN) et p
un nombre premier = 3 (mod 4). On a vu que l'idéal Bp de B est premier. Or on a
x = a*+b% = (a+bi) (a—bi). Soit n I'exposant de Bp dans la décomposition de B(a +bi)
en facteurs premiers. Comme Bp est stable par l'automorphisme o : u +iv — u —iv
de B, et que 0(a +ib) = a—ib, 'exposant de Bp dans la décomposition de B(a —ib) est
aussi 71; dans celle de B(a® + b?), I'exposant de Bp est donc 2n. Comme aucun nombre
premier distinct de p n‘appartient a Bp (car Bp N Z = pZ), on a v,(x) = 2n et v,(x)
est pair.
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Théoréme des quatre carrés

Dans cette section, nous nous proposons de démontrer le théoreme suivant :
THEOREME 5.7.1 (Lagrange)

Tout entier naturel est somme de quatre carrés.

La méthode employée est analogue a celle du 5.6 : au lieu de 'anneau des entiers
de Gauss, nous travaillerons dans un anneau de quaternions convenablement choisi.
Commengons par définir les quaternions. Etant donné un anneau A, nous note-
rons (1,1,j,k) la base canonique du A-module A*, et nous définissons une multipli-
cation par :
1 est élément unité,
2=y =K =1,
ij=-ji=k jk=-kj=1i ki=-ik =j.

Nous étendons cette multiplication aux éléments a + bi + ¢j + dk de A* par linéarité;
la distributivité est alors évidente. Quant a I'associativité, il suffit de la vérifier sur
les éléments de base : ainsi

i(jk) =i* = -1 = kK* = (ij)k;

les formule ou figure 1 étant évidentes, il reste 3% —1 = 26 formules a vérifier; le
lecteur patient et incrédule en réduira en le nombre par permutations, et vérifiera
cells qui restent; les autres croirons l'auteur sur parole. Muni de cette multiplication,
A* est donc un anneau non nécessairement commutatif, et méme une A-algébre, qu’on
appelle 'anneau des quaternions sur A, et qu’on note IH(A) (IH en honneur de W. R.
Hamilton, inventeur des quaternions).

Etant donné un quaternion z = a + bi + ¢j + dk sur A (on écrit a au lieu de a - 1), on
appelle quaternion conjugué de z, et on note z le quaternion z = a — bi — ¢j — dk.

LEMME 5.7.2

Onaz+z =2zZ+2,22 =2 -ZetZ = z; en termes plus savants, z — Z est un
antiautomorphisme involutif de H(A).

Démonstration. La premiere et la troisieme formule sont évidentes. Pour la seconde
on est ramenés par linéarité a montrer qu’'on a Xy =7 - X lorsque x,y € {1,1i,j,k}. Or
Cestclairsix =1ousiy=1.Six=y=iona¥y = -1 = -lety-X = (-i) (i) =i’ = 1.
Six=iety=jonaxy=k=-kety-X = (-j)(-i) =ji = —k. Les autres vérifications
s’en déduisent par permutation.

Etant donné un quaternion z sur A, on appelle norme réduite de z, et on note N(z)
le quaternion zz.



LEMME 5.7.3

1) Etant donné un quaternion z = a + bi + ¢j + dk sur A, on a N(z) = a* + b* + ¢ + d°
(quatre carrés!), donc N(z) € A.
2) Ftant donnés deux quaternions z,z’ sur A, on a N(zz') = N(z) N(z').

Démonstration. Pour 1), on développe (a + bi + ¢j + dk) (a — bi — ¢j — dk) : par
les termes « rectangles » disparaissent, et il reste a* + b + ¢* + d°. On voit aussi que
zZ = zz. Alors

N(zz") =zz' -2z =22'27Z = zZN(z")Z = zZN(2)

(car I'élément N(z’) de A est permutable a tout quaternion); d’ou N(zz") = N(z) N(2').

Le lemme 5.7.3 montre que, dans un anneau A (commutatif), 'ensemble des
normes réduites de quaternions, c’est-a-dire des sommes de 4 carrés, est stable
pour la multiplication.

Cela étant nous considérerons, dans IH(Q), le sous-anneau non-commutatif H(Z)
et 'ensemble IH des « quaternions d’Hurwitz » a + bi + ¢j + dk ou a, b, ¢, d sont, ou bien
tous les quatre dans Z, ou bien tous les quatre dans } + Z.

LEMME 5.7.4

1) L’ensemble H des quaternions d’Hurwitz est un sous-anneau non-commutatif de
[H(Q) contenant H(Z), et stable par z — Z.

2) Pourtoutze Honaz+ZzZe€ ZetN(z) =zz € Z.

3) Pour que z € H soit inversible, il faut et il suffit que N(z) = 1.

4) Tout idéal a gauche (resp. a droite) a de H est principal (i.e. est de la forme Hz
(resp. zIH)).

Démonstration. Pour 1), toutes les assertions sont évidentes, sauf la stabilité de H
pour la multiplication. Pour celle-ci il suffit de vérifier que, si on pose u = % (1+i+j+k),
onau-Lu-i,u-j,u-ketv’ e Hyoru-1=31+i+j+k),u-i=21(-1+i+j-k),
u-j = 1(-1-i+j+k), u-k = 1 (~-1+i-j+k); d’ols, par addition 2u* = 1 (~2+2i+2j+2k)
etu? € H.

Pour 2), si

1 1 . 1 . 1
z_§+a+<§+b)1+(§+c>]+<§+d>k (a,b,c,d € Z),

onaz+z=1+2a€Z,et

S S S B S B
b4 _(§+a) +(§+b) +<§+c> +(§+d> eZ+ZCZ

par le lemme 5.7.3.
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Si z est inversible dans IH, et si z” est son inverse, on a
N(z) N(z') = N(zZ") =1;

comme N(z) et N(z") sont des entiers > 0 (2) et le lemme 5.7.3, 1)), on a nécessaire-
ment N(z) = 1. Réciproquement, siz € HetsiN(z) =1,onazz=Zz=N(z) =letz
est inversible car Z € H par 1). Ceci démontre 3).
Démontrons enfin 4 ). Etant donné un quaternion x = a + bi + ¢j + dk € H(Q), il
existe quatre entiers a’,b'c’,d’ € Z tels que
la—a’| < , ld-d| <

7

N =
N =

1
, |b—b'|<§, lc—c'| <

N =

posonsz = a’ +b'i+¢j+d’k; on a alors

N(x—2z)=(@@—a)2+b-b)+(-)+d-d)<4-~=1.

IS

Il y améme inégalité stricte, sauf dans le cas ou 4, b, c, d sont tous dans %+Z ; mais alors
on a x € H. Donc, pour tout quaternion x € IH(Q), il existe un quaternion d’'Hurwitz
z € H tel que N(x —z) < 1 (cest justement pour avoir l'inégalité stricte qu’on a
introduit les quaternions d"Hurwitz, ceux de IH(Z) n‘auraient pas suffi). Ceci étant,
soit a un idéal a gauche de IH; pour montrer qu’il est principal, on peut supposer
a = (0). Choisissons, dans a, un élément non nul # de norme réduite minimale (il
en existe, car ces normes sont des entiers > 0 par 2)); alors u est inversible dans
H(Q), car son inverse est 77 N (1) ™! (ceci montre d’ailleurs que IH(Q) est un corps non-
commutatif). Pour y € a, formons yu_l € H(Q) et prenons un élément z € H tel que
N(yu_1 —z) < 1. Alors, par le lemme 5.7.3, 2), ona N(y—zu) = N((yu_1 —-z)u) < N(u).
Comme y — zu € a et que N(u) est minimal, on en déduit y —zu = 0, y € Hu
et a = Hu.

Ceci étant, comme I'ensemble des sommes de quatre carrés dans Z est multiplica-
tivement stable (cf. le lemme 5.7.3), le théoreme 5.7.1 se rameéne a la —

PROPOSITION 5.7.5
Tout nombre premier p est somme de quatre carrés.

Démonstration. Comme 2 = 12 +1% + 0> + 0%, on peut supposer p impair. Comme p est
permutable a tout quaternion, I'idéal a gauche Hp est bilatere; on peut donc former
I'anneau quotient H/IHp. Comme p est impair, tout z € IH est congru modulo Hp
a un élément de IH(Z) (si les composantes de z sont toutes dans % + Z, on forme
z+p-2(1+i+j+k)); donc H/Hp est isomorphe au quotient correspondant de H(Z),
Cest-a-dire a H(IF,).

Or, comme la forme a® + b2 + ¢* + d* représente 0 dans [F, (le théoreme 1.7.3; voir
en remarque ci-dessous une démonstration directe), H(IF,) admet des éléments non



nuls de norme réduite nulle; un tel élément n’est pas inversible (le lemme 5.7.3, 2)),
donc engendre un idéal a gauche non trivial. En revenant a H, on voit que Hp est
contenu dans un idéal a gauche IHz distinct de H et de Hp. Par conséquent on a
p = z'z avec z,Z € H non inversibles. Alors p*> = N(p) = N(z) N(z'), et, comme N(z)
et N(z") sont des entiers > 1 (le lemme 5.7.4, 2) et 3)), ona N(z) = N(z') = p.

Posons z = a + bi + ¢j + dk (a,b,c,d € Z ou € % + Z).Siab,c,d € Z,on a
p=N(z) = a® +b*>+ +d?* etona gagné. Reste a montrer que, sia,b,c,d € % +Z,
on peut se ramener au cas précédent en multipliant z par un élément de norme
réduite 1 de H, plus précisément par un élément de la forme %(il +i+j+k). En effet
considérons la classe 1 de 2z dans H(Z) /4H(Z) ~ H(Z/4Z); comme N(z) € Z,
onaN(2z) € 4z, d’ou N(n) = O et 577 = 0; 7] est la classe d’un quaternion z’ de la
forme +1 +i+j+k;alorsu = %z' € H, u est de norme réduite 1, et, comme la classe
de (2z) - (2u) est nulle modulo 4, on a zu € IH(Z). Comme p = N(z) = N(zu), notre
assertion est démontrée.

Remarque

Voici une démonstration tres élémentaire du fait que, sur un corps fini K, la forme
quadratique 4 +b? +c* +d° représente 0 (i. e. a un zéro non trivial dans K*). En prenant
c =1,d = 0, il suffit de montrer que 'équation a*> + b* +1 = 0 a une solution dans
K?. Ecrivons la b + 1 = —a?. En caractéristique 2, on peut prendre b = O et a = 1.
Sinon, si g est le cardinal de K, il y a % carrés dans K (0 et les % carrés non nuls);
donc I'ensemble T (resp. T’) des éléments de K de la forme b* + 1 avec b € K (resp.

1 4 . iy
de la forme —a* aveca € K) a T= éléments par translation (resp. symétrie). Comme
q+1

1 Do .
= +%L->g,0onaTNT =g, ce quisignifie que b* +1 = —a” a une solution.
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Extensions galoisiennes des corps de nombres

Théorie de Galois

Cette section est un complément a la théorie générale des corps commutatifs,
of. 2.3, 2.4, 2.6 et 2.7. Etant donnés un corps L et un ensemble G d’automorphismes
de L, 'ensemble des x € L tels que o(x) = x pour tout o € G est, comme on le voit
aussitot, un sous-corps de L, qu’on appelle le corps des invariants de G. D’autre part,
étant donnée une extension L d’un corps K, I'ensemble des K-automorphismes de L
est un groupe pour la composition des applications.

THEOREME 6.1.1

Soit L une extension de degré fini n d’un corps K fini ou de caractéristique 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) Kestle corps des invariants du groupe G des K-automorphismes de L;
2) pour tout x € L, le polyndme minimal de x sur K a toutes ses racines dans L;
3) L est engendrée par les racines d’un polynéme sur K.

Sous ces conditions, le groupe G des K-automorphismes de L a n éléments.

Démonstration. Montrons que 1) implique 2). En effet, pour x € L, le polynome

[1,cc (X —0(x)) estinvariant par G (car tout T € G permute entre eux ses facteurs)’.

Donc ses coefficients appartiennent a K. Comme il admet x pour racine (1 € G), c’est
un multiple du polyndéme minimal de x sur K (2.3, V)). D’ou 2).

Pour voir que 2) implique 3), on prend un élément primitif x de L sur K (le
corollaire 2.4.3 du théoreme 2.4.2). Son polyn6me minimal sur K a toutes ses racines
dans L par 2), et celles-ci engendrent évidemment L sur K.

Prouvons enfin que 3) implique 1). Par hypothese L est engendrée sur K par

un nombre fini d’éléments (x(l), v, xDY et par tous leurs conjugués (xﬁ-i)) 2.4).

Alors tout K-isomorphisme o de L dans une extension de L envoie chacun de ces
générateurs sur un autre; onadonc o (L) C L, d’ou o(L) = L par l'algebre linéaire car

'La finitude de G résulte du théoréme 2.4.2.
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o est une application K-linéaire injective; autrement dit o est un K-automorphisme de L.
Ainsi le groupe G des K-automorphismes de L a n éléments (par le théoreme 2.4.2
et le corollaire 2.4.3). Soit alors x € L invariant par G; alors tout o € G est un
K[x]-automorphisme de L; or (2.4) il y a exactement [L : K[x]] K[x]-isomorphismes
de L dans une extension de L; on a donc n < [L : K[x]], d'oun = [L : K[x]], K[x] = K
et x € K. Ceci démontre 1). L’assertion card(G) = n a été démontrée en cours
de route.

DEFINITION 6.1.2 (extension galoisienne; groupe de Galois; extension abélienne /
cyclique)
Si les conditions du théoréme 6.1.1 sont satisfaites, on dit que L est une extension

galoisienne de K, et que G est le groupe de Galois de L sur K. Si G est abélien (resp.
cyclique) on dit que L est une extension abélienne (resp. cyclique) de K.

COROLLAIRE 6.1.3 (du théoreme 6.1.1)

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, L une extension de degré fini n de K,
et H un groupe d’automorphismes de L admettant K pour corps d’invariants. Alors
L est extension galoisienne de K, et H est son groupe de Galois.

Démonstration. En effet, pour x € L, le polynome [[__,;(X - 0(x)) est invariant par H,
donc a ses coefficients dans K, et est par conséquant multiple du polynéme minimal
de x sur K; ainsi, par le théoreme 6.1.1, 2), L est extension galoisienne de K. Si
G désigne son groupe de Galois, on a H C G et card(G) = n (le théoreme 6.1.1).
Prenons alors un élément primitif x” de L sur K (le corollaire 2.4.3 du théoréme 2.4.2)
et considérons le polynome P(X) = [], 4(X - o(x)); comme plus haut il a ses
coefficients dans K et est multiple du polynéme minimal de x"sur K; d’ou n < deg(P).
Comme deg(P) = card(H) < card(G) =n, onen déduit H = G.

THEOREME 6.1.4

Soient K un corps fini ou de caractéristique 0, L une extension galoisienne de K, et G
son groupe de Galois. A tout sous-groupe G’ de G associons le corps des invariants
k(G’) de G, et a tout sous-corps K’ de L contenant K associons le sous-groupe g(K”) C
G des K’-automorphismes de L.

1) Les applications g et k sont des bijections réciproques 1'une de l'autre, décrois-
santes pour les relations d’inclusion. De plus L est I'extension galoisienne de tout
corps intermédiaire K’ (i.e. K c K’ C L).

2) Pour qu'un corps intermédiaire K’ soit extension galoisienne de K, il faut et il
suffit que g(K’) soit un sous-groupe invariant de G; alors le groupe de Galois de
K’ sur K s’identifie au groupe quotient G/g(K’).

Démonstration. En effet, pour tout corps intermédiaire K'ettoutxelL, le polynome
minimal de x sur K’ divise le polyndme minimal de x sur K; il a donc toutes ses



racines dans L par le théoréme 6.1.1, 2), de sorte que L est extension galoisienne de K’
par le théoreme 6.1.1, 2) encore. Ainsi K’ est le corps des invariants du groupe g(K’)
des K’-automorphismes de L (le théoréme 6.1.1, 1)) ; autrement dit k(¢(K’)) = K'. Soit
maintenant G" un sous-groupe de G; alors G’ est le groupe de Galois de L sur k(G’)
(le corollaire 6.1.3); autrement diton a G' = ¢(k(G)). Les formules k(g(K’)) = K" et

¢(k(G")) = G’ montrent que k et ¢ sont des bijections réciproques l'une de l'autre.

Leur décroissance est évidente. Ceci démontre 1).

Prouvons maintenant 2). Soient K’ un corps intermédiaire (K ¢ K’ c L). Pour
x € K, les racines du polynéme minimal de x sur K sont les o(x) (x € G); d’apres
le théoréme 6.1.1, 2), pour que K’ soit extension galoisienne de K, il faut et il suffit
que o(x) € K’ pour tout x € K’ et tout 0 € G, c’est-a-dire que o(K) ¢ K’ pour tout
0€G.OrsioK)cK,siteg(K)etsixe K,onao 'to(x) = 0 '0(x) = %,
d’ot1 0 7'70 € g(K’) ; autrement dit « K’ galoisienne sur K » implique « g(K’) invariant
dans G ». Inversement, supposons g(K’) invariant dans G; six € K, sio € G et si
e g(K),onato(x) =0-0 'to(x) = 0(x) car o 'to € g(K') et car x € K’; ainsi o (x)
est invariant par tout élément t de ¢(K’), de sorte que o(x) € K’; par conséquent
«g(K’) invariant dans G » implique « 0(K’) c K’ », et donc que K’ est galoisienne
sur K.

Déterminons enfin dans ce cas, le groupe de Galois de K" sur K. Comme on a
o(K’) c K" pour tout o € G (et méme o (K') = K’ par l'algebre linéaire), la restriction
x de 0 a K’ est un K-automorphisme de K’. On a alors un « homomorphisme de

o
restriction » 0 — o|g de G dans le groupe de Galois H de K’ sur K; son noyau est
évidemment ¢(K’). Comme on a

card(H) = [K': K] = [L: K][L : K']™" = card(G) - card (g(K"))~"

card(G/g(K")),

cet homomorphisme est surjectif, et H ~ G/¢(K’).

ExeEMPLE 6.1.5 (extensions quadratiques)

Soient K un corps de caractéristique 0, et L une extension quadratique (i.e. de degré 2)
de K. Comme au début du 2.5 on voit que L est de la forme K[x] o1 x est racine d'un
polynéme X* — d (d € K, d non carré dans K). Comme l'autre racine de ce polyndme
est —x, K admet un K-automorphisme non trivial o défini par o(x) = —x, i.e,

o(a+bx) =a-bx (abeKk).

On a 0 = 1 et K est le corps des invariants de 0. Donc L est extension galoisienne
de K, avec le groupe cyclique {1,0} pour groupe de Galois (le théoreme 6.1.1 et le
corollaire 6.1.3).
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ExXEMPLE 6.1.6 (extensions cyclotomiques)

Soient K un corps de caractéristique 0, z une racine primitive n-ieme de 1'unité dans
une extension de K, et L = K(z) ; on dit alors que L est une extension cyclotomique de K.
Le polyndme minimal F(X) de z sur K divise X" —1 (2.3, V)), donc ses racines sont
des racines n-iemes de 1'unité et donc des puissances de z (1.6). Ainsi L est extension
galoisienne de K par le théoreme 6.1.1, 3).

Soit G son groupe de Galois; tout o € G est déterminé par 0(z), qui est une puissance
729 de z ou j(0) est bien déterminé modulo n. Pour 0,7 € Gonaot(z) = o(7P) =
o (z)/(D = @i, d’ou j(ot) =j(0)j(r) (mod n). Autrement dit, on peut considérer
o — j(0) comme un homomorphisme G — (Z/nZ)*. Comme j(o) détermine o de
fagon unique, cet homomorphisme est injectif et G est abélien. Ainsi foute extension
cyclotomique est abélienne. Si n est premier, cette extension est méme cyclique, car G est
isomorphe a un sous-groupe de (Z/nZ)” = FF,, (le théoreme 1.7.2, 2)).

Comme tout sous-groupe d’un groupe abélien est invariant, tout corps inter-
médiaire K’ d"une extension cyclotomique L de K est extension galoisienne (et
méme abélienne) de K (le théoreme 6.1.4, 2)). En particulier tout sous-corps
d’un corps cyclotomique est extension abélienne de Q. Réciproquement on dé-
montre (théoreme de Kronecker-Weber) que toute extension abélienne de Q est
un sous-corps d'un corps cyclotomique.

On notera que, avec les notations précédentes, 'automorphisme o éléve toutes les
racines n-iemes de 'unité a la puissance j(o’), car celles-ci sont des puissances de z. Ainsi
o — j(0) estindépendant du choix de z.

EXEMPLE 6.1.7 (corps finis)

Soit IF, un corps fini (9 = p° avec p premier); toute extension de degré fini de IF, est de
la forme F,» ; son degré est  (1.7). Or on sait que 0': x — x7 est un automorphisme
de IF;: (la proposition 1.7.1). Pour tout x € F:, on a o/ (x) =x7, d’ott 0" =1 car IF,
est 'ensemble des x tels que x7 = x (le théoreme 1.7.2, point 3)). D’autre part, pour
1<j<n-1l,onac’ #1car [, # Fyu. Donc {10, ,0" 1} est un groupe cyclique
d’ordre n. Ainsi, d’apres le corollaire 6.1.3 au théoreme 6.1.1, qun est une extension
cyclique de degré n de IF,, et son groupe de Galois a un générateur privilégi€, a
savoir x — x7, qu’on appelle I'automorphisme de Frobenius.

Groupe de décomposition et groupe d’inertie

Dans cette section, A désigne un anneau de Dedekind, K son corps des fractions
qu’on suppose de caractéristique 0, K’ une extension galoisienne de K, n son degré,
G son groupe de Galois, et A" la fermeture intégrale de A dans K.



En appliquant o € G a une équation de dépendance intégrale (sur A) d’'un élément
x € A, onvoit que o(x) € A’; donc :

A’ est stable par G, i.e., 0 (A") = A" pour tout o € G.

En fait on a seulement démontré o(A’) c A’; amis on a alors aussi 0 1 (A’) c A’
d'ou A" = 607 (A) c o(A). Nous omettrons souvent dans la suite ce facile
complément de raisonnement.

D’autre part, si p est un idéal maximal de A et p’ un idéal maximal de A’ tel que
p'N A = p (Cest-a-dire figurant dans la décomposition de A’p en idéaux premiers;
¢f. la proposition 5.2.1), on a évidemment o(p’) N A = p, et o(p’) figure dans la
décomposition de A’p avec le méme exposant que p’. Nous dirons que p’ et o(p”) sont
des idéaux premiers conjugués de A’. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autres
dans la décomposition de A'p :

ProrPoOSITION 6.2.1

Si p est un idéal maximal de A, les idéaux maximaux p; de A’ figurant dan la dé-
composition de A'p (i.e. tels que p; N A = p) sont deux a deux conjugués, et ont le
méme degré résiduel f et le méme indice de ramification ¢; ainsi A’p = (]_[;3:1 i )e,
etn =efg.

Démonstration. L'assertion sur I'indice de ramification et le degré résiduel est évidente,
car un automorphisme o conserve toutes les relations algébriques. La formule n = efg
est alors un cas particulier de } , . = 7 (le théoreme 5.2.2). Ceci €tant, soit p’ 'un
des p;, et supposons qu’un autre des p;, que nous noterons ¢’, ne soit pas conjugué
de p’. Comme q’ et o(p’) (0 € G) sont maximaux et distincts, on a o(p’) C q". Or on a
le lemme suivant :

LEMME 6.2.2 (lemme d’évitement des idéaux premiers)

Soient R un anneau, py, -+, p, une famille finie d’idéaux premiers de R, et b un idéal
de R tel que b ¢ p; pour tout i. Alors il existe b € b tel que b & p; pour tout i.

Démonstration. En effet, en supprimant les p; non maximaux dans {p;, - Ay }, on
peut supposer qu’on a p; € p; pour tout i # j; soit alors x;; € p; tel que x;j, . D'autre
part, comme p ¢ p;, il existe a; € b tel que a; ¢ p;. Posons alors b; = a; i Xjj;ona
b€ b, b; € pj pour j # i, et b; & p; car p; est premier. Alors b = b; + -+ + b, répond a la
question, car b € b et que, pour tout i, on a Zj::i b;ep;, b;&p;etdonch ¢ p;.

Ceci étant, le lemme montre qu’on a un élément x € ¢’ tel que x ¢ o (p’) pour tout
o € G. Considérons alors N(x) =[], 7(x) (la proposition 2.6.2); comme 7(x) € A’
pour tout T € G (par yonaN(x) € q/,d’ouN(x) € ¢'n A = p; d’autre part on
axer (p), dott(x) ¢ p pour tout t € G; comme p’ est premier, on en déduit
N(x) ¢ p’, ce qui contredit N(x) € p.
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Ceci étant, soit p’ 'un des idéaux maximaux de A’ tels que p’N A = p. Les
o € Gtels que o(p) = p’ forment un sous-groupe D de G, qu’on appelle le groupe de
décomposition de p’. Si g est le nombre des conjugués de p’ on a donc

g =card(G) -card(D)™"' ou card(D) = n/g = ef.

Pour o € D, les relations 0(A") = A’ et o(p’) = p’ montrent que o définit, par
passage au quotient, un automorphisme @ de A’/p’ (en effet x = y (mod p’) entraine
o(x) = o(y) (mod p”)). Il est clair que 7 est un (A/p)-automorphisme. L'application
o — 0 est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est 'ensemble I des 0 € D
tels que o (x) —x € p’ pour tout x € A’; ainsi I est un sous-groupe invariant de D, qu’on
appelle le groupe d'inertie de p’.

ProOPOSITION 6.2.3

Avec les mémes notations, on suppose A/p fini ou de caractéristique 0. Alors A’/p” est
extension galoisienne de degré f de A/p, et 0 — G est un homomorphisme surjectif
de D sur son groupe de Galois. De plus card(I) = e.

Démonstration. En effet soient Kp, le corps des invariants de D, Ap = A’N Kp la ferme-
ture intégrale de A dans K, et pp I'idéal premier p’ N Ap. D’apres la proposition 6.2.1
et la définition de D, p’ est le seul facteur premier de A'pp; posons A'pp = p'e,, et
notons f’ le degré résiduel [A'/p’ : Ap/pp]. D'apres les théorémes 5.2.2 et 6.1.4 et
,ona
e'f =[K': Kp] = card(D) = ef.

Comme A/p C Ap/pp C A'/p’ona f’ < f; comme pAp C pp,onac’ < e;jointa
) r) . 7 ’ ’ 7 .\
ef =ef, cecimontrequonae=ecetf=f, dou:

Alp = Ap/pp.

Ceci étant, soit ¥ un élément primitif de A’/p’ sur A/p, et soit x € A" un représentant
de¥. Soit X" + a,_;X""! + --- + a le polyndme minimal de x sur Kp; on a a; € Ap (le
corollaire 2.6.4 de la proposition 2.6.3); 'ensemble de ses racines est celui des o(x)
avec o € D. Le polyndome « réduit » X" + 7, 7X " + --- + @ a ses coefficients dans A/p
(par ) et 'ensemble de ses racines et celui des @(X) avec o € D. Il en résulte
d’abord que A’/p’ contient tous les conjugués de X sur A/p, et A’/p’ est donc extension
galoisienne de A/p (le théoreme 6.1.1, 3)). Il en résulte d’autre part que, comme tout
conjugué de ¥ sur A/p est un 7 (%), tout (A/p)-automorphisme de A’/p’ est un .
Ainsi le groupe de Galois de A’/p’ sur A/p s’identifie a D/I; comme son ordre est
[A'/y": A/p] = f,onacard(D)/ card(I) = f, d’ou card(I) = e d’apres

COROLLAIRE 6.2.4

Pour que p ne se ramifie pas dans A’, il faut et il suffit que le groupe d’inertie I soit
réduit a I'identité.



Remarque

Si on note D, et I, les groupes de décomposition et d’inertie d’idéal maximal P,
ceux de conjugué o(p’) sont

-1 -1
Da(p’) = O'Dp/O' , Ia(p') = O'Ip/O' .

En effet, pour 7 € D/, on a oto o) = ot(p’) = o(p’), dou O'Dp/O'_l C Dy(pry;
d’autre part, pour t’ € Dy(py, ona (07 170) (p) = o_lr'(o(p’)) = o_lo(p') =p/, d’ou
O'_lDa(p/)O' C D, et I'inclusion opposée s’ensuit. De méme, pour 7 € I, etx € A,
onaoto (x) —x = ot(c (x)) —o0 " (x) = o(t(c7 (%)) =07 (x)) € a(p’), dou
alp,a_l C I,y ; pour I'inclusion opposée, soit (= Iy(py, On a alors G_IT’G(x) —-x =
o (T (0(x)) —o(x)) €0l o(p’) = p/, dotto o € Iy et I,y C olyo.

Lorsque K’ est une extension abélienne de K, les groupes Dy, (resp. I, () (0 € G) sont
donc tous égaux, et ne dépendent que de l'idéal p du petit anneau (la proposition 6.2.1).

Cas des corps de nombres; 'automorphisme de Frobenius

Ce qui précede s’applique aux corps de nombres et a leurs anneaux d’entiers;
en effet ces corps sont de caractéristique 0, et les corps résiduels de ces anneaux
sont finis.

Conservons les notations précédentes (K C K’ corps de nombres, K’ galoisien
sur K, groupe G, anneaux A et A’). Soit p un idéal maximal de A qui ne se ramifie
pas dans A’, et soit p” un facteur premier de A’p. Alors le groupe d’inertie de p’
est réduit a I'identité (le corollaire 6.2.4 de la proposition 6.2.3), et son groupe de
décomposition D est donc canoniquement isomorphe au groupe de Galois de A’/p’
sur A/p (la proposition 6.2.3). Mais ce dernier est cyclique, avec un générateur
privilégié 5: x — x7 o1 g = card(A/p) ('example 6.1.7). Donc D est lui aussi cyclique,
avec un générateur privilégié o tel que o(x) = x7 (mod p’) pour tout x € A". Ce
générateur s'appelle encore I'automorphisme de Frobenius de p’; on le note souvent
(p',K'/K).

Pour t € G on a, comme dans la remarque a la fin du 6.2,
(t(p'),K'/K) =7 (p,K'/K) -7,

En particulier, si K’ est extension abélienne, (p’, K'/K) ne dépend que de I'idéal p de A;
alors on le note parfois (%)

ProrosITION 6.3.1

Avec les hypotheses et notations précédentes, soit F un corps intermédiaire (K C F C
K’); notons f le degré résiduel de p’ N F sur K. Alors

1) ona (p,K'/F) = (p,K'/K)’;

2) siF est galoisien sur K, la restriction de (p’,K'/K) a F est égale a (p’ N F, F/K).
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Démonstration. En effet, posons o = (p’,K’/K). Par définition on a o(p’) = p’ et
o(x) = x7 (mod p’) pour tout x € A" (ici g = card(A/p)). On a donc o) =y
etof(x) = o (mod p’) pour tout x € A’; par définition de f, ¢’ est le cardinal du
corps résiduel (A’ N F)/(p’ N F). De plus le groupe de décomposition de p’ sur F
est évidemment un sous-groupe du groupe de décomposition D de p’ sur K, et est
d’ordre

[A'/p": (A'NE)/(p'NEF)] = fA/p : Alp] = f - card(D)

par ; comme D est cyclique et engendré par o, son seul sous-groupe d’ordre
f'. card(D) est engendré par o/. Ceci démontre 1).

Supposons maintenant F galoisien sur K, et notons o’ la restriction de o a F (le
théoréeme 6.1.1, 2)). Comme o(p’) = p’,onaoc(p’NF) = p’'NF et o’ appartient
au groupe de décomposition de p’ N F sur K. De plus on a évidemment o’(x) =
x7 (mod p’ N F) pour tout x € A’NF, avec q = card(A/p). Ceci démontre 2).

Application aux corps cyclotomiques

Nous allons utiliser ce qui précede pour démontrer un résultat qui généralise
l'irréductibilité du polyndme cyclotomique, et en donne une troisieme démonstration
(cf. le théoreme 2.9.1 et 'exemple du 5.2).

THEOREME 6.4.1
Soit z une racine primitive n-ieme de 'unité dans C. Alors :

1) Aucun nombre premier p qui ne divise pas 7 ne se ramifie dans Q|[z];
2) Q|z] est extension abélienne de Q, de degré ¢(n) et de groupe de Galois iso-
morphe a (Z/nZ)*.

Démonstration. En effet soient F(X) le polynome minimal de z sur Q, et d son
degré (on ad = [Q[z] : Q]). Le polyndme F(X) est un diviseur de X" — 1, soit
X"-1=FX)G(X).OnaD(,z, - ,Zd_l) = +N(F'(z)) (la formule ); or de
nX" ! = F(X)G(X) + F(X)G(X), on tire nz"! = F'(z)G(z) ; comme z est une unité
de Q[z] et est donc de norme +1, on en déduit en prenant les normes que N(F'(z))
divise n”. Enfin, comme z est un entier de Q[z], le discriminant absolu de Q[z] divise
D,z -, zd_l) et donc n’. Ainsi, d’apres le théoreme 5.3.5, aucun nombre premier p
qui ne divise pas 1 ne se ramifie dans Q[z]. Ceci démontre 1).

Pour 2) rappelons (I'example 6.1.6) que Q][z] est extension abélienne de Q et
qu’on a un homomorphisme injectif j du groupe de Galois G de Q[z] sur Q dans
(Z/nZ)™; plus précisément 'élément 0 € G éleve toutes les racines n-iémes de
I'unité a la puissance j(o). Soit alors p un nombre premier qui ne divise pas n;
par 1), 'automorphisme de Frobenius (%) est défini; notons le o,. En notant
Alanneau des entiers de Q[z] et p un facteur premier quelconque de Ap, on a par



définition 0, = x” (mod p) pour tout x € A. En particulier, en posant j = j(c,), on a

7 =2/ (mod p).Orona

(zF —2") = P'(zF) = n!" D,
Ogrgn-1
rzp (mod n)
ou P(X) = X" -1 =[], .1 (X~2"); comme n est premier a p, que p N Z = pZ, et
que z est inversible, on en déduit qu'on a

]_[ (@ -2") ep.

Ogrgn-1
rzp (mod n)

La relation Z = 2 (mod p) implique donc que j est la classe de p modulo 1. Ainsi
j(G) contient les classes modulo 7 de tous les nombres premiers p qui ne divisent pas
n, et donc, par multiplicativité, les classes de tous les entier premiers a n; autrement
ditj(G) = (Z/nZ)™ et ceci démontre 2).

Nouvelle démonstration de la loi de réciprocité quadratique

Soient g un nombre premier impair, et K le corps cyclotomique engendré par
une racine primitive g-ieme de l'unité dans C. Le groupe de Galois G de K sur
Q est isomorphe a F; (le théoreme 6.4.1, 2)), donc est cyclique d’ordre pair g — 1.
Il admet donc un sous-groupe H d’indice 2 et un seul, qui correspond au sous-
groupe des carrés (IF; )%. Ainsi K contient un sous-corps quadratique F et un seul (le
théoréeme 6.1.4, 2)). Aucun nombre premier p # g ne se ramifie dans F, car, sinon, il
se ramifierait dans K, contrairement au théoreme 6.4.1, 1). Le calcul du discriminant
d’un corps quadratique (I'exemple du 5.3) montre qu’on a nécessairemer;:cll-" = Q[+/7]
sig=1(mod 4), et F = Q[/~q] siq =3 (mod 4); en posant 4° = (-1) Z g, on a en
tous cas F = Q[+/7*].

Soit p un nombre premier distinct de q. Notons o, 'automorphisme de Frobenius
(K/TQ) (¢f. 6.4). Sa restriction a F est (P/TQ) (la proposition 6.3.1, 2)); c'est I'identité
si 0, € H, c’est-a-dire si l'exposant j(0,) = classe de p (mod q) (c¢f. 6.4) est un carré
dans IF; ; Cest 'automorphisme non identique dans le cas contraire. Autrement dit,
en identifiant le groupe de Galois G/H de F sur Q a {+1,-1},ona

(52)-)

par définition du symbole de Legendre (%) (5.5).
D’autre part les résultats sur la décomposition du nombre premier p dans F =
Q[v77] (5.4) donnent d’autres renseignements sur (F/TQ) Par définition c’est 'identité
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si p est décomposé dans F, et 'automorphisme non identique si p est inerte. D’apres
la proposition 5.4.1, on a dong, si p est impair,

(2)-(3)

ient (£) = (L) = (Z1) 2 (2 0r (2L = (-1) 7
Encomgara{m{t ‘et 5 ,onobt1ent(q)_(.p.)_(p) (P‘),or(p)_( 1)2
par le tres élémentaire critere d"Euler (la proposition 5.5.1). D’ou

(ﬁ) _ (1) ¢-1)-1) (i)
q p

et on retrouve la loi de réciprocité quadratique (le théoreme 5.5.2).
Pour p = 2, rappelons que 2 est décomposé dans F si * =1 (mod 8) et est inerte

sig’° =5 (mod 8). On a donc
PR\ )i
(T) =D

q-1
2

En comparant et , on obtient

ce qui est la « formule complémentaire » difficile (la proposition 5.5.3, 2)).



Compléments sans démonstrations

Nous donnons ici, sans démonstration, quelques compléments a ce qui a été fait
dans le texte. Il s’agit de questions tres liées a celles traitées dans le texte, et dont
le degré de profondeur et de difficulté est tout a fait analogue; elles n’ont pas été
incluses afin de garder a ce livre une taille raisonnable, et aussi parce qu’on les trouve
traitées dans d’autres ouvrages (voir, par exemple, le chap. V de [10], directement
lisible apres ce livre).

L’auteur a reculé devant la tache consistant a donner, sans démonstration, une
description du développement ultérieur de la théorie des nombres (adeles, corps de
classes, fonctions zéta et série L, arithmétiques des algebres simples, théorie analy-
tique, formes quadratiques, etc.). Il renvoie par cela aux « Lectures supplémentaires »
apres la Bibliographie.

Formules de transitivité

Etant donnés trois corps emboités, K ¢ L ¢ M, chacun extension de degré fini du
précédent, on a les applications « trace » :

TI'L/K:L—)K, TI'M/L:M—)L, TrM/K:M—)K,

et les applications « normes » analogues (2.6). Alors, pour x € M, on a

{TFM/K(X) = Trp g (Trpgyp (X))
Nps/k (x) = Np /g (Nag/(x))
Norme relative d’un idéal

Etant donnés deux corps de nombres emboités, K C K’, et un idéal (entier ou
fractionnaire) a’ de K’, I'idéal de K engendré par les Ny, x(x) (x € a’) s'appelle la
norme relative de a’, et se note Ny i (a’) ou N(a’). Si a” est un idéal principal (a’) ona

Ni/x((a')) = (Ngoyx(a')).
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Si K = Q on retrouve la notion exposée au . si a’ est un idéal entier de K’, et si A’
est 'anneau des entiers de K, on a

Ng,o(a’) = card(A’/a’)Z.
Revenons au cas général; si a est un idéal de K, etsin = [K': K]on a
Ny /k(A'a) = a”.
Si a’ et b" sont des idéaux de K’, on a la formule de multiplicativité :
N /x(a’b”) = Ny (a’) Ny (7).

Enfin, si p’ est un idéal premier de K’, sip = p' N K, et si f est le degré résiduel de p’
sur K, on a
Nicy(p) = p/.

Avec trois corps de nombres emboités K ¢ K’ C K”, on a la formule de transitivité
suivante, ou a” désigne un idéal de K” :

NK”/K(a”) = NK'/K(NK”/K'(a”))‘

Dans la méme situation, la notion de norme relative d’un idéal permet de donner
une formule de transitivité des discriminants (o1 Dy, x désigne le discriminant de
K’ sur K; cf. la définition 5.3.4) :

K”:K/
@KU/K = NK//K(QK”/K/) * @E(//K ]

Tout ceci se généralise a un anneau de Dedekind A et a sa fermeture intégrale A’
dans une extension de degré du corps des fractions de A.

La différente

Ce qui suit sapplique a un anneau de Dedekind A et a la fermeture intégrale de
A dans une extension de degré fini de son corps des fractions. Pour alléger, nous
nous bornerons au cas des corps de nombres.

Soient K c K" deux corps de nombres emboités, A et A" leurs anneaux d’entiers.
On dit qu’'un idéal maximal p’ de A’ est ramifié sur A (ou sur K) si son indice de
ramification sur A est > 1. Alors I'idéal maximal p = p’ N A de A se ramifie dans A’
(5.3). Il résulte aisément du le théoréeme 5.3.5 que les idéaux maximaux de A’ qui
sont ramifiés sur A sont en nombre fini. Nous allons caractériser un idéal 0y, x de A’,
la « différente » de K’ sur K tel que ces idéaux maximaux soient exactement ceux qui
contiennent 0/ (noter l'analogie avec le théoreme 5.3.5).



On démontre d’abord que 'ensemble des x € K tels que
TI'K//K(XA/) cA

est un idéal fractionnaire € de A’; on l'appelle la codifférente de K’ sur K; par défi-
nition la différente 0y i est I'idéal inverse ¢!, C’est un idéal entier non nul de A'.
On démontre qu’il est engendré par les F'(x), ou x parcourt A" et ou F désigne le
polynéme minimal de x sur K. En particulier, si A’ est de la forme A[y] (ce qui n’est
pas toujours le cas), et si G est le polynome minimal de y sur K, alors la différente
0y est I'idéal principal de A’ engendré par G'(y).

Les idéaux premiers non nuls de A" qui sont ramifiés sur A sont ceux qui
contiennent 0/ k. Plus précisément soit

o =| [P mi>0)
i

la décomposition de la différente en idéaux premiers, et soit e; 'indice de ramification
de p; sur A. Alors les idéaux premiers non nuls de A’ qui sont ramifiés sur A sont
les p;, et on am; > e; — 1 pour tout i. De plus on a m; = ¢; — 1 si et seulement si ¢; est
premier a la caractéristique du corps résiduel A’/p;.
La différente 0y g (idéal de A') et le discriminant Dy (idéal de A) sont liés par
la relation suivante :
Dk = Ny 0xsk)

(cf. la formule )- Ainsi la donné de la différente est plus précise que celle du
discriminant.

Enfin, étant donnés trois corps de nombres emboités K ¢ K’ ¢ K”, on a la formule
de transitivité suivante pour les différente :

DK///K = DK///K/ . DK//K
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