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Introduction

L’étude des solutions de systemes d’équations polynomiales dans un espace affine
ou un espace projectif souleve des questions de natures diverses.

Par exemple, si les équations sont a coefficients entiers, 'existence méme de so-
lutions entieres ou rationnelles est en général un probleme difficile et, lorsqu’elles
existent, on s’intéresse a leur « répartition » parmi les solutions complexes. On peut
aussi s’intéresser au comptage des solutions a valeurs dans un corps fini. Ces ques-
tions sont de nature arithmétique. Méme dans le cas d’une seule équation en une
variable, elles sont non triviales et ont par exemple donné naissance a la théorie de
Galois des extensions de corps.

D’un autre coté, si on s’intéresse aux solutions complexes ou plus généralement
dans un corps algébriquement clos, alors l'existence est un probleme « facile a déci-
der » grace au Nullstellensatz que 1’on énoncera plus loin. Les ensembles de solutions
sont souvent infinis et la question est plus d’étudier leur « forme », leur « régularité »,
leurs éventuels « invariants topologiques ». D’ou1 des questions de nature géométrique.
Noter que dans le cas d'une équation a une variable, le dénombrement des solu-
tions est bien connu mais déja un peu subtil, puisqu’il fait intervenir une notion de
«multiplicité ».

Il se trouve que ces deux problemes sont intimement liés : la géométrie influe sur
les propriétés arithmétiques. Par exemple, la célebre conjecture de Mordell prouvée
par Faltings affirme qu’une courbe algébrique définie sur Q (i.e. par un systeme
d’équations polynomiales a coefficients rationnels) na qu'un nombre fini de Q-points
(i.e. de solutions rationnelles) des que son « genre topologique » est > 2.

Le langage des variétés algébriques est en quelque sorte le premier que les mathé-
maticiens ont utilisé pour appréhender ces questions. Comparé a celui des schémas, il
a l'avantage de rester proche des problemes initiaux et de I'intuition « géométrique »
habituelle. Il reste suffisant aussi pour quelques questions d’arithmétique, comme
illustré dans le cours « courbes elliptiques » par exemple. Il devient insuffisant lors-
qu’on vaut travailler sur un anneau comme Z, ou Z/nZ, ou méme un corps imparfait,
ou lorsqu’on s’intéresse aux « problemes de modules », c’est-a-dire aux variétés qui
classifient des variétés d'un certain type (mais la, méme le langage des schémas
devient parfois insuffisant...).
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Quelques mots sur la géométrie algébrique

A Torigine : étude des ensembles de solutions.

Questions naturelles :

1) existence de solutions (par exemple, sur C, on a le Nullstellensatz).

2) «formes » des solutions (singularité, espace tangent, est-ce une variété...).

Ce sont des questions « géométriques ».

3) existence de solutions sur Q.

4) comptage de solutions dans TF,.

Ce sont des questions « arithmétiques ».

Ces questions sont reliées : théoreme de Faltings, formulaires de Grothendieck...

La géométrie algébrique a des applications dans d’autres domaines :
théorie des nombres (construire des représentations de Gal(Q, Q),
loi de réciprocité...)
théorie des représentations (espaces de modules)
physique théorique (cordes)

Une grande difficulté est de trouver un langage capable d’exprimer tous les besoins.
Ce langage a beaucoup évolué :

{variétés algébriques}

(reste proche de l'intuition géométrique)

|

{schémas}

(coefficients dans un anneau et pas
forcément dans un corps)

N

{champs} {schémas dérivés}
(pour classifier des objets pas (pour les problémes de théorie
forcément des schémas) d’intersection)

~

{champs dérivés}



Variétes affines

On désigne par k un corps, qu’on supposera assez rapidement algébriquement
clos. Les géometres préfereront penser a k = R, C et les arithméticiens penseront
aussiak =Q,Qouk = le,Fp.

Polynomes et fonctions polynomiales

Une fonction f: k" — k est dite polynomiale si elle est de la forme

z i1 i
(xll o /xn) — ailr"'/inxl T x??
(iy,-++in ) EN"

pour des éléments a;, ..., € k presque tous nuls. L’ensemble O(k") de toutes les
fonctions polynomiales sur k" est stable par addition et multiplication; c’est une
sous-k-algebre de la k-algebre K" de toutes les fonctions k" — k.

I convient a priori de la distinguer de la k-algebre « abstraite » des polyndmes en
n indéterminées Xy, -+, X, que I'on note k[X;, ---, X,,]. Celle-ci est caractérisée par
la propriété universelle suivante : pour toute k-algebre commutative A et toute famille
d’éléments aq, --- ,a, € A, il existe un unique morphisme de k-algeébres

Q: k[Xy, -+, X, = Atel que p(X;) = a; pour chaquei=1,--- ,n.

On note en général ¢ = ev, . , eton l'appelle « morphisme d’évaluation ».
Concretement, on construit k[X;, ---, X, | comme le k-espace vectoriel de base la
famille des « mondmes » Xil o X' ou (iy, -+ ,i,) € IN", et on étend par linéarité la
multiplication évidente des monomes.

Par la propriété universelle appliquée a A = k, tout point (xy, -+, x,) € k" donne
un morphisme d’évaluation ev,, ..., : k[Xj,---,X,] — k. Pour un polynéme f €
k[X;,---,X,], on notera aussi simplement

f(xll /xn) = evxlf"'/xﬂ (f) < k’



ce qui définit une fonction sur k", laquelle est manifestement polynomiale. Le lien
entre fonctions polynomiales et polynomes se voit aussi en appliquant la propriété
universelle ci-dessus a A = kK et a; := i-iéme fonction coordonnée (xy, ---, x,,) — X;.
Elle nous fournit un morphisme de k-algebres

ev: k[Xy, -, X,] = OK")

qui est manifestement surjectif. On prendra garde au fait que si k est fini, ce mor-
phisme n’est pas injectif, par exemple X” - X € IF,[X] s'envoie sur la fonction nulle sur
[F,. Néanmoins, comme on supposera souvent notre corps k algébriquement clos, donc
infini, le lemme suivant nous dit qu’on pourra « abuser » en confondant fonctions
polynomiales et polyndmes :

LEMME

Si k est infini, ev est un isomorphisme.

Démonstration. 1l faut voir dans ce cas que ev est injectif, i.e. Kerev = {0}, ou encore
que pour tout polynéme f = 0, il exist un point (xq, .-+, x,,) € k" tel que f(xy, -+, x,) =
0. Sin = 1, cela résulte du fait que k[X] est factoriel, donc f na qu'un nombre
fini de facteurs irréductibles. Or, toute racine de f dans k fournit un tel facteur
irréductible, donc f n'a qu'un nombre fini de racines dans k. On raisonne alors
par récurrence. Supposons la propriété voulue démontrée pour n —1 et écrivons
f=Y.nfX, avec f; € k[Xy,--,X,1]. Ona f = 0= Ti, f; # 0. Pour un tel i, il
existe donc (xq, -+, x, 1) € K" tels que f;(xq, -+, x,_1) = 0. Mais alors le polynéme
8 =2 ienfilxy, ,x,_1) X% € k[X,] est non nul, donc il existe x,, € k tel que g(x,) =
[, x,) # 0.

‘ On suppose dorénavant que le corps k est infini.

Remarque

On apercoit déja la « dualité » entre espaces et algebres de fonctions qui va nous
occuper dans ce chapitre. En effet, si 'algebre O (k") est définie a partir de I'espace k",
on peut « retrouver » ensemblistement k" & partir de son algebre de fonctions via les
bijections réciproques Homk_alg(O(k”),k) ~ k données par (xq, -+ ,X,) = evy .., et
o= (p(X1), -, 9(Xy)).

Sous-ensembles algébriques

Fixons k et . A un ensemble F ¢ O(k") de fonctions polynomiales on associe le
lieu des zéros communs de ces fonctions dans k" :

Vii={x = (g, %) €K' [ VFEF, f(x) = flx, -+, x,) = O},

Un tel sous-ensemble de k" est dit « algébrique ».



ExeEmMPLES

Si F ne contient que des polynomes de degré au plus 1, resp. homogénes de degré 1
(i.e. des combinaisons linéaires des coordonnées), alors Vi est un sous-espace
affine de k", resp. un sous-espace vectoriel de k".

Sin=1etf =0, alors V|4 est fini (on a card V| < deg f), éventuellement vide
(par exemple si k = Ret f = X* +1). Si k = C ou plus généralement si k est
algébriquement clos, V|, est toujours non vide.

Sin=2f=0etk =R V| est en général une « courbe » (par exemple f =
X? +Y?* —1 définit un cercle), mais est parfois fini (par exemple f = X* + Y? définit
le singleton {(0,0)}) ou vide (f = X2+ Y%+ 1). En revanche, si k = C, Vif) est
toujours non vide et infini, et c’est « intuitivement » une surface réelle, ou plutot
une courbe complexe.

Plus généralement, si f = 0, V| est appelée « hypersurface » de k.

Tout singleton est un sous-ensemble algébrique. En effet, si x = (xy, -+, x,,) alors
{x} = VravecF = {X; —xq,-, X, — x,}.

Bien-stir, plusieurs ensembles F différents peuvent définir le méme lieu Vr. Pour
commencer, on remarque que Vr ne dépend que de I'idéal I = (F) de O(k") engendré
par F.

RarPEL

Si A est un anneau noethérien, alors A[X] est aussi noethérien. En particulier,
k[X4, -+, X,] est noethérien.

Puisque O (k") est un anneau noethérien, tous ses idéaux sont de type fini, donc on
voit que tout sous-ensemble algébrique peut étre défini par une famille finie de polynomes.

Néanmoins, deux idéaux peuvent donner le méme sous-ensemble algébrique, par
exemple I = (X, X,) et]’ = (Xl,Xg) définissent tous deux le singleton V = {(0,0)}
du plan k2. Plus généralement, rappelons la définition du radical d’un idéal I :

Vi:={fel|IneN,f' eI},
qui est aussi un idéal, et qui a la propriété d’étre radiciel, i.e. qui vérifie I'égalité I = VI.
AFFIRMATION
Vi=Vy
Démonstration. Comme I ¢ VI, il est clair que V; D V- Réciproquement, soit x € V;;

pour tout f € VI, il existe n € N tel que f” € I donc f"(x) = 0; il sensuit que f(x) =0
etdoncx e Vg, d'ouV, C Vi

Lorsque k nest pas algébriquement clos, il est généralement tres difficile de
déterminer si V; = Vp.. Déja pour nn = 1 etk = R, on voit que I = (X*+1) etI' = (X*+2)
donnent V; = V = @. En revanche :



AFFIRMATION

Sin =1 etk est algébriquement clos, et si I, I’ C k[X] sont radiciels tels que V; =V,
alors I = I'. Plus précisément, 'application I — V; est une bijection décroissante
entre idéaux radiciels de k[X] et sous-ensembles algébriques de k, dont la bijection
réciproque est donnée par V — I, := {f € k[X] |Vx € V, f(x) = O}.

Démonstration. La clé est de noter que I est radiciel si et seulement si son généralteur
unitaire f (ce qui existe puisque k[X] est principal) est sans racine multiple. On a
alors la correspondance I = (f) = /(f) & f & V =V,

Nous verrons plus loin que cet énoncé est encore vrai pour n > 1, et est une
conséquence du Nullstellensatz de Hilbert.

DErINITION (fonction polynomiale, ou réguliere)

Soit V C k" un sous-ensemble algébrique. Une fonction f: V — k est dite polynomiale
(ou régulicre) si elle est la restriction a V une fonction polynomiale sur k".

Les fonctions polynomiales sur V forment une sous-k-algebre notée O(V) de la
k-algebre de toutes les fonctions sur V. Par définition, 'application de restriction
f — f|y définit un morphisme de k-algebres O(k") — O(V) surjectif. On note I, son
noyau, i.e.,

Iy ={feO") |Vx eV, f(x) =0}

et on a donc O(V) = O(k")/Iy. En utilisant la propriété universelle des quotients, on
déduit de la remarque des bijections réciproques

V & Homy_u,(O(V), k)

qui montrent comment récupérer 'ensemble V « abstrait » a partir de l'algebre O(V).
Voici un autre point de vue :

Remarque

Si V est un singleton, alors on a manifestement O(V) = k, et donc I, est un idéal
maximal de corps de résiduel k. Concretement, si V = {x} avec x = (xq,---, x,), alors
Iy = my = (X; —xp,--+, X, — x,). Réciproquement, si m est un idéal maximal de
O(k") de corps résiduel k, alors le morphisme de passage au quotient 7t: O(k") —
O(k")/m = k fournit un point x := (7(Xy), -+, 7(X,)) € k" etonam = m, et
Vi = {x}. Ceci établit une bijection entre I'ensemble k" et I'ensemble des idéaux
maximaux de O(k") de corps résiduel k.

Si maintenant V C k" un sous-ensemble algébrique quelconque, alors un point x est
dans V si et seulement si son idéal maximal m, contient I;,. On obtient donc une
bijection :

V & {idéaux maximaux de O(V) de corps résiduel k}.



Remarque

Pour tout sous-ensemble algébrique V C k", on a Vi, = V. En effet, I'inclusion V C V; , est
tautologique et, pour l'autre inclusion, on sait que V est de la forme V; pour un idéal
I, lequel est par définition contenu dans I, donc V = V; > V.

Topologie de Zariski

RAPPEL D’ALGEBRE COMMUTATIVE

On rappelle que la somme et le produit de deux idéaux I, I’ d"'un anneau commutatif
A sont définis par

I+ ={i+i'|iel,i'el'’}y et II'=(ii'|iel,i'el)(idéal engendré).

OnaalorsIl’cINI’etI+I = (IUT’). Plus généralement, on définit la somme et le
produit d"une famille finie d’idéaux de maniere évidente. Dans le cas d’une famille
quelconque d’idéaux (I,),cg , on définit la somme par la formule

Y- Uy

reR SCR fini seS
qui est encore un idéal de A.

LEMME

1) SilcI’'alors V; D V}.
2) Si (I,),cg est une famille quelconque d’idéaux, alors Vy 1, =M, Vi,
3) Ona ViUV = Vi = V.

Démonstration. est immédiat et 2) est facile, ainsi que les inclusions V; U V;, C
Vinr € Vjp. Pour voir la derniere inclusion, soit x € Vi \ V}. Fixons f € I telle que
f(x) = 0. Alors pour toute ¢ € I'on a fg € II'donc 0 = (fg)(x) = f(x)g(x) donc
g(x) =0, etil sensuit que x € V}.

Remarque
Notons que 3) ne se généralise pas a une famille quelconque d’idéaux.

COROLLAIRE

Les sous-ensembles algébriques de k" sont les fermés d’une topologie sur l'ensemble
k", appelée topologie de Zariski.

Pour expliciter les ouverts de cette topologie, introduisons la notation suivante :

NoTAaTIiON
Pour f € O(k"), onnote Uy := k" \ Vi5, = {x € k" | f(x) = 0}.



Puisque complémentaire d'un fermé, Uy est manifestement un ouvert de Zariski
de k". De tels ouverts sont appelés principaux (parfois aussi standards).

Les ouverts principaux sont stables par intersection, puisque Uy N U, = Ug,. Par
ailleurs tout ouvert de Zariski U est réunion d’ouverts principaux : en effet, U est
par definition le complémentaire d’un ensemble algébrique Vi etona V; = (¢, Vif),
de sorte que U = Uz, Uy. En fait, U est méme réunion finie d’ouverts principaux
puisque sil = (fy, -, f,,), alors U = [J[; Uy. Les ouverts principaux forment ainsi
une base de la topologie de Zariski.

Remarque

Sin =1, alors les ouverts de Zariski sont les complémentaires d’ensembles finis. On
voit en particulier que deux ouverts non vides ont toujours une intersection énorme!
Cette topologie est donc loin d’étre séparée.

Remarque

Sik = R ou C, les fonctions polynomiales sont continues, donc les fermés de Zariski
sont des fermés au sens de la topologie métrique usuelle et, de méme, les ouverts
de Zariski sont ouverts au sens usuel. En revanche, une boule ouverte n’est pas un
ouvert de Zariski en général. On dit que la topologie de Zariski est strictement plus
grossiére que la topologie usuelle.

Remarque

Muni de la topologie de Zariski, k" n’est pas séparé (cf. ci-dessus), mais satisfait au
second axiome de la définition de compacité : tout recouvrement ouvert admet un sous-
recouvrement fini (encore une grosse différence avec la topologie usuelle) : on dit que
k" est quasi-compact.

En effet, quitte a raffiner, on peut supposer que le recouvrement est formé d’ouverts
principaux, i.e. k" = (J,x Uy, de sorte que @ = Vi |, cpy- Or, par noethériannité,
I'idéal (f, | r € R) engendré par les f, est de type fini donc il existe S C R fini tel que
(filr€R) =(f;|s€S).Onaalors @ = V; |ses et finalement k" = | J, s Uy.

Un argument similaire montre qu'un ouvert principal Uy est aussi quasi-compact.

Voici encore une différence importante avec les topologies métriques :

LEMME

L’ensemble k" muni de la topologie de Zariski est noethérien, au sens ou toute suite
décroissante de fermés de Zariski est stationnaire.

Démonstration. Si (V;);an est décroissante, alors la suite d’idéaux (Iy,);en est crois-
sante, donc stationnaire. Mais on a vu précédemment que V; = V;, pour tout i, donc
1

(V})en est stationnaire aussi.



AFFIRMATION

Soit S C k" un ensemble quelconque et Is := {f € O(k") | Vx € S, f(x) = 0}. Alors V;_
est I'adhérence de S pour la topologie de Zariski.
Démonstration. On a par définition S = ﬂscv, V.

SCVI:>ISDIV,$VISCVIVl:VI,donCVISCﬂSCVIVI:S.
On aalors § C Vj, C S et comme V; est fermé, V;, = S.

Bien-stir, chaque sous-ensemble algébrique V C k" est naturellement muni de la
topologie induite. Les fermés de V sont alors de la forme V; pour unidéal | O Iy, et
sont donc associés aux idéaux de O(V).

LEMME
Pour un espace topologique X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) X n'est pas réunion de deux fermés propres.
2) Deux ouverts non vides de X ont une intersection non vide.
3) Tout ouvert de X est dense.

Démonstration. = 2). S'il existe deux ouverts non vides Uy, U, C X tels que
UyNnU, =g, alors X = (X \ U;) N (X \ U,) serait réunion de deux fermés propres.
= 3). Soit U € X un ouvert non vide, soit V C X un fermé tel que U C V. Alors
X\ Vestunouvertde Xetona (X\V)NU =@.Par2), onaforcément X\ V =g
donc V = X, i.e. le seul fermé qui contient U est X, et U est ainsi dense dans X.
= 1). S'il existe deux fermés propres V;, V, C X tels que V; UV, = X, alors
I'ouvert U, := X'\ V} € V, C X ne serait pas dense, contredit

DErINITION (espace topologique irréductible)

Un espace topologique qui vérifie les propriétés équivalentes du lemme ci-dessus
est dit irréductible.

EXEMPLES

Dans la droite k, les fermés propres non vides sont les sous-ensembles finis. Un
tel fermé est donc irréductible si et seulement si c’est un singleton et, en général,
ses composantes irréductibles coincident avec ses composantes connexes.

Dans le plan k%, le fermé défini par (XY) est réunion de I'axe des X (défini par
I'idéal (Y)) et 'axe des Y (défini par 1'idéal (X)) et n’est donc pas irréductible. Ses
composantes irréductibles sont les deux axes.

Dans k°, les composantes irréductibles du fermé défini par I'idéal (XY, XZ) sont
le plan d’équation X = 0 et 'axe des X.

LEMME

Un sous-ensemble algébrique V C k" est irréductible si et seulement si son algebre
de fonctions polynomiales O(V) est integre (ou de maniére équivalente, son idéal Iy,
est premier).



Démonstration. Supposons O(V) non integre et soient f,g € O(V) deux fonctions
non nulles telles que fg = 0. Alors manifestement, V = V; UV, mais Vy = Vet V, = V,
donc V n'est pas irréductible.

Réciproquement, si V = V; U V] est réunion de deux fermés propres, alors V =V,
donc I] = (0).Or I = (0) et] = (0) (puisque les fermés sont propres), donc O(V)
n’est pas integre.

1.3.6 PROPOSITION

Un sous-ensemble algébrique V C k" est réunion finie de fermés irréductibles.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe un contre-exemple,
i.e. un sous-ensemble algébrique qui n’est pas réunion finie de fermés irréductibles.
Comme toute suite décroissante de sous-ensembles algébriques est stationnaire, il
existe alors un contre-exemple minimal W pour l'inclusion. Ce W n’est évidemment
pas irréductible, donc il peut s’écrire comme réunion W = W, UW, de fermés propres.
Par minimalité de W, W; et W, sont réunions finies de fermés irréductibles, donc W
aussi : contradiction.

1.3.7 DEFINITION (composante irréductible)
On appelle composante irréductible de V tout fermé irréductible maximal pour

I'inclusion.

Un ensemble algébrique a donc un nombre fini de composantes irréductibles, et
est réunion de ces composantes.
1.3.8 RaPPEL
Si A est un anneau factoriel, alors A[X] est aussi factoriel. En particulier, k[ Xy, ---, X,]
est factoriel.
AFFIRMATION
Soit f € O(k") et f =[]_, f" sa décomposition en facteurs irréductibles (avec les f;
deux a deux non associés). Alors Vy = |, V.

5 1 = = n;\ = r n;\ = r n;\ = 7’

Démonstration. Vi = Vs = V(ﬂLlf,- ) Vﬂi:l(fi ) Uizq V(ﬂ ) U1 Vigy-

Les V; ne sont pas nécessairement des composantes irréductibles de V. Par

exemple, si k n’est pas algébriquement clos, Vi peut étre vide. Par contre, si V.
est non vide, c’est bien une composante irréductible de V.

AFFIRMATION
SiV c k" et W C k™ sont deux sous-ensembles algébriques, alors leur produit
V x W C k"™ est un sous-ensemble algébrique.

Démonstration. On note A := k[Xy, -+, X,,.,m]- Soient V = Vyavec I C k[Xy, -+, X,,] et
W =Vjavec] Ck[Xy1, -+, Xypsm) alors VW = Vi x V) = Vg 4.



AFFIRMATION (supposons k infini)

La topologie de Zariski sur k""" n’est pas la topologie produit de la topologie de
Zariski sur k" par celle sur k"'

Démonstration. On doit trouver un ouvert U de k"™ qui ne contient aucun ouvert

produit non vide U’'x U". On peut chercher U principal, i.e., U = Uy avec f € O(K"™)
et il suffira de montrer qu’il ne contient aucun produit d’ouverts principaux non
vides U, x U,

Passant aux fermés, on veut donc que V; ne soit pas contenu dans un V;, (ou on
voit g et h comme des fonctions sur k"™ via les projections). L’hypothése k infini
nous permet d’identifier O(kK"™) avec k[Xy, -++, X,,,,,] qui est un anneau factoriel.
Prenons f = X; + X,

Supposons Vs C Vy, avec g € k[Xy, -+, X, ] et h € k[X,.11, -+, X1 ]. Alors gh €
Iy, = (f), donc f divise gh et, puisque f est irréductible, f [ h ou f | g. Cela implique
h=0oug=0etdoncU, =@ oul, =@ [Remarque : pour voir que Iy, = (f), soit
p € O(K"™) la fonction nulle sur V;; comme k est infini, g := p(X, -+, X1, —X1)
est le polynome nul, donc X,,,,, + X; divisep = p —4.]

1.3.9 ProPOSITION (supposons k algébriquement clos)

Un sous-ensemble algébrique V C k" a un nombre fini de composantes connexes et
celles ci sont en bijection avec les idempotents primitifs de O(V).

Démonstration. La finitude découle de celle du nombre de composantes irréductibles.
Commengons par établir le lien entre la décomposition et les idempotents.
Si e est idempotent non trivial (i.e.,, e = 0,1) alors V =V, U V,_,avec V,,V,_, # @
(ici, pas besoin de k algébriquement clos).
Réciproquement, si V se décompose V = V;LIV;, et sionnote Iy, C O(V) les idéaux
annulateurs, alors Iy, Iy, = (0), et V; ,;, = @donc [; + I, = O(V) (k algébriquement
clos). On peut donc écrire 1 = i; + i, et en multipliant par i;, on obtient ;; =
iy (iy +i,) = i, donc iy est idempotent et vaut O sur V; et1 sur V,. En posante := iy,
onadoncV; =V, etV, =V,_,.
Remarquons maintenant que si on écrit f € O(V) comme fe+ f(1—e), en restreignant
aVi_,, onsait donc que O(V;_,) = O(V)e (anneau dont I'unité est e) et que cet anneau
possede un idempotent non trivial si et seulement si e est non primitif. On en déduit
alors facilement que l'application

e Vi

est une bijection entre idempotents primitifs et composantes connexes.
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Quelques conséquences du Nullstellensatz

Comme son nom l'indique, le « théoreme des zéros » de Hilbert est un résultat
d’existence de solutions d'un systéme d’équations polynomiales. Plus précisément, il
affirme que, si k est algébriquement clos, alors pour tout idéal propre I de O(k"), on a
V= @.

Sion analyse un peu cet énoncé, on voit en utilisant 'existence d’idéaux maximaux
dans tout anneau (non constructif a cause du lemme de Zorn) qu’il suffit de le montrer
pour I I'idéal maximal. Lorsque I = m est un idéal maximal dont le corps résiduel
est k (i.e. tel que k — O(k")/m), on a déja vu que V,, est un singleton, donc en
particulier non vide. Réciproquement, si V;;, # @, on a vu que tout x € V;;; définit un
morphisme de k-algebres ev,: O(k")/m — k, et puisque O (k") /m est un corps, un tel
morphisme doit étre bijectif, i.e. le corps résiduel de m est k. Le théoreme des zéros se
réduit donc a I'énoncé purement algébrique suivant : si k est algébriquement clos, alors
le corps résiduel d’un idéal maximal de k[ Xy, -+, X,,] est k. Un peu plus généralement,
voici une version du Nullstellensatz :

THEOREME

Sur un corps k quelconque, tout corps quotient K de k[Xj, ---, X, ] est de dimension
finie sur k.

Remarque

Si k est algébriquement clos, la seule extension finie de k est k lui-méme, d’ou le
théoreme d’existence de zéros voulu.

Démonstration du théoreme. Notons x; 'image de X; dans K. Il s’agit de montrer que
tous les x; sont algébriques sur k.

Lorsque k est indénombrable, voici un argument de cardinalité rapide : K est de
dimension au plus dénombrable comme k-espace vectoriel, alors qu'un corps de
fractions rationnelles k(T) est de dimension au moins la cardinalité de k puisque la
famille des =1, A € k est libre. Ainsi le sous-k-espace vectoriel k(x;) de K ne peut pas
étre isomorphe a k(T), et il s’ensuit alors que x; est algébrique sur k.

Dans le cas général, on peut raisonner par récurrence sur 7 (avec k variable). Si
n =0, il n'y a rien a montrer. Notons k(x;) le sous-corps de K engendré par k et x;.
Alors K est un quotient de k(x1)[X,, -+, X,,] donc, par I'hypothese de récurrence, K
est une extension finie de k(x;). Choisissons alors une base 5, :=1, 5, -+, ,, de K sur
k(x1). La multiplication dans K est déterminée par les formules f;; = Y i ajjk i avec
a;ix € k(x1). Par ailleurs, écrivons chaque xy, -+, x,, sous la forme x; = Zj"il b;p; avec
bjj € k(x1). Soit alors A := k[a;y, b;]; ; « la sous-k-algebre de k(x;) engendrée par les
;i et les by Alors AB & -+ ® AP, est une sous-k-algebre de K contenant les x;, donc
AP @ -+ & AP, = K. Puisque B; =1 et les f; sont k(x;)-linéairement indépendants,
on en déduit que A = k(x;). On conclut alors a 'aide du lemme suivant.



LEMME

Le corps k(T) des fractions rationnelles en T n’est pas une k-algebre de type fini (i.e.
engendrée par un nombre fini d’éléments en tant que k-algebre).

Démonstration. Soit F; = % (ou P;,Q; € k[T]),i =1,---,n des fractions rationnelles.
Alors pour toute F € k[Fy,---,F,], le dénominateur de F divise une puissance de
Qy --- Q,,. En d’autres termes, on a k[Fy, -+, F,] € S'k[T] ou S est la partie multiplica-
tive engendrée par les Q,. Mais alors, Q :=[[;Q; +1 ¢ S, donc F := é ¢ k[Fy, -+, F,]-
Il s'ensuit que k(T) n’est pas de type fini en tant que k-algebre.

Avant d’en tirer quelques conséquences sur les sous-ensembles algébriques, nous
avons besoin de quelques corollaires algébriques :

1.4.2 COROLLAIRE
Soit ¢: A — A’ un morphisme de k-algebres de type fini. Alors I'image réciproque
¢ '(m’) d’un idéal maximal de A’ est un idéal maximal de A.

On obtient ainsi une application induite ¢*: SpMax(A’) — SpMax(A).

Démonstration. Notons m := qo_l (m) I'image inverse de m’ dans A, p: A—>» A/met
p't A —> A’/m’les projections canoniques. Par propriété universelle des quotients,
@ induit un morphisme injectif de k-algebres @: A/m < A’/m’ (carm = ¢~ (m’) C
Ker(p’ o @)).

AL)A'

I )

A/m AN A'/m’

Or, puisque A’ est une k-algebre de type fini, le Nullstellensatz nous dit que le corps
résiduel A’/m’ est de dimension finie sur k. Il s’ensuit que la k-algebre integre A/m
est aussi de dimension finie, donc c’est un corps.

1.4.3 PrROPOSITION

Soit A une k-algebre de type fini et [ un idéal de A. Alors VI = (., m, i.e., VI est
I'intersection des idéaux maximaux contenant I.

Démonstration. Quitte a remplacer A par A/I, il suffit de le prouver pour I = (0), au-
quel cas V/(0) est 'ensemble des éléments nilpotents de A. Comme un idéal maximal
est radiciel, I'inclusion V(0) c (N, m est vraie sans hypotheése sur I'anneau A. Pour
prouver l'autre inclusion, il faut, étant donné f € A non nilpotent, trouver un idéal
maximal m tel que f € m. Or, pour un tel f, 'anneau A := A[f '] = A[X]/(Xf -1)
est non nul, donc contient un idéal maximal m’. Puisque A’ est de type fini comme
k-algebre, le corollaire précédent assure que I'image inverse m de m’ dans A est un
idéal maximal de A. Mais I'image de f dans A/m c A’/m’ est non nulle (puisque
inversible dans A’/m’), donc f ¢ m.

11
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COROLLAIRE
Soient I, I’ deux idéaux de O(k"). Alors V; = V) & VI = VI

Démonstration. L'implication < est claire. Supposons donc V; = V.. D’apres la re-
marque et le Nullstellensatz, on sait maintenant que les points de k" sont
en bijection avec les idéaux maximaux de O(k") via les applications x — m, et
m — V,,,. Via ces bijections, les points de V; correspondent aux idéaux maximaux qui
contiennent [ :

V; «— SpMax(O(V;)) «— {m € SpMax(O(k")) | m D I}.

D’aprés la proposition précédent, on a donc VI = () y, M, , d’ot le corollaire annoncé.

COROLLAIRE

Supposons k algébriquement clos et fixons n. Alors les applications [ — Vet V — I,
induisent des bijections réciproques

{idéaux radiciels de O(k")} «— {sous-ensembles algébriques de k"}

{idéaux premiers de O(k")} «— {sous-ensembles algébriques irréductibles de k"}.

De plus, pour un sous-ensemble algébrique V, on a les correspondances :

{composantes irréductibles de V'}
«— {idéaux premier minimaux de O(V)}
«—— {idéaux premier minimaux de O(k") contenant Iy }.

{points de V'} «— {idéaux maximaux de O(V)}
«—> {idéaux maximaux de O(k") contenant I }.

Démonstration. Pour un sous-ensemble algébrique V, 1'idéal I, est bien radiciel
puisque l'algebre de fonctions O(V) est évidemment réduite. De plus, on a déja
vu que, sans hypothese sur k, ona V;, = V.

Réciproquement, si I est un idéal, 1’égalité V]VI = V] et le corollaire précédent
impliquent que /Iy, = VI. Or, Iy, est radiciel par construction dong, si [ est radiciel,
on abien Iy, = I.

Les autres assertions en découlent.

Remarque

Si on se donne un ensemble F = {fy, -+, f,,} C k[ Xy, -+, X},] de polynomes, la réponse
au probleme d’existence de solutions apportée par le Nullstellensatz est la suivante :
on a V¢ = @ si et seulement s'il existe des polynémes gy, -+, g, tels que1 = ) ", ¢/f:.



Applications polynomiales

Vu notre définition des sous-ensembles algébriques, ces objets sont par nature
plongés dans un espace affine ambiant k. On aimerait étudier ces objets indépendam-
ment de leur plongement. Par exemple, une droite de k* et une droite de k> devraient
évidemment étre « isomorphes » en tant qu’objets géométriques.

Voici une notion naive naturelle de « morphisme » dans ce contexte :

DeriniTION (application polynomiale)

Soient V C k" et W C k™ deux sous-ensembles algébriques. Une application V — W
est dite polynomiale si c’estla restriction & V d’une application polynomiale k" — k™, i.e.
de la forme (xll /xn) — (fl(xll /xn)/ /fm(xl/ /xn)) avecfl/ /fm € O(kﬂ)

AFFIRMATION

Une application polynomiale est continue pour la topologie de Zariski sur V et W.

Démonstration. Soit ¢: V — W une application polynomiale. Il s’agit de montrer
que pour tout fermé Z c W, I'image réciproque ¢ (Z) est un fermé de V. Soit Z =
Vig, - avec fi, - f; € O™, on voit que 9™ (Z) = @7 (Vigi ) = Vigiogm fon)
est bien fermé.

Soit ¢ : k" — k™ une application polynomiale comme ci-dessus. Par composition,
on obtient une application ¢™*: O(k™) — O(k"), f — @™ (f) = f o, qui est visible-
ment un morphisme de k-algebres. Réciproquement, on retrouve ¢ a partir de ¢*
par la formule

m(p(x) = ((P*)_l(mx)/
ou m, désigne I'idéal maximal associ€ a y.
Si V c k" et W C k™ sont des sous-ensembles algébriques, on a

p(V) cW=1Iy 2o (Iy).
Il s’ensuit que si @ (V) c W, alors ¢™ induit par passages aux quotients un morphisme

@*: O(W) = O(K") /Iy > O(V) = O(K") /1.

On suppose dorénavant que le corps k est algébriquement clos.

La proposition suivante est a la base de toute I'approche moderne de la géométrie
algébrique :

ProrosiTioN

L’application ¢ — ¢* induit une bijection

App.Pol.(V,W) — Homk_alg((’)(W), o)).
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Démonstration. On a déja vu ci-dessus que cette application est injective puisqu’on
retrouve ¢ a partir de ¢”. Construisons la bijection réciproque.

Soit ip: O(W) — O(V). Pour chaque x € V il existe un unique élément ¢ (x) € W
tel que m,(,y = 1,[)71 (m,). Reste a prouver que 'application ¢ : V — W ainsi obtenue
est bien polynomiale. Pour cela, on utilise la propriété universelle des algebres de
polyndmes afin de compléter le diagramme suivant :

k[Xl/ IXm] __4_)_) k[Xlr /Xn]

o | [

ow) —2 o).

Comme ci-dessus, ¥ induit une application @: k" — k™ (via Mgy = PH(m,)),
laquelle induit I'application ¢ : V' — W. Il reste donc a montrer que @ est polynomiale.
Or, posons f; 1= (X;) € O(k"). L’égalité mg(,, = 1" (m,) assure que P (X;—@(x);) =
fi— @ (x); € m,, cest-a-dire f;(x) — @(x); = 0. On a donc ¢(x) = (f1(x), -, fu(x))
pour tout x € k", donc @ est bien polynomiale.

Les «applications » V. — O(V) et App.Pol.(V, W) — Homk_alg(O(W),O(V))
définissent un foncteur contravariant de la catégorie des k-ensembles algébriques
munis des applications polynomiales vers la catégorie des k-algebres. On peut alors
résumer la discussion précédente ainsi :

ProrosiTioNn

Le foncteur V — O(V) induit une équivalence de catégories contravariante entre
k-ensembles algébriques et k-algebres réduits de type fini.

Démonstration. La proposition précédente nous dit que ce foncteur est pleinement
fidele. Pour l'essentielle surjectivité, soit A une k-algebre réduite de type fini. Puisque
A est de type fini, il existe n et un morphisme surjectif de k-algebres k[ X, -+, X,,] > A.
Soit I son noyau et V; C k" le sous-ensemble algébrique associé. Comme A est réduite,
onal=VIdoncI= Iy et A=0(V)).

Ces résultats permettent de changer de perspective : ['objet intrinséque sous-jacent a
un sous-ensemble algébrique est son algeébre de fonctions polynomiales. Toute présentation
de cette algebre comme quotient d’une algebre de polynomes (i.e. tout choix d'un
ensemble fini de générateurs) fournit un plongement de 1’objet intrinseque comme
sous-ensemble algébrique d'un espace affine.

Voici un corollaire dont une preuve plus élémentaire serait fastidieuse. Rappelons
que le produit tensoriel A®; B de deux k-algebres commutatives A et B est encore une
k-algebre commutative. De plus, ce produit tensoriel satisfait la propriété universelle
suivante : pour toute k-algebre commutative C, on a une bijection

Homj_,1, (A ®; B,C) — Homy_14(A, C) x Homy_y, (B, C)



qui envoie p: A®B — Csur (o (id®1),po (1®id)). En termes « catégoriques »,
le produit tensoriel est donc un coproduit dans la catégorie des k-algebres. En fait,
c’en est un aussi dans la catégorie des k-algebres réduites :

LEMME

Si A et B sont des k-algebres réduites de type fini avec k algébriquement clos, alors
A ®; B est réduite.

Démonstration. Soit (b;);c; une k-base de B. Un élément x € A ®, B s’écrit alors de
maniere unique x = ) .a; ® b; avec g; € A et les a; presque tous nuls. Supposons x nil-
potent. Alors pour tout morphisme de k-algebres A == k, ona n®id(x) = ), 7e(a;)b;
nilpotent dans B, donc nul, donc 7t (a;) = 0 pour tout i. Puisque k est algébriquement
clos, le corps résiduel de tout idéal maximal m de A est k. En considérant les projec-
tions canoniques A ™, A/m, on a donc a; € (N, m= v/(0) c A, mais comme A est
réduit, il s’ensuit que a; = 0, et finalement x = 0.

COROLLAIRE
La catégorie des sous-ensembles algébriques admet des produits finis. De plus, si
V, W sont deux ensembles algébriques, on a O(V x W) =~ O(V) &, O(W).

Par exemple, on sait que k[ Xy, .-+, X, |®ck[ X141, -+, Xops| = k[Xq, -+, Xypm], ce qui
confirme l'intuition que k"™ doit étre un produit de k" et k" dans la catégorie des en-
sembles algébriques. Plus généralement, si V C k" et W C k", on a vu précédemment
que le produit ensembliste V x W C k"™ est un sous-ensemble algébrique.

Certaines propriétés topologiques de ¢ se lisent sur ¢*. Par exemple :

AFFIRMATION
Soit ¢ : V — W une application polynomiale. Alors I'adhérence de Zariski ¢ (V) de
@ (V) dans W est le fermé défini par I'idéal Ker ¢™.

Démonstration. Soit W' C W fermé, on a une application induite O(W) - O(W’). De
plus, ona:

W =V, 2 p(V)
* = () W
— O(W) L’ O(V) W’CQermé
L = e
7 // - ‘/'I
O<W) I cKer p*
& [ =Ker(O(W) - O(W")) C Kerg™. = Vicerp*

En particulier, on voit que ¢(V) est dense si et seulement si @™ est injectif. Dans
ce cas, on dit que ¢ est dominant.
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En général, 'image d'un morphisme n’est pas fermée (ni ouverte). Par exemple,
I'image de l'application (x,y) — (x,xy), k* — k? (={x=0}U{(0,0)}) nest ni fermée
ni ouverte. Néanmoins, on a toujours le théoreme de Chevalley : I'image d'une applica-
tion polynomiale est « constructible », i.e. réunion finie de sous-ensembles localement fermés
(cf. 2.3).

Voici un cas important ou I'image est fermée.

DEFINITION (morphisme fini)

On dit qu'un morphisme (i.e. application polynomiale) ¢: V — W est fini si
@ O(W) - O(V) fait de O(V) un module de type fini sur O(W).

Remarquons que, puisque O(V) est une k-algebre de type fini, donc a fortiori une
O(W)-algebre de type fini, ¢ est fini si et seulement si ¢™ est entier (au sens ou tout
élément de O(V) est annulé par un polyndme unitaire a coefficients dans O(W)).

LEMME
L’image d’"un morphisme fini ¢: V — W est fermée.

Démonstration. Quitte & remplacer W par ¢(V), on peut supposer ¢ dominant et il
s’agit alors de montrer que @ est surjectif. Dans ce cas ¢* est une injection O(W) —
O(V) et on doit montrer que pour tout idéal maximal m c O(W), il existe un
idéal maximal m” de O(V) tel que m’ N O(W) = m (penser a la formule m,, =
(") (my)).

Il suffit de prouver que mO(V) = O(V), car alors tout idéal maximal de O(V)
contenant mO(V) conviendra. Supposons mO(V) = O(V). Comme O(V) est un
module de type fini sur O(W), le lemme de Nakayama nous dit alors qu’il existe
f e O(W) \ mtel que fO(V) = 0. Mais ceci contredit le fait que O(W) s’injecte dans
O(V) (par exemple f -1 = f = 0).

AFFIRMATION
Les fibres d’un morphisme fini sont finies.

Démonstration. On peut se ramener a ¢: V — W morphisme fini entre variétés al-
gébriques affines (cf. 1.7), qui induit ¢*: O(W) — O(V). Soity € W et m, C O(W)
son idéal maximal. Comme ¢ (x) =y < ((p*)_l(mx) =m,, ona les correspondances
¢ ({y) < {m e SpMax(O(V)) |m > ¢ (m,)} < SpMax(O(V)/p"(m,)O(V)).
Puisque A := O(V)/(p*(my)O(V) ~ O(V) ®ow) (O(W)/m,) et que O(V) est un mo-
dule de type fini sur O(W), 'algebre A est un module de type fini sur O(W)/m,, =k,
i.e. une k-algebre de dimension finie. En regardant A — [],, A/m, qui est surjec-
tive en vertu du théoreme des restes chinois, on sait donc que Card((p_l ({yh) =
card(SpMax(A)) < dimy(A).

La réciproque est en général fausse. Par exemple, l'inclusion k\ {0} < k a des fibres
finies (ou vides) mais n’est pas un morphisme fini puisque O (k \ {0}) = O(Ux) =
k[X, X~'] n’est pas un k[X]-module de type fini.



Faisceaux de fonctions régulieres

En géométrie différentielle, les objets de base sont les espaces affines R" et leurs
ouverts, que 1'on recolle via la notion d’atlas. En géométrie algébrique, les objets
de base sont plutot les ensembles algébriques. Pour créer d’autres objets « par re-
collement », le langage utilisé n’est pas celui des atlas mais celui des espaces annelés,
qui sont des couples formés d"un espace topologique et d"un faisceau de fonctions
« régulieres ». Le langage des faisceaux « abstraits » sera développé en détail dans
la théorie des schémas. Ici, nous pouvons contenter pour l'instant de la définition
suivante :

DerFINITION (faisceau de fonctions)

Soit X un espace topologique. Un faisceau de fonctions A sur X a valeurs dans k est la
donnée, pour chaque ouvert U C X, d"une sous-k-algebre A (U) C kY, de sorte que
pour tout recouvrement ouvert U = | J,_; U; et toute fonction f € kY, on a:

feAll) = Viel, fly € AU)).

Remarque

Les éléments de A (U) sont parfois appelés « sections de A sur U » et, lorsque U = X,
on parle de « sections globales ». On trouve dans la littérature diverses notations
pour les ensembles de sections; les plus courantes sont

AU =T, A) =H" (U, A).

Nous allons associer a tout sous-ensemble algébrique V C k" un faisceau de
fonctions Oy, dites fonctions « régulieres ».

DerinNiTION (fonction réguliere)
Soit U ¢ V un ouvert et f: U — k une fonction.

f est dite réguliére au point x € U s’il existe g € O(V), h € O(V) telle que h(x) = 0,
et un voisinage ouvert U" C U de x tels que f|p = ilg/
f est dite réguliere si elle est réguliere en tout point.

Notons qu'une fonction réguliere est continue pour la topologie de Zariski. Posons
Oy (U) := {fonctions régulieres f: U — k}.

L’avantage de cette définition, c’est que la propriété de faisceau est immédiate a
vérifier, vue la nature locale de la notion de régularité. Ainsi U — Oy (U) est un
faisceau de fonctions. L’inconvénient, c’est que le calcul de ces algebres de fonctions
n’est pas toujours simple. Le résultat suivant est fondamental.
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1.6.3 PROPOSITION

Soit U un ouvert principal et 1 € O(V) telle que U = U,,. Alors

Oy () = {f u—>k13ge0(V)3ne1Nf (h||u)"}

~O(V)[h].

Rappelons que la notation O(V) [nY désigne la localisation de O(V) en la partie
multiplicative engendrée par h. En particulier, lorsque & = 1, on retrouve bien
Oy (V) =0(V).

Démonstration. Commengons par justifier le second isomorphisme. Par restriction
des fonctions, on a bien un morphisme de k-algebres

o) —>{f: U—)k‘EIgEO(V),EInelN,fz (}i';)n}

qui envoie h sur un élément inversible, donc se prolonge en un morphisme

OW)[h™'] —>{f: Uek’ﬂgeO(V),HneN,f: (?ﬁls[)”}

qui est manifestement surjectif. Vérifions qu’il est aussi injectif : si & est dans le
noyau, alors g est aussi dans le noyau, i.e., g|y;, = 0, donc g est la fonction nulle sur
V,i.e, hg = 0 dans O(V), etil s’ensuit que g = 0 dans le localisé O(V) [h_l]. Donc le
morphisme ci-dessus est un isomorphisme.

Prouvons maintenant la premiere égalité. Seule I'inclusion C est non triviale.
Soit donc f: U — k une fonction réguliere. Puisque U est quasi-compact, il existe
un recouvrement ouvert fini U = |J!_; U; et des fonctions g;, i; € O(V) telles que
flu, =7 : L. Puisque h; ne s'annule pas sur U;, le fermé défini par I'idéal (hy, ---, h,) est
contenu dans Vi, = V\U,donch € /(hy, -+, h,),i.eilexisten € Netay,---,a, € O(V)
tels que 1" = Y |_, a;h;.

Dans le cas ou V est irréductible, on peut alors conclure facilement. En effet,
la fonction f - h" coincide, sur I'intersection (!_; U;, avec la fonction polynomiale
g =).a;g; € O(V). Or, puisque V, et donc U est irréductible, I'ouvert (;_; U; est
dense dans U, donc ces deux fonctions continues coincident sur U tout entier (car
alors (;_; U; C Vg donc U sécrit (Vpym_, N U) U (U \ N, U;) comme union de
deux fermés; comme U est irréductible et (_, U; # @, on a forcément Vim_enU =U
donc (f - h" — g)|y est nulle), et on a bien f = iy

Dans le cas général, on commence par montrer qu’on peut supposer U; = Uj,.
Pour cela, on peut déja supposer que les U; ont €té choisis principaux, disons U; = Uy,
Onaalors v}, C Vh/ donc \/m D \/m et il existe donc m; € N et b; € O(V) tels que



. ’ . g;'ui )
(hi)mf = b;h;. 1l s’ensuit qu,e f= Wy avecsi = gib;. On peut donc remplacer h; par
(h;j)™ et en considérant h; comme notre nouveau /;, on a alors bien U; = U,,..
Sij est un autre indice, on a alors U; N U; = Uh,hj , et I'égalité des fonctions % et %
1 i j
sur Uhihj équivaut a I'égalité (h,g; — h;g;) |U1,-h- = 0, donc a I'égalité hh;(hig; —higi) =0
L/

sur V et finalement a I'égalité

Khig; = hfhig;  dans O(V).

Il s’ensuit que la fonction fi? coincide avec la fonction h;g; sur chaque ouvert U;

12 = 82 g,
(f i = [1_] i = h]z
a, - ,a, € O(V) telsque h" = ) |, ah? (en remarquant que U; = Uf’_). On obtient
alors que fh" coincide avec g := ) ,ah;g;sur U, i.e, f = @glj# comme voulu.

= h;g;), et donc sur U tout entier. Reste maintenant a choisir n et

Voici un exemple de calcul pour un ouvert non principal.

AFFIRMATION
Soit V:=k? et U = k*\ {(0,0)}. Alors Oy (U) = O(K).

Démonstration. D’apres la proposition précédent, on a Oy (Uy,) = O(V)[X; =
k[X1, Xp, Xi'] et Oy (Ux,) = O(V)[X;'] = k[Xy, X5, X;']. Comme U = Uy, NUy,, ona
donc Oy (U) = Oy(Ux,) NOy(Uy,) = k[X;, X;] = O(k?).

1.6.4 DEFINITION (algebre des germes de fonction)

Soit X un espace topologique et Oy un faisceau de fonctions a valeurs dans k sur X.
Pour tout point x € X, on note

OX,x : h_r)n OX (U)

U ouvert
xel

_ U voisinage ouvert de x
_{(u’f)| f: U — kréguliere } /~

(ou (U, f) ~ U, f)eJU" cUnU tel que f

w=f

ur)
la k-algebre des « germes de fonction » dans O.

1.6.5 PrROPOSITION

Soit V un ensemble algébrique et x € V correspondant a I'idéal maximal m, de O(V).
Alors Oy, = O(V)y_ (le localisé en la partie multiplicative complémentaire de m,).

Démonstration. Considérons le morphisme canonique O(V) — Oy , qui envoie donc
une fonction polynomiale f sur son germe f, enx.Sih e O(V) \ m,, alors h(x) =0,
donc la restriction de & a un voisinage ouvert U convenable de x est inversible. Par
conséquent, le germe , de h est inversible dans Oy ,.. Par propriété universelle des
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localisés, il s’ensuit que le morphisme canonique se prolonge en un morphisme
O(V)mx - OV,x-

Surjectivité : par définition, un germe est représenté par un couple (U, f) avec
x € U et f réguliere sur U. Quitte a prendre U plus petit, on peut supposer f de
la forme 7% avec h ne s'annulant pas sur U, donc en particulier pas sur x. On a
donc f, = i—t et le morphisme ci-dessus est surjectif.

Injectivité : soit f € O(V) telle que f, = 0. Il existe donc U voisinage ouvert de x tel
que f|y = 0. Soit W := V\ U. Alors f - Iy = (0). Or, I}y contient une fonction g ne
sannulant pasenx, i.e.,, g € O(V) \m,. L’égalité fg = 0 implique que I'image de f
dans le localisé O(V),_ est nulle. D’ou I'injectivité du morphisme ci-dessus.

Variétés algébriques
Espaces k-annelés
Un couple (X, Ox) formé d"un espace topologique X et d'un faisceau de fonctions
a valeurs dans k est appelé espace k-annelé. Un morphisme d’espaces k-annelés entre
(X, Ox) et (Y,Oy) est une application continue ¢ : X — Y telle que pour tout ouvert

U C Y et toute fonction f € Oy (U), la fonction f o @: ¢ ' (U) — k appartient a
(’)X(qo_1 (U)). On obtient ainsi un morphisme de k-algebres

P O (U) — Ox (@™ (L))

pour tout ouvert U de Y. On en déduit, pour tout x € X, un morphisme entre germes
de fonctions :

(P;: OY,(p(x) d OX,x-
Nous avons associ€ a tout ensemble algébrique V un espace k-annelé (V,Oy).
Il est clair que toute application polynomiale entre sous-ensembles algébriques induit
un morphisme des espaces k-annelés associés. De plus, on a :
LEMME

Soient V C k" et W C k" deux sous-ensembles algébriques. L’application ci-dessus
est une bijection :

APPPOL(V/ W) — Homk—esp.ann. ( (V/ OV)/ (W/ OW) )

Démonstration. Soit ¢ : V — W une application polynomiale. De Oy (W) = O(W) et
(’)V(q)_l(W)) = Oy(V) = O(V) on déduit que ¢y € Homk_alg(O(W),O(V)) etona
alors une application ¢ — ¢y :

Homk—esp.ann.(<vr OV)/ (W/ OW)) - Homk—alg(O(W)r O(V))



dont la composée avec 'application de I"énoncé est la bijection de la proposition
On a ainsi le diagramme suivant :

APPPOL<V/ W) B Homkfesp.ann.((vr OV)/ (W/ OW))

\ =

Homy_,13(O(W),0(V)).

Il nous suffira donc de montrer que l'application ¢ — @y est injective. Or ceci est clair,
puisqu’on retrouve l'application ¢ a partir de la formule m,,(,y = (o)1 (my).

DeErFINITION (variété affine)

Une variété (algébrique) affine est un espace k-annelé isomorphe a un sous-ensemble
algébrique V C k" muni de son faisceau de fonctions réguliéres Op. Un morphisme
de variétés affines est un morphisme d’espaces k-annelés.

On obtient donc une catégorie définie comme sous-catégorie pleine de la catégorie
des espaces k-annelés. Par construction et par le lemme précédent, les trois catégories
suivantes sont équivalentes :

La catégorie k-Var des k-variétés affines.
La catégorie des k-ensembles algébriques munis des applications polynomiales.
La catégorie k-Alg°® opposée des k-algebres réduites de type fini.

NoTATION

Nous noterons A} ou A" la variété affine (k", O ), et on 'appellera « espace affine »
de dimension .

Spectres maximaux

On peut construire directement le foncteur k-Alg°? — k-Var sans passer par les
ensembles algébriques. En effet, si A est une k-algebre (réduite de type fini), on note
V := SpMax(A) l'ensemble de ses idéaux maximaux et on le munit de la topologie
de Zariski, dont les fermés sont les V; := {m € SpMax(A) | m D I} et dont une base
d’ouverts est donnée par les ouverts « principaux » Uy := {m € SpMax(A) | f € m}.
Comme A est de type fini sur k algébriquement clos, le Nullstellensatz implique
que A/m = k (canoniquement). Un élément f de A fournit donc une fonction
SpMax(A) — k qui envoie m sur f € A/m = k. On dit alors qu'une fonction
f: U c SpMax(A) — k est réguliere si tout point m € U admet un voisinage U’
tel que f| = il—ﬁ: avec g, h € A. On obtient un faisceau de fonctions sur SpMax(A).
L’espace annelé est alors une variété algébrique affine. On obtient un isomorphisme
avec un sous-ensemble algébrique en choisissant une présentation k[ X, ---, X,,] = A.
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Sous-variétés

Si (X, Ox) est un espace k-annelé, Oy se restreint en un faisceau de fonctions sur
tout ouvert U, d’ou un espace annelé (U, (Ox)|y).Si Y C X est fermé, on le munit du
faisceau des fonctions Oy qui sont localement restriction de fonctions dans Ox. En
déroulant les définitions, on constate que si (X, Ox) est une variété algébrique affine,
alors (Y, Oy) aussi. Concretement, si (X,Ox) = SpMax(A) et Y = V; pour un idéal
Ic A, alors (Y,0y) = SpMax(A/\/f).

Lorsque U est un ouvert principal, on a encore un résultat similaire :

LEMME

Un ouvert principal U d'une variété affine V est encore une variété affine.

Plus précisement, si (V,0y) = SpMax(A) et U = Uy pour f € A\ {0}, alors
(U, (Oy)|u) = SpMax(A[f _1]) et l'inclusion U C V correspond au morphisme cano-
nique A — A[f].

Démonstration. Le morphisme SpMax(A[f _1]) — SpMax(A) induit un homéomor-
phisme de SpMax(A[f!]) sur Uy. La définition des fonctions régulieres montre que
les faisceaux coincident.

En revanche, lorsque U n’est pas principal, (U, O;;) n’est pas toujours une va-
riété affine.
EXEMPLE

Soit U := A%\ {(0,0)} c A% On a calculé (cf. I'affirmation en page 19) que ’homo-
morphisme de restriction [(AZ, Op2) — I'(U, Q) est un isomorphisme. Si U était
une variété affine, I'inclusion U — A? devrait étre un homéomorphisme, mais ce
n’est méme pas une bijection.

C’est 1a une premiere motivation pour élargir le langage et pourvoir parler de
«recollement » de variétés affines.

DErFINITION (Variété algébrique)

Une variété algébrique (sur k) est un espace k-annelé (X, Ox) qui admet un recou-
vrement ouvert fini X = (J_; U; tel que (U, (Ox)|y;.) soit une variété algébrique
affine (sur k). Un morphisme entre variétés algébriques est un morphisme d’espaces
k-annelés.

I1 découle de la discussion précédente que tout fermé (resp. tout ouvert) d'une
variété algébrique est encore une variété algébrique. Nous verrons un peu plus loin
de nombreux autres exemples de variétés algébriques non affines. En attendant, voici
une autre illustration du r6le particulier joué par les variétés affines.



ProrosiTION

Soit (X, Ox) une variété algébrique et (V,Oy) = SpMax(A) une variété algébrique
affine. Alors l'application

Homk—esp.ann. ( (X/ OX)/ SPMaX(A) ) - Homk—alg (A/ r(X/ OX) )
P = oy
est bijective.

Démonstration. Construisons la bijection réciproque. Soit ip: A — I'(X, Ox) un mor-
phisme de k-algebres. Pour tout point x € X, l'application f — (f)(x) est un
morphisme de k-algebres A — k dont le noyau est un idéal maximal que 1’on note
@(x). On obtient donc une application X =+ SpMax(A). Notons que si U est un
ouvert de X tel que (U, (Ox)|y) soit une variété affine, alors ¢|; est 'application
associée au morphisme composé A — I'(X,Ox) — I'(U, (Ox)|y), donc on sait que
@ |y induit un morphisme d’espaces k-annelés (U, (Ox)|;) — SpMax(A). Comme X
est réunion de tels ouverts, ¢ est bien un morphisme d’espaces k-annelés.

Construction de variétés par patching

Soit X un ensemble, muni d’un recouvrement (ensembliste) X = | Ji_; X;. Suppo-
sons que chaque X; est muni d"une topologie et d'un faisceau de fonctions régulieres
O.. On peut alors munir X de la topologie telle que

U c Xouvert < Vi, UN X; ouvert dans X;,

et du faisceau de fonctions Oy tel que
F(U,OX) = {f U d k I Vilf|UﬂXi € F(Uﬂ XilOX,‘) }

Par construction, chaque inclusion X; < X est alors un morphisme d’espaces
k-annelés (X;, Ox,) — (X, Ox). Cependant, pour que ce morphisme soit une immersion
ouverte (i.e. pour que X; soit ouvert dans X, que sa topologie soit induite par celle
de X, et que Oy, = (Ox)l|x,), il faut et il suffit d’avoir les conditions de cohérence
suivantes :

1) Vi, j, X;N Xj est ouvert dans X; et dans Xj.

2) Vi,j, les topologies de X; et X; induisent la méme topologie sur X; N X;.

3) Vij,ona (Oxi)|x,-mx]- = (Oxj-)|x,-mxj~

Si ces trois conditions sont réunies et si chaque (X;, Ox.) est une variété algébrique
affine, alors (X, Ox) est une variété algébrique.
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1.7.8 PROPOSITION

La catégorie des variétés affines admet des produits finis. De plus, I'ensemble sous-
jacent a la variété produit (V,Oy) x (W,Oy) est le produit cartésien V x W.

Démonstration. Nous allons d’abord utiliser la technique du patching pour munir
V x W d’une structure de variété algébrique. Il faudra ensuite vérifier que la variété
obtenue satisfait bien la propriété universelle des produits.

Choisissons des recouvrements V = | J;_, Viet W = U;Zl W; par des sous-variétés
ouvertes affines. On a donc un recouvrement ensembliste Vx W = J; ; Vi x W;. On
sait que le produit ensembliste V; x W; est sous-jacent d’une variété affine qui est
le produit de V; et W; dans la catégorie des variétes affines. Concretement, on a
O(V; x Wj) = O(V;) & (’)(Wj). Par ailleurs, il est clair que (V; x Wj) N (Vy x Wj,) =
(Vin Vi) x (W; N W) est ouvert dans V; x W; et Vi x Wy, i.e. la propriété 1) ci-dessus
est satisfaite. Reste a comparer les topologies et les faisceaux de fonctions. Pour cela,
il suffit de montrer que pour toute sous-variété ouverte affine Uy de V; N V; et toute
sous-variété ouverte affine Uy de Win Wy, chacun des deux morphismes de variétés
affines Uy x Uy — V; x Wi et Uy x Uy — V; x W et Uy x Uy — Vi x Wy est une
immersion ouverte. C'est ’objet du lemme suivant :

LEMME

Si: Uy — Vetyy: Uy — Wsont des immersions ouvertes entre variétés affines,
alors 1y x iy : Uy x Uy — V x W est une immersion ouverte.

Démonstration du lemme. Puisquune composition d’'immersions ouvertes est une
immersion ouverte, en considérant la composition Uy, x Uy — Uy x W — V x W, on
sait qu’il suffit de le démontrer pour Uy, = W (et donc 1y = idy).

Démontrons d’abord un cas particulier. Si Uy, est un ouvert principal, i.e. Uy, = U,
pour une fonction 1 € O(V), et si 1, est I'inclusion de U, dans V. On a alors

O(Uy, x W) = O(Uy) & O(W) = O(V) [ & O(W)
= (O(V) & OW)[(he1)™]

et le morphisme U, x W — V x W est donné par le morphisme canonique O(V) ®;
O(W) = (O(V) @ O(W))[(h®1)™"], ce qui identifie LI, x W a la sous-variété ouverte
principal de V x W associée a la fonction h ® 1.

Revenons au cas général en recouvrant la sous-variété ouverte affine Uy, par des
ouverts principaux Uj,. Par ce qui précede, les U, x W forment un recouvrement de
Uy x W par des variétés ouvertes principales, et la restriction de 1, x idyy a Uy, x V est
une immersion ouverte de Uj, x V dans V x W. On en conclut que 1, x idy, est une
immersion ouverte.



A ce stade, nous avons montré que les conditions 1), 2) et 3) de s‘appliquent
au recouvrement de V x W par les V; x W;, d’ou une structure de variété algébrique
sur V x W, dans laquelle les V; x W] sont des sous-variétés ouvertes affines.

Par construction, les projections V x W I Vet Vx W% W sont des mor-
phismes de variétés, puisque leur restriction a un V; x W] en est un. On a donc, pour
toute variété algébrique X, une application ¢ — (my o), Ty o) :

Homy_. (X, Vx W) — Homy_,,. (X, V) x Hom_,,. (X, W),

et nous devons montrer qu’elle est bijective.

Pour cela, il suffit de montrer que pour toute paire ¢y : X — Vet gy: X —» Wde
morphismes, I'application ¢ := (¢y, ) : X — V x W est un morphisme de variétés.
Posons X;; := 1,[)71 (Vix W) = (p‘}1 (VHn (p{vl (W)). Les X;; forment un recouvrement
ouvert de X, et il suffit de montrer que |Xij est un morphisme de variétés. En fait, il
suffit de montrer que pour tout ouvert affine U C Xj;, la restriction ¢[;: U — Vx W
est un morphisme de variétés. Or, elle se factorise en U — V; x Wi = VxW.Le
second morphisme est une immersion ouverte par construction de V x W et le premier
morphisme est un morphisme de variétés puisque U est affine et V;x W; est un produit
dans la catégorie des variétés affines.
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Appendice

Une question sur les sous-variétés affines

Soient V une variété affine et U C V une sous-variété ouverte. Supposons que U
soit affine, on peut alors se poser les questions suivantes :

1) U est-il nécessairement un sous-ensemble ouvert principal ?
2) O(U) est-il une localisation de O(V)?
En fait, les deux questions sont équivalentes :
si U = U, étant principal, ona O(U) = O(V) [h_l];
réciproquement, si O(U) = S7'O(V) avec S une partie multiplicative de O(V),
soit i—i (g € O(V), h; € S) une famille génératrice de O(U) comme O(V)-algebre,
en posant i =[], h;, on a bien O(U) = O(V) [h_l] donc U est principal.
On verra dans un instant que la réponse est NON, mais avant cela il nous faut un
peu de préparation.

Comment prouver qu'une variété est affine?

Soit maintenant V = (V,Oy) une variété quelconque. Comme dans le cas affine,
on a une application canonique

Vo V= SpMax(I'(V,0y)),
qui n’est autre que la composée

V = Homy_ys (T(V, 0y), k) — V

X+ ev, @ — Kergp;

alors V est affine si et seulement si 1, est un isomorphisme.
Soit h € I'(V,Oy) non nulle, on a alors deux sous-ensembles des deux cotés :

U, := {m € V|h ¢ m}, I'ouvert principal affine dans V (défini comme dans

7

Uy, := {x € V| h(x) = 0}, qui est un ouvert dans V mais n’est a priori pas affine
puisque V ne l'est pas.

=

Par définition, on a U, = i/ (U,,). De plus, pour U}, ici, on a un résultat similaire a la
proposition

LEMME
(U, Oy) = T(V,0)[K7].

Doncsi on peut recouvrir V par des ﬁh’. (i.e.si{h;};engendrent]’idéal unité de I'(V,Oy))
avec Uy, affine, 1y induirait un isomorphisme entre U, et Uj, , et on obtiendrait ainsi
un isomorphisme global 1y, et finalement V est affine.



Revenons au cas U c V avec U ouvert et V affine. On a donc:
ProroSITION
U est affine si et seulement s'il existe hy, -+, h, € O(V) tels que :

V\ U= Vhl/'“rhr, et
hy, -+, h, engendre I'idéal unité de I'(U, Oy).

I convient de noter que la deuxiéme condition n’est pas automatiquement satis-
faite, par exemple, pour I'exemple de la page 22, on a bien un recouvrement ouvert
U = Uy U Uy, mais X, Y n'engendrent pas l'idéal unité — c’est essentiellement pour
cette raison que U n’est pas affine.

Et voici un exemple d"une sous-variété ouverte affine mais pas principale :
ExemPLE (Supposons car(k) = 0)

Soient V = Vo ys C K2 et U=V \ {(1,1)}.

U n’est pas principal.

Par I'absurde, supposons que U est principal et U = U avec f € O(V). Comme

on a la correspondance

O(V) = k[X, Y]/ (Y* - X®) = k[T?, T°]
X +—> T?

Y T3

onaura f € k[TZ, T3] quines’annulequ’at =1, 1. e.,f(Tz, T3) = a(T-1)" poura € k
et n € IN. Mais a droite, on a le terme +anT ¢ k[Tz, T3], d’ou une contradiction.

U est affine.
Il suffit de poser h; = X -1 eth, = Y —1. En utilisant la correspondance ci-dessus,
on a donc
Oy(U) = Oy (Uy,) N Oy(Uy,)
1 1
= k[T?, T° [ ]nsz,T3 [ ]
[ Nz | A N7
Puisque
2 3., 72 4, 73 T2
T =T +T =T +T°+T € Oy (D)
T-1 T%2-1 T3 -1
et que

r 1) (T?-1)=(T®-1) =2¢€k
71" (T°-1)-(T"-1) =2¢€k,

onabien (T?-1,T%-1) = (1) dans Oy (U).
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Géométrie des variétés algebriques

Dimension

La théorie de la dimension en géométrie algébrique est beaucoup plus délicate
qu'en géométrie différentielle ou elle est donné par l'algebre linéaire. Lintuition
géométrique nous dicte quelques propriétés que devrait avoir une telle théorie :

i) La dimension de l'espace affine Ay devrait étre .

ii) Si V est irréductible et W C V est défini par une seule fonction f € O(V) (non
nulle et non inversible), alors on devrait avoir dim(W) = dim(V) — 1, comme en
algebre linéaire.

iii) Si V n'est pas irréductible, la dimension de V devrait étre égale au supremum de
la dimension de ses composants irréductibles.

iv) En conséquence de i7), la dimension de V irréductible devrait étre la longueur de
toute chaine maximale V=V, > V; D --- D V; # @ de fermés irréductibles.

On peut en effet définir la dimension d"un espace topologique noethérien comme

le supremum des longueurs des chaines d’irréductibles comme ci-dessus (cf. ,

par exemple). Mais nous allons plutot suivre l'intuition algébrique et partir d'une

analogie avec l'algebre linéaire : la dimension d"un espace vectoriel coincide avec le
cardinal d’une famille linéairement indépendante « maximale » de formes linéaires.

Ici, nous allons remplacer I'indépendance linéaire des formes linéaires par 1'indépen-

dance algébrique des fonctions polynomiales.

DErFINITION (corps des fonctions rationnelles; dimension)
Soit V une variété affine irréductible.

1) Onnote M(V) := Frac(O(V)) le corps des fractions de 'anneau integre O(V) et
on l'appelle corps des fonctions rationnelles sur V.
2) On pose dim(V) := deg.tr.(M(V)/k) (le degré de transcendance).

Soit maintenant V une variété affine quelconque.

3) On pose dim(V) := max{dim(W) | W c V irréductible}.
4) Ondit que V est pure si toutes ses composantes irréductibles ont méme dimension.
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Voici quelques conséquences immédiates de cette définition :

Puisque M(Ay) = k(Xy, -+, X,), on abien dim(Ay) = n.

Si U est un ouvert principal d"une variété irréductible de V, alors U est aussi
irréductible, et on a M(U) = M(V) d’otu dim(U) = dim (V).

Si@: V — W est un morphisme fini et dominant (donc surjectif) entre variétés
affines irréductibles, alors O(W) — O(V) fait de O(V) un module de type fini
sur O(W), donc M(W) — M(V) est une extension finie, et dim(W) = dim(V).

De plus, on a le cas particulier suivant de la propriété ii) désirée ci-dessus.

LEMME

Soit f € O(K") non constant. Alors V; est de pure dimension n — 1.

Démonstration. Puisque O(k") est factoriel, on sait que Vy = J7_; Vy. ot fi, -+, f, sont
les facteurs irréductibles de f. On peut donc supposer f irréductible, auquel cas
O(Vy) = k[Xy, -+, X,]/(f) est une k-algebre integre engendrée par les images x; des
indéterminées X;.

Quitte a renuméroter les indéterminées, on peut aussi supposer que f ¢
k[Xy, -+, X,_1]. Cela implique que :

a l'intérieur du corps M(V), lI'élément x, est algébrique sur le sous-corps

k(xy, -+, x,1) de M(V);

k[Xy, -, X,-1] N (f) = (0), donc la restriction de la projection Ok") - O(Vf)

ak[Xy, -+, X,_1] est injective.
Par conséquent, la famille xy, -+, x,,_; est algébriquement indépendante et forme une
base de transcendance de O(Vy) sur k, donc deg.tr.(M(V)) =n -1.

AFFIRMATION
La réciproque est vraie : toute variété affine irréductible V C k" de codimension 1 est
de la forme V avec f irréductible dans O™).

Démonstration. Pour tout f € Iy non vide, V est une composante irréductible de Vf,
qui est de pure codimension 1 d’apres le lemme précédent. Comme O (k") est factoriel,
on peut donc choisi f € [ irréductible de sorte que V; = V.

Pour passer de 'espace affine a une variété affine quelconque, un outil important
est le lemme de normalisation de Noether.
TutorEME (Noether)

Soit V une variété affine irréductible. Il existe un entier d € IN et un morphisme fini
et surjectif V — AL,

Remarque

Notons que I'on a forcément d = dim(V).



Démonstration du théoréme. Soient xy, ---,x, des générateurs de la k-algebre O(V). La
théorie des extensions de corps nous assure que 1'on peut extraire de cette famille une
base de transcendance de M (V) sur k. Ainsi, quitte a renuméroter ces générateurs, il
existe d < n tel que:

X1, -+, Xz sont algébriquement indépendants sur k;

X441, 0+, X, sont algébriques sur k(xq, -+, xz).
L’idée est alors de modifier x;,---,x; de sorte que x;,q, -, x, soient entiers sur
k[xy, -+, x4]. Alors O(V) sera un module de type fini sur sa sous-algebre k[xy, -+, x4],
laquelle s’identifie a l'algebre de polyndémes k[X;,---,X;], d’'ou un morphisme
V — A fini et dominant (et donc surjectif puisqu’un morphisme fini a une image
fermée par le lemme ) en utilisant la bijection de la proposition

Commencgons par x,,. Puisqu’il est algébrique sur k(xy, ---, x;), il existe un poly-
nome

f=a,T"+ - +ay€ek[Xy,-, Xy T|

tel que f(xy,---,x4,x,) = 0. Si a,, est constant non nul, alors x, est entier sur
k[xy,-++,x4] etil n’y a rien a faire. Sinon, écrivons f = ) ;_, f; avec f, homogene de
degré het f, # 0.5i Ay, -+, Ay € k, on calcule que

Xy + AT, Xy + AT, T) = fr(Ay, -, Ad,l)Th + termes de degrés < hen T
et il s’ensuit que
fXy+ MT, -, Xg+ AT, T) = f,(Ay, -+, Ay, 1)T" + termes de degrés < ren T.

Comme k est infini, on peut choisir Ay, -+, A; tels que f, (A, -+, A3,1) = 0. Posons alors
x; == x;i—Aix, pouri =1, -+, d. Cette famille est encore algébriquement indépendante et
x,, estentier sur k[x], ---, x;]. On conclut en réitérant ce procédé avec x,,_1, -+, X ,1.

Remarque
La preuve montre plus précisément que si V. C A" (i.e. un sous-ensemble algébrique

irréductible de A"), il existe une projection linéaire A" —» A qui induit par restriction
un morphisme fini et surjectif V — A"

On peut maintenant établir le cas général qui confirme notre propriété i/) désirée.

2.1.4 COROLLAIRE

Soit V une variété affine irréductible et f € O(V) non nulle et non inversible. Alors
V¢ est de pure dimension dim(V) —1.

Démonstration. On commence par ce ramener au cas ou V; est irréductible. Pour cela,
il suffit de remarquer que si Z est une composante irréductible de V;, alors il existe
un ouvert U de V (donc U est irréductible), que I’on peut supposer principal (donc U
est affine), tel que UNV; = UNZ # @. Alors UNZ est le fermé de U défini par I'image
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de f dans O(U) et est aussi un ouvert principal de Z (d’ou irréductibilité), donc de
meme dimension que Z. On peut ainsi considérer (U, U N Z) comme notre nouveau
(V, V§). Ceci, appliqué a chaque composante irréductible de V¢ nous ramene au cas
ou V¢ est irréductible, ce que nous supposons dorénavant.

Choisissons maintenant un morphisme surjectif fini 7c: V — A%, d’ott un mor-
phisme injectif et entier 7*: k[Xy, ---, X,] <> O(V). Notons p := /(f) I'idéal premier
de O(V) tel que Vy =V}, et pg = (n*)fl(p), qui est un idéal premier de O(Ad). Alors
7 se restreint en un morphisme fini surjectif V,, - V,, , donc dim(V,) = dim(V,, ).
1 nous suffira donc d’exhiber fy € O(A?) telle que Vo = V},, pour conclure grace au
lemme traitant du cas n :=d et f := f,.

Pour cela, posons fy := Ny v)/k(x,,x,) (f) (la norme de f pour I'extension de
corps M(V) D k(Xy,--+,X;)). Comme f € O(V) est entier sur k[Xy, -+, X,], les
coefficients du polyndme caractéristique x (1) de la multiplication par f dans M (V)
vu comme k(Xj, -+, X;;)-espace vectoriel sont aussi entiers sur k[X, ---, X,], et donc
appartiennent a k[Xj, ---, X;;] puisque cet anneau est intégralement clos. Il s’ensuit
que fy = £x(0) appartient a k[X;, -+, X,] et est divisible par f dans O(V) (puisque
x(f) = 0). Montrons que p, = \/W.

Puisque f divise fy, ona (fy) € (f) Nk[Xy, -+, X4l CpNk[Xy, -+, X;] = po, donc

V(o) € po.

Réciproquement, sig € py = pNk[Xy, .-+, Xy] = \/(f_)ﬂk[Xl, -+, X;], alors il existe

m € N tel que " € (f) Nk[Xy, ---, X,]. En prenant la norme, on obtient g™ € (f;),

ou e est le degré de I'extension M (V) D k(Xy,---,X,). D'oup, C m.

Remarque

Il découle de ce résultat que si V est affine irréductible et soit W € V un fermé propre,
on a alors dim(W) < dim(V).

2.1.5 COROLLAIRE

Soit V une variété affine irréductible. Alors dim(V) est la longueur de toute chaine
maximale de sous-variétés fermées irréductibles V=V, 2V, 2 --- 2V, 2 @.

Démonstration. En fait, on peut prouver que toute telle chaine maximale V = V) 2
Vi 2 -+ 2 V; 2 @ vérifie codim(V;) = i, et a donc la longueur commune d = dim(V).

Raisonnons par I'absurde. Soit i > 1 I'indice minimal tel que codim(V;) = i. Par la
remarque précédente, on a forcément codim(V;) > i. Choisissons f € I, C O(V,_;)
non nulle, et soit V; une composante irréductible de V, £} € Viiq qui contient V;. On a
alors codim(V;) = i < codim(V;), d’ou une chaine V, 2 - 2 V.1 2 V/ 2 VD --- 2 @,
contredit la maximalité de la chaine originale.

2.1.6 COROLLAIRE

Soit V affine irréductible de dimension d et f;,---, f, € O(V). Si V,...r = @, alors
toutes ses composantes irréductibles sont de dimension > d — r (autrement dit, de
codimension < 7).



Démonstration. Considérons la chaine
VoVyD>-DVp ¢ DVp g

A chaque étape, f; € O(Vy,... ) n'est pasinversible car finalementona Vj, ... = @;si
f; estnulle on aurait dim(Vy,, ... ¢) = dim(Vy, ... ¢ ), et sinon on aurait dim(Vy, ... r) =
dim(Vy . ¢ ) —1. Il sensuit que dim (V... () > d —r.

AFFIRMATION

Le produit V x W de deux variétés affines irréductibles V et W est irréductible, et
onadim(V x W) = dim(V) + dim(W).

Démonstration. Posons A := O(V) et B := O(W), qui sont des k-algebres integres, il
s’agit de montrer que A ®; B est integre.

Soit (b;);; une k-base de B. Ecrivons deux éléments x, x’ € A ® B sous la forme
(unique)x = Y, 2;®@b;etx’ =) .,
Supposons que xx” = 0 dans A® B. Alors pour tout morphisme de k-algébres A > k,
onan®id(xx’) = (Y. 7(a;)b;) (Y, 7(a;)b;) = 0 dans B. Comme B est integre, on en

conclut que ) ; t(a;)b; = 0 ou )_; m(a;)b; = 0, donc (Yi, 7w(a;) = 0) ou (Vi,m(a;) = 0).

Puisque k est algébriquement clos, le corps résiduel de tout idéal maximal m de A
est k. En considérant les projections canoniques A ™ A/m, on a donc:

(Yi,a;em) ou (Vi a, € m).

On a donc (4;);c; N (37)je; € Ny M = V(0) c A, et comme A est intégre donc réduit,
cette intersection est nulle. Il sensuit que V = V(. U V(a,f)ier Par irréductibilité de V,
onaV="Vg ouV=Vgy., donc soit I'idéal engendré par (a;) ;. est nul soit celui
engendré par (a;); est nul, donc tous les a; sont nuls ou tous les a; sont nuls, et
finalement x = 0 ou x" = 0.

Ceci étant établi, on peut maintenant considérer la dimension. Notons s := dim (V)
ett := dim(W). D’apres le théoreme ,on ales morphismes finis surjectifs V — A®
etW - A’, d’oliun morphisme surjectif VxW —» AT, qui est fini car siO(V) et O(W)
sont des modules de type fini sur k[X;, ---, X;] et k[X,,q, -+, X,,], respectivement,
alors O(V) ®; O(W) est un module de type fini sur k[ X, ---, X,,;]. Par conséquent,
dim(V x W) = dim(V) + dim(W).

2.1.7 COROLLAIRE

Soient V, W deux sous-variétés irréductibles de A" d’intersection non vide. Alors
toute composante irréductible Z de V N W vérifie dim(Z) > dim (V) + dim(W) —n
(autrement dit, codim(Z) < codim(V) + codim(W)).

Démonstration. Observons que VN W dans A" s’identifie a I'intersection A N (V x W)
dans A" x A" avec A la « diagonale » définie par les n équations X; - Y;,i =1, ,n.
D’arpes le corollaire et 'affirmation précédente, on a donc dim(Z) > dim(V x
W) —n = dim(V) + dim(W) —n.

a.®b; avec (a;); € Alet (a)); € Al presque nulles.
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EXEMPLE
Soit H ¢ A* I'hypersurface définie par X; X, — X, X;. C'est une variété irréductible qui
contient les plans V et W définis respectivement par les idéaux (Xi, X3) et (Xp, Xy).
Onadim(H) = 3, dim(V) = dim(W) = 2 et codimg(V) = codimy(W) = 1.
On voit que l'inégalité du corollaire peut étre stricte : pour V := H, r = 2,
f1 = Xl et fz = X3, on a dlm(Vfl’fz) =2>1= dlm(H) —7T.
Comme VN W =g, onacodimy(VNW) =3> codimy(V) + codimy (W), donc
on voit en particulier que I'inégalité dans le corollaire n’est pas toujours
vraie pour un espace ambiant quelconque.

De plus, on voit que V = V(y, x.) ne peut pas étre défini par une seule équation
dans H. En effet, supposons V = V; pour f € O(H), on a alors une contradiction :

{0} =VnW=V,nW.

—— e e
codimension 2 codimension 1
dans W dans W
Ceci montre que la réciproque du corollaire n’est pas toujours vraie pour un

espace ambiant quelconque, contrairement au cas de A" (I'affirmation en page 30).

OBSERVATION

Soit W C V une affine irréductible avec V irréductible et codimy (W) = 1. Alors, pour
tout f € Iy € O(V) non nulle, W est une composante irréductible de V; (qui est de
pure codimension 1).

Si O(V) est factoriel, alors on peut choisir f irréductible de sorte que W = V. Mais
on a vu dans 'exemple précédent qu’en général cela n’est pas toujours possible.

On peut généraliser cela en dimensions supérieures :

ProrosiTioN

Si W c V sont deux variétés affines irréductibles, alors en notant r := codimy, (W), il
existe fi, -, f, € O(V) telles que W soit une composante irréductible de Vi, ... (), et
que toutes les autres composantes irréductibles de V4, ... ¢ soient de codimension .

Démonstration. Choisissons une chaine maximale de fermés irréductibles V2> V; 2
- 2 V, = W, de sorte que codimy(V;) = s. On construit par récurrence sur s
une famille f}, -+, f; telle que V, C V(4 .. ¢, et toute composante irréductible de
Vi € Vi4,,... ) est de codimension s. Pour s = 1, il suffit de choisir f; € Iy, \ {(0)}
d’apres le corollaire . Supposons fi, -+, f;_1 construites; le probléme est alors de
trouver f; € I, telle que f; ne soit pas identiquement nulle sur chaque composante
irréductible de Vi, ... ¢ ).
Notons Y3, -+, Y}, les composantes irréductibles de V{ fu o) O VEUE donc que
fslv, = Oet f|y, Z 0 pour touti = 1,---,m. Pour cela, choisissons, pour chaque
i=1,---,m:



une fonction 4; € Iy, tel que a;|y, Z 0 (ce qui est possible puisque Y; ¢ V), et

une fonction b; tel que b;|y, z 0 mais bilyj = 0 pour tout j # i (ce qui est possible

puisque Y; ¢ U;; Y)).
Alors la fonction f, := } ;a;b; convient. En effet, f, € Iy, et, pour touti=1,---,m, ona
(f) |y, = (@)|y,(b;) |y, non identiquement nulle sur Y; (puisque Y; est irréductible et
donc O(Y;) integre).

Ceci nous amene a la terminologie suivante.

DErINITION (intersection complete)

Soit V ¢ A" une sous-variété fermée irréductible de codimension r. On dit que V est
une

intersection complete ensembliste s'il existe f1,---, f, € O(A") tels que V.=V . ..

intersection complete (schématique) s'il existe f1, .-+, f, € O(A") telsque Iy = (f1, -+, f,)-

intersection compléte localement au point x s’il existe un voisinage ouvert affine U
de x tel que U N V soit intersection complete (schématique) dans U.

La proposition implique que tout point x € V admet un voisinage ouvert
affine tel que U N V soit intersection complete ensembliste dans U. On verra que si x
est un point « non-singulier » de V, alors V est intersection complete localement en x.
En général, il est difficile de vérifier si une sous-variété est intersection complete.
Par exemple, on peut montrer qu’'une courbe spatiale image de t — (t“, t%,£) est
intersection complete ensembliste mais en général pas schématique.

Définition de M (V) et dim(V) pour une variété algébrique quelconque

Si (V,0Oy) est une variété algébrique dont l'espace topologique V est irréductible,
alors elle admet un ouvert affine et irréductible dense, disons U. Si U’ ¢ U est un autre
tel ouvert, on a vu que M(U) = M(U’) et dim(U) = dim(U"). On est donc fondé a
définir M (V) := M(U) et on a alors dim(V) = dim(U). Plus intrinsequement, on
peut aussi définir M (V) := h_r)n M(U) ou U parcourt les ouverts affine de V.

ucv
En termes plus élémentaires, posons

M (V) :={(U, f) |Uc Vouvertdenseet f € Oy(U)} [~

ou ~ est larelation d’équivalence définie par (U, f) ~ (U, f') si et seulement s'il existe
U” c Un U ouvert dense tel que f|;» = f'|. Cet ensemble est une k-algebre. Par
exemple, la multiplication est donnée par (U, f) - (U, f) = (UNUW, flunw - f lunu)-

Lorsque V est irréductible, M’(V) est méme un corps. En effet, pour (U, f) avec
f = 0, I'ouvert U = U\ Vyest non-vide, donc dense, et I’élément (Uy, (f |uf)_1) est
inverse de (U, f). On peut donc poser dim(V) := deg.tr.k(M'(V)).

Si, en plus d’étre irréductible, V est affine, alors I'application O(V) — M'(V)
qui envoie f € O(V) sur (V, f) est injective (pour f # 0, on a vu que Uy, (flu f)‘l)
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est I'inverse de (V, f), donc f n’est pas dans le noyau de O(V) — M’(V)), donc se
prolonge canoniquement en un morphisme de k-algebres M(V) < M(V’) qui est
en fait un isomorphisme grace a la proposition s en effet, pour (U, f) € M'(V),
choisissons un ouvert principal U, c U; on a alors (U, f) ~ (Uy, f|y,) ou fly, =
(flm”)n avecg,h € O(V) etn € N, donc , f) f) estl'image de & i € M(V).

On retrouve donc la définition précédente dans ce cas. Pour cette raison, on notera
dorénavant M(V) = M’ (V) pour une variété quelconque.

Pour V quelconque, la construction de M (V) montre que pour tout ouvert dense
U c V, l'application de restriction M(V) — M(U) est un isomorphisme. On en
déduit facilement que, en notant V = ( J;_, V; la décomposition de V en réunion de
composantes irréductibles, on a un isomorphisme M(V) = [T'_; M(V;) — donc dans
ce cas, M (V) n’est qu'une algebre et non un corps.

AFFIRMATION

Si V est affine, alors M (V) est 'anneau total des fractions de O(V), i.e., O(V) localisé
en S = {non-diviseurs de zéro}.

Démonstration. Avec la notation ci-dessus, posons U; := V' \ (U,,; Vi) qui est par
construction ouvert dense dans V;, et posons U := | |}_, U;.Soit U’ = U, C V un ouvert
principal contenu dans U tel que U; := U'NU; # @ pour tout i. Alors U’ est dense dans
U donc dans V. Par conséquent, M(U") = M (V). De plus, ona O(U’) = O(V) [h]
d’ou S7'OU’) = ST'O(V). Finalement, en calculant composante par composante, on
a M(U') = [, M) = [1,5,'0(U)) = SO, ot S; = O(U)) \ {(0) ).

Applications (bi)rationnelles

DeriNiTION (application rationnelle)

Soient V, W deux variétés irréductibles (pas nécessairement affines). Une application
rationnelle @ : V --> W est une classe d’équivalence de couples (U, ¢) formés

d’un ouvert non vide U C V, et
d’un morphisme U w,

et ot on déclare que (U, ) ~ (U, ¢") s'il existe U” c U N U’ ouvert dense tel que
Plur = ¢’

ExeEMPLE

u’-

Si W = k, on parle de « fonction rationnelle », et 'ensemble des telles « fonctions » est
le corps M (V) introduit précédemment.

On dit que @ est dominante siI'une de ses représentantes ¢ : U — W est dominante
(auquel cas toutes ses représentantes le sont). Dans ce cas, puisque M(U) = M(V),
on obtient un morphisme (injectif) de k-algebres @*: M(W) — M(V).



2.2.2 LEMME

L’application @ — @* induit une bijection

App-Rat.Dom(V, W) — Homj_,j, (M(W), M(V)).

Démonstration. Construisons la bijection réciproque. Notons d’abord que, comme la
source et la cible sont invariants par passage a des ouverts denses, on peut supposer
Vet W affines.

Soit W : M(W) — M(V) un morphisme de k-algebres. Puisque O(W) est une
k-algebre de type fini, il existe h € O(V) tel que ¥ (O(W)) c O(V) [ € M(V) (soit
Xy, , X, € O(W) une famille génératrice et soit W (x;) = ‘% avec g;,h; € O(V), on
peut alors poser i = [ h;). On en déduit un morphisme de variétés o, U, > Wou
Uy, est I'ouvert principal de V défini par i = 0. La classe d’équivalence de (U}, ¢,) ne
dépend visiblement pas de & et définit donc une application rationnelle @: V--> W
telle que ¥ = @*. Par construction, la composée dans l'autre sens est aussi l'identité,
on a donc construit la bijection réciproque.

Les applications rationnelles dominantes se composent de maniere évidente, et
on peut considérer la catégorie dont

— les objets sont les variétés irréductibles, et
— les morphismes sont les applications rationnelles.

D’apres le lemme précédent, cette catégorie est anti-équivalente a la catégorie des
extensions de type fini du corps k.

2.2.3 DErFINITION (application birationnelle)

On dit que @ est une application birationnelle si @* est un isomorphisme.

2.2.4 DEerFINITION (variétés birationnelles)

On dit que V et W sont birationnelles si elles sont isomorphes dans cette catégorie, i.e.,
M(V) = M(W).

2.2.5 LEMME

Deux variétés irréductibles V et W sont birationnelles si et seulement si elles
contiennent deux ouverts affines Uy C V et Uy, € W isomorphes.

Démonstration. < est clair.
= : Supposons M (V) = M(W). Quittes a les remplacer par des ouverts denses,
on peut supposer V et W affine. Alors, comme dans la preuve précédente, il existe :
hy € O(W) telle que O(V) € O(W)[hiy], et
hy € O(V) telle que O(W) c O(V) [/ ].
On a alors aussi O(V)[hi'] ¢ O(W) [l ][] et OW) [l ] € O(V) [ [l ], d’ou
Ion tire que O(V) [y ][] € OW) [y ][] et OOW) [l ][hv'] € O(V)[hi' |[iw],
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donc finalement
OW) [y [ ] = OW) [y ][h].

Mais O(V) [y} ][l ] est I'algebre de fonctions réguliére d’un ouvert affine Uy, C V et
O(W)[hw ][] est celle d’un ouvert affine Uy, C W.

ProrosiTION

Toute variété irréductible V de dimension d est birationnelle a une hypersurface
Hc A™.

Démonstration. La théorie des extensions de corps nous dit que M (V) admet une
base de transcendance, i.e. une famille xy, -+, x; telle que M(V) est une extension
finie séparable de k(xy,---,x;). Le théoreme de 1’élément primitif nous dit alors
qu'une telle extension est monogene, disons engendrée par un élément x;,,. Il existe
alors un polynome f € k[Xy, -+, X;,1], que 'on peut supposer irréductible, et tel
que f(xy,--+,x441) = 0. Ce polyndme définit une hypersurface H := Vi C Ad”, et
le morphisme O(H) = k[Xy, -+, X4,1]/(f) = M(V) qui envoie X; sur x; induit un
isomorphisme M(H) — M(V) (en tant que morphisme de corps donc injectif, et
surjectif puisque M (V) est engendré, en tant qu’extension de k, par les x;).

k[Xl/ /Xd] - 2 M(V)
¥
O(H) Z
N
M(H)

Le théoréme de constructibilité de Chevalley

L’exemple du morphisme k¥* — k%, (x,y) — (x,xy), montre que 'image d’'un
morphisme n’est pas nécessairement une sous-variété (localement fermée) de la cible.
Le théoreme de Chevalley montre que I'image ne peut quand-méme pas étre trop
méchante.

Ensembles constructibles

Si X est un espace topologique, on dit qu'un sous-ensemble C C X est constructible
s'il est réunion finie de sous-ensembles localement fermés (i.e. intersection d’un ou-
vert et d'un fermé). En d’autres termes, I'ensemble C(X) C P(X) des sous-ensembles
constructibles de X est le plus petit sous-ensemble de P(X) stable par réunions et in-
tersections finies et passage au complémentaire, et contenant 'ensemble des ouverts
de X. De plus, si Y € C(X) est muni de la topologie induite, on a C(Y) c C(X) (via
Iinclusion P(Y) c P(X) évidente).



TrEorREME (Chevalley)

Soit ¢: V. — W un morphisme de variétés. Alors I'image dun sous-ensemble
constructible de V est constructible dans W.

En particulier, ¢ (V) est constructible.

Avant de commencer la preuve, faisons quelques réductions.

1) Puisqu’un constructible est réunion finie de sous-variétés (localement fermées), il
suffit de montrer que pour tout ¢: V. — W, I'image ¢ (V) C W est constructible.

2) Puisque W est réunion finie de sous-variétés ouvertes affines, et qu'un ensemble
X C W est constructible si et seulement si ses traces sur les ouverts d'un recouvre-
ment sont constructibles, il suffit de prouver 1) dans le cas ot W est affine.

3) Pour la méme raison, on peut aussi supposer V affine.

4) Puisque V est réunion finie de composantes irréductibles, et que réunion de
constructibles est constructible, on peut supposer V irréductible.

5) Enfin, quitte & remplacer W par sa sous-variété fermée ¢ (V), et puisqu'un fermé
d’un constructible est constructible, on peut supposer que ¢ est dominant.

Ceci motive le résultat suivant, qui est le lemme-clef.

LEMME

Soit ¢ : V — W un morphisme dominant entre variétés affines irréductibles. Alors
@(V) contient un ouvert de W.

Démonstration. Commengons par démontrer un lemme algébrique intermédiaire.

LEMME ALGEBRIQUE
Soient A C B anneaux integres avec B une A-algebre de type fini. Alors il existe h € A
et A[h™'] ¢ C c B[] tels que :

C est une algebre de polynomes sur A[l™];

B est un module de type fini sur C.

Démonstration du lemme algébrique. On note K := Frac(A). Le lemme de normalisation
de Noether appliqué a la K-algebre de dimension finie R = K®, B nous dit qu’elle
est engendrée par une famille d’éléments xq,---,x, € R telle que x;,---,x,, sont
algébriquement indépendants sur K et x,,,1, -+, X,, sont entiers sur K[xy, ---, x,,]. En
particulier, pour j > m, il existe un polyndme unitaire f; € K[xy, -+, x,,][T] tel que
fi(x;) = 0. On peut alors trouver h € A tel que :

les x; appartiennent a A[h"'|®, B ~ B[h™'];
les f; appartiennent a Al Y[xy, -+, 2%, [T

En posant C := A[l™"][xy, -+, X,,], on a alors deux inclusions
Al c C c B[h™]

ot1 C est une algebre de polynomes sur A[li™'] et B est un module de type fini sur C.
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Ici, on a O(W) -+, O(V) injective. En considérant A := O(W) et B := O(V) et
en identifiant A et ¢*(A), le lemme algébrique nous donne alors h € O(W) et les
inclusions

O[] = OW)[H [y, -+, %] € OV (@) ]

ot O(W)[h™'][xy, -+, x,,] estune algebre de polynomes sur O (W) [1™ et O(V) [(¢*h) ]
est un module de type fini sur O(W)[h™][xq, -+, X, ).

Soit U, I'ouvert principal de W défini par h. On a donc O(W) [h‘l] =0(U,). De
plus, son image réciproque ¢! (U,) est I'ouvert principal de V défini par ¢*h, donc
o) [((p*h)fl] = O((pfl(u;,)). Les deux inclusions ci-dessus montrent alors que le
morphisme @/|,-1(y,) : @' (U,,) — Uy, se factorise en

e (U) —————— Uy x A" ———— U,

ou le premier morphisme est fini dominant (donc surjectif) et le second morphisme
est la premier projection, donc est aussi surjectif. Il s’ensuit que U, ¢ (V).

Fin de la preuve du théoréme

On démontre par récurrence sur dim(V) que I'image de tout morphisme ¢: V —
W de source affine est constructible dans la cible W. On a vu qu’on pouvait supposer
Virréductible et ¢ dominant. Le lemme ci-dessus nous fournit alors un ouvert U ¢ W
inclus dans @(V).Onaalors (V) = UU@(V\ <p_1 (U)).0Or, V\ (p_l(ll) est un fermé
propre de V, donc ses composantes irréductibles sont de dimension < dim(V) (cf. la
remarque au-dessous du corollaire )- Par hypothese de récurrence, on sait que
p(V\ (p_l (U)) est constructible, et on en déduit que @(V) 'est aussi.

Espaces (co)tangents

Notre premier but va étre de trouver une définition raisonnable d’espace tangent
pour une variété algébrique affine. Une premiere inspiration vient du calcul différen-
tiel. Au moins pour k = IR, on sait que la tangente au point (a,b) a une courbe plane
définie par une équation f(x,y) = 0 avec f différentiable est la droite d’équation

3—}f<(a,b)(x—a) +§—{/(a,b)(y—b) =0.

Bien-sfir, pour que cette équation définisse une droite, il faut que (g—{( (a,b), g—{, (a,b)) =
(0,0).5i f € k[X, Y] estirréductible, alors on a au moins (g—f a—f) = (0,0) dans k[ X, Y].

X’ Y
De plus, on peut montrer que le sous-ensemble algébrique défini par1’idéal (f, g—{(, g—{/)



est fini, et donc que I'équation ci-dessus est bien une droite, sauf éventuellement en
un nombre fini de points. Ces points seront dit « singuliers ».
En s’inspirant de cet exemple simple, on est amené a la définition suivante :

DEFINITION (espace affine tangent; point non-singulier)

Soit V C k" un sous-ensemble algébrique et P = (a4, -+, 4,) un point de V. On définit
I'espace affine tangent TEV a V en P comme le sous-espace affine de k" solution du
systeme linéaire suivant :

af of

X,

(P)(xl ap) + -+ (P)(x,—a,) =0, fely.
On note T,V le sous-espace vectoriel de k" tel que TE"V = P + TpV. Le point P est dit
non-singulier (ou régulier, ou lisse, ou méme simple) si dim(TpV) = dim(V).

EXEMPLE
Soit V c k? la courbe définie par Y2 — X°. L’espace affine tangent au point P = (1,1)
est la droite d'équation —3x + 2y = —1. L’espace affine tangent au point O = (0,0) est
le plan k* tout entier. Le point O est donc singulier.

Il est d'usage de noter dxy, ---, dx, la base duale de la base canonique de k", et de
poserdpf =) I, aX L (P) - dx;, qui est donc une forme linéaire sur k". Alors

TV = ﬂ Ker(dpf).

fely

En utilisant la formule dp(fg) = f(P)dpg + g(P)dpf, on voit qu'on a aussi TpV =
N, Ker(dpf;) pour tout ensemble de générateurs { f;, ---, f,} de I. En d’autres termes,
TpV est le noyau de la matrice Jacobienne

§—£<P> P
Jacp(fu, -+ f) =
§§;<P> - % - (P)

En particulier, ona dim TpV = n—rang(Jacp(f;, ---, f,) ). Comme le rang d"une matrice
est la taille maximale d’un mineur non nul, et qu'un tel mineur est une fonction
polynomiale en les entrées de la matrice, on constate :

LEMME
Pour touts € N, {P € V | dim(TpV) > s} est fermé dans V.

Nous verrons plus loin que le minimum de la fonction P — dim(TpV) estd =
dim(V), ce qui grace au lemme ci-dessus implique que I'ensemble des points réguliers
de V est un ouvert dense de V.
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Auparavant, explicitons la fonctorialité de TpV. Soit ¢ : k" — k™ une application
polynomiale, dont on note les composantes ¢, -+, ¢, € O(k"). Pour P € k", notons
Tp 'application linéaire k" — k™ dont la matrice dans les bases canoniques est :

axl 2(p) - ;’—g(P)

’3(Pm (p) 3‘Pm (P)
LEMME
Sl (p(V) C W alors Tp(p(TpV) cT (p)w

Démonstration. Comme en calcul différentiel, on a pour touti = 1,---,n et toute
fonction f € O(k™) les formules

I(f o) P) - - 9y df

e L-3X; 9X;

(p(P)),

que l'on peut résumer en dp(f o @) = dyp)f o Tpp. Supposons de plus que f € Iyy.
Alors foq € Iy donc TpV C Kerdp(f o @) et par conséquent Tpp(TpV) C Kerdy,p)f.
Ceci étant vrai pour toute fonction f € Iy, on a bien Tp(TpV) C T, ipyW.

L’approche ci-dessus est familiere en calcul et géométrie différentielle. Elle a ici le
gros inconvénient de dépendre a priori du plongement de V dans un espace affine k".
Par exemple, il n’est pas clair a ce stade que si ¢ induit un isomorphisme de variétés,
alors Tpgp est un isomorphisme sur les espaces tangents... On voudrait donc une
définition plus intrinseque, ne dépendant que de O(V) et du point P. En fait, I'espace
tangent en P ne devrait dépendre que de 'anneau local Oy p des germes de fonctions
régulieres en P.

La seconde inspiration vient encore de la géométrie différentielle : on peut voir
les champs de vecteurs comme des dérivations de l'algebre des fonctions € et, plus
localement, les vecteurs tangents en P comme des dérivations scalaires de 'algebre
des germes de fonctions ¢’ en P. Voici une définition algébrique de dérivation.

DeriNITION (dérivation)

Soit A une k-algebre et M un A-module. Une dérivation de A a valeurs dans M est
une application k-linéaire d: A — M telle que

Vf,g€ A, d(fg) = fdg + gdf.
On note Dery (A, M) le k-espace vectoriel de ces dérivations.

Soit alors P un point d"une variété affine V, qui correspond donc a un morphisme
de k-algebres ip: O(V) — k, f — f(P), lequel se prolonge en Oy p 2, k (dont le



noyau est I'unique idéal maximal de I'anneau Oy p des germes de fonctions en P).

Via mp, on peut considérer k comme un O(V)-module ou un Oy p-module, que I'on
notera kp pour lever toute ambiguité. Il est alors naturel de vouloir considérer

Der(Oy p, kp) = {d € Homy_., (Oyp, k) | Vf,g€Oyp,d(fg) = fIg + gIf}

comme l'espace tangent « abstrait » de V en P. Remarquons que si ¢: V — W est
un morphisme de variétés, alors la composition avec Oy ,,py — Oy p fournit une
application k-linéaire

Dpg: Deri(Oy p, kp) — Deri(Op p(py, kp(py)-

Remarque

Comme Oy p est une localisation de O(V), 'application de restriction induit un
isomorphisme
Dery(Oy p, kp) — Der (O(V), kp).

En effet, la formule (9f W)?:T)ﬂp)ag

avoir vérifié que ¢a ne dépend pas d'un représentant de £ g

Soit V=A"etP = (ay,--,a,). Notons

montre l'injectivité, et aussi la surjectivité apres

d
a—)(i P: k[Xll'”IXn] — k
fo P
,1=1,---,n forment une k-base de Der,(k[X;,---, X,,], kp). En effet,

une derlvatlon est entierement déterminée par ses valeurs sur des générateurs de
l'algebre. Ici, la restriction aux polyndomes homogenes de degré 1 donne donc une
injection

Der(k[Xq, -+, X,,], kp) — Homy(kX; ® --- ® kX,,, k)

9X; . . .
et les formules 55/ (P) = 9; montrent que c’est un isomorphisme, et que la famille des

% est duale de celle des X;.
ilp

LEMME

Soit V C k" un sous-ensemble algébrique et P € V. Notons apn p: Der (O(k"), kp) —
k" I'isomorphisme qui envoie la base (aix,- |p)i:1""'” sur la base canonique. Alors on a
une factorisation :

Der, (O(k"), kp) ——— k"

anp

J ]

Derk(O(V), kp) —a;—ip—) TPV
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De plus, pour toute application polynomiale V c k" 2 Wk le diagramme
suivant est commutatif :

Der(O(V), kp) —o—> TV

lew lpr

Derk(O(W), k(P(P)) — T(P(P) W.

AW, (P)

Démonstration. La fleche verticale de gauche du premier diagramme est induite par
le morphisme O(k") - O(V) de k-algebres. Elle est donc injective, et son image est

{9 € Der (O™, kp) | Vf € Iy, Of = 0}.

L’image de ce sous-espace par ap» p est, par définition :

n

n d
{ (Xi)iz1,...n €k ‘ Vfely, ina_)g

i=1

P<f>=o}

qui nest autre que Tp(V). Pour le second diagramme, il suffit de vérifier que la
matrice donnant Dp¢ dans les bases aix, est celle donnée pour Tpe, ce qui est un
calcul direct.

Ce lemme donne donc une définition intrinseque de l'espace tangent comme
espace de dérivations, et implique en particulier que si une application polynomiale
@ induit un isomorphisme de variétés, alors Tp@ induit un isomorphisme des espaces
tangents. Voici un exemple d’application :

ExeEmMrLE

Soit V c k* le sous-ensemble algébrique réunion des deux axes de coordonnées et de
la droite diagonale x = y. Et soit W C k° la réunion des trois axes de coordonnées. Le
lieu singulier est le singleton origine dans chacun des cas, mais l'espace tangent de V
au point (0,0) est de dimension 2 et celui de W au point (0,0, 0) est de dimension 3.
Par conséquent, V et W ne sont pas des variétés isomorphes.

Voici une application plus fondamentale :

ProrosiTiON

Soit V une variété irréductible de dimension d. Pour tout P, on a dim T (V) > d avec
égalité pour P dans un ouvert dense.

Démonstration. On sait déja que {P € V | dim TpV > d} est fermé, donc il nous suffira
de montrer que {P € V | dim TpV = d} est un ouvert dense (i.e. non vide). D’apres
la proposition , il existe un ouvert affine U c V, un ouvert affine U’ d’une
hypersurface irréductible H ¢ A% et un isomorphisme ¢: U — U’. Pour P € U,



comme Oy p = Oy p, ona TpU = TpV, donc TpV = T, p) u = T,pyH. Il suffit donc de
prouver le résultat voulu pour V = H = Vyou f € k[Xj, ---, Xy,1] estirréductible. Dans

ce cas, on a TpH = Ker(dpf) avecdpf = Zf:ll ;_)J; (P)dx;. Si la fonction polynomiale
of

5. estnulle sur V, alors f divise ;—}Jg dans k[Xy, ---, X;,1], donc, pour des raisons de
of _

degré en X;, on a 55~ = 0. Puisque f n’est pas constante, il doit exister i tel que %
est non identiquement nulle sur V. Alors df est non identiquement nulle sur V et
I'ensemble {P € V |dpf # 0} = {P € V |dim TpV = d} est ouvert non vide.

En particulier, le lieu singulier d"une variété algébrique est un fermé propre.

Puisqu’on est arrivé a une caractérisation intrinseque ne faisant intervenir que
I'anneau local en le point considéré, on peut définir I'espace tangent pour une variété
algébrique quelconque :

DEFINITION (espace tangent)

Soit V une variété algébrique et P € V. On définit 'espace tangent TpV comme l'espace
des dérivations Der; (Oy p, kp).

Comme ci-dessus, tout morphisme V -5 W induit une application k-linéaire
TP(P : TPV — T(P(P) W.
Le lemme suivant montre comment calculer concretement l'espace tangent.

LEMME

Soit A une k-algebre et m C A un idéal maximal de corps résiduel k = A/m. Alors
l'application d — d := d|, induit un isomorphisme de k-espace vectoriel :

Der (A, A/m) = Homy_., (m/m? k).

Démonstration. Notons f I'image dans k = A/m de f € A.

i) L'application est bien définie. En effet, la formule d(fg) = fdg +gdf montre que
d|m2 = 0, d’ou l'existence de 9: m/m? = k.

ii) Dans l'autre sens, partons de 6: m/m* — k et posons d(f) := O(f — f) € k (ici
on voit f, un élément du corps résiduel A/m, comme un élément du corps des
constantes k C A grace a I'identification canonique k = A/m). Alors 1'égalité

fe-f3=f@-D+3f-H+f-HE-

montre que d est une dérivation A — A/m.
iii) On vérifie aisément que ces deux applications sont des bijections réciproques.

Le lemme ci-dessus justifier la terminologie « espace cotangent » pour l'espace
vectoriel my p/ mxz/,p (ou P est un point d'une variété V et my p est I'idéal maximal
de Oy p). Ses éléments sont analogues aux « formes différentielles » en géométrie
différentielle.
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DErFINITION (espace cotangent; différentielle)
Soit V une variété algébrique et P € V. On note Tp V := my, p/ m%/,p l'espace cotangent
en P, et on note dp: my p — Tp V la différentielle en P.
ExEMPLE
Dans le cas de A" et P = (ay,---,a,), onampnp = (X —ay,---, X, —a,) etlesn
éléments dx; := dp(X; — a;) forment une k-base de Ty A" = mAn’p/min,p.
Soit alors f € mpn p, on calcule que dpf =) I, aa—;; (P) - dx;, ce qui justifie la notation.

Supposons maintenant P € V c A". On a alors Iy C mpnp et Tp A" — TpV est le
quotient par {dpf | f € I/}, d’oi un isomorphisme

2 ~ 2
mAn,p/ (m/An,p + Iv) —> mV,p/mV,p.

Points non-singuliers

Parametres locaux

Soit P un point d"une variété algébrique irréductible V de dimension d. Le lemme
de Nakayama implique que la dimension de my p/ m%/,p est aussi le nombre minimal
de générateurs de my p en tant que Oy p-module. Plus précisément, une famille
fi, -, fr € my p est génératrice si et seulement si son image dpf;, -+, dpf, engendre
k-linéairement my p/ m%/, p-

DiriNiTION (famille de parametres locaux)

Si P est un point non-singulier de V, on appelle famille de parameétres locaux en P toute
famille f;, ---, f; telle que (dpfy, --+,dpf;) soit une base de Tp V.

LEMME

Si (f1, -+, f1) sont des parametres locaux en un point non-singulier P, alors il existe
un voisinage ouvert affine U de P tel que chaque f; est le germe d'une fonction
réguliere f; € ['(U,Oy) et Vg, .. ¢y N U = {P}.

Démonstration. Choisissons un voisinage ouvert affine U’ tel que les f; soient
les germes de fonctions régulieres f; € T'(U’,Oy). Le lieu d’annulation Z :=
Vip, .y € U contient donc P et, par le paragraphe précédent, on a TpZ =
my p/ (mZV,p + (f1, -+, f4)) = 0. Donc toute composante irréductible passant par P est
de dimension 0, donc égale a {P}. Il suffit donc de prendre pour U un ouvert affine
contenu dans le complémentaire dans U’ de la réunion des autres composantes
irréductibles de Z.

Silet f;,--, f; sont comme dans le lemme, on obtient un morphisme

Q: u— A*



en envoyant X; sur f;. Soit O I'origine de A%. On a ¢(P) = O et Tpp est un isomor-
phisme. Le lemme dit aussi que @' (O) = {P}. Si on est sur k = R ou C, le théoréme
d’inversion locale nous donne l'existence d"un ouvert analytique ¢/ c U (i.e. pour
la topologie métrique usuelle) tel que ¢ réalise un difféomorphisme de I/ sur son
image. En géométrie algébrique, on ne dispose pas d'un résultat analogue.

1) En général, le morphisme induit par ¢ entre germes Opi p — Oy p n'est pas un

isomorphisme,
2) pire, on ne peut méme pas trouver d’ouvert U’ c U tel que ¢

v Soit injective.
Les « parametres locaux » sont donc des analogues imparfaits des « coordonnées
locales » en géométrie différentielle.

ExXEMPLE

Soit C ¢ A?la courbe définie par f = Y2~ X° + X. Elle est non-singuliére au point O =
(0,0) et dy est une base de T5C (on adpf = dx et T5C = ToA?/do f = (kdx@kdy) /kdx),
donc y est un parametre local de C en O (qui est une fonction globale ici).

La seconde projection C — A' donné par k[Y] — k[X, Y]/(f) envoie O sur O et

induit un isomorphisme sur les espaces tangents en O.

1) Mais elle n’induit pas un isomorphisme Op1 o — Oc o, puisqu’elle n’induit déja pas
un isomorphisme des corps de fonctions M(AY = k(Y) > M(C) = k(Y) [(X1/(f).

2) De plus, un point de A' a génériquement trois antécédents dans C. Comme les
ouverts de C sont les complémentaires d’ensembles finis, on voit qu’il n’existe
aucun ouvert U C C tel que ¢|; soit injective.

Cet exemple montre aussi pourquoi l'approche par atlas de cartes de la géométrie
différentielle ne fonctionne pas en géomeétrie algébrique : une courbe non-singuliere
comme C ci-dessus n'est pas isomorphe & un recollement d’ouvert de A'.

Anneaux locaux : gradués et complétés

Soit A un anneau et [ unidéal de A. La suite (I"),,. d’idéaux de A est décroissante

et on note
gr,(A) = EBI"/I”“ =A/lleo /P& -
nelN

le A-module gradué associé. Ce A-module est en fait une A/I-algebre graduée, la
structure d’anneau étant induite par la multiplication I" x I'"" — "™, Par ailleurs, on
obtient en passant aux quotients un systéme projectif A/I « A/I* < --- dont on note
la limite

A; = lim A/T"
H
nelN

= {(an)nelN € ]_[A/In

nelN

a,,, = a, mod I" }
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ExemMrLE

Soit A = k[Xy, -+, Xyl et = m:= (Xy, -+, X;). Notons A, le sous-k-espace vectoriel
des polynémes homogenes de degré n dans A. On vérifie aisément que m” est engen-
dré par A", et que la projection m"” — m"/ m™! induit un isomorphisme k-linéaire
A, = m"/m™!. On voit donc que g (A) = D, . An est isomorphe a une algebre
de polynome (avec la graduation habituelle).

Voici une reformulation plus intrinséque : le morphisme de k-espace vectoriels
m/m? — gr, (A) induit, par propriété universelle des algebres symétriques (cf.
page 56), un morphisme (gradué et surjectif)

Sym; (m/m?) — gr_(A)

et ce morphisme est ici un isomorphisme. Quant au complété, on retrouve ici une
des définitions possibles d"une k-algebre de séries formelles :

Z;l — k[[X]/ vee /Xd]] = { Z ailr"'/idXil e X;d}.

(i, /iq) €N

Notons que gr, (A) et Ap ne dépendent que de I'anneau local A, et que Ay, est
lui-méme local : son unique idéal maximal est mA, = (X, -, X,).

Il se trouve que ces deux jolies formes pour le gradué et le complété de I'anneau
local de l'espace affine en un point sont vraies pour I'anneau local de tout point
non-singulier d"une variété algébrique.

PrOPOSITION

Soit P un point non-singulier d'une variété V de dimensiond, et soient f;, .-+, f; € my p
des parametres locaux en P. Alors on a un isomorphisme

k[Xq, -, Xq] — 6V,P
Xi — ﬁ .

Plus généralement, si ¢: V — W est un morphisme tel que ¢ (P) est non-singulier et
Tpep est un isomorphisme, alors @p : Ow,o(py = Oy p induit un isomorphisme entre
anneaux locaux complétés L _

¢p: Ow,pp) — Ovp

ainsi qu’entre anneaux gradués gr¢p : gr Ow,ppy — 87Oy p.

Remarque

La premiere partie provient du morphisme U -+, A donné par les parametres
locaux fy,---,f; € T(U,O(V)), qui induit ¢p: Opig — Oyp puis @p: Opap =
k[Xq, -+, X4l = Oy p.



Démonstration. Notons d’abord que, puisque @p (mjy ,,p)) C My, p, le morphisme ¢p
induit bien un morphisme entre complétés @E: 5W,(P( py = (5\/,,; ainsi d’ailleurs qu'un

morphisme entre gradués gr ¢p : grmw,w(m Ow,pp) = 8y » Oy p.

Surjectivité. Si Tp est injectif, alors @p induit une surjection sur les cotangents
mw,(p(p)/m%v,go(p) —» mV,p/m%,,p, et donc aussi des surjections m”wl(/)(p) /mw(lp(,)) —»
my p/ m%% pour tout i et, par dévissage, des surjection myy ,,p) /My ,(py = My, p/My p
pour tout n < m, donc gr ¢p et @E sont surjections aussi.

Injectivité. Supposons maintenant que W = A avec ¢ (P) = O, et que Tp¢ est un
isomorphisme. On peut ramener le cas général a cette situation en choisissant des
parametres locaux de W en ¢ (P). Or, on vient de voir que ﬁ: KXy, -, X4]l = 5\/,13
est surjectif, et il faut voir que ce morphisme est injectif. On peut utiliser pour cela la
notion de dimension de Krull d’un anneau noethérien. C'est par définition la longueur
maximale d'une chaine p, C p; € -+ € p,; d’idéaux premiers propres. Comme une
telle chaine dans Oy p correspond a une chaine de fermés irréductibles dans un voisi-
nage ouvert de P dans V, on voit que dimy,, Oy p = dim V = d. Nous admettrons ici
que pour un anneau local (A, m) noethérien, le complété A est aussi noethérien et
dim,, ‘E‘\\ = dimy,,, A. Alors I'égalité dim, k[ Xy, ---, X;]| = dimy,, (5\/,,;, la surjecti-
vité de @p, et le fait que tout quotient non trivial de k[ Xy, ---, X;]| est de dimension
< d, impliquent que @ est injectif.

Enfin, il est facile de voir par dévissage que ﬁ est unisomorphisme si et seulement
si gr ¢p est un isomorphisme.

ExeEmMrLE

Considérons l'application polynomiale p: A’ - A', x — (x +1)>~1.Ona @(0O) =
O et Toe est la multiplication par 2, donc est un isomorphisme des que k est de
caractéristique # 2. Le morphisme @5 : k[X]x) — k[X]x) est donné par X — (X +
1)? —1 et n’est pas un isomorphisme car il n’y a pas d’élément f € Xk[X] x, tel que
(f + 1)?2-1=X (puisque X + 1 n’est pas un carré dans k(X)).

En revanche, cette équation est soluble dans k[X]]:ona f+1 =1+ %X - %Xz + -
(développement en série formelle de (1 + X)'/?), et il s’ensuit que le morphisme
@4 k[X] — k[X] est un isomorphisme.

Anneaux locaux réguliers

Dans la preuve précédente, on a défini la dimension de Krull d"un anneau noe-
thérien A comme la longueur maximale d"une chaine p, € p; € -+ C p,y d’'idéaux
premiers propres. Notons que dans une telle chaine de longueur maximale, on a
po = (0) si (et seulement si) A est integre. Si A est de plus local d’idéal maximal m,
on dit que A est régulier si dimy, , A = dim 4/, (m/m?).

Si P est un point d'une variété algébrique V, on a dimy,,,, Oy p = dim V, et P est
régulier (i.e. non-singulier) si et seulement si Oy, p est un anneau régulier.
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FAITS DE L’ALGEBRE COMMUTATIVE

1) dimy,, Opip = d.

2) dimy,; Opa o/ (f) < d pour toute f € O(A?) non nulle.
3) dimy,, A= dimy,, A.

On peut montrer qu'un anneau local régulier est integre, intégralement clos, et
méme fonctoriel. En dimension 1, on a méme mieux — ce qui est I'objectif de la
section suivante.

2.6 Désingularisation de courbes

Pour une variété algébrique V, on cherche V. - V tel que ”ln*l(Vreg) est un
isomorphisme et que V est lisse. Ce n’est pas toujours possible en général, mais pour
des courbes algébriques on peut trouver cela grace au lemme suivant.

2.6.1 LEMME

Soit (A, m) un anneau noethérien local integre de dimension 1. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1) A estrégulier.
2) A est principal (et donc un anneau de valuation discrete).
3) Aestnormal (i.e. intégralement clos).

Démonstration. = 2). Si A est régulier, m/m2 est de dimension 1, donc m est
principal, engendré par n'importe quel élément @ dont I'image dans m/ m? est non
nul. Soitalors N := (), m" = ,cn @ A.OnamN = @wN = N, dong, puisque N est
de type fini comme A-module (A est noethérien), le lemme de Nakayama implique
que N = 0. Il s’ensuit que tout élément non nul a € A s’écrit de maniere unique
a=w'upourunn € Netu e A*. En particulier, les idéaux de A sont les w"A et
sont tous principaux.

= 3).Siunélément § € Frac(A) avec (a,b) = A est annulé par X" + a, X"+
- +ag € A[X], alors b | a", ce qui implique b € A* et § € A. Donc A est normal.

= 1). Puisque dim,,,,(A) > 0,onam = (0) doncm = m? par Nakayama.
Fixons donc x e m \ m?. On a dim,,,(A/(x)) = dimy,,,(A) =1 =0, donc A/(x) est
artinien. Plus précisément, m/(x) est 'unique idéal premier de A/(x) et donc est égal
au nil-radical de A/(x), i.e. tous les éléments de m/(x) sont nilpotents. Comme m est
de type fini, il existe donc n € IN tel que m" - m/(x) = (m/(x))™! = 0. Soit y € m tel
que my = 0 dans A/(x). On a donc ym C xA. Pour z € m, si yz = xa, on ne peut avoir
a € A* puisque x € m?, donc a € m, et il sensuit que ym C xm. Considérons alors
l'endomorphisme A-linéaire m — m, z — £. Cet endomorphisme est annulé par un
polyndme unitaire P(X) a coefficients dans A (grace a Cayley-Hamilton) donc on
a P(¥) = 0 dans le localisé Alx™'] C Frac(A), et I'élément Y de Frac(A) est entier sur
A, donc appartient a A puisque A est normal. On a doncy € Ax et = 0. En notant



M[m] la m-torsion d’un module M (i.e. le sous-module tué par tous les éléments de
m), ceci montre que (m/(x))[m] = 0. Mais alors, m - (m/(x))[mz] c(m/(x))m]=0
donc (m/(x))[m?] =0 puis, par récurrence, (m/(x))[m"] = 0 pour tout m € IN. En
particulier, on am/(x) = (m/(x))[m"] = 0, et donc m = (x) et A et régulier.

Remarque

Pour un anneau local de dimension > 1, étre normal est bien plus faible qu’étre
régulier. Par exemple, 'anneau local en O de V = Vy,_z n’est pas régulier mais on
peut montrer qu’il est intégralement clos.

Anneaux de valuation discréte

Un anneau qui vérifie les conditions du lemme est appelé anneau de valuation
discrete, et un élément @ € A générateur de m est appelé uniformisante de A. La
terminologie provient de la théorie des valuations des corps. Définissons en effet
une fonction v: Frac(A) — Z U {co} en envoyant 0 sur co et x # 0 sur I'unique entier
v(x) tel que x € A*w”™. On a alors les propriétés suivantes :

v(x) =c0o o x=0;

v(xy) = o(x) +0(y);

v(x+y) > min(v(x),v(y)).

De plus, on retrouve A par 'égalité A = {x € Frac(A) | v(x) > 0}. La fonction v est
un exemple de valuation au sens suivant :

DerFiNITION (valuation)

Soit K un corps. Une valuation (de rang 1) est une fonction v: K — IRU {0} qui vérifie
les trois propriétés ci-dessus. Elle est dite « discrete » si v(K™) est un sous-groupe
discret de R, et « discréte normalisée » si v(K*) = Z.

Réciproquement, si K est un corps muni d’une valuation discrete normalisée v,
ona:

A:={xeK|v(x) > 0} est un anneau de valuation discrete (appelé « I'anneau de
la valuation v »), d’idéal maximal m: {x € K| v(x) > 0};

A ={x € K|v(x) = 0}etw € Kestuniformisante de A si et seulement si v(w) =1;

K est le corps des fractions de A.

On verra plus loin comment définir une structure de variété algébrique lisse de
dimension 1 sur 'ensemble de toutes les valuations discretes (normalisées) d’une
extension de k de degré de transcendance 1.

Désingularisation de courbes

Le lemme nous dit qu'une courbe C est lisse en un point P si et seulement si
I'anneau local O p est normal. Cela n’est pas nécessairement une maniere efficace de
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vérifier si un point est bien régulier, mais cela suggere une maniere d’« effacer » les
points singuliers : en prenant la cloture intégrale. On a besoin du lemme de finitude
suivant.

LEMME

Soit A une k-algebre integre de type fini et L une extension finie de K := Frac(A).
Alors la cloture intégrale B de A dans L est un A-module de type fini (et donc aussi
une k-algebre de type fini).

Démonstration. Par le théoreme de normalisation de Noether, A est un module de
type fini sur une sous-algebre A’ isomorphe a une algebre de polynémes, ce qui nous
ramene au cas ou A = k[Xy, ---, X,,] est une algebre de polynomes.

Notons L, la sous-extension de L séparable maximale sur K. Si on est en caracté-
ristique 0, on a Ly, = L et on peut passer au paragraphe suivant. Sinon, il existe une
puissance g de la caractéristique telle que L7 C Lg,,. Soitalors K’ := K (X}/ T XY et
L":= K'L le corps composé de K’ et K dans une cloture algébrique de K (on choisit des
plongements). Puisque k est parfait, x — x7 induit un isomorphisme de l'extension
K’ c L’ sur I'extension K c KL%, donc en particulier L’ est séparable sur K'. Par ailleurs,
la cléture intégrale de A dans K’ est visiblement A’ := K[X}/q, ,X,l/q] qui est un
A-module de type fini. D’apres le « cas séparable » traité ci-dessous, la cloture inté-
grale B’ de A" dans L’ est un A’-module de type fini, donc aussi un A-module de type
fini, et finalement B C B’ est aussi un A-module de type fini par noetheriannité de A.

Reste a traiter le cas ou I'extension L D K est séparable. Notons n = [L : K]. La
séparabilité de 'extension signifie que la forme bilinéaire 6 x: L xL — K, (x,y) —
Try/k(xy) est non dégénérée. Soit alors by, -+, b, une base de L sur K contenue dans
B (existe car L = Frac(B)). On a donc M := . Ab; C B. Soit by, -+, b,, la base duale

pour la forme non dégénérée 6 k. Pour tout b € B, on a

b= Try(bb)b;.

i=1

Mais, comme on l'a déja rappelé, Tr;,x(bb;) est entier sur A (comme somme de
conjugués de bb; qui est entier), donc appartient a A qui est normal. Donc B c M’ :=
D, Ab;" est de type fini comme A-module.

Soit maintenant C une courbe algébrique affine irréductible d’algebre de fonctions
régulieres A := O(C) (i.e., C = SpMax(A)). Notons A la cloture intégrale de A dans
Frac(A) = M(C) (on dit aussi que A est la normalisation de A). D’aprés le lemme,
C’est une k-algebre de type fini. Soit C la variété algébrique (irréductible) SpMax(A).
Encore par le lemme, le morphisme C - C est fini, et donc surjectif puisqu’il est
dominant. En particulier, C est une courbe. Comme les localisés d’un anneau normal
sont normaux, C est une courbe lisse d’apres le lemme



De plus, soit U un ouvert affine de C sans points singuliers. Les localisés de O(U)
sont tous normaux, donc O(U) est normal. Comme la cloture intégrale commute a
la localisation, O(7 1 (U)) est la normalisation de O(U), donc est égale a O(U). En
d’autres termes, 7 est un isomorphisme au-dessus de U et donc, au-dessus de tout le

lieu non-singulier Ce; C C.
FAITS DE L’ALGEBRE COMMUTATIVE

1) La normalisation commute a la localisation (i.e. si A est un anneau integre et
S c A une partie multiplicative, alors S A = STA dans Frac(A)).

2) Aintegre est normal si et seulement si tous ses localisés en les idéaux maximaux
sont normaux.

ExeMPLES

1) Considérons la cubique plane C ¢ A* d’équation Y* — X*(X +1). Elle passe par

O = (0,0) et ce point est singulier. Dans M (C), la fonction rationnelle T := )—Y(

vérifie 'équation T> = X + 1, donc appartient a O(C). En fait,

M(C) = k(X)[Y]/(Y* - X*(X +1))
= k(X)[T]/(T? = (X +1))
= k(T),

donc la normalisation de O(C) est k[T] (comme k[T] est normal). On en déduit
que C = A" etle morphisme de normalisation (i.e. de désingularisation) est donné
par @(t) = (2 -1, - t). Géométriquement, on peut aussi voir cela comme une
projection :

((P-1,P-tt)|tek)c A®
J/T(
Cc A%
On observe que la préimage de 0 est {1, —1}. En dehors de ces deux points, ¢ est
un isomorphisme A\ {1,-1}) = C\ {O}.

2) Dans le cas de la cubique a point de rebroussement (« cusp ») C' ¢ A* d’équation
Y%2- X3 Elle passe par O = (0,0) et ce point est singulier. Dans M (C’), la fonction
rationnelle T := }—’g vérifie I'équation T? = X, donc appartienta O(C’), eton a

M(C) = k(X)[Y)/(Y? - X?)
= k(X)[T)/(T* - X)
= k(T),

donc la normalisation de O(C’) est aussi k[T]. On en déduit que C’ = A' et le
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morphisme de normalisation (i.e. de désingularisation) est donné par ¢(t) =
(2, £). Géométriquement, on peut aussi voir cela comme une projection :

[(7,8,1) |tek)c A®
|7
C'c A%
Ici ¢ est un homéomorphisme entre C’ et C'.

En général, il n’est pas toujours si facile de calculer une normalisation.

Plus generalement soit V = SpMax(A) une variété affine irréductible, notons
V= SpMax(A) avec A C Frac(A) la normalisation de A. Comme A C A, onaun
morphisme fini surjectif V - V au-dessus de tout lieu non-singulier Vieg C V. Mais
ici V est seulement normale et pas nécessairement lisse.

Remarque

Une variété irréductible V est dite normale si ses anneaux locaux sont normaux en
tout point. En général, une telle variété n’est pas lisse, mais on peut montrer que son
lieu singulier est de codimension > 2.

ExEMPLE

Considérons V ¢ A® d’équation X* + Y? = Z%. On peut montrer que V est normal,
mais Vg, = {0} est non vide. Il existe une opération plus générale pour éliminer
de telles singularités appelée éclatement (en anglais « blowing-up »), que nous ne
traiterons pas ici.

Construction de normalisation par patching

Soit V une variété irréductible séparé. On peut définir sa normalisation V - V
via patching. Choisissons un recouvrement V = | J!_, U; de V par des sous-variétés
affines ouvertes. D'apres la discussion précédente, pour chaque i on a U; — U;.
Pour coller les U; comme les U, il faut en quelque sorte identifier les intersections.

Comme V est séparé, U; N U, est aussi affine (cf. 'appendice a la fin de ce chapitre).
Comme la cloture intégrale commute a la localisation, 7t;” Laun u;) L Un U, estune
application de normalisation, on a donc (identifiant M (U) = M(U;) = M(U;N u):

-1
T(; (Ulﬂ LI]) o
%)
lz
W

ng.

-1

On peut ainsi recoller le long de ces intersections, et obtient une normalisation globale.



Points singuliers, cone tangent

Reprenons I'exemple des deux cubiques planes singulieres en O ci-dessus. Dans
chacun des cas, I'espace tangent T,C est le lieu d’annulation de la partie linéaire
de I'équation f = Y* — X° ou g = Y* — X*(X + 1), qui est nulle, de sorte que ToC =
ToA? = K ne nous apporte pas d’autre information que la non-régularité du point.
Néanmoins, on peut remarquer que la « forme » de la singularité peut se lire sur la
partie quadratique. Dans le cas de f, la partie quadratique est Y2, qui défini la droite
« tangente » au point de rebroussement. Dans le cas de g, la partie quadratique est
(X-Y)(X+Y) qui définit la réunion des « tangentes » aux deux « branches » passant
par le point singulier O.

Plus généralement, un polynome f € k[X, ---, X,,| de terme constant nul s’écrit
de maniere unique ) _,_, f ") avec ) homogene de degré r. On note f := fUmin) ayec
Tmin l€ plus petit entier r tel que £ = 0, et on appelle f” la « partie principale » de f.
On a donc:

OeVie f(O) =0 © rmin 2 1, auquel cas Tp Vs = Viw;

I'hypersurface V; C A" est non-singuliere en O si et seulement si f e
cas ToVy = Vip;

, auquel

O est singulier & 7, > 2, i.e,, deg(fb) >1.
Si O est singulier, Vs, n'est plus un espace linéaire (hypersurface propre de A"), mais
reste un cone (i.e. stable par homothétie) de sommet O. Intuitivement, c’est le cone
qui « approxime » au mieux V dans un voisinage de O.

DEFINITION (cOne tangent)

Soit V ¢ A" passant par O. Notons I, I'idéal engendré par les f°, f € I,,. On appelle
cone tangent a V en O et on note CpV la sous-variété Vi C A" définie par l'idéal IY.

Remarquons que le cone tangent est toujours inclus dans 'espace tangent, par
construction :
COV = VIL’ C VI(l) = TO(V)
v v

ou I‘(/l) est engendré par tous les f* d’ou I‘(/l) L.

Comme notre premiere définition d’espace tangent, cette définition a 'avantage
d’avoir un sens géométrique assez clair, et I'inconvénient de dépendre du fait que V
est plongé dans A".

Avant de donner une définition intrinseque, voyons comment ce cone est trans-
porté par un morphisme, i.e. la fonctorialité. Supposons donc donné un morphisme
¢: A" — A"™ de composantes ¢ = (¢, @,) avec ¢; € k[Xq, -+, X,]. Notons
@ = (@f, -, pb): A" — A™ le morphisme donné par les parties principales.

LEMME
Soit V.c A" et W c A" des variétés telles que ¢ (V) c W. Alors (pl’(Co(V)) c Co(W).
Démonstration. 1l suffit de vérifier que pour toute f € I}y, ona (f o @)’ = f o
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Cherchons maintenant une définition intrinseque. On a déja une définition intrin-
seque de l'espace tangent et, comme on 1'a remarqué, le cone tangent est naturellement
un sous-ensemble algébrique de l'espace tangent, défini par des fonctions polyno-
miales. Nous avons besoin d"une maniere intrinseque de traiter les espaces vectoriels
comme des variétés.

Un point clef ici est que la k-algébre des fonctions polynomiales sur un k-espace
vectoriel E de dimension finie est canoniquement l'algebre symétrique Sym, (E*) sur
le dual E* := Hom(E, k) de E.

Rappelons que l'algebre symétrique Sym, (E") est le quotient de 'algebre tenso-
rielle (non commutative)

T*(E") = EB E* ® -+ ® E*, munie du produit par concaténation

nelN n fois

par l'idéal bilatere engendré par les x ® y — y ® x. Elle est encore graduée :

Sym, (E*) = @ Sym!" (E").
mz0
Clest une k-algebre commutative munie d’un plongement E* < Sym, (E") (via
T®(E")) et caractérisée par la propriété universelle que toute application k-linéaire
E* — A, avec A une k-algébre commutative, se prolonge uniquement en un morphisme de
k-algebres Sym, (E*) — A.

Symk(E*)

~
] ~o A
~
~N
~N

Ef——— A
Pour tout choix de base xy, -+, x, de E*, on a alors un unique isomorphisme
de k-algebres k[X;, -, X,] — Symk(E*) tel que X; — x;. Moralement, l'algebre
symétrique est une fagon de penser aux polynomes sans utiliser de coordonnées.

Dans la situation qui nous intéresse, on a identifié T,V a Der;(Oy o, k) et
mv,o/m%/,o au dual de Deri(Oy o, k) (le lemme ). Donc Symk(mvlo/m%/,o)
s’identifie a l'algebre des fonctions polynomiales sur Tp V. On peut donc voir T,V
comme SpMax(Symk(mvlo/m%/,O)).

De plus, le morphisme évident my o/m} o — grOy o = EBm>O m(?/o/m{’}fol =
k®my o/my o @ - fournit par propriété universelle un morphisrr{e de k-algebres

surjectif (par la surjectivité de my, o — Symlr{(mvlo/m%/,o) — m(//o/m(,f(lj) :

Symk(mv,o/m%/,o) - grOyo.

En particulier, grOy o est une k-algebre de type fini. Notons qu’elle nest pas
nécessairement réduite, mais nous abuserons un peu des notations en notant



SpMax(grOy o) := SpMax((grOy o)req) le spectre maximal de son algebre réduite.
Cela suggere aussi que I'on ne peut pas toujours nous limiter aux algebres réduites.

Le morphisme surjectif ci-dessus fait de SpMax(gr Oy ) une sous-variété fermée
de l'espace affine Der, (Oy o, k).

LEMME

L’isomorphisme k-linéaire ay o: Der(V,0) — TpV du lemme induit un
isomorphisme de variétés SpMax(gr Oy o) — CpV. Plus précisément, on a un iso-
morphisme

k[Xll Tty Xn]/I?/ — gr OV,O

qui envoie X; sur son image dans my ¢ /m%,/o.

Démonstration. Par construction, la k-algebre des fonctions sur CoVestk[Xy, -+, X,]/

mais on peut identifier CoV au spectre maximal de la k-algebre k[Xy, ---, X},] /I?,.
Ainsi, I'isomorphisme d’algebres annoncé implique, en passant aux algebres réduites,
I'isomorphisme de variétés voulu. Prouvons donc I'isomorphisme d’algebres.

Puisque I'idéal I} est homogene, on a L = @m(lk’/ Nk[Xy, -+, X,]n), d’ou une
graduation

k[Xl/"' n /Ib - @k[xl/ '/ n m/(Ib ﬁk[}<l/ '/Xn]m)'
melN

On a déja identifié k[ Xy, -, X, ],, = Man o /m%}o. Par ailleurs, on a

m m+1

mAn O/(mAn o+t IV N mAn O) — mv O/m

Or, on a aussi

mgtlo + IV N mZ\ln,O = mﬂ:}o + Il\)/ N mxnlo

d’ou un isomorphisme k[ X, ---, X, ],/ (L Nk[Xy, e, X)) — my o/my 5 puis, en
sommant,

k[Xll IXn]/Il\)/ — gr OV,O/

comme voulu.

ExemrLE

Dans le cas de la courbe C = Vy2_y3, on a donc grOc o = k[X, Y]/ (Y?) qui n’est pas
réduite. Dans l'étude des singularités, le « 2 » a son importance et s’interprete comme
une « multiplicité ».

DEFINITION (cOne tangent « intrinseque »)

Le cone tangent intrinseque de V en O est la variété algébrique affine SpMax(gr Oy o).
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En résumé, on a donc:

Sym, (my p/ m} p) v, grOv,p

iSpMax
T,V > CpV.

Remarque

1) Un point P est non-singulier si et seulement si CpV = TpV, i.e., si et seulement si
Ty p est un isomorphisme. Concretement, soit f, ---, f; une famille de parametres
locaux en P, alors

k[Xq, -, X4] — grOyp
X;— fiemyp/mpp

est un isomorphisme.

2) En général, on peut montrer que dimCpV = dimy,,; grOyp = dim, Oy p =
dim V (si V est irréductible).

3) Tout morphisme de variétés ¢: V — W induit pour tout P € V un mor-
phisme grgp: grOw oy — gr Oy,p et donc un morphisme des cones tangents
gr ¢. Lorsque ¢ provient d’une application polynomiale A" — A" telle que
@(V) c @(W), ce morphisme correspond a celui noté (pb plus haut via les
isomorphismes du lemme ci-dessus.

DErFINITION (morphisme étale)

On dit qu'un morphisme ¢ : V — W est étale au point P si 1gr (pp grOw o(P) — & Oy p

est un isomorphisme, ou de maniere équivalente, si ¢p: Ow(p(p) — OV p est un
isomorphisme.

Remarque

Si P et @(P) sont tous deux des points réguliers, alors
@ est étale < Tp est un isomorphisme
(voir aussi la proposition )-

Les morphismes étales ont une importance capitale en géométrie algébrique.
Ils jouent le role des isomorphismes locaux en topologie, en particulier ils sont
ouverts, et permettent de définir une théorie cohomologie tres utile, qui remplace la
cohomologie singuliere des variétés topologiques. Par ailleurs, les morphismes finis
et étales sont les analogues des revétements en topologie et permettent de définir un
groupe fondamental.



... et le fibré tangent?

On peut s’inspirer de la géométrie différentielle pour définir des fibrés vectoriels
et des fibrés tangents. Un morphisme de variétés £ — V est un fibré vectoriel de
rang rsi:

1) Il existe un revétement ouvert affine V = | J;_; U; et des isomorphismes

o TN U) — K xU;.
S o
i

2) Pour touti,j,

-1 '
kK x (U,»ﬂ U]) (p+> n_l(Uiﬂ U]) L) kK x (Uiﬂ U]) .

\—/

donné par A,-]- eGL, (O(Ulﬂll]-) )

Sous ces conditions, 771 (P) est un k-espace vectoriel pour P € V.

Soit maintenant U C V un ouvert,
E(U) = {sections U — £ de 7t}

est un O(U)-module (et chaque £(U;) est libre de rang r). En particulier, si V =
SpMax(A), alors £(V) est un A-module localement libre de rang r.

DeriniTION (module localement libre de rang r)

Un A-module M est «localement libre de rang  » si I'une des conditions équivalentes
suivantes est satisfaite :

Pour tout m € SpMax(A), My, = A & M ~ Ap,.
I existe f;,---, f, € Atels que (fy, -, f;) = Aet M[f '] =~ A[f']" pour tout i.

Réciproquement, si on commence par E un A-module localement libre de rang r,
son dual E* := Hom4(E, A) est a nouveau localement libre de rang r, et on peut
construire

Sym (E") := (A®E @ (E*®,E") ® - )(x®y-y®x|x,y €E).

Rappelons que si E est libre chaque choix de base nous donne un isomorphisme
AlXy, -+, X,] = Sym , (E"). De plus, si E[f™"] est libre sur A[f], on a alors

Sym ,(ED[f '] = Sym ;o (E*[f D) = A[f (X, -+, X))
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En posant £ := SpMax(Sym , (E*)), on obtient donc un fibré vectoriel de rang r sur
V := SpMax(A) tel que £(V) = E.

A — Sym ,(E")
SpMaxf

Vee—=~¢

Un cas important est le fibré tangent. Le fibré tangent joue un rdle important en
géométrie différentielle. En géométrie algébrique aussi, on peut mettre « en famille »
les espaces (co)tangents d’une variété. Soit V une variété lisse. Onnote 7V -5 V' le
fibré vectoriel tel que :

1) YPeV, 7 '(P) = TpV.
2) TV(V) = Deri (A4, A).

Le point clef, dii a Kéhler, est 'existence d"une dérivation « universelle ».

LEMME

Soit A une k-algebre. Le foncteur M — Dery (A, M) des A-modules dans les k-espaces
vectoriels est représentable par un couple (Qa/x, duniv), OU Ouniy € Derp(A, Q).
Autrement dit, pour tout A-module M, on a un isomorphisme

Hom (Q4,r, M) — Deri (A, M)
06— 00 auniv'

Démonstration. Donnons la construction. Soit I le noyau du morphisme de multipli-
cation
A, A-S A

Remarquer que I est un A®; A-module, donc un A-module de deux manieres, a priori
distinctes. Le quotient I/ I est aussi un A ®, A-module mais dont l'action de A ®, A
se factorise par A via y, i.e.,

/12~ ((A®A)/]) @agoal = A®,agynl,
donc c’est un A-module, sans ambiguité. Posons
Qui =1 et VfeA dun(f) = (f®1-18 f) mod I*.

On vérifie sans peine que 9, est bien une dérivation, d’ou, pour tout A-module M,
une fleche
Hom 4 (Qu, M) — Der (A, M), 6 — 0 o9 p;,-

Dans l'autre sens, soit d € Der, (A, M) et notons d: A®; A — M 'unique morphisme
de A-modules tel que d(a ® b) = adb (ici A ®; A est vu comme A-module via id ®1).



Alors la restriction d|; est A-linéaire pour les deux actions de A sur I (a gauche,
par construction, et a droite, par calcul :six = ) , 4 ® by € I, alors d(x) +d (x") =
I(), akby) = Ooux’ = Y bk®ay, doncd(x(1®a)) = —d((a®1)x") = —a-d(x") = a-d(x)).
Il s'ensuit quesix e lety € A® A onad(yx) = u(y)d(x) et, en particulier, d| = 0.
Donc d|; se factorise par un morphisme A-linéaire (2,4, — M. On vérifie que cette
construction est inverse de la précédente.

Notons que ces constructions sont valables si k est remplacé par n’importe quel
anneau commutatif. En l'absence d’ambiguité, nous abrégerons (4 := (24,. On
I'appelle « module des différentielles de Kahler de A ».

ExXEMPLE

Soit A = k[Xy, -++, X,,]. Posons df := dypiy (f). Alors Q4 est le A-module libre de base
Xy, -, dX, etonadf = y", ¥Lax,.

AFFIRMATION

Soit S C A une partie multiplicative. Alors (Js-14; =~ S_lﬂA/k (:= STA®, Qusr)-

Démonstration. 1l suffit de noter que I 4/ := Ker(A ®; A 5 A) est engendré par les
a®1-1®apourac A.

Module cotangent et espaces cotangents

Soit A une k-algebre et m un idéal maximal de A de corps résiduel A/m = k.
D’apres le lemme ,on adonc

Der (A, A/m) = Hom4(Q4, k) = Hom 1 (24 ®4 A/m, k).
En comparant avec le lemme , on en déduit un isomorphisme
Q04 A/m ~m/m?,

Q4 est donc un A-module dont la réduction modulo chaque m maximal redonne le
cotangent en m. Pour cette raison, on 'appelle aussi « module cotangent ».

Fibré tangent

D’apres le lemme ,ona

Derk(A,A) = HomA(QA,A)
= HomA—alg(Symk(QA)rA)-
Supposons maintenant que A = O(V) pour une variété affine V. Cela nous motive
a définir
TV := SpMax(Sym , (Q4)).
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C’est une variété affine au-dessus de V, plus précisément, elle est munie du mor-
phisme 7: 7V — V tel que 7" est le morphisme structurel A — Sym ,(Q,).

Rappelons qu’il faut vérifier trois conditions pour avoir un fibré tangent :

1) YPeV, ' (P) = T,V.
2) TV(V) = Deri (A, A).
3) 7V estun fibré vectoriel, ou de maniere équivalente, O, est un A-module locale-

ment libre de rang = dim(V).

On a vu ci-dessus que 2) est satisfaite.

Considérons maintenant la A-algebre symétrique Sym , ((24). Comme précédem-
ment, elle est munie d’un morphisme de A-modules (24 — Sym , (€24) qui est uni-
versel pour les morphismes de A-modules de (0, dans une A-algebre commutative.
On en déduit (on peut aussi le déduire de la construction via l'algebre tensorielle) un
isomorphisme

Sym, (Q4) ®4 A/m =Sym, (O ®4 A/m) = Symk(m/mz)

pour tout idéal maximal m C A de corps résiduel k.
Si P e V correspond a I'idéal maximal m de A, alors la fibre 77 H(P) est donnée par

' (P) = {n € SpMax(Sym ,(Q4)) | n > t*(m))}
= SpMax(Sym , (QQ4) ® A/m) = SpMax(Symk(m/mz)) ~TpV.

Ainsi 1) est satisfaite, autrement dit, 7V est une variété qui « met ensemble » tous
les espaces tangents de V.

ExXEMPLE

Si V =A" onavuque Qy estlibre de rang 1 sur 4, et il s'ensuit que Sym , (Q2,) est
une algebre de polynomes sur A. Dans ce cas 7 V est une fibration « triviale » au sens
ou il existe un isomorphisme 7V =~ V x A" avec T donné par la premiere projection.

Le lemme suivant montre que, sur une variété lisse, la fibration 7V — V est
«localement triviale », d’ou 3).
LEMME

Soit P un point régulier d'une variété algébrique V. Il existe un voisinage ouvert
affine lisse U C V de P et des fonctions fy, ---, f; € O(U) telles que les 9, f; forment
une base du O(U)-module Qy .

ExeEMPLE

SiV = Ad, on peut prendre U = Vet f; = X; pour touti=1,---,d.

Démonstration du lemme. On sait déja que I’on peut trouver un voisinage ouvert affine
lisse U c V de P et des fonctions f, -+, f; € O(U) dont les germes en P sont des



parametres locaux. Considérons I"'unique morphisme de O(U)-modules

6u: O(U)d — QO(U)

€ — aunivﬁ

ou e; est le i-ieme vecteur de la base canonique de O(U)d. Par construction, 6 est
surjectif apres réduction modulo my; p, i.e.,

OU)* — Qo ®owy OU) /myp ~ my p/mZ p

e; — (f; mod my p).

Par Nakayama, o est donc surjectif apres localisation en my; p, i.e. induit (Ou,p)d —
Qoyp = Coan ®owy Ou,p- Le lemme ci-dessous appliqué au conoyau de o p nous dit
qu’il existe h € O(U) non nulle en P telle que 0 est surjectif apres inversion de 1, i.e.
ona

by, O(Uy)" = O[] > Qowy[h™'] = Qoqwy-

Alors ¢y, est surjectif apres réduction modulo my, o pour tout Q € Uy, i.e, on a
(Ouh,Q)d > My o /mﬂth , donc, par égalité des dimensions, est un isomorphisme
apres réduction modulo tous les my;, . En particulier, sons noyau est inclus dans
UQeu, muh,QO(Uh)d = 0 (puisque O(U,,) estréduite), et donc §;;, est unisomorphisme,
comme voulu.

LEMME

Si M est un module de type fini sur A noethérien, et p est un idéal premier tel que
M, =M®, A, =0, alorsil existe h € A\ p tel que M :=M®, Akt = 0.

Démonstration. Puisque M est de type fini, il existe un morphisme surjectif A" — M.

Puisque A est noethérien, le noyau K de ce morphisme est de type fini, donc il existe
un morphisme surjectif A" - K. Ennotant 6: A" — A" la composée avec l'inclusion
K c A", on a alors présenté M comme le conoyau de 6, i.e., M = Coker(6). Comme
la localisation N — N, est un foncteur exact des A-modules dans les A,-modules,

on a M, = Coker(d,) ot 9,: Ay — A} est donné par la « méme » matrice que 6.

Le fait que M, = 0 nous dit qu’il existe un mineur de taille m x m dans la matrice
de 6 qui est inversible dans A,. Notons i € A ce mineur. Puisqu’il est inversible
dans A, ,onah € A\ p, et bien-siir, 1 est inversible dans A[h_l]. Mais h est aussi un
mineur de taille 7 x m de la matrice de &,: A[h™']" — A[l™']", donc &, est surjective
et M[l™'] = Coker(&,) = 0 comme voulu.

2.8.4 Fonctorialité

Donnons-nous de plus un morphisme W %, V entre variétés affines et notons
¢*: A — B le morphisme des k-algebres de fonctions. Pour tout B-module M, on
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a une application de restriction d — ¢*d, Der;(B,M) — Der,(A, M), d’une une
application fonctorielle en M :

¢*: Homg(Qp, M) — Hom,4(Q4, M) = Homg(Q4 ®4 B, M).
Par le lemme de Yoneda, on en déduit un morphisme de B-modules
Q,: Qa®4 B — Op
qui induit a son tour un morphisme de B-algebres Sym , ((24) ®4 B — Sym,((),

d’ot un morphisme 7¢: 7W — 7V au-dessusde ¢: W — V.

LEMME

Si V, W sont lisses et ¢ est étale, alors Q(p est un isomorphisme et 7 ¢ identifie 7 W
au produit fibré 7V x;, W.

Démonstration. Cela se déduit du lemme précédent avec le méme genre d’arguments.

En particulier, si ¢ est une immersion fermée, alors B = A/] pour un idéal ] et les
applications Der (B, M) — Der; (A, M) sont toutes injectives. Il s'ensuit que (3, est
surjectif, ainsi que le morphisme 2, — (),,; de A-modules qui lui est associé. Mais
alors le morphisme

SymA(QA) e d SymA(QA/]) = SymA/](QA/])

est surjectif aussi, donc le morphisme 7 ¢ est une immersion fermée 7W — TV.

ExeEMPLE

Si V c A", on a donc un plongement 7V c A" x A". En déroulant les définitions,
on constate que 7'V est la sous-variété fermée de A" x A" définie par les polyndmes
f(Xy, -, X)) et Y, %(Xl, -, XY ou f €ly, et oules X; sont les coordonnées
sur le premier facteur et les Y; sur le second facteur.

Cone tangent global

Soit V une variété affine d’anneau des fonctions A. Avec la notation du lemme
I = Ker(A®, A — A), considérons la A-algebre

g (A®A) = A® Q@ /P @

Son spectre maximal CV (plutot celui de son algebre réduite) est appelé « cone tangent
global » de V. Comme dans le cas ponctuel, le morphisme surjectif

Sym,,(Q4) — gr, (A A)

montre que CV est une sous-variété fermée de 7V.



Appendice

Une remarque utile pour la technique de patching

Lorsque l'on utilise la technique de patching, il est souvent utile de s’assurer
que l'intersection des ouverts affines reste affine. Pour cela, on introduit le résultat
suivant.

ProrosiTioN

Soit W une variété algébrique. Notons Ay, € W x W la « diagonale » de W. Les
assertions suivantes sont équivalentes (on dit alors que W est séparée) :

1) Ay est fermé dans W x W.

2) Pour toute paire de morphismes de variétés ¢, ¢’: V — W, l'ensemble {P € V|
@(P) = ¢’ (P)} est fermé.

3) Pour toute paire d’ouverts affines U, U’ c W, l'intersection U N U’ est encore
affine, et le morphisme évident O(U) ®, O(U") — O(U N U’) est surjectif.

Démonstration. 1) = 2). Par définition du produit, I'application (¢, ¢"): V > Wx W
est un morphisme, donc est continue, et 'ensemble considéré est (¢, (p')_1 (Aw), qui
est bien fermé si Ay l'est.

= 3).Notons ¢: UNU" — U x U’ le morphisme produit des deux inclusions
de UN U’ dans U et U'. 1l faut (et il suffit de) montrer que ¢ induit un isomorphisme
de U N U’ sur une sous-variété fermée de U x U’; cela impliquera en effet que UN U’
est affine et que O(U x U’) — O(U N U’) est surjectif.

Pour cela, appliquons 2) a V = UxU avec @ = yyom; et@’ = ypom,, oty;: U— W
et i1 U — W sont les morphismes d’inclusion (immersion ouvertes). On en déduit
que »(UN U’) est fermé dans U x U'. En d’autres termes, le morphisme ¢ est une
bijection de U N U’ sur la sous-variété fermée (U N U’) de U x U’ et, pour voir
que c’est un isomorphisme, il faut voir que son inverse est un morphisme. Or, la
projection 7t; : Ux U’ — U induit un morphisme de ¢ (UNU’") dans U qui se factorise
par UNU’, et on a 7ty o ¢ = idy- Ceci montre que la bijection inverse de i est un
morphisme.

= 1). Choisissons un recouvrement W = [ Ji_, U; de W par des ouvert affines.

Alors W x W est recouvert par les ouverts affines U; x U;, et il suffit de montrer que
Aw N (U; x U;) est fermé dans U; x U; pour tous 7, j. Or, Ay N (U; x U;) est 'image du
morphisme U;NU; — U;xU;, et'hypothese nous dit justement que ce morphisme est
une immersion fermée (puisque morphisme entre variétés affines dont le morphisme
d’anneaux associé est surjectif).
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Variétés projectives

Comme précédemment, k est un corps algébriquement clos.

L’espace projectif

On note IP” (k) le quotient de I'ensemble K 1\(0} par l'action de k* par homothéties.
Il s’identifie donc a 'ensemble des droites vectorielles de 'espace vectoriel k". La
classe d’équivalence d'un point P = (x, -+, x,,) € A" senote P =[xy : --- @ x,] dans
IP" (k). On appelle les x; les « coordonnées homogenes » de P, bien qu’elles ne soient
définies qu’a homothétie pres.

Comme au moins une des coordonnées homogenes est non nulle, on a un recou-
vrement ensembliste

P (k) = Uui avec U, = {[xg: - :x,] € P"(k) | x; = 0).
i=0

De plus, pour touti = 0, -+, 1, on a une bijection

1701-1 Ul- = k"
@, - x_”> e k" (pasd’indice i).

x :...:x |—)
[O n] (xi X;

On peut donc transporter par ;" la topologie et le faisceau de fonctions de l'espace
affine A" et faire ainsi de U; une variété algébrique affine.

LEMME

Il existe sur IP" (k) une unique structure de variété algébrique telle que chaque U,
soit une sous-variété ouverte.

Démonstration. On utilise la technique du patching de . L’unicité est claire : si
une telle structure existe, alors

U c P" (k) est ouvert si et seulement si chaque U N U; est ouvert dans U;;
f: U — kestréguliere si et seulement si pour chaque iona f|;~y, € T(UNU;, Op).
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Pour l'existence, il faut vérifier les deux points suivants :

1) U; N U; est ouvert dans Uj; et dans Uj;

2) (Oy,) |u,-mu (O, )‘Umu

Par symétrie, on peut supposer i = 0. Les coordonnées de A" transportées sur U,
par la bijection ¢ sont alors les fonctions P = [xg : -+ : x,,] — f—é pouri=1,---,n.On
constate donc que Uy N U; est I'ouvert principal ot la coordonnée z—é ne s’annule pas.
D’ou

Par construction, une fonction f : Uy — k est réguliere si et seulement s’il existe un
polyndéme P € k[Xy, -+, X,] tel que f([xg: - 1 x,]) = P(;‘—;, . %). Puisque Uy N U;
est principal dans Uy, on en déduit que pour une fonction f: Uy N U; — k, ona

AP e k[Xy,---,X,], Ir e N,
fGF(UoﬂUj,Ouo) — ]) - (ﬁ>—}’P<ﬁ ﬁ>

Xgtr i X
f([O n X0 xOI ’xO

Pour exprimer cela de maniere plus symétrique, introduisons le polynome homogé-
néisé de P, i.e.'unique polyndme P € k[X,, ---, X,,] tel que

P est homogene de degré deg(P), et

P(1/X1/ /Xn) = P(Xll /Xn)

Une fonction f: Uy — k est donc réguliere si et seulement s’il existe un polynéme

homogene P € k[Xo, -+, X,] tel que f([xg : -+ : x,]) = %, ~deg(P) P(xg, -+, x,), et pour

une fonction f: Uy N U; — k, on obtient la condition suivante :

AP € k[Xo, -+, X,], Ja,b € Z,a+ b+ deg(P) =0

el(UynU O ,) &= -
f ’ . ‘ f( Xo . xn]) = X?XgP(XO,---,Xn).

Par symétrie en les indices, pour tout couple i,j et toute fonction f: Uy N U; — k, on
a donc

AP € k[Xo, -+, X,,], a,b € Z,a+ b + deg(P) =

el(U;nU;,0y) = -
f e ’ f([x(] Lo :xn]) = X?X?P(Xo,---,xn).

La symétrie en i et j montre donc que I'(U; N U;, Oy,) = T'(U;NUj, Ouj). Mais puisque
U; N U est une variété affine (que ce soit en tant qu’ouvert principal de U; ou en
tant qu’ouvert principal de U;), toute fonction réguliere sur un ouvert de U; N U,
est localement un quotient de deux fonctions définies globalement sur U; N U;. En
conséquent, I'égalité des sections globales implique que (Oy,) |umu (Oy. )|uﬁu
comme voulu.

On notera IP; ou simplement P" 'ensemble IP" (k) de sa structure de variété
algébrique. Comme U, N U; est un ouvert dense de U; pour chaque i, on voit que U



est un ouvert dense de IP". Il s’ensuit que la variété P" est irréductible et birationnelle
a A", donc en particulier de dimension n.
Remarque

La projection k"' \ {0} — P" (k) définit un morphisme A"\ {0} — P, et il s’agit
d’un morphisme quotient, au sens ol tout morphisme A™*' \ {0} — V constant sur
les classes d’homothétie se factorise par un unique morphisme P" — V.

Fonctions régulieres

La preuve du lemme suggere d’exprimer le corps des fonctions M (IP") en termes
de fractions rationnelles homogenes de degré O :

M@P") = k(Xy, -+, X,)0 = {g ‘ F et G homogenes de méme degré},

dans lequel O(U;) s’identifie a k[X,, --- ,X{"l, -+, X, ]o.- Plus généralement, il sera
souvent pratique de calculer un I'(U, Op») comme un sous-anneau de M (IP"). Par
exemple, ona:

F(H)nzoﬂ’") = ﬂo(ul) = ﬂk[XOI"'/Xiill "'an]O = k[XOI"’/Xn]O = k.
i=0 i=0

Il n'y a donc aucune fonction réguliere non constante sur IP". En particulier, tout
morphisme IP" — V avec V affine est constant!

Pour un ouvert U c IP" quelconque, on a la caractérisation locale suivante des
fonctions régulieres, qui découle de celle sur les ouverts U, :

VP e P",3U’ c U voisinage ouvert de P,
I'(U,Opn) =3 f: U—k|3F,G e k[X, -, X,] homogenes de méme degré
tels que G ne s'annule pas sur U’ et f|;p = (£) |1y
Dans l'expression ci-dessus, il est important de noter qu’on ne peut pas évaluer F
ou G en un point Q € P" mais seulement leur quotient (car il est homogene de degré
0 donc de valeur indépendante du représentant [x; : --- : x,,]), mais en revanche la
condition G(Q) # 0 est sans ambiguité car elle ne dépend pas du représentant. Cela
nous conduit a la définition suivante.

Ouverts principaux

Soit F € k[Xy, -+, X,;] un polyndme homogene. La condition F(P) # 0 ne dépend
pas du choix d’un représentant P = [xg : --- : x,]. On notera

Up: {PeP"|F(P) = 0}.

Par exemple, U; = Uy, pouri=0,--,n.
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DeriNiTION-PROPOSITION (Ouvert principal)

U est un ouvert affine de IP”, dit « ouvert principal », et on a
T(Ur, Opn) = (K[Xo, -+, Xu)[F Do

De plus, tout ouvert de IP" est réunion finie d’ouverts principaux.

Démonstration. Notons r le degré de F. Pour i = 0, ---, n, l'intersection U; N Uf est
I'ouvert principal de U; défini par la fonction (associée a) X;'F € O(U;). Il s’ensuit
que U est bien ouvert, et que

T(U; N Ug, Opn) = k[Xo, ++, X, -+, X Jol (XTF) ' = (K[Xo, -+, X, 11X, F ).

On en déduit
C(Ur, Opr) = [ |(k[Xo, -+, X)X Do = (KXo, -, X,]IF " Do-
i=0

Par ailleurs, on sait que tout ouvert de U; est réunion d’ouverts principaux (au sens
affine), et ceux-ci sont de la forme U; N Ur. En remarquant que U; N U = Ur.x,, on
en déduit que tout ouvert de IP" est réunion finie d’ouverts principaux.

Reste a montrer que Ur est une variété affine. Ceci équivaut a montrer que le
morphisme canonique ¢ : Ur — SpMax(I'(Ug, Opr)) (donné par la proposition
appliquée au morphisme identité de I'(Ur, Opn)) est un isomorphisme de variétés. La
restriction de ce morphisme a U N U; est donnée (toujours via la proposition )
par le morphisme de restriction I'(Ug, Op:) — T'(Up N U;, Opn). On vient de voir
que ce morphisme se prolonge en un isomorphisme I'(Uy, Opn)[¥'] = T(Ur N
U;, Opn), ou %; := X'F' € T'(Up, Opn). Comme on sait que Ur N U, est affine, on a
Ur N U; = SpMax(I'(Up N U;, Opn) ), donc cela signifie que ¢ induit un isomorphisme
de Up NU; sur I'ouvert principal SpMax(T'(Ug, Opr) )%, de SpMax(I'(Up, Opn)) associé
a X;. De méme, ¢ induit des isomorphismes UrNU; NU; — SpMax(I' (Uf, Opn) )%i/%j. 1l
s’ensuit que ¢ induit un isomorphisme de Uy sur I'ouvert | J!_, SpMax (L (Ug, Opn) )%
de SpMax(I'(Up, Opr)). Reste donc a voir que les SpMax(I'(Ug, Op») )z, recouvrent
SpMax(I'(Uf, Opr)), i.e. que les X; engendrent I'idéal unité de I' (U, Opr). Pour cela,
remarquons qu’'un monome Xgo ... X% de degré r(n+1) est divisible par au moins un
X!, donc en particulier, puisque F”*" est homogene de degré r(1 +1), on a F"*!) ¢
(X§, -+, X}). Il existe donc Fy, -+-, F,, homogenes de degré rn tels que F""*!) = Y, EXT,
ce qui implique 1 = } ; f;X; en posant f; := % € SpMax(I'(Ug, Opn)).

3.1.3 LeEMME

La variété IP" est séparée, i.e. la diagonale A de P" x IP" est fermée.

Démonstration. Comme IP" x IP" est recouvert par les ouverts affines U; x U, il suffit
de montrer que A N (U; x U;) est fermé dans U; N U;. Or, AN (U; x U;) = U; N Uj est



affine aussi. Il suffit donc de montrer que le morphisme évident O(U;) & O(U;) —
O(U; N U;) est surjectif.

Comme ci-dessus, identifions les anneau O(U;), O(Uj) et O(U; N U]«) a des
sous-k-algebre du corps des fonctions M(IP") = k(X, -+-, X,,)o- On a alors

o;n U]‘) = k[Xo, - /Xz'ilr ,inl, e, Xalo = O(Ui)xjxlfl = O(Uj)xixlfl-

En particulier toute f € O(U; N U;) est de la forme (XjX[l)”g avecn € Netg e
O(U;). Mais puisque (X;X; by = (Xin_l)” € O(U;), le morphisme ci-dessus est bien
surjectif.

Variétés projectives
On a vu que tout fermé d’une variété algébrique est naturellement équipé d’une
structure de variété algébrique.
DErFINITION (variété projective)
Une variété projective est une sous-variété fermée d'un espace projectif.

La définition-proposition d’ouvert principal ci-dessus nous dit que tout fermé
V c IP" est de la forme

V=V .. ={PeP"|F(P)=--=F(P) =0},

pour des polyndmes homogénes Fy, -+, F, € k[X,, --+, X,,].

Comme dans le cas affine, plusieurs familles de polynémes peuveut donner le
méme fermé.

Idéaux homogeénes
LEMME

Soit A, = @nE]N A, un anneau gradué (i.e., A, - A,, C A,,,,) et [unidéal de A. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1) [=, _(INA).
2) Va=) a,eAaveca,€A,,onaaecleVneN,a, €l
3) Iest engendré par une famille d’éléments homogenes (i.e. appartenant a un A,).

Démonstration. 1) < 2) découle de la propriété de la somme directe.

= 3) est évident.

=1).0Onal=}) 6 UNA,) dapres 3). Or comme tous les A; sont distincts,
la somme est directe.

Un idéal d’un anneau gradué satisfaisant ces conditions est dit « homogene ».
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Voici quelques propriétés des idéaux homogenes :

le quotient A/I est alors naturellement gradué, puisque A/I = @neN A, /(INA,);
si un idéal homogene est de type fini en tant qu’idéal, alors il est engendré par
une famille finie d’éléments homogenes;

si I est homogene, alors VI est homogene;

si I, ] sont homogenes, alors I + ], I] et I N | sont homogenes;

un idéal homogene p est premier si et seulement si pour tous a,b € A homogeénes,
onaagbep=acpoubep.

Fermés de P" et idéaux homogenes

Si I est un idéal homogene de k[ X, -+, X,,], on lui associe le fermé
Vi := {P € P"(k) | YF €  homogene, F(P) = 0}.

On a les méme propriétés que dans le cas affine :

Ic]j=VDV,

Vlr\] =Viu V]/

VZk I = mk ‘/Ik ’
qui montrent qu’on aurait pu définir directement la topologie de " comme on
l'avait fait pour A". Remarquons que V; = 7t(V; \ {0}), ot 7t désigne la projection
A"\ {0} - P", et V; € A" est le fermé défini par I. Le Nullstellensatz montre alors
que V2@ o V2 {(0,--,0)} & VI2 (Xo, -+, X1).

Réciproquement, si V c IP", on lui associe 1'idéal

IV = In—l(v) = {f € k[Xo, ’XH]’fln_l(V) = 0},
ot1 7t désigne la projection A™*'\ {0} — P".

LEMME

LesapplicationsI — V;et V — I, induisent des bijections réciproques et décroissantes
entre 'ensemble des idéaux homogenes radiciels de k[Xj, -+, X,,] ne contenant pas
(Xo, -+, X,,) et l'ensemble des fermés non vides de IP". De plus, V est irréductible si
et seulement si I}, est premier.

Démonstration. Vérifions que Iy, est homogene. Soit f € Iy et f = ) f, sa décompo-
sition en somme de polyndmes homogenes. Pour A € k*, notons f) (X, ---, X},) :=
f(AXy, -+, AX,,). Puisque (V) est stable par homothéties, on a f, € I;. Or, f, =
Y , A" f,- Notons alors N := deg(f) et choisissons N scalaires distincts Ay, -+, Ay. En
inversant la matrice de Vandermonde associée, on exprime les f, comme combinai-
sons linéaires des f, et on en déduit que f, € Iy, pour tout .

Le reste du lemme est analogue au corollaire



On prendra garde au fait qu’il n'y a qu'un seul idéal maximal homogene, a savoir
(Xo, -+, X,;). Il est raisonnable de déclarer qu'un idéal homogene est propre s’il ne
contient pas (Xy, -+, X,), et homogéne maximal s’'il est maximal parmi les idéaux
homogenes propres. Avec cette définition, les idéaux homogenes maximaux M
contenant Iy, correspondent bien aux points de V, mais les quotients k[ X, ---, X,]/ M
ne sont plus des corps!

ExeEMPLE

Pourn =1, M = (Y) est un idéal homogene maximal de k[X, Y], mais k[X, Y]/ M =
k[X] n’est pas un corps.

Remarque

Pour une sous-variété projective V c IP", la sous-variété affine V c A"*! définie par I,

est appelée « cone de Vdans A" ».OnaV = 7 H(V)U{0} etV = n(V) = (V\{O})/kx.

ExXEMPLE

Supposons V = Vg, ... p avec Fy, -+, F, homogenes de degré 1, i.e. des formes linéaires
sur k". Alors V est un sous-espace vectoriel de k" et V est donc isomorphe a un
espace projectif P" avec m = dim; (V) — 1. Un tel V est appelé sous-espace projectif ou
sous-espace linéaire de IP". Si m = n — 1, on parle d’hyperplan.

Projectivisé d’un sous-ensemble algébrique affine

Identifions A" a la sous-variété ouverte U, = Uy,. On s’intéresse ici a 'adhérence
dans IP" d’une sous-variété affine V.c A".

Le fermé complémentaire Vy, est parfois appelé « hyperplan a I'infini ». Notons
quexy, ---, x, forment un systeme de coordonnées projectives sur Vy_, i.e.'application
[xo: -+t x,] =[x 1 -+ x,] est un isomorphisme de Vy, sur P

NoraTioN
Pour f € k[Xy, .-+, X, ], on note f* € k[X,, ---, X,,] 'unique polyndme homogene
de méme degré que f et tel que f*(1, Xy, -+, X,,) = f(Xy, -+, X,,). On note aussi
f Ve kX, -, X,]la partie homogene de degré maximal de f.
On peut aussi « déhomogénéiser » un polynome homogene F € k[X,, ---, X,,] en
posant F, := F(1, X, -+, X,) € k[Xy, -+, X,,].

De plus, pour un idéal I C k[Xy, ---, X,,], on note I* C k[X,, ---, X,,] 'idéal homogene

engendré parles f*, f € I et, de méme on définit un idéal homogene I YokXy, e, X,

On a alors :

f‘i :f*(O/XII"'/Xn);
(f*)* :f;

F = x{8Fsh (",
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ExemMrLE

Pour n = 2, on utilise en général X, Y plutot que X;, X, et on note Z pour X,. Par
exemple, si] = (Y2 - X? + X), alors [* = (ZY? - X° + XZ?) et I = (X%).

AFFIRMATION

VI = (V'

Démonstration. FeVI* o Ine N, F'el*oIneN, (F),elodneN, (F)" el
o F,eVieFe (WD

LEMME

Notons V I'adhérence dans IP" d’une sous-variété fermée V c A" = Uy,

1) Vi=VeetVinVg C P"" est le fermé donné par l'idéal I
2) W W induit une bijection des composantes irréductibles de V sur celles de V.

Démonstration. 1) 1l est clair que V; C Vj«. Soit F € k[X,, ---, X,,] homogene tel que
Fly, = 0. Alors F, = F(1,Xy, -+, X,) € Iy, = VI, donc F = XgB 98" (F )* € (I,,)" =
(VD) *. 1l s’ensuit que si W est un fermé de IP" contenant V alors Iy C (VD*. Ainsi V(\[I)*
est le plus petit fermé contenant V, i.e., V; = V5. = Vz = V= d’apres l'affirmation
précédent. Le reste de 1) est clair.

Soit V = ) |_, V; la décomposition de V en composantes irréductibles. On a
V =Y !, V.. Comme l'adhérence d’un ensemble irréductible est irréductible, chaque
V; estirréductible. De plus, aucun V, nest contenu dans la réunion des autres puisque
V;nUy, = V;.D'ou

Remarque

Méme si I est radiciel, If na pas de raison de I’étre. Dans 'exemple de courbe d’équa-
tion affine Y2 — X3 + X, ona I* = (X%), ce qui correspond au fait que C intersecte la
droite a I'infini de IP* en un seul point [0 : 0 : 1] avec un « contact » d’ordre 3. En
particulier, la droite a l'infini est tangente a la courbe C.

L’anneau gradué d'une sous-variété projective

Soit V ¢ P" une sous-variété fermée. Posons
A(V) = k[Xo, IXH]/IV'

C’est une k-algebre réduite graduée A(V) = @meNA(V)m avec A(V),, =
k[Xo, -+, Xulm/ Iy N k[Xo, -+, X, ];m)- En particuler, on a A(V)y = k et A(V) est
engendrée par le k-espace vectoriel de dimension finie A(V); de ses éléments
homogenes de degré 1.

Comme dans le cas affine, on peut retrouver V a partir de A(V).



L’ensemble V correspond a I'ensemble des idéaux homogenes propres maximaux
(propre = ne contenant pas A(V), := @n>0 AV),).

La topologie de V est alors la topologie de Zariski dont les fermés sont les V; =
{m D I} avec I idéal homogene, et une base d’ouverts est donnée par les ouverts
principaux Uy = {m | f € m} avec f homogene.

De plus, un tel ouvert est en bijection avec SpMax(A(V)[f']y) (les éléments de
degré 0 danslalocalisation), et ceci permet de retrouver la structure de variété de V
comme recollement des U, ou les f; sont choisis de sorte que /(f1, -+, f,) = A(V),
(par exemple, on peut prendre une base de A(V);, comme on I'a fait pour P").

Cette construction s’applique a toute k-algebre graduée A, réduite telle que
Ay = k et engendrée par A; avec dim; A finie, et fournit une variété algébrique
SpmHom(A,) (spectre maximal homogene). De plus, tout morphisme surjec-
tif k[Xo,---,X,] — A, de k-algebres graduées induit une immersion fermée
SpmHom(A,) < IP". Néanmoins, contrairement au cas affine, l'anneau gradué A(V) n'est
pas un invariant de la variété V, et de nombreux A, ont le méme spectre maximal homogene.

ExXEMPLE

Considérons l'application P (k) — P*(k), [x : y] — [x* : xy : ¥*]. On vérifie fa-
cilement que c’est un morphisme de variétés (soit dans des cartes affines, soit en
passant par les cones), et méme que c’est un isomorphisme de P! sur la quadrique
C = Vyo_yy C IP?, I'isomorphisme inverse envoyant [x : y : z] sur [x : y] ou [y : z]
selon que x = 0 ou z # 0. Mais I'anneau gradué A(C) = k[X,Y,Z]/(XZ - Y?) nest
pas isomorphe a A(IP') = k[X, Y] (par exemple dim; A(C); = 3 = 2 = dim; A(P"),).
Remarque

Si V est une variété projective irréductible, on a M (V) = Frac(A(V)),, ce qui impose
tout de méme une contrainte sur les anneaux gradués possiblement associés a V.

Produits de variétés projectives

Considérons l'application

An+1 (k) x Am+1 (k) N A(n+1)(m+1)(k)
((xO/ Ixi’l)/ (yOl /ym)) — (XOVO/ xoyll /xiyjl /xnym—llxnym)'
On vérifie facilement qu’elle induit une application ¢ : IP" (k) x P" (k) — P"""" (k)
par passage aux quotients.

LEMME

L’application ¢ est une immersion fermée P" x P" < P""™™™ i e.un morphisme de
variétés algébriques qui induit un isomorphisme de IP" x IP" sur une sous-variété
fermée de P"""M,



Démonstration. Que ¢ soit un morphisme découle du fait que les projections 7 : A1\

{0} — IP* sont des morphismes quotients. On peut aussi le vérifier dans des cartes

affines : on voit que ¢ (Uy, x Uy,) C Uy, et que ®|uy «u,. est un morphisme a valeurs
! ]

dans Uy, dont le morphisme de k-algebres (jj associé est donnée par

Xk Y[
X, . ®k k [—]
:I(k,l)i(i,j) [ ,]]@, Y;

Tk Xk o Vi
A ke L
T [®Y]'

=

Pij - Tjj

En particulier, On voit que @; est un morphisme surjectif, donc ¢ induit une im-

. ‘ -1 Ly
mersion fermée de Uy, x ij dans UTU. Comme ¢ (UTI./.) = Uy, x UY]. , on en déduit
successivement que ¢ est injective, d'image fermée, et donc une immersion fermée
puisque localement immersion fermée.

COROLLAIRE
Un produit de variétés projectives est une variété projective.

Démonstration. Découle du fait qu'un produit d’immersions fermées est une im-
mersion fermée et qu'une composition d’immersions fermées est une immersion
fermée.

Complétude (propreté)

On a vu que les variétés affines (et en fait toutes les variétés, vu notre définition)
sont « quasi-compactes », et partagent donc une propriété avec les espaces topologies
compacts. Néanmoins, une propriété intéressante des espaces topologiques compacts,
dont 'analogue n’est pas vraie pour les variétés affines, est que I'image par toute
application continue d’un compact est fermée.

EXEMPLE
A' n'est pas compléte : dans A' x A, le fermé d’idéal (XY — 1) s’envoie, par la
premiére projection, sur I'ouvert X = 0 de A'.

VXY—l C Al X Al = AZ

¢ Im
A\ {0} c Al

L’analogue de la compacité dans le monde des variétés algébriques est la complétude.

DErFINITION (variété algébrique complete)

Une variété algébrique V est dit complete si elle est séparée (i.e. diagonale fermée) et si
pour toute autre variété W, la projection V x W — W est fermée (i.e. envoie les fermés
sur des fermés).



Voici quelques propriétés faciles :
LEMME

1) Une sous-variété fermée d’une variété complete est complete.

2) Un produit de variétés completes est une variété complete.

3) Sig: V — Westun morphisme de source compleéte et cible séparée, alors 'image
de ¢ est fermée dans W et, munie de sa structure de sous-variété fermée, est
complete.

4) SiV est complete et connexe, alors I'(V,Oy) = k.

Démonstration. et 2) sont clairs.

Pour 3), on factorise ¢: V BN T I (on appelle (id, @) le graphe de

@). Le morphisme (id, ¢) induit une bijection de V sur son image et cette image est
fermée dans V x W car (id, ) (V) = (¢ x id) ™ (Aw) et W est séparée. En particulier,
puisque V est complete, p (V) = 1, ((id, @) (V)) est fermé dans W. De plus, pour toute
autre variété W’ et tout fermé X C (V) x W/, I'image de X par la seconde projection
est aussi I'image du fermé (¢ x idy-) ™ (X) € V x W’ par la seconde projection, donc
est fermée, ce qui fait de ¢ (V) une variété complete.

idyy ,
Vx W ) ooy xw

7
L5

W/

Remarque : si on munit (id, ¢) (V) de sa structure de sous-variété fermée, alors la
premiere projection 7i; induit un morphisme (id, @) (V) — V qui est la bijection
inverse de (id, ¢). Donc (id, ¢) est une immersion fermée.

Pour 4), on se rappelle qu'une fonction réguliere f € I'(V,O(V)) est un mor-
phisme V — A'.Son image doit étre fermée et connexe dans A dong, si elle nest pas
constante, elle doit étre surjective, mais ce n’est pas possible car alors la composée
V — A' — P! ne serait pas d’image fermée, ce qui contredit

Les termes « compacité » et « complétude » font aussi penser a l'existence de
limites. Le théoréme suivant donne une caractérisation des variétés completes dans
cet esprit.

THEOREME
Soit V une variété séparée, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1) V est complete.
2) (propriété de plongement) Pour toute courbe irréductible lisse C et tout point

P € C, tout morphisme ¢: C\ {P} — V admet un plongement (unique) en un
morphisme C — V.
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Démonstration. 1) = 2). Supposons d’abord V complete et soit p: C* := C\ {P} > V
un morphisme comme dans I"énoncé. Considérons le morphisme (¢,1): C* - Vx C
ou 1 est I'inclusion de C* dans C, et notons X := (¢, 1) (C*) l'adhérence de 'image de
(¢, 1), qui est donc une variété irréductible.

On a deux morphismes
cr P x T,

dont la composée est 1. Comme V est séparée, (¢, 1) (C*) est fermée dans V x C*
car c’est aussi I'image réciproque de Ay parid x p: Vx C* — V x V. Il s'ensuit
que (@, 1) (C*) = (Vx C*) N X est ouvert dans X, et plus précisément, que (¢, 1)
induit une immersion ouverte de C* dans X. En particulier X est de dimension 1,
et birationnelle a C, i.e., M(X) = M(C).

L’'image 1, (X) de X par la seconde projection 7, contient C* donc, puisque V
est complete, est égale a C. Soit Q € X tel que 7, (Q) = P. Le morphisme local
15 p: Ocp — Ox g est injectif puisqu’il induit M(C) — M(X) sur le corps des
fractions. Or, pour un anneau de valuation discrete A C K = Frac(A), tout anneau
local A c B c K tel que m, C myp est égal a A. Donc, P étant régulier, 7, p est un
isomorphisme Og p — Ox .

Soit alors Uy C X un ouvert affine contenant Q. Puisque O(Uy) est une k-algebre
de type fini, il existe un ouvert principal Uc de C tel que (nzp)_l((”)(llx)) c
O(U¢), d’ot1 un morphisme U- — Uy C X qui envoie P sur Q.

UC\)

(/X s C —- X

C*
Ce morphisme se recolle avec I'inverse de , sur C* (c'est-a-dire (¢, 1)) et donne
un morphisme ip: C — X qui envoie P sur Q. Mais alors ¢ := myotp: C — Vestun

morphisme prolongeant ¢ comme voulu. Notons dailleurs que, comme ci-dessus,
(@,idc) (C) est fermé dans V x C, ce qui montre que (¢,id¢) (C) = p(C) = X.

= 1). Supposons maintenant que V satisfait la propriété de prolongement
des morphisme de courbes, et montrons que V est complete. Soit W une variété et
X C Vx Wun fermé. Il faut montrer que 7, (X) est fermé dans W.

Notons qu’il suffit de traiter le cas ou W est affine est X est irréductible, ce que
nous supposerons dorénavant.

Posons Y := 15, (X), qui est donc une variété affine irréductible. On doit montrer
que 17, (X) =Y. Fixons donc Q € Y et montrons que Q € 1, (X).

Avec cette notation, 7, induit un morphisme dominant X — Y, et le lemme de
normalisation de Noether implique I'existence (cf. preuve du lemme ) d'un
ouvert affine U C Y au-dessus duquel 7, se factorise en 7, Ty S Aa'xu--u
ou 0 est un morphisme fini, 7t est la projection, et d := dim X — dim Y.



Montrons d’abord qu’il existe une sous-variété fermée Cy de Y irréductible, de
dimension 1, contenant Q et intersectant U. Pour cela, choisissons un morphisme
fini surjectif Y £, A° et considérons une droite D C A° passant par p(Q) et un

pointR € A’ dontla fibre pf1 (R) est contenue dans U (i.e.un point de A°\p(Y\U)).

Comme e = dim(Y) et D est définie par 'annulation de e — 1 fonctions dans A°,
on sait que chaque composante irréductible C de p~' (D) a dimension > 1. Mais
comme p est finie, p|c: C — D est aussi finie, donconadimC =1etp(C) = D. 1l
ne reste plus qu’a prendre pour Cy n’importe quelle composante irréductible de
lff1 (D) passant par Q.

Construisons maintenant une courbe fermée C% c ;' (U) qui releve U N Cy,
i.e. telle que 1, (C%) = U N Cy. Pour cela, il suffit de prendre n’importe quelle
composante irréductible de 071({0) x (U N Cy)) (par le méme argument que
précédemment, ces composantes ont nécessairement dimension 1 et se surjectent
sur U N Cy). Mais alors, 75, induit un morphisme dominant de C% dans Cy, donc
on a une inclusion 7; : M(Cy) — M( C(;)() qui est une extension de degré fini.

Y c X
! L
U N Cy — Y

Soit C la normalisée de Cy dans M (Cg(), c’est-a-dire la courbe affine dont l'algebre
des fonctions O(C) est la normalisation de O(Cy) dans M(C%). On sait que
C - Cy est fini dominant, dont surjectif, et il existe donc un point P € C qui
s‘envoie sur Q.

Par ailleurs, (’)(C%) est fini sur O(U N Cy) donc contenu dans sa normalisation,
qui n'est autre que O(C*) ot C* := v (U N Cy) (un ouvert de C). Cette inclusion
nous fournit donc un morphisme C* 2, C% birationnel tel que o =V

c*-

O(Cy) c 0 C —— Cy
I I U U
oCynU) c OCH < " s CcynUu
S ¢ A
O(C%) Cx

Posons alors C := C*UP, qui est un ouvert de C, et donc est une courbe irréductible
et lisse. On dispose d'un morphisme cyy: C — Cy < Y < W et d'un morphisme
cx: C* - C% — m'(U) < X. Par hypothese sur V, la composée 7 o c se
prolonge en un morphisme ¢y, : C — V. Mais alors le produit (cy,cy): C - VxW
a pour image une variété irréductible contenue dans 'adhérence de C%, donc
dans X, eton a Q = 1, ((cy, cy) (P)), comme voulu.
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-,k X c VxW

N (cvf‘f'l ’Iﬁ; } l"‘z l”Z
C /T) CY — Y - W
w w

o(ev,ew)
P | T0Q0(Cy,CW Q

3.3.3 COROLLAIRE

Les variétés projectives sont completes.

Démonstration. 1l suffit de montrer que P" est complete, ce qu’on peut faire par
récurrence sur 7. Soit donc C une courbe lisse irréductible, qu’on peut supposer
affine, P € C, et : C* := C \ {P} — P" un morphisme. On doit montrer qu’on peut
prolonger ¢ en P.

Si (C*) est contenu dans un hyperplan IP"*, on utilise I'hypothese de récurrence.
Sinon, ¢(C*) intersecte I'ouvert U = Uy,..x, complémentaire de la réunion des
hyperplans de coordonnées et donc 'ouvert C’ := ¢~ (U) de C* est non vide. On
veut alors prolonger ¢: C' — Uen C'U {P} — Uy, pour un k approprié.

Comme U est affine avec O(U) = k[XiX]-_l]i,j,
des fonctions f;; = (p*(XiX]»)_1 € I'(C,Oc). 1l faut alors que fy soit réguliere en P.
Notons v := ordp la valuation discrete de M (C) associée a P et choisissons k tel que

la restriction ¢|c est donnée par

o(fo) = max {v(fo)}-

Alors pour tout i on a v(fy) = v(fycfoi') = 0 et donc f € Oz p NT(C,Oc) = T(C'U
{P},Oc). Les X; X} ! sont des coordonnées affines sur 'ouvert Uy, de P". Ty a donc
un unique morphisme C'U {P} — Uy, donné par w — [fo(w) : -+ : fyr(w)] (noter
que fix = 1). Ce morphisme prolonge ¢| et se recolle donc avec ¢ pour donner le
prolongement C — P" cherché.

3.4 Courbes projectives lisses

Récapitulons ce que I'on sait déja sur les courbes. On sait que le corps de fonctions
d’une courbe irréductible C est une extension de k de type fini et de degré de trans-
cendance 1. On sait qu’une telle courbe est réguliere en un point P si et seulement
si Oc p est intégralement clos dans M(C), auquel cas c’est un anneau de valuation
discrete. Enfin, on a vu qu'’il existe un morphisme fini birationnel C — C avec C lisse,
obtenu par normalisation (on I'a construit dans le cas affine, et la commutation de la
normalisation a la localisation permet de recoller, cf. 2.6.4).

Nous allons commencer par montrer que, pour tout corps K de type fini et degré
de transcendance 1 sur k, il existe une courbe projective lisse C telle que M(C) = K.



Construction d’une courbe abstraite

Notons
Ck = {valuations v: K —» Z U {co}}

et munissons cet ensemble de la topologie dont les ouverts sont les complémentaires
des ensembles finis. Pour v € Cg on note O, 'anneau de valuation, m, son idéal
maximal et k, = O,/m,, son corps résiduel. Ce corps contient k par construction.

LEMME
Ck est infini. De plus :

1) Pour toute valuation v € Cy, onak = k,.
2) Pour toute f € K*, I'ensemble {v € Cy | v(f) > 0} est fini.

Démonstration. 1) Puisque v est non triviale, il existe f € K tel que v(f) > 0. Puisque
v est nulle sur k, I'élément f est transcendant sur k et engendre une algebre k[ f]
isomorphe a une algebre de polyndmes. L’extension k(f) C K est finie, donc d’apres
le lemme de , la cloture intégrale A de k[f] est une k-algebre de type fini de
dimension 1 et de corps des fractions K. Puisque k[f] € O, on a aussi A C O,. De
plus, I'idéal m := {a € A | v(a) > 0} est un idéal maximal de A. En effet, c’est un idéal
premier non nul (puisqu’il contient f) dans un anneau de dimension 1. Le localisé
A, est donc un anneau de valuation discrete (puisque intégralement clos) contenu
dans O, et de corps des fractions K. Comme O, # K, on a donc A, = O,. Il s’ensuit
que k, = A/m = k par le Nullstellensatz et la type-finitude de A comme k-algebre.
On peut supposer f € K\ k et donc transcendant sur k. Le raisonnement du

montre que {v € Cg | v(f) > 0} est en bijection avec {m € SpMax(A) | f € m}, lequel
est fini puisque A/ (f) est de dimension 0 et de type fini sur k (c’est un fermé propre
de la courbe affine associée a A).

Reste a montrer que Cy est infini, mais cela découle du fait que SpMax(A) l'est.

Soit maintenant U un ouvert de Cg (donc le complémentaire d’un ensemble fini).

Posons

Ox(U) = (f € K| Yo e Uo(f) >0} =[O,

vel

D’apres le 1) du lemme précédent, on a une application
feOU) — (v fek=k,)

de Ox(U) dans I'ensemble des fonctions U — k. D'apres le 2) et le fait que U est infini,
c’est une injection. On obtient ainsi un faisceau de fonctions sur Cyx dont les anneaux
locaux sont les anneaux de valuation discrete O,, v € Cg. On a donc construit un

espace k-annelé (Cg, O) dont le corps de fonctions rationnelles est manifestement K.
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THEOREME
(Ck, Ok) est isomorphe a une courbe projective lisse.

Démonstration. Soit f € K\ k et A la cloture intégrale de k[ f] comme dans la preuve
précédente. Les arguments de cette preuve montrent aussi que 'application

Ci =1{v e Cxlov(f) >0} - SpMax(A)
v—m,NA

est une bijection de 'ouvert Cg ; de Cg sur SpMax(A). C'est évidemment un homéo-
morphisme et il découle des définitions que les faisceaux de fonctions régulieres
se correspondent. On a donc un isomorphisme d’espaces k-annelés de Cy ; sur la
courbe affine SpMax(A). Si Cx s = Ci \ {vy, ---, v, } alors en choisissant des f; tels que
v;(f;) > 0, on obtient un recouvrement ouvert de Cy par les courbes affines C; := C ¢
et Cg := Cg s. En particulier, (Cg, Og) est une courbe algébrique lisse.

Choisissons pour chaque i un plongement affine C; ¢ A" (autrement dit une
présentation k[X;, ---, X,, | = A;) et notons C,; la fermeture de C; dans IP" qui est une
courbe projective de corps de fonctions rationnelles K. Puisque C; est compleéte, il
existe un morphisme Cg G qui prolonge 'immersion ouverte C; — C;. On en
déduit un morphisme Cyg 2, [1; C; et on note que [, C; est une variété projective. Soit
C l'adhérence de ¢(Cg) dans [, C;. C'est encore une courbe algébrique projective de
corps de fonctions K. Nous allons montrer que ¢ induit un isomorphisme Cx — C.

Pour cela, considérons le morphisme local ¢, Oc,o(0) = Ocyo = Oy Il s'agit ici
simplement d"une inclusion O .,y C O, de deux sous-anneaux locaux de K. Lorsque
v € C;, la projection C — C; envoie ¢(v) sur v et fournit donc l'autre inclusion, de
sorte que Oc () = O, Soit maintenant P un point de C. Son anneau local O¢ p est
contenu dans un anneau de valuation O, (prendre la valuation associée a un idéal
maximal de la cloture intégrale de O p dans K). Or, puisque O, = O¢ (), on a donc
deux points P et ¢(v) de C tels que Oc p C O (v)- Alors P = ¢(v). En effet, on peut
trouver une carte affine SpMax(A) de C contenant les deux points et ils correspondent
alors a deux idéaux maximaux m et n tels que A, C A, ce qui implique n C m et
donc n = m. On a donc la surjectivité de ¢. Son injectivité est claire. C’'est donc une
bijection et méme un homéomorphisme. Puisque les morphisme sur les anneaux
locaux sont des isomorphisme, on en conclut que ¢ est un isomorphisme.

3.4.2 COROLLAIRE

Pour toute extension K D k de type fini et degré de transcendance 1, il existe une
courbe projective lisse de corps des fonctions rationnelles K.

Ce résultat d’existence de courbes projectives lisses est complété par le résultat
d’unicité suivant :
3.4.3 PROPOSITION

Deux courbes projectives lisses C et C’ de corps de fonctions rationnelles K sont
isomorphes.



Démonstration. Puisque M(C) = M(C’), il existe des applications birationnelles
f:C-->C'etg: C’'--> C «inverses » 'une de l'autre. Puisque C et C" sont compléetes et
lisses, elles se prolongent en des morphisme ¢: C — C'et: C' — C. La composée
P o @ est alors 1'identité sur un ouvert de C, donc sur tout C par densité et séparation.
Idem pour @ o .

Si maintenant on se donne une extension K’ C K entre extensions de k de type
fini et degré de transcendance 1, alors on a vu qu’il lui correspond une application
rationnelle dominante Cx — Cy. Par complétude de Cy et lissité de Cg, celle-
ci provient d'un morphisme (nécessairement unique). On obtient donc le résultat
suivant :

COROLLAIRE

La catégorie des courbes projectives lisses munies des morphismes dominants est anti-
équivalente a la catégorie des extensions de k de type fini et degré de transcendance 1.

Notons que, par complétude, un morphisme entre courbes projectives lisses est
dominant si et seulement s'il est surjectif si et seulement s’il est non constant.

Un cas particulier important est le suivant : pour une courbe projective lisse C,
on a une bijection

M(C) o {p:C—> P! morphisme dominant},

qui & une fonction rationnelle f: U — A’ associe I'unique prolongement P C— P!
donné par complétude de P et lissité de C.
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algebre des germes de fonction
anneau de valuation discrete
application birationnelle
application polynomiale
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intersection compléete ensembliste 35

irréductible (espace topologique) 7 parametres locaux 46
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Jacobienne (matrice) 41 propre (idéal homogene) 73
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lemme de normalisation - ) .
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