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Introductıon

Ce livre a pour but de présenter une introduction aussi auto-suffisante que possible à

la théorie des schémas, qui constitue le socle du gigantesque travail de refondation de

la géométrie algébrique accompli par Grothendieck et son école autour de 1960. Aussi

allons-nous commencer par une description brève et volontairement assez vague de

cette dernière discipline dans sa variante classique, c’est-à-dire pré-schématique.

La géométrıe algébrıque classıque

Fixons un corps 𝑘. Très grossièrement, on peut dire que la géométrie algébrique sur 𝑘
s’intéresse aux ensembles de solutions des systèmes d’équations polynomiales à coefficients

dans 𝑘. Donnons quelques précisions.

Les varıétés algébrıques affınes

Soit 𝛬 un ensemble fini (il sera souvent de la forme {1,⋯ , 𝑛}, mais pas systématique-

ment). On désigne par 𝑘𝛬 l’ensemble des applications de 𝛬 dans 𝑘, c’est-à-dire encore

l’ensemble des familles (𝑥𝜆)𝜆∈𝛬 d’éléments de 𝑘. La construction fondamentale sur

laquelle repose la géométrie algébrique associe à une partie 𝐸 de 𝑘[𝑇𝜆]𝜆∈𝛬 l’ensemble

𝑉(𝐸) ≔ {𝑥 ∈ 𝑘𝛬 | 𝑃(𝑥) = 0,∀𝑃 ∈ 𝐸},

que l’on appelle la variété algébrique affine (sur le corps 𝑘) définie par le système d’équations 𝐸.

Faisons tout de suite deux remarques.

Si 𝐼 désigne l’idéal engendré par 𝐸, alors 𝑉(𝐸) = 𝑉(𝐼) = 𝑉(𝐹) pour n’importe

quelle autre partie génératrice 𝐹 de 𝐼.
Comme 𝑘[𝑇𝜆]𝜆∈𝛬 est noethérien, il existe un sous-ensemble fini 𝐸0 de 𝐸 qui engendre

déjà 𝐼. Par la remarque précédente, 𝑉(𝐸) = 𝑉(𝐸0) : ainsi, toute variété algébrique

affine peut être définie par un nombre fini d’équations.

Les varıétés algébrıques générales ; l’exemple des varıétés projectıves

En fait, la géométrie algébrique ne considère pas seulement des variétés algébriques

affines ; elle les utilise comme briques pour construire par un procédé de recollement

des objets plus généraux qui sont simplement appelés variétés algébriques, sans épithète ;

nous allons maintenant en décrire quelques-unes.
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L’espace projectıf de dımensıon 𝑛. Soit 𝑛 un entier. On appelle espace projectif

de dimension 𝑛 sur 𝑘, et l’on note ℙ𝑛(𝑘), le quotient de l’ensemble des (𝑛 + 1)-uplets

(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) d’éléments non tous nuls de 𝑘 par la relation de colinéarité. La classe d’un

tel (𝑛 + 1)-uplet (𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) sera notée [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛].

Soit 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]. Si [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] est un point de ℙ𝑛(𝑘), l’évaluation de 𝑃 en

[𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] est mal définie : en effet, 𝑃(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) dépend en général de (𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛),
et pas seulement de sa classe [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛]. Toutefois, si le polynôme 𝑃 est homogène d’un

certain degré 𝑑, la validité de l’égalité 𝑃(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) = 0 ne dépend que de [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] :

cela revient du fait que 𝑃(𝜆𝑥0,⋯ ,𝜆𝑥𝑛) est égal à 𝜆𝑑𝑃(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) pour tout 𝜆 ∈ 𝑘. Il est

dès lors licite de parler dans ce cas de l’ensemble des points de ℙ𝑛(𝑘) en lesquels 𝑃
s’annule (ou ne s’annule pas).

Ainsi, choisissons 𝑖 entre 0 et 𝑛, et notons 𝛬𝑖 l’ensemble des entiers compris entre 0 et 𝑛
et différents de 𝑖. Le polynôme 𝑇𝑖 étant homogène (de degré 1), le sous-ensemble 𝑈𝑖 de

ℙ𝑛(𝑘) formé des points en lesquels 𝑇𝑖 ne s’annule pas est bien défini ; il est immédiat

que 𝑈𝑖 est exactement l’ensemble des points de la forme [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] avec 𝑥𝑖 ≠ 0, et que

(𝑥𝑗)𝑗∈𝛬𝑖 ↦ [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑖−1 ∶ 1 ∶ 𝑥𝑖+1 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛]

induit une bijection

𝑘𝛬𝑖 ≃ 𝑈𝑖

de réciproque [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] ↦ ( 𝑥0
𝑥𝑖

,⋯ , 𝑥𝑖−1𝑥𝑖
, 𝑥𝑖+1𝑥𝑖

,⋯ , 𝑥𝑛𝑥𝑖 ). Celle-ci permet d’identifier 𝑈𝑖 à

la variété algébrique affine 𝑘𝛬𝑖. Pour tout 𝑗 ∈ 𝛬𝑖 , la 𝑗-ième fonction coordonnée sur 𝑘𝛬𝑖

sera notée 𝜏𝑖𝑗 ; modulo l’identification entre 𝑘𝛬𝑖 et 𝑈𝑖 , on a 𝜏𝑖𝑗 =
𝑇𝑗
𝑇𝑖

pour tout 𝑗.

Par construction, ℙ𝑛(𝑘) est la réunion des 𝑈𝑖 ; c’est un premier exemple de variété

algébrique, dont les 𝑈𝑖 constituent un système de cartes affines.

Varıétés projectıves. Soit 𝐸 un sous-ensemble de 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] constitué de poly-

nômes homogènes. On désigne par𝑉(𝐸) le sous-ensemble deℙ𝑛(𝑘) constitué des points

en lesquels tous les éléments de 𝐸 s’annulent ; on dit que 𝑉(𝐸) est la variété algébrique

projective définie par le système d’équations homogènes 𝐸. Soit 𝐼 l’idéal engendré par 𝐸, soit

𝐼ℎ l’ensemble des éléments homogènes de 𝐼 et soit 𝐹 un autre système générateur de 𝐼
constitué d’éléments homogènes. Il est immédiat que 𝑉(𝐸) = 𝑉(𝐼ℎ) = 𝑉(𝐹) ; comme

𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] est noethérien, il existe un sous-ensemble fini 𝐸0 de 𝐸 qui engendre déjà 𝐼.
Par la remarque précédente, 𝑉(𝐸) = 𝑉(𝐸0) : ainsi, toute variété algébrique projective

peut être définie par un nombre fini d’équations homogènes.

Fixons 𝑖. Pour tout 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛], notons 𝑃[𝑖] ∈ 𝑘[𝜏𝑖,𝑗]𝑗∈𝛬𝑖 le polynôme obtenu en

déshomogénéisant 𝑃 par rapport à 𝑇𝑖 , c’est-à-dire en supprimant les termes en 𝑇𝑖 et en

remplaçant 𝑇𝑗 par 𝜏𝑖𝑗 pour 𝑗 ≠ 𝑖. Soit 𝐸[𝑖] l’image de 𝐸 par 𝑃 ↦ 𝑃[𝑖]. On vérifie immé-

diatement que 𝑉(𝐸) ∩𝑈𝑖 coïncide, modulo l’identification 𝑘𝛬𝑖 ≃ 𝑈𝑖 décrite ci-dessus,

avec la variété algébrique affine 𝑉(𝐸[𝑖]) ⊂ 𝑘𝛬𝑖. Par construction, 𝑉(𝐸) est la réunion

des 𝑉(𝐸)∩𝑈𝑖 ; c’est une variété algébrique, dont les 𝑉(𝐸)∩𝑈𝑖 constituent un système

de cartes affines.
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À titre d’exemple, choisissons 𝑖 entre 0 et 𝑛 et décrivons𝑉(𝑇𝑖). Par définition, ce dernier

est le sous-ensemble de ℙ𝑛(𝑘) constitué des points de la forme

[𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑖−1 ∶ 0 ∶ 𝑥𝑖+1 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] ;

en oubliant le terme nul à la place 𝑖 et en décalant la numérotation des 𝑥𝑗 pour 𝑗 > 𝑖, on

voit que 𝑉(𝑇𝑖) s’identifie à l’ensemble des familles (𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛−1) d’éléments non tous

nuls de 𝑘 modulo la relation de colinéarité, c’est-à-dire à ℙ𝑛−1(𝑘). On dit que 𝑉(𝑇𝑖) est

l’hyperplan à l’infini relatif à la carte affine 𝑈𝑖.

Applıcatıons polynomıales entre varıétés algébrıques. Comme dans la plu-

part des théories mathématiques, on ne se contente pas en géométrie algébrique de

manipuler des objets : on étudie également des morphismes entre eux. Il s’agit ici essen-

tiellement des applications polynomiales, c’est-à-dire plus précisément des applications

données, dans des cartes affines convenables de la source et du but, par des formules

polynomiales.

Donnons un exemple de telle application. Soient 𝑃0,⋯ ,𝑃𝑚 des polynômes appartenant

à 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑚] qui sont homogènes de même degré 𝑑, et sans zéro commun en dehors de

l’origine dans 𝑘𝑛+1. Soient 𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛 des éléments non tous nuls de 𝑘. Comme les 𝑃𝑗 sont

sans zéro commun en dehors de l’origine, les scalaires 𝑃0(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛),⋯ ,𝑃𝑚(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛)
sont non tous nuls ; comme les 𝑃𝑗 sont tous homogènes de degré 𝑑, on a

𝑃𝑗(𝜆𝑥0,⋯ ,𝜆𝑥𝑛) = 𝜆𝑑𝑃𝑗(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛)

pour tout scalaire 𝜆 et tout 𝑗 ; en conséquence,

[𝑃0(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑚(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛)]

est bien défini et ne dépend que de [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛]. La formule

[𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛] ↦ [𝑃0(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛) ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑚(𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛)]

décrit donc sans ambiguïté une application de ℙ𝑛(𝑘) vers ℙ𝑚(𝑘), qui est polynomiale

par construction.

Les problèmes abordés en géométrıe algébrıque

Nous avons très brièvement présentés les objets et morphismes considérés en géomé-

trie algébrique sans dire pour le moment un seul mot des questions que l’on s’y pose.

Celles-ci sont extrêmement variées, et dépendent de manière cruciale du corps sur

lequel on travaille. Nous allons en mentionner quelques-unes à titre indicatif – la liste

est très loin d’être exhaustive.

1) La question la plus élémentaire que l’on peut se poser face à une variété algébrique,

disons affine (resp. projective) sur 𝑘 est : a-t-elle des points? Autrement dit, le

système d’équations (resp. d’équations homogènes) correspondant admet-il une

solution (resp. une solution non triviale) ?
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1a) Le problème est bien compris lorsque 𝑘 est algébriquement clos ou lorsqu’il

est égal à ℝ. On dispose dans chacune de ces situations de critères théoriques

pour que ce soit le cas, et d’algorithmes permettant de décider si ces critères

sont satisfaits, et donc in fine si une variété donnée est vide ou non : on dit

que le corps 𝑘 est décidable.

1b) Si 𝑘 est un corps fini, il est décidable : l’existence d’un algorithme permettant

de savoir si une variété algébrique sur 𝑘 est vide ou non est en effet immédiate,

puisqu’il suffit de tester toutes les valeurs possibles des coordonnées.

1c) La question de l’existence de points sur une variété est beaucoup plus délicate,

et partant beaucoup plus intéressante, lorsque 𝑘 est un corps de nombres.

On ignore à l’heure actuelle si ℚ est décidable* ; des critères théoriques et

parfois effectifs assurant la présence ou l’absence de points ont néanmoins

été dégagés pour des classes importantes de variétés algébriques.

2) On peut également s’intéresser dans différentes situations à des problèmes de

comptage des points.

2a) Supposons que le corps 𝑘 est fini. Toute variété algébrique sur 𝑘 a alors un

nombre fini de points. S’il semble qu’il n’y ait en général rien de particulier à

dire sur ce nombre considéré isolément, il est par contre extrêmement intéressant

de comprendre comment il varie lorsqu’on part d’un système fixé d’équations

polynomiales à coefficients dans un certain corps fini 𝑘0 et lorsque 𝑘 parcourt

l’ensemble des extensions finies de 𝑘0 ; c’était là le sujet de la célèbre conjecture

de Weil, dont nous parlerons un peu plus bas.

2b) Supposons que 𝑘 est un corps de nombres. S’intéresser au nombre de points

des variétés algébriques sur 𝑘 n’a guère de sens a priori, celui-ci étant souvent

infini ; néanmoins, certains problèmes intéressants de comptage asymptotique

se posent dans ce cadre. Nous allons en donner une description brève en

supposant pour simplifier que 𝑘 = ℚ , et qu’on travaille avec une variété

projective 𝑉(𝐸) ⊂ ℙ𝑛(ℚ). Tout point 𝑥 de la variété 𝑉(𝐸) ⊂ ℙ𝑛(ℚ) admet

alors une écriture de la forme [𝑥0 ∶ ⋯ ∶ 𝑥𝑛], où les 𝑥𝑖 appartiennent à ℤ
et sont premiers entre eux dans leur ensemble ; de plus, une telle écriture

est unique à multiplication par ±1 près, et le maximum des |𝑥𝑖| ne dépend

donc que de 𝑥 ; on le note ℎ(𝑥) (c’est la hauteur du point 𝑥). Pour tout entier

𝑁, l’ensemble des points 𝑥 ∈ 𝑉(𝐸) tels que ℎ(𝑥) ⩽ 𝑁 est fini ; soit 𝑐(𝑁) son

cardinal. Sous l’impulsion de Manin, le développement asymptotique de 𝑐(𝑁)
lorsque𝑁 tend vers l’infini a été abondamment étudié pour certaines classes de

variétés (son terme dominant est typiquement de la forme 𝜅𝑁𝑎(log𝑁)𝑏 où les

constantes 𝜅, 𝑎 et 𝑏 ont des interprétations arithmétiques et/ou géométriques

profondes).

*On sait depuis les travaux de Matiasevich que l’anneau ℤ ne l’est pas ; autrement dit, il n’existe aucun
algorithme permettant de décider si un système quelconque d’équations polynomiales à coefficients
dans ℤ a une solution dans ℤ.
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3) Supposons que 𝑘 soit un corps topologique, c’est-à-dire qu’il soit muni d’une topologie

pour laquelle l’addition, la multiplication et l’inversion sont continues ; les exemples

fondamentaux sont ℝ et ℂ , ainsi que ce qu’on appelle les corps 𝑝-adiques. Pour tout

ensemble fini 𝛬, on munit 𝑘𝛬 de la topologie produit. Toute variété algébrique

affine 𝑉(𝐸) ⊂ 𝑘𝛬 hérite alors de la topologie induite, et par recollement, toute

variété algébrique sur 𝑘 se retrouve munie d’une topologie naturelle ; mentionnons

incidemment que si 𝑘 est localement compact (c’est le cas des différents exemples

cités ci-dessus), on vérifie sans difficulté que ℙ𝑛(𝑘) est compact.

Se pose alors la question de l’allure que peuvent revêtir les variétés algébriques

sur 𝑘 vues comme espaces topologiques.

3a) Celle-ci a été abondamment considérée lorsque 𝑘 = ℂ , notamment en ce

qui concerne les variétés projectives et lisses (nous ne définirons pas ici cette

dernière condition, qui s’énonce en termes des dérivées partielles du système

d’équations considéré ; indiquons seulement que si 𝑃 est un polynôme ho-

mogène en 𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛 alors 𝑉(𝑃) ⊂ ℙ𝑛(ℂ) est lisse si les ∂𝑃/∂𝑇𝑖 ne s’annulent

pas simultanément sur 𝑉(𝑃)). Donnons à titre d’exemple deux types de

problèmes qui ont fait et font encore plus particulièrement l’objet d’études

intensives.

Quels sont les groupes qui apparaissent comme le groupe fondamental

d’une variété projective lisse sur ℂ?

Si 𝑋 est une variété projective lisse sur ℂ et si 𝑌 est une sous-variété de

𝑋, on peut naturellement associer à 𝑌 une classe de cohomologie† sur

l’espace topologique 𝑋 à coefficients dans ℚ (par exemple, on fabrique un

cycle singulier en triangulant 𝑌, cycle qui définit une classe d’homologie

sur l’espace topologique 𝑋, puis une classe de cohomologie en degré

complémentaire par dualité). Quelles sont les classes que l’on obtient par

ce biais? Leur description est prédite par la célèbre conjecture de Hodge,

encore ouverte à ce jour.

3b) La topologie des variétés algébriques projectives réelles a elle aussi fait l’objet

de nombreux travaux, et nous allons nous contenter ici d’évoquer le seizième

problème de Hilbert. Il consiste à décrire les courbes projectives réelles lisses et

planes, c’est-à-dire les variétés projectives réelles de la forme 𝑉(𝑃) ⊂ ℙ2(ℝ)
où 𝑃 est un polynôme homogène de degré > 0 en trois variables tel que 𝑃 et

ses dérivées partielles ne s’annulent pas simultanément sur ℙ2(ℂ).
Il est facile de voir que les composantes connexes d’une telle variété sont

topologiquement des cercles, mais il reste à comprendre, en fonction du degré

de 𝑃, les valeurs que peut prendre le nombre de ces composantes (c’est connu)

†Nous ne rappellerons pas dans cette introduction les différentes définitions des groupes ou espaces
vectoriels de cohomologie d’un espace topologique, car nous n’en aurons pas besoin dans le cours.
Indiquons simplement que ceux-ci codent algébriquement un certain nombre d’informations sur la
« forme » de l’espace étudié, comme par exemple la préscence de « trous ». Nous renvoyons le lecteur
intéressé à un ouvrage de topologie algébrique.
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et la combinatoire de leur disposition dans ℙ2(ℝ) (ça ne l’est qu’en petit degré,

et il est probablement illusoire d’espérer une réponse systématique).

4) Comme dans toute théorie mathématique se pose en géométrie algébrique le

problème de la classification des objets étudiés, modulo diverses relations d’identi-

fication – la plus fine étant l’isomorphisme. Celui-ci a conduit à différents types

de travaux.

4a) La définition d’invariants « discrets » des variétés algébriques, permettant

un premier tri relativement grossier : l’un des plus simples est la dimension,

mais beaucoup d’autres ont été construits, le plus souvent inspirés par ce qui

se fait en topologie algébrique : groupe fondamental, espaces vectoriels de

cohomologie, groupes de K-théorie...

4b) La construction d’espaces demodules : on fixe une collection de variétés (qui peut

par exemple être définie par les valeurs de certains des invariants évoqués

ci-dessus), et l’on cherche à montrer que l’ensemble des (classes d’isomorphie

de) variétés appartenant à cette collection s’identifie lui-même naturellement à

une variété algébrique, puis à étudier les propriétés de cette dernière. C’est en

général un problème difficile, mais nous allons à titre d’illustration décrire un

exemple très simple de ce type de situation : l’ensemble des droites de 𝑘{0,⋯,𝑛}

passant par l’origine s’identifie de façon naturelle à ℙ𝑛(𝑘) (en envoyant une

telle droite sur la classe de n’importe lequel de ses vecteurs directeurs).

4c) La géométrie birationnelle. Nous avons évoqué plus haut les applications poly-

nomiales entre variétés. Mais il arrive fréquemment en partique que l’on ait

à considérer des applications qui sont données (localement, dans des cartes

affines convenables) par des fractions rationnelles, et qui ne sont donc pas dé-

finies partout en général : on doit a priori travailler en dehors des pôles. On

parle alors d’application rationnelle. On peut composer deux telles applications

(en faisant attention aux domaines de définition), et partant définir la notion

d’isomorphisme birationnel : c’est une application rationnelle 𝑓 telle qu’il existe

une application rationnelle 𝑔 vérifiant 𝑓 ∘ 𝑔 = Id et 𝑔 ∘ 𝑓 = Id. La classification

des variétés à isomorphisme près peut donc en principe se dérouler en deux

temps : on peut les classer à isomorphisme birationnel près puis étudier sé-

parément chaque classe d’isomorphie birationnelle. C’est essentiellement à

ce dernier point que s’est attaqué le programme de Mori, appelé aussi MMP

(minimal model program), qui visait grosso modo à exhiber, dans chaque classe

d’isomorphie birationnelle de variétés projectives sur un corps algébrique-

ment clos de caractéristique nulle, une variété aussi simple que possible, ou

encore « minimale », en un sens à préciser.

Les lımıtes du poınt de vue ensemblıste

Soit 𝑘 un corps, soit 𝑆 un système d’équations polynomiales (usuelles ou homogènes)

à coefficients dans 𝑘 et soit 𝑉 la variété algébrique (affine ou projective) qu’il décrit.

Nous avons défini 𝑉 comme l’ensemble des solutions de 𝑆 à coordonnées dans 𝑘. Mais
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cette vision « naïve » s’avère en fait insuffisante : l’expérience a en effet montré que l’on

avait intérêt à développer un formalisme gardant une trace du système 𝑆. Nous allons

indiquer deux bonnes raisons à l’appui de cette pétition de principe.

L’extensıon du corps de base

Il peut tout d’abord arriver que l’on ait besoin (au cours d’une démonstration, ou pour

disposer d’un énoncé élégant) de s’intéresser également à l’ensemble des solutions

de 𝑆 à coordonnées dans une certaine extension 𝐿 de 𝑘. Or cet ensemble, auquel on

a envie de penser en termes géométriques comme à celui des 𝐿-points de la variété

𝑉, et qu’on souhaiterait pouvoir noter 𝑉(𝐿), ne dépend pas que de 𝑉, mais bien de 𝑆
en général.

Ainsi, supposons que 𝑘 est le corps des nombres réels, et travaillons en deux variables

affines 𝑥 et 𝑦. Prenons pour 𝑆 le système constitué de l’unique équation 𝑥2 + 𝑦2 = 0, et

soit 𝑆′ le système de deux équations

⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 + 𝑦 = 0
2𝑥 + 3𝑦 = 0 ;

on note 𝑉 ′ la variété algébrique réelle définie par 𝑆′.

Il est immédiat que 𝑉 = 𝑉 ′ = {(0, 0)}. Par contre, les ensembles des solutions complexes

de 𝑆 et de 𝑆′ diffèrent considérablement : le premier est la réunion des deux droites

d’équations respectives 𝑥 − i𝑦 = 0 et 𝑥 + i𝑦 = 0, et le second est (encore) le singleton

{(0, 0)}. On souhaiterait dès lors pouvoir en un sens raisonnable considérer 𝑉 et 𝑉 ′

(qui sont pourtant naïvement identiques) comme deux variétés algébriques réelles

différentes, de manière à être autorisé à écrire

𝑉(ℂ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ2 | 𝑥 − i𝑦 = 0 ou 𝑥 + i𝑦 = 0} et 𝑉 ′(ℂ) = {(0, 0)},

l’égalité désormais incorrecte𝑉 = 𝑉 ′ devant être remplacée par l’égalité avérée𝑉(ℝ) =
𝑉 ′(ℝ) = {(0, 0)}.

Les multıplıcıtés

La seconde raison justifiant de ne pas oublier 𝑆 est la nécessité de prendre en compte,

d’une façon ou d’une autre, la notion de multiplicité. Pour expliquer grossièrement

de quoi il retourne, supposons que 𝑆 est un singleton {𝑓 }, où 𝑓 n’est pas constant, et

posons 𝑆′ = {𝑓2 }. Pour toute extension 𝐿 de 𝑘, les systèmes 𝑆 et 𝑆′ ont évidemment

même ensemble de solutions à coordonnées dans 𝐿.

Il est pourtant préférable, pour certaines questions, de penser que les variétés algé-

briques respectivement décrites par les équations 𝑓 = 0 et 𝑓2 = 0 diffèrent, la seconde

étant une variante avec multiplicité, ou si l’on préfère infinitésimalement épaissie, de

la première.
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Deux exemples

Fixons une clôture algébrique �̅� de 𝑘. Nous allons illustrer ce qui précède à travers

deux théorèmes simples et élégants qui nécessitent à la fois la prise en compte des

points à coordonnées dans �̅� et celle des multiplicités ; le second montrera de surcroît

l’intérêt en géométrie projective plutôt qu’affine.

Racınes d’un polynôme en une varıable. Soit 𝑓 ∈ 𝑘[𝑇] un polynôme de degré

𝑑 > 0 et soit �̅� une clôture algébrique de 𝑘. On sait que le polynôme 𝑓 a exactement

𝑑 racines dans le corps �̅� comptées avec multiplicités. Géométriquement, cela signifie

que la 𝑘-variété algébrique affine 𝑉 définie par l’équation 𝑓 = 0 compte exactement 𝑑
points à coordonnées dans �̅� et comptés avec multiplicités.

Ainsi, supposons 𝑘 = ℝ , �̅� = ℂ et 𝑓 = 𝑇4 − 2𝑇3 + 2𝑇2 − 2𝑇 + 1. On a

𝑓 = (𝑇 − 1)2(𝑇2 + 1) = (𝑇 − 1)2(𝑇 − i)(𝑇 + i).

La variété d’équation 𝑓 = 0 comprend trois points complexes, à savoir 1, i et −i. Le

point 1 est « moralement » défini par l’équation (𝑇 − 1)2 = 0 et est donc double ; les

points i et −i sont eux respectivement définis par les équations 𝑇 − i = 0 et 𝑇 + i = 0,
et sont donc simples. On a bien en conséquence quatre points en tenant compte des

multiplicités.

Le théorème de Bézout. Nous allons en donner l’énoncé, puis regarder en détail

comment il se traduit dans quelques cas particuliers instructifs.

Théorème

Soient 𝑓 et 𝑔 deux polynômes irréductibles de 𝑘[𝑇0,𝑇1,𝑇2] non associés, de degrés

respectifs 𝑑 et 𝛿. La variété projective 𝑋 définie par le système d’équations

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑓 = 0
𝑔 = 0

compte alors 𝑑𝛿 points à coordonnées dans �̅� et comptés avec multiplicités.

À partir de maintenant, on suppose que 𝑘 = ℝ et que �̅� = ℂ. On désigne par𝑈 la carte affine

𝐷(𝑇2) ⊂ ℙ2(ℂ), que l’on identifie à ℂ2, en notant 𝜏0 et 𝜏1 ses fonctions coordonnées

𝑇0/𝑇2 et 𝑇1/𝑇2. Son complémentaire est la droite à l’infini 𝛥 ≔ 𝑉(𝑇2), qui s’identifie à

ℙ1(ℂ), avec 𝑇0 et 𝑇1 comme coordonnées homogènes. Nous aurons également besoin

de travailler avec la carte affine 𝑉 ≔ 𝐷(𝑇0), dont nous noterons 𝜎1 et 𝜎2 les fonctions

coordonnées 𝑇1/𝑇0 et 𝑇2/𝑇0.

Nous allons vérifier le théorème de Bézout dans différentes situations. Elles illustreront

l’importance de travailler avec des points complexes et pas seulement réels (exemple

2b)), de prendre en compte les multiplicités (exemples 2c) et 2d)) et de se placer dans

le cadre projectif plutôt qu’affine (exemples 1c) et 2d)).
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1) Commençons par la plus simple : l’étude de l’intersection de deux droites à équations

réelles.

On suppose que le polynôme 𝑓 est de la forme 𝑎𝑇0 + 𝑏𝑇1 + 𝑐𝑇2 et que le polynôme 𝑔
est de la forme 𝛼𝑇0 +𝛽𝑇1 +𝛾𝑇2 , où (𝑎, 𝑏, 𝑐) et (𝛼, 𝛽,𝛾) sont deux triplets de nombres

réels qui ne sont pas proportionnels et tels que (𝑎, 𝑏) ≠ (0, 0) et (𝛼, 𝛽) ≠ (0, 0).
L’intersection du lieu des zéros de 𝑓 (resp. 𝑔) avec 𝑈 est la variété affine d’équation

𝑎𝜏0+ 𝑏𝜏1+ 𝑐 = 0 (resp. 𝛼𝜏0+𝛽𝜏1+𝛾 = 0), et c’est donc une droite affine. Le théorème

de Bézout assure que 𝑋 doit compter exactement un point complexe de multiplicité

un ; nous allons nous en assurer, et constaterons du même coup que ce point est à

coordonnées réelles.

1a) Nous allons tout d’abord nous intéresser à l’intersection du lieu des zéros de

𝑎𝑇0 + 𝑏𝑇1 + 𝑐𝑇2 et de la droite à l’infini 𝑉(𝑇2). Cette intersection est décrite par

le système
⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎𝑇0 + 𝑏𝑇1 + 𝑐𝑇2 = 0
𝑇2 = 0

et consiste donc en un unique point, à savoir [−𝑏 ∶ 𝑎 ∶ 0], qui est à coordonnées

réelles. On dit parfois par abus que ce point est le « point à l’infini » de la droite

affine d’équation 𝑎𝜏0 + 𝑏𝜏1 = −𝑐. De même, le point à l’infini de la droite affine

d’équation 𝛼𝜏0 + 𝛽𝜏1 = −𝛾 est égal à [−𝛽 ∶ 𝛼 ∶ 0]. Il coïncide avec [−𝑏 ∶ 𝑎 ∶ 0] si

et seulement si (𝑎, 𝑏) et (𝛽,𝛼) sont proportionnels, c’est-à-dire si et seulement

si les deux droites affines considérées sont parallèles ; autrement dit, le point à

l’infini d’une droite affine code sa direction.

Nous pouvons maintenant revenir à l’étude de 𝑋, en distinguant deux cas.

1b) Supposons que (𝑎, 𝑏) et (𝛼, 𝛽) ne soient pas proportionnels. Les droites affines

d’équations 𝑎𝜏0 + 𝑏𝜏1 = −𝑐 et 𝛼𝜏0 + 𝛽𝜏1 = −𝛾 ne sont alors pas parallèles ; elles

n’ont donc pas le même point à l’infini (cf. 1a)), ce qui signifie que 𝑋 ∩ 𝛥 = ∅.

Quant à 𝑋∩𝑈, c’est l’intersection des deux droites affines évoquées ci-dessus,

qu’on calcule en résolvant le système

⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎𝜏0 + 𝑏𝜏1 = −𝑐
𝛼𝜏0 + 𝛽𝜏1 = −𝛾 .

Son unique solution est à coordonnées réelles, et elle est simple (pour une

raison évidente : aucun exposant n’apparaît dans les équations lorsqu’on

applique la méthode du pivot).

Ainsi, 𝑋 consiste en un point simple réel, situé à distance finie.

1c) Supposons que (𝑎, 𝑏) et (𝛼, 𝛽) soient proportionnels. Les droites affines d’équa-

tions 𝑎𝜏0 + 𝑏𝜏1 = −𝑐 et 𝛼𝜏0 + 𝛽𝜏1 = −𝛾 sont alors parallèles, et non confon-

dues puisque (𝑎, 𝑏, 𝑐) et (𝛼, 𝛽,𝛾) ne sont pas proportionnels. Par conséquent,

𝑋 ∩𝑈 = ∅. Il résulte par ailleurs de 1a) que l’intersection 𝑋 ∩ 𝛥 consiste en

exactement un point, à savoir [−𝑏 ∶ 𝑎 ∶ 0] = [−𝛽 ∶ 𝛼 ∶ 0] (ce point correspond

simplement à la direction commune aux deux droites parallèles en jeu). Il est
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simple pour le même type de raison qu’en 1b) : on peut en effet le calculer

dans la carte 𝐷(𝑇0) (si 𝑏 ≠ 0) ou dans la carte 𝐷(𝑇1) (si 𝑎 ≠ 0) par applica-

tion de la méthode du pivot à un système linéaire, qui ne fait pas apparaître

d’exposants.

Ainsi, en géométrie projective, deux droites parallèles à équations réelles se

rencontrent à l’infini, en un point simple réel.

2) Nous allons maintenant nous intéresser à l’intersection d’une droite et d’une

conique projective à équations réelles. On suppose que

𝑓 = 𝑎𝑇2
0 + 𝑏𝑇2

1 + 𝑐𝑇2
2 et 𝑔 = 𝛼𝑇0 + 𝛽𝑇1 + 𝛾𝑇2 ,

où 𝑎, 𝑏 et 𝑐 sont des réels tous non nuls, et où 𝛼, 𝛽 et 𝛾 sont des réels non tous nuls.

Notons 𝐶 et 𝐷 les variétés projectives d’équations respectives 𝑓 = 0 et 𝑔 = 0.

Remarquons que 𝐶 ∩ 𝑈 est la conique affine d’équation 𝑎𝜏20 + 𝑏𝜏21 + 𝑐 = 0, et que

𝐷∩𝑈 a pour équation 𝛼𝜏0 + 𝛽𝜏1 + 𝛾 = 0, et que c’est donc ou bien une droite affine

(si (𝛼, 𝛽) ≠ (0, 0)) ou bien l’ensemble vide.

Le théorème de Bézout affirme que 𝐶 ∩ 𝐷 doit être constituée de deux points

comptés avec multiplicité. Nous allons regarder ce qu’il en est pour certaines

valeurs particulières des paramètres.

2a) On suppose que 𝑎 = 𝑏 = 1, que 𝑐 = −1, que 𝛼 = 𝛾 = 0 et que 𝛽 = 1. Com-

mençons par étudier 𝛥 ∩ 𝐶 ∩𝐷. Cette intersection est définie par le système

d’équations
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇2 = 0
𝑇2
0 + 𝑇2

1 − 𝑇2
2 = 0

𝑇1 = 0 ,

lequel équivaut immédiatement à 𝑇0 = 𝑇1 = 𝑇2 = 0, et 𝛥 ∩ 𝐶 ∩𝐷 est donc vide

(car un point de ℙ2(ℂ) est la classe d’un triplet de nombres complexes non

tous nuls).

Intéressons-nous ensuite à 𝐶∩𝐷∩𝑈. C’est la variété algébrique affine définie

par le système d’équations

⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏20 + 𝜏21 − 1 = 0
𝜏1 = 0

(autrement dit, c’est l’intersection du cercle unité centré à l’origine avec l’axe

des abscisses). Ce système équivaut à

𝜏1 = 0 et (𝜏0 − 1)(𝜏0 + 1) = 0

et admet en conséquence exactement deux solutions, à savoir (1, 0) et (−1, 0),
qui sont simples (informellement, parce que les deux équations 𝜏0 − 1 = 0 et

𝜏0 + 1 = 0 sont sans exposant). On est donc ici dans un cas particulièrement
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agréable : l’intersection 𝐶 ∩𝐷 consiste en deux points réels simples, situés à

distance finie.

2b) On suppose que 𝑎 = 𝑏 = 1, que 𝑐 = −1, que 𝛼 = 0, que 𝛽 = 1 et que 𝛾 = 2.
Commençons par étudier 𝛥 ∩ 𝐶 ∩ 𝐷. Cette intersection est définie par le

système d’équations
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇2 = 0
𝑇2
0 + 𝑇2

1 − 𝑇2
2 = 0

𝑇1 = 2𝑇2 ,

lequel équivaut immédiatement à 𝑇0 = 𝑇1 = 𝑇2 = 0, et 𝛥 ∩ 𝐶 ∩𝐷 est donc vide.

Intéressons-nous ensuite à 𝐶∩𝐷∩𝑈. C’est la variété algébrique affine définie

par le système d’équations

⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏20 + 𝜏21 − 1 = 0
𝜏1 = 2

(autrement dit, c’est l’intersection du cercle unité centré à l’origine avec la

droite horizontale d’ordonnée 2). Ce système équivaut à

𝜏1 = 2 et (𝜏0 − i√3)(𝜏0 + i√3) = 0

et admet en conséquence exactement deux solutions, à savoir (i√3, 0) et

(−i√3, 0), qui sont simples (là encore, c’est parce que les deux équations

𝜏0 − i√3 = 0 et 𝜏0 + i√3 = 0 sont sans exposant). On est donc ici dans un cas un

peu plus subtil : l’intersection 𝐷 ∩ 𝐶 consiste encore en deux points simples

situés à distance finie, mais ils ne sont plus réels.

2c) On suppose que 𝑎 = 𝑏 = 1, que 𝑐 = −1, que 𝛼 = 0, que 𝛽 = 1 et que 𝛾 = 1.
Commençons par étudier 𝛥 ∩ 𝐶 ∩ 𝐷. Cette intersection est définie par le

système d’équations
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇2 = 0
𝑇2
0 + 𝑇2

1 − 𝑇2
2 = 0

𝑇1 = 𝑇2 ,

lequel équivaut immédiatement à 𝑇0 = 𝑇1 = 𝑇2 = 0, et 𝛥 ∩ 𝐶 ∩𝐷 est donc vide.

Intéressons-nous ensuite à 𝐶∩𝐷∩𝑈. C’est la variété algébrique affine définie

par le système d’équations

⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏20 + 𝜏21 − 1 = 0
𝜏1 = 1

(autrement dit, c’est l’intersection du cercle unité centré à l’origine avec la

droite horizontale d’ordonnée 1). Ce système équivaut à

𝜏1 = 1 et 𝜏20 = 0
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et admet une solution, à savoir (0, 1), qui est double en raison de l’exposant 2
qui figure dans l’équation 𝜏20 = 0. L’intersection 𝐷 ∩ 𝐶 consiste donc ici en un

point réel à distance finie qui est double. Cette duplicité traduit le fait que 𝐷
est tangente à 𝐶, ce qui rend moralement leur unique point de contact « un

peu plus épais » qu’un point usuel.

2d) On suppose que 𝑎 = 1, que 𝑏 = 𝑐 = −1, que 𝛼 = 1 et que 𝛽 = −1 ; nous allons

décrire la situation en fonction de 𝛾.

Intéressons-nous pour commencer à 𝐶 ∩𝐷 ∩𝑈. Cette variété algébrique est

décrire par le système d’équations

⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏20 − 𝜏21 = 1
𝜏0 − 𝜏1 = 𝛾

(c’est l’intersection de l’hyperbole d’équation 𝜏20 − 𝜏21 = 1 avec la droite d’équa-

tion 𝜏0 −𝜏1 = 𝛾, droite qui est parallèle à son asymptote d’équation 𝜏0 −𝜏1 = 0).
Il y a deux cas à distinguer : si 𝛾 ≠ 0 ce système a une unique solution, à savoir

( 1+𝛾2
2𝛾 , 1−𝛾

2

2𝛾 ) (remplacer 𝜏0 par 𝜏1 + 𝛾 dans la première équation) ; si 𝛾 = 0 il

n’en a aucune.

Étudions maintenant 𝛥 ∩ 𝐶 ∩𝐷. Cette intersection est définie par le système

d’équations homogènes

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑇2 = 0
𝑇2
0 − 𝑇2

1 − 𝑇2
2 = 0

𝑇0 − 𝑇1 = −𝛾𝑇2

qui équivaut à

𝑇2 = 0 et 𝑇0 = 𝑇1

qui possède une unique solution, à savoir [1 ∶ 1 ∶ 0].
En conséquence, l’intersection 𝐷 ∩ 𝐶 possède toujours un point à l’infini,

à savoir [1 ∶ 1 ∶ 0] (qui ne dépend pas de 𝛾 ; notons que ce point corres-

pond à la direction de l’asymptote d’équation 𝜏0 − 𝜏1 = 0) ; et si 𝛾 est non

nul, elle possède de surcroît un point à distance finie, de coordonnées

( 1+𝛾2
2𝛾 , 1−𝛾

2

2𝛾 ).

D’après le théorème de Bézout, on doit avoir affaire à deux points simples

lorsque 𝛾 ≠ 0, et à un point double sinon. Pour le vérifier, on peut travailler

dans la carte 𝑉 au moyen des fonctions coordonnées 𝜎1 et 𝜎2. L’intersection

𝐶 ∩𝐷 ∩𝑉 est décrite par le système d’équations suivant, obtenu en déshomo-

généisant les équations initiales par rapport à 𝑇0 :

⎧⎪⎨⎪⎩

𝜎2
1 + 𝜎2

2 = 1
𝜎1 − 𝛾𝜎2 = 1
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(on observe que dans cette nouvelle carte la conique initiale est « devenue »

un cercle).

Ce système équivaut à

⎧⎪⎨⎪⎩

(1 + 𝛾2)𝜎2
2 + 2𝛾𝜎2 = 0
𝜎1 = 1 + 𝛾𝜎2 ,

soit encore
⎧⎪⎨⎪⎩

𝜎2((1 + 𝛾2)𝜎2 + 2𝛾) = 0
𝜎1 = 1 + 𝛾𝜎2 .

Si 𝛾 ≠ 0, la première ligne a deux racines simples, à savoir 0 et
−2𝛾
1+𝛾2 , et le

système a donc deux solutions simples qui sont

(1, 0) et (1 − 𝛾2

1 + 𝛾2 ,
−2𝛾
1 + 𝛾2) .

Si 𝛾 = 0, la première ligne s’écrit 𝜎2
2 = 0, et elle a une unique racine double,

à savoir 0. Le système admet alors (1, 0) pour unique solution, et celle-ci est

double. Le lecteur remarquera que c’est là encore un phénomène de tangence

qui est mis en évidence : le cas où 𝛾 = 0 est celui d’où on intersecte le cercle

d’équation 𝜏21 + 𝜏22 = 1 avec sa tangente d’équation 𝜏2 = 1.
De point de vue de la carte affine 𝑈, on peut résumer informellement ce

qui précède comme suit. L’intersection d’une hyperbole 𝐻 et d’une droite D

parallèle à l’une de ces asymptotes 𝐴 (ces trois courbes étant définies par des

équations réelles) consiste :

en deux points réels simples, l’un à distance finie et l’autre à l’infini (ce

dernier correspond nécessairement à la direction de 𝐴) si D ≠ 𝐴 ;

en un unique point réel à l’infini (lù encore, il correspond nécessairement

à la direction de 𝐴) si D = 𝐴 ; ce point est alors double, car l’asymptote y

est tangente à hyperbole.

Le langage des schémas

On a expliqué à la section précédente l’importance de mettre au point un formalisme

qui garde la trace des systèmes d’équations utilisés pour décrire les variétés.

La réponse classıque

En géométrie algébrique classique, on répond à cette requête de manière simple quoi-

qu’imparfaite en travaillant le plus souvent possible sur un corps algébriquement clos. On

dispose en effet sur un tel corps 𝑘 d’un théorème d’algèbre commutative, le Nullstel-

lensatz, qui assure qu’une variété algébrique 𝑉 contient « beaucoup d’information »

sur le système 𝑆 utilisé pour la définir. Par exemple, si l’on se donne une extension

𝐿 de 𝑘, l’ensemble des solutions de 𝑆 à coordonnées dans 𝐿 ne dépend que de 𝑉 et
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pas du choix de 𝑆, et peut donc être noté sans ambiguïté 𝑉(𝐿). Mais notez bien qu’il

n’y a aucun espoir que 𝑉 permette de reconstituer intégralement le système 𝑆, ou

disons simplement l’idéal qu’il engendre ; on ne pourra en effet jamais détecter les

multiplicités de 𝑆 à partir de 𝑉 (pour 𝑓 donnée, les équations 𝑓 = 0 et 𝑓2 = 0 ont même

lieu des zéros alors que les idéaux (𝑓) et (𝑓2) diffèrent sauf exceptions).

La géométrie algébrique classique manipule donc le plus souvent des variétés algé-

briques (affines, projectives ou générales) au sens de la section précédente sur un corps

de base 𝑘 algébriquement clos, quitte à fixer un sous-corps 𝑘0 de 𝑘 et à se demander à l’oc-

casion si certaines variétés ou certains morphismes sont « définis sur 𝑘0 », c’est-à-dire

susceptibles d’être décrits par des équations ou des formules à coefficients dans 𝑘0.

Un cas fréquemment rencontré est celui où 𝑘 est une clôture algébrique de 𝑘0 , et

où les questions de définition sur 𝑘0 peuvent alors être abordées par des méthodes

galoisiennes ; ainsi, dans cette optique, faire de la géométrie algébrique surℝ consiste à

faire de la géométrie algébrique sur ℂ en prenant de surcroît en compte la conjugaison

complexe.

Mais mentionnons également le point de vue d’André Weil qui consistait, le corps

𝑘0 auquel on s’intéresse étant donné, à prendre pour 𝑘 un corps algébriquement clos

contenant 𝑘0 et de degré de transcendance infini sur ce dernier : même si 𝑘0 est algébrique-

ment clos, considérer des points à valeurs dans un corps beaucoup plus gros peut être

utile pour un grand nombre de problèmes.

Et dans tous les cas, comme nous l’avons mentionné ci-dessus, cette approche ne dit

rien sur les multiplicités : celles-ci doivent être traitées à part, et ne sont pas dans le

cadre classique partie intégrante de la définition d’une variété algébrique.

La réponse de Grothendıeck : la théorıe des schémas

La géométrıe sur un corps. En ce qui concerne la géométrie algébrique sur un

corps, la théorie des schémas répond complètement à la requête formulée plus haut,

comblant de manière naturelle toutes les lacunes du point de vue ensembliste précé-

demment signalées. Pour être un peu plus précis, fixons un corps 𝑘 non nécessairement

algébriquement clos et un système d’équations polynomiales 𝑆 (usuelles ou homo-

gènes) à coefficients dans 𝑘. L’avatar schématique 𝑋 de la variété algébrique (affine ou

projective) définie par 𝑆 est un objet à la structure très riche. En effet :

𝑋 est un espace topologique qui n’est pas uniquement constitué des solutions de 𝑆
à coordonnées dans 𝑘, puisque toute solution de 𝑆 à coordonnées dans n’importe

quelle extensions de 𝑘 fournit un point de 𝑋, qui de surcroît « garde en mémoire »

le plus petit corps sur lequel on peut le définir ;

à tout ouvert 𝑈 de 𝑋 est associée une 𝑘-algèbre O𝑋(𝑈), souvent appelée « algèbre

des fonctions sur 𝑈 ».

La collection des algèbres de fonctions O𝑋(𝑈) (pour 𝑈 variable) contient toutes les

informations utiles sur le système 𝑆, et code notamment ses multiplicités, qui se

manifestent par la présence de fonctions nilpotentes.
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La géométrıe sur un anneau. Mais la théorie des schémas ne se contente pas de

remédier aux défauts de l’approche naïve de la géométrie algébrique sur un corps. Elle

offre également un avantage radicalement nouveau : grâce à elle, on peut raisonner

en termes géométriques relativement proches de l’intuition classique sur les systèmes

d’équations polynomiales à coefficients dans un anneau (commutatif unitaire) quel-

conque et pas seulement dans un corps.

Ainsi, soit 𝑆 un système d’équations polynomiales (usuelles ou homogènes) à coeffi-

cients dans ℤ. Pour tout nombre premier 𝑝, le système 𝑆 définit par réduction modulo

𝑝 un système d’équations polynomiales à coefficients dans 𝔽𝑝 , et partant une variété

algébrique affine ou projective sur 𝔽𝑝 , ou de façon plus sophistiquée un schéma sur 𝔽𝑝
que nous noterons 𝑋𝔽𝑝. Par ailleurs, on peut oublier que le système 𝑆 est à coefficients

dans ℤ , et se contenter de le voir comme à coefficients dans ℚ ; là encore, il définit

une variété affine ou projective sur ℚ , ou de façon plus sophistiquée un schéma sur ℚ
que nous noterons 𝑋ℚ.

Le système 𝑆 fournit ainsi une famille de schémas définis sur des corps différents (les

𝔽𝑝 et ℚ). Mais il fournit également un schéma « global » 𝑋, qui incorpore de façon

naturelle les 𝑋𝔽𝑝 et 𝑋ℚ : ceux-ci peuvent en effet s’interpréter comme les différentes

fibres d’un certain morphisme de source 𝑋. Ce dernier met donc un certain liant

entre les 𝑋𝔽𝑝 (et 𝑋ℚ), et permet d’y penser comme à une « famille à paramètres de

variétés algébriques » ; il est en conséquence très utile, aussi bien techniquement que

psychologiquement, pour arriver à comparer les propriétés des différents 𝑋𝔽𝑝 et de 𝑋ℚ
en dépit de la variation du corps de base. Nous allons donner au paragraphe suivante

un magnifique exemple d’une telle comparaison.

La conjecture de Weıl. La motivation essentielle qui a présidé à la refondation de

toute la géométrie algébrique sous l’égide de Grothendieck était d’arriver à prouver

une conjecture de Weil, ce qui advint finalement, la pierre finale à l’édifice ayant été

apportée par Pierre Deligne en 1974 – cela lui valut la médaille Fields. Expliquons

maintenant en quoi elle consiste, dans un langage classique – sans théorie des schémas.

Soit 𝑁 un entier et soit 𝑆 un système d’équations polynomiales homogènes en 𝑛 + 1
variables à coefficients dans ℤ. Soit 𝑝 un nombre premier. Pour tout entier non nul

𝑛, il existe une extension 𝔽𝑝𝑛 de 𝔽𝑝 de degré 𝑛, unique à isomorphisme près (non

canonique si 𝑛 > 1), et l’on note 𝑥𝑝,𝑛 le cardinal du sous-ensemble de ℙ𝑁(𝔽𝑝𝑛) défini

par la réduction modulo 𝑝 du système d’équations 𝑆. On pose

𝑍𝑝 = exp⎛⎜
⎝
∑
𝑛⩾1

𝑥𝑝,𝑛𝑇𝑛

𝑛
⎞⎟
⎠

∈ ℚ((𝑇)).

On peut par ailleurs voir 𝑆 comme un système d’équations homogènes à coefficients

dans ℂ , qui définit donc une variété projective complexe 𝑉 ⊂ ℙ𝑁(ℂ). On suppose

que 𝑉 est lisse (nous avons déjà évoqué cette notion plus haut, rappelons que c’est

par exemple le cas dès que 𝑆 consiste une équation 𝑓 dont les dérivées partielles ne

s’annulent pas simultanément sur 𝑉). Pour tout 𝑖, on note ℎ𝑖 la dimension du 𝑖-ième
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espace de cohomologie de 𝑉 à coefficients dans ℚ. Comme ℂ est de dimension réelle 2,
la dimension de 𝑉 est un entier pair 2𝑑, et ℎ𝑖 = 0 dès que 𝑖 > 2𝑑.

On démontre alors (Weil, Dwork, Grothendieck, Deligne) les assertions suivantes :

1) Pour tout 𝑝, la série 𝑍𝑝 est une fraction rationnelle.

2) Pour tout 𝑝 suffisamment grand, on peut plus précisément écrire

𝑍𝑝 =

∏
0⩽𝑖⩽2𝑑, 𝑖 impair

𝑅𝑖,𝑝

∏
0⩽𝑖⩽2𝑑, 𝑖 pair

𝑅𝑖,𝑝

où 𝑅𝑖,𝑝 est pour tout 𝑖 un polynôme unitaire à coefficients dans ℤ de degré ℎ𝑖 dont

toutes les racines complexes ont pour module 𝑝𝑖/2.
On met ainsi au jour un lien fascinant entre le nombre de solutions de 𝑆 dans les

extensions de 𝔽𝑝 pour 𝑝 grand et la topologie de l’ensemble de ses solutions complexes.

À propos de ce lıvre

La théorie des schémas a un immense avantage : elle fournit un cadre de travail d’une

souplesse et d’une généralité absolument exceptionnelles, qui rend possible le recours

à l’intuition et au raisonnement géométriques dans maintes situations qui pourraient

sembler a priori purement algébriques.

Mais tout a un prix, et elle présente également un lourd inconvénient : elle est d’un

accès redoutablement difficile, sur le plan technique mais aussi et surtout sur le plan

psychologique. Son formalisme très abstrait, l’ésotérisme apparent des objets qu’elle

considère, le type de raisonnements sur lequel elle repose et l’état d’esprit général qui

l’imprègne, tout concourt à déstabiliser celui qui la découvre.

Le but de ce livre est d’aider à surmontrer cet obstacle initial. Nous avons dès lors

choisi de nous limiter aux bases de la théorie, sans aborder des thèmes absolument

cruciaux mais techniquement plus délicats (par exemple, nous ne disons pratiquement

rien sur la platitude, la lissité ou la cohomologie des faisceaux cohérents). Nous avons

voulu avant tout permettre au lecteur de se familiariser avec la notion de schéma,

d’apprendre à la manipuler dans des cas relativement simples, et de se forger une

intuition à son propos ; cela devrait lui être utile pour poursuivre, s’il le souhaite,

l’apprentissage de la théorie dans des ouvrages plus avancés. Nous nous sommes

donc efforcé, autant que faire se pouvait, de motiver les définitions introduites, de

les illustrer par de nombreux exemples élémentaires traités en détail, et d’expliquer

comment penser en termes géométriques classiques aux objets en jeu, si abscons

soient-ils au premier contact.

Nous avons par ailleurs cherché à rédiger un texte auto-suffisant que possible, et

avons réduit les pré-requis au minimum. Nous supposons simplement connus les

définitions et propriétés de base de la théorie des anneaux commutatifs, des idéaux
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et des modules, ainsi que l’arithmétique des anneaux principaux et factoriels (voir le

chapitre 0 pour davantage de précision). Nous introduisons nous-mêmes en détail,

avec toutes les démonstrations, les autre outils dont nous aurons besoin ; ces préliminaires

constituent la première partie de ce livre, intitulée Les outils de la géométrie algébrique.

Elle se compose de trois chapitre que nous allons maintenant décrire.

Le chapitre 1. Il est consacré aux catégories. On vous y présente un langage très com-

mode. Il permet, en dégageant un certain nombre de propriétés formelles qui leur

sont communes, de donner une description unifiée de situations rencontrées dans

des domaines extrêmement divers des mathématiques ; les géomètres algébristes à

la Grothendieck en sont particulièrement friands.

On n’établit qu’un seul énoncé dans ce chapitre, le lemme de Yoneda, qui est ce qu’on

appelle un abstract nonsense ; sa preuve fait mal à la tête en première lecture, mais

est essentiellement tautologique.

Le chapitre 2. Il concerne l’algèbre commutative, c’est-à-dire l’étude avancée des aneaux

commutatifs, idéaux et modules. Celle-ci joue en géométrie algébrique un rôle

absolument fondamental, analogue à celui de l’analyse réelle (resp. complexe)

en géométrie différentielle (resp. analytique complexe) : c’est la partie locale de

la théorie.

La majeure partie de ce chapitre porte sur des anneaux commutatifs unitaires

quelconques, à propos desquels on introduit et étudie différentes notions fonda-

mentales (localisation, produit tensoriel, éléments entiers, dimension de Krull...).

Mais on y établit à la fin deux résultats cruciaux et difficiles spécifiques aux algèbres

de type fini sur un corps : le lemme de normalisation de Noether et le Nullstellensatz.

Le chapitre 3. Il pose les bases de la théorie des faisceaux sur un espace topologique.

Ceux-ci ont été initialement introduits par Leray en topologie algébrique et c’est

Serre qui, dans son article fondateur Faisceaux algébriques cohérents, a le premier mis

en évidence les services qu’ils pouvaient rendre en géométrie algébrique sur un

corps algébriquement clos quelconque ; Grothendieck les a ensuite placés au cœur

de toute sa théorie. Contentons-nous de dire ici qu’un faisceau F d’ensembles

(resp. de groupes, resp. d’anneaux...) sur un espace topologique 𝑋 associe à tout

ouvert 𝑈 de 𝑋 un ensemble (resp. un groupe, un anneau...) F(𝑈), dont les élé-

ments sont appelées les sections de F sur 𝑈. La donnée des F(𝑈) est sujette à

un certain nombre d’axiomes, qui disent essentiellement qu’on sait restreindre et

recoller les sections.

Ces différents outils introduits, nous entrons dans le vif du sujet : la théorie des

schémas, objet des chapitres 4, 5 et 6.

Le chapitre 4. La théorie des schémas associe à tout anneau commutatif 𝐴 un espace

topologique noté Spec𝐴 et appelé le spectre de 𝐴. Ce chapitre est consacré à sa

définition, à la mise en évidence de ses premières propriétés, et à l’étude détaillée

des cas où

𝐴 = 𝑘, ℤ, 𝑘[𝑇], ℤ[𝑇] ou 𝑘[𝑆,𝑇]

(ici 𝑘 est un corps, supposé algébriquement clos pour l’exemple 𝑘[𝑆,𝑇]).
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Le chapitre 5. La géométrie algébrique fait en réalité de Spec𝐴 un objet plus riche

qu’un simple espaces topologique : elle le munit également d’un faisceau d’anneaux ;

ce chapitre débute par sa construction.

On y définit ensuite ce qu’est un schéma : c’est un espace topologique muni d’un

faisceau d’anneaux et recouvert par des ouverts de la forme Spec𝐴.

Le spectres d’anneaux, qu’on appelle également schémas affines, apparaissent ainsi

comme les « briques » de la théorie : on obtient à partir d’eux tous les schémas

par recollement.

Il y a une notion naturelle de morphisme de schémas que nous présentons, et

nous consacrons beaucoup de temps à l’étude de morphismes particuliers qui

revêtent une importance majeure dans la théorie (immersions ouvertes, mor-

phismes affines, immersions fermées et morphismes de type fini). Pour ce faire,

nous avons besoin d’introduire une classe particulière de faisceaux de module sur

un schéma, appelés les faisceaux quasi-cohérents, qui sont par ailleurs omniprésents

en géométrie algébrique.

Nous concluons ce chapitre par une section qui propose un point de vue alternatif

sur les schémas, celui dit du foncteur des points. Il est à la fois très abstrait – il repose

sur le lemme de Yoneda en théorie des catégories, que nous avons évoqué plus

haut – et très tangible : nous expliquons sur plusieurs exemples (mettant en jeu

des schémas affines) qu’il permet en un sens un retour à la vision naïve et concrète

des variétés algébriques comme ensembles de solutions de systèmes d’équations

polynomiales, et des morphismes entre elles comme applications polynomiales.

Le chapitre 6. Il est dévolu à la variante schématique de la géométrie projective. Elle

repose sur une construction assez proche de celle du spectre mais un peu plus

lourde, qui associe à un anneau gradué 𝐵 un schéma noté Proj𝐵.

Après l’avoir expliquée en détail, nous étudions plusieurs exemples importants,

dont celui, fondamental entre tous, de l’espace projectif de dimension 𝑛 sur un anneau

𝐴, noté ℙ𝑛
𝐴 : c’est le schéma Proj𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]. Nous décrivons son foncteur des

points – c’est pour nous l’occasion d’introduire un objet d’une importance extrême

(pour de multiples raisons, dont la plupart dépassent le cadre de ce livre) : le

faisceau quasi-cohérent O(1) sur ℙ𝑛
𝐴.

Nous constatons une fois encore que le point de vue « foncteur des points » permet

de renouer avec une vision ensembliste naïve (en l’occurrence, celle d’une variété

projective comme lieu des zéros d’une famille de polynômes homogènes).

Pour finir, nous nous intéressons à la propreté. C’est le substitut de la compacité

en géométrie algébrique à la Grothendieck (mais sa définition n’est pas purement

topologique). Nous l’utilisons pour énoncer et démontrer dans ce cadre les pen-

dants de différents résultats classiques. Ainsi, nous prouvons par exemple que ℙ𝑛
𝐴

est propre (c’est l’analogue de la compacité de ℙ𝑛(ℂ), mais c’est nettement moins

évident) ; et nous terminons par un avatar schématique (que nous n’énoncerons pas

ici) du fait suivant : toute fonction holomorphe sur une variété complexe compacte

connexe est constante.

xx Introductıon



0 Prérequıs et rappels

0.1 Anneaux

0.1.1 Conventıon

Dans tout ce qui suit, et sauf mention expresse du contraire, « anneau » signifiera

« anneau commutatif unitaire », « algèbre » signifiera « algèbre commutatif unitaire »,

et un morphisme d’anneaux ou d’algèbres sera toujours supposé envoyer l’unité de la

source sur celle du but.

0.1.2 Le lecteur sera supposé familier avec les définitions d’anneau, d’idéal et d’anneau

quotient, etc., ainsi qu’avec les propriétés élémentaires de ces objets, que nous ne

rappellerons pas ici pour la plupart. Nous allons toutefois insister sur quelques points

sans doute connus, mais qui sont importants et au sujet desquels on peut commettre

facilement quelques erreurs.

0.1.2.1 Dans la définition d’un anneau 𝐴, on n’impose pas à 1 d’être différent de 0. En fait,

l’égalité 1 = 0 se produit dans un et un seul cas, celui où 𝐴 est l’anneau nul {0}.

0.1.2.2 Si 𝐴 est un anneau, on notera 𝐴× l’ensemble des éléments inversibles de 𝐴 ; il est stable

par multiplication et (𝐴×,×) est un groupe.

0.1.3 Un anneau𝐴 est dit intègre s’il est non nul et si l’on a pour tout couple (𝑎, 𝑏) d’éléments

de 𝐴 l’implication

(𝑎𝑏 = 0) ⟹ (𝑎 = 0 ou 𝑏 = 0).

0.1.3.1 On prendra garde de ne jamais oublier de vérifier la première de ces deux conditions :

un anneau intègre est par définition non nul (l’expérience a montré qu’on avait tout intérêt

à imposer cette restriction pour éviter une profusion de cas particuliers à distinguer

dans les définitions, énoncés et démonstrations ultérieurs).

0.1.3.2 Le lecteur amateur de facéties bourbakistes appréciera certainement la définition

alternative suivante : un anneau𝐴 est intègre si et seulement si tout produit fini d’éléments

non nuls de 𝐴 est non nul. Elle contient en effet la non-nullité de 𝐴, puisqu’elle implique

que l’unité 1, qui n’est autre que le produit vide d’éléments de 𝐴, est non nulle.

0.1.4 On dit qu’un anneau 𝐴 est un corps s’il est non nul et si tout élément non nul de 𝐴
est inversible ; il revient au même de demander que 𝐴 ait exactement deux idéaux, à

savoir {0} et 𝐴. Si 𝐴 est un corps, il est intègre et 𝐴× = 𝐴 ⧵ {0}.
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0.1.5 Soit 𝑓 un morphisme d’un corps 𝐾 vers un anneau non nul 𝐴. Comme 𝐴 est non nul,

1 ∉ Ker 𝑓 ; puisque les seuls idéaux de 𝐾 sont {0} et 𝐾, il vient Ker 𝑓 = {0} et 𝑓 est injectif.

En particulier, tout morphisme de corps est injectif.

0.1.6 Soit 𝐴 un anneau. Une 𝐴-algèbre est un anneau 𝐵 muni d’un morphisme 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵.

Bien que 𝑓 fasse partie des données, il sera très souvent omis (on dira simplement

« soit 𝐵 une 𝐴-algèbre »). Il arrivera même que l’on écrive abusivement 𝑎 au lieu de

𝑓(𝑎) pour 𝑎 ∈ 𝐴 ; mais cette entorse à la rigueur peut être dangereuse, surtout lorsque

𝑓 n’est pas injective : si on la commet, il faut en avoir conscience et y mettre fin lorsque

la situation l’exige.

Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Si 𝑆 est une partie de 𝐵 on notera 𝐴[𝑆] la sous-𝐴-algèbre de

𝐵 engendrée par 𝑆, c’est-à-dire encore le sous-anneau de 𝐵 engendré par 𝑆 et par

(l’image de) 𝐴. Si (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille d’éléments de 𝐵, on écrira 𝐴[𝑥𝑖]𝑖∈𝐼 plutôt que

𝐴[{𝑥𝑖 }𝑖∈𝐼] ; de même, si 𝑥 ∈ 𝐵 on écrira 𝐴[𝑥] au lieu de 𝐴[{𝑥}]. L’anneau 𝐴[𝑥] n’est autre

que l’anneau des polynômes en 𝑥 à coefficients dans 𝐴, c’est-à-dire l’ensemble des

éléments de 𝐵 de la forme ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖 où les 𝑎𝑖 appartiennent à 𝐴 (en commettant l’abus

de notation évoqué ci-dessus ; si on ne le souhaite pas, il faut parler d’éléments de la

forme ∑ 𝑓(𝑎𝑖)𝑥𝑖 où 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 désigne le morphisme structural). De même, 𝐴[𝑥𝑖]𝑖∈𝐼 est

constitué des polynômes en les 𝑥𝑖 à coefficients dans 𝐴.

0.1.7 Soit 𝐴 un anneau. Un élément 𝑎 de 𝐴 est dit nilpotent s’il existe 𝑛 ⩾ 0 tel que 𝑎𝑛 = 0.

0.1.7.1 L’ensemble des éléments nilpotents de 𝐴 est un idéal de 𝐴. Il est en effet immédiat

qu’il contient 0 et est stable par multiplication externe, et il reste à vérifier sa stabilité

par addition. Soient donc 𝑎 et 𝑏 deux éléments nilpotents de 𝐴, et soient 𝑛 et 𝑚 deux

entiers tels que 𝑎𝑛 = 0 et 𝑏𝑚 = 0. En développant (𝑎 + 𝑏)𝑛+𝑚 on obtient une somme de

monômes de la forme 𝑎𝑖𝑏 𝑗 avec 𝑖+ 𝑗 = 𝑛+𝑚 ; or dans un tel monôme, on a ou bien 𝑖 ⩾ 𝑛
ou bien 𝑗 ⩾ 𝑚, et il est donc toujours nul. En conséquence, (𝑎 + 𝑏)𝑛+𝑚 = 0 et 𝑎 + 𝑏 est

nilpotent.

0.1.7.2 On dit que𝐴 est réduit si son nilradical est nul, c’est-à-dire encore si𝐴 n’a pas d’élément

nilpotent non trivial.

0.1.8 Prérequıs plus avancés.

0.1.8.1 Nous supposerons que le lecteur est à l’aise avec les notions d’anneau principal et

d’anneau factoriel, ainsi qu’avec les propriétés arithmétiques élémentaires de ces

derniers que nous utiliserons librement.

Rappelons simplement ici que si 𝐴 est un anneau factoriel, l’anneau 𝐴[𝑇] est encore

factoriel. On connaît ses éléments irréductibles : ce sont d’une part les éléments irré-

ductibles de 𝐴, d’autre part les polynômes 𝑃 dont le contenu, c’est-à-dire le pgcd des

coefficients, est égal à 1, et qui sont irréductibles dans l’anneau principal Frac(𝐴)[𝑇]. Il
en découle notamment par une récurrence immédiate que pour tout entier 𝑛 et tout

corps 𝑘 les anneaux 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] et ℤ[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] sont factoriels.
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0.1.8.2 Nous supposerons également connue la notion d’anneau noethérien. Rappelons que si

𝐴 est un tel anneau, alors𝐴[𝑇] est noethérien ; il s’ensuit par récurrence que𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]
est noethérien pour tout 𝑛, puis que toute 𝐴-algèbre de type fini est noethérienne. En

particulier, une algèbre de type fini sur un corps ou sur ℤ est noethérienne.

0.2 Modules

0.2.1 Nous supposerons l’algèbre linéaire parfaitement connue.

0.2.2 Soit 𝐴 un anneau. Un 𝐴-module est un groupe abélien 𝑀 muni d’une loi externe

𝐴 ×𝑀 → 𝑀 satisfaisant les mêmes axiomes que ceux qui servent à définir les espaces

vectoriels. Les sous-modules, les applications 𝐴-linéaires, les familles libres et généra-

trices, les bases, les supplémentaires, etc., se définissent mutatis mutandis comme les

objets analogues en algèbre linéaire.

0.2.3 Il arrivera souvent dans la suite qu’on manipule des expressions de la forme ∑𝑖∈𝐼𝑚𝑖 ,

où les 𝑚𝑖 sont des éléments d’un 𝐴-module 𝑀 fixé. Il sera toujours implicitement

supposé, dans une telle écriture, que presque tous les 𝑚𝑖 sont nuls. Elle n’aurait sinon

aucun sens : en algèbre, on ne sait faire que des sommes finies ; pour donner un sens à des

sommes infinies, il est nécessaire d’introduire des structures de nature topologique.

0.2.4 Attention! On prendra garde que certains énoncés usuels portant sur les espaces

vectoriels deviennent faux en général pour les modules sur un anneau quelconque ;

ce qui empêche leurs preuves de s’étendre à ce nouveau contexte est le plus souvent

qu’elles font appel à un moment ou un autre à l’inversion d’un scalaire non nul.

Donnons quelques exemples.

0.2.4.1 Il est faux en général qu’un module possède une base. Par exemple, leℤ-moduleℤ/2ℤ
n’en possède pas. En effet, s’il en admettait une elle serait non vide (puisqu’il est non

nul), et comprendrait donc au moins un élément qui serait annulé par 2, contredisant

ainsi sa liberté.

0.2.4.2 Soit 𝐴 un anneau. On dit qu’un 𝐴-module 𝑀 est libre s’il possède une base. On vient

de voir que ce n’est pas automatique ; mais lorsque c’est le cas et lorsque 𝐴 est non

nul nous verrons plus bas (la proposition 2.3.6) que toutes les bases de 𝑀 ont même

cardinal, appelé rang de 𝑀. Dans le cas des espaces vectoriels, c’est un résultat que

vous connaissez bien (et qui donne naissance à la théorie de la dimension) et sur lequel

nous revenons à la fin de ce chapitre, en en donnant une formulation axiomatique qui

a l’avantage de pouvoir s’appliquer ailleurs qu’en algèbre linéaire – nous l’utiliserons

notamment plus loin pour définir le degré de transcendance d’une extension de corps.

Il faut faire attention au cas de l’anneau nul {0}. Le seul module sur celui-ci est le

module trivial {0}, et toute famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 d’éléments de ce module (qui vérifie nécessai-

rement 𝑒𝑖 = 0 pour tout 𝑖) en est une base, indépendamment du cardinal de 𝐼 (il peut

être vide, fini, infini dénombrable ou non, etc.). Nous laissons au lecteur qu’amusent

les manipulations logiques dans les cas un peu extrêmes le soin de prouver cette

assertion.
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Notez par contre que sur un anneau non nul, un élément 𝑒 d’une famille libre n’est

jamais nul (sinon, il satisferait la relation non triviale 1 ⋅ 𝑒 = 0).

0.2.4.3 Soit 𝐴 un anneau. Il est faux en général que tout sous-module d’un 𝐴-module 𝑀
admette un supplémentaire dans𝑀, même si𝑀 est libre. Par exemple, le lecteur pourra

démontrer à titre d’exercice que le sous-module 2ℤ de ℤ n’a pas de supplémentaire

dans ℤ.

0.2.5 Soit𝐴 un anneau. Un𝐴-module𝑀 est dit de type fini s’il possède une famille génératrice

finie, c’est-à-dire encore s’il existe un entier 𝑛 et une surjection linéaire 𝐴𝑛 → 𝑀.

Il est dit de présentation finie s’il existe une telle surjection possédant un noyau de type fini.

0.2.5.1 Tout 𝐴-module de présentation finie est de type fini. La réciproque est vraie si 𝐴 est

noethérien, car on démontre que dans ce cas tout sous-module d’un 𝐴-module de

type fini est de type fini ; elle est fausse en général (pour un contre-exemple, cf. 2.7.9.2

infra).

0.2.5.2 Si 𝑀 est un 𝐴-module libre et de type fini, il possède une base finie. Pour le voir, on

choisit une base (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝑀. Comme 𝑀 est de type fini, il est engendré par une famille

finie de vecteurs, et chacun d’eux est combinaison linéaire d’un numbre fini de 𝑒𝑖. Il
existe donc un ensemble fini d’indices 𝐽 ⊂ 𝐼 tel que (𝑒𝑖)𝑖∈𝐽 soit génératrice, et donc soit

une base de 𝑀. Remarquez que si 𝐴 ≠ {0} on a nécessairement 𝐼 = 𝐽, car un élément 𝑒𝑖
avec 𝑖 ∉ 𝐽 est forcément non nul et ne peut dès lors être une combinaison linéaire des

𝑒𝑖 avec 𝑖 ∈ 𝐽 ; on a donc montré que dans ce cas toutes les bases de 𝑀 sont finies. Mais

notez que si 𝐴 = {0} l’ensemble 𝐼 peut contenir strictement 𝐽, et être infini (cf. 0.2.4.2).

0.2.5.3 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑀 un 𝐴-module de type fini. Il est faux en général qu’un endo-

morphisme injectif de 𝑀 dans lui-même soit bijectif1. Par exemple, ℤ est un ℤ-module

libre de rang 1 sur lui-même, et la multiplication par 2 en est un endomorphisme

injectif non surjectif.

0.2.6 Sommes dırectes externes et ınternes. Soit 𝐴 un anneau.

0.2.6.1 La somme directe interne. Soit 𝑀 un 𝐴-module et soit (𝑀𝑖) une famille de sous-modules

de 𝑀. La somme des𝑀𝑖 est le sous-module de 𝑀 constitué des éléments de la forme

∑𝑚𝑖 où 𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑖 pour tout 𝑖 ; on le note ∑𝑀𝑖.

On dit que la somme des 𝑀𝑖 est directe, et l’on écrit ∑𝑀𝑖 = ⨁𝑀𝑖 , si pour tout élément

𝑚 de ∑𝑀𝑖 l’écriture 𝑚 = ∑𝑚𝑖 est unique. Il suffit de le vérifier pour 𝑚 = 0, c’est-à-dire

de s’assurer que (∑𝑚𝑖 = 0) ⇒ (∀𝑖, 𝑚𝑖 = 0).

0.2.6.2 La somme directe externe. Soit (𝑀𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de 𝐴-module, qui ne sont pas a priori

plongés dans un même 𝐴-module. Soit 𝑁 le sous-module de ∏𝑀𝑖 formé des familles

(𝑚𝑖) telles que 𝑚𝑖 = 0 pour presque tout 𝑖. Pour tout 𝑖 ∈ 𝐼, on dispose d’une injection

naturelle ℎ𝑖 ∶ 𝑀𝑖 ↪ 𝑁 qui envoie un élément 𝑚 sur la famille (𝑚𝑗) avec 𝑚𝑗 = 0 si 𝑗 ≠ 𝑖

1Nous verrons par contre plus loin (le corollaire 2.3.5) qu’un endomorphisme surjectif d’un tel 𝑀 est
toujours bijectif.
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et 𝑚𝑖 = 𝑚. Il est immédiat que 𝑁 = ⨁ ℎ𝑖(𝑀𝑖). On a ainsi construit un module qui

contient une copie de chacun des 𝑀𝑖 , et est égal à la somme directe desdites copies.

On dit que 𝑁 est la somme directe externe des 𝑀𝑖 , et on le note encore ⨁𝑀𝑖.

0.2.6.3 Liens entre les sommes directes interne et externe. Soit 𝑀 un 𝐴-module et soit (𝑀𝑖) une

famille de sous-modules de 𝑀. On dispose pour tout 𝑖 de l’inclusion 𝑢𝑖 ∶ 𝑀𝑖 ↪ 𝑀. La

famille des 𝑢𝑖 définit une application linéaire

𝑢 ∶ (𝑚𝑖) ↦ ∑
𝑖

𝑢𝑖(𝑚𝑖)

de la somme directe externe⨁𝑀𝑖 vers𝑀. On vérifie aussitôt que les𝑀𝑖 sont en somme

directe dans 𝑀 au sens de 0.2.6.1 si et seulement si 𝑢 est injective, et que 𝑀 = ⨁𝑀𝑖
au sens de 0.2.6.1 si et seulement si 𝑢 est bijective.

0.3 Le lemme de Zorn

0.3.1 Soit 𝐸 un ensemble partiellement ordonné. Une chaîne de 𝐸 est un sous-ensemble de

𝐸 qui est totalement ordonné. On dit que 𝐸 est inductif si toute chaîne de 𝐸 admet un

majorant. Il revient au même de demander que 𝐸 soit non vide et que toute partie

totalement ordonnée non vide de 𝐸 admette un majorant (en effet, un majorant de la

chaîne vide est simplement un élément de 𝐸).

0.3.2 Le lemme de Zorn affirme que tout ensemble inductif admet un élément maximal.

Informellement, ce lemme est vrai pour la raison suivante. On se donne un ensemble

inductif 𝐸 et l’on suppose qu’il n’admet pas d’élément maximal. Comme 𝐸 est inductif,

il est non vide et l’on choisit 𝑒0 ∈ 𝐸. Puisque 𝑒0 n’est pas maximal, il admet un majorant

strict 𝑒1 , qui admet lui-même un majorant strict 𝑒2 , etc. On construit ainsi une suite

strictement croissante (𝑒𝑖)𝑖∈ℕ d’éléments de 𝐸 ; l’ensemble {𝑒𝑖 }𝑖∈ℕ étant une chaîne, il

possède un majorant 𝑒𝜔 , qui admet lui-même un majorant strict 𝑒𝜔+1 ; en poursuivant

le processus, on finit par exhiber une chaîne de 𝐸 qui est trop longue, et l’on aboutit

ainsi à une contradiction.

Lorsqu’on cherche à en écrire une démonstration rigoureuse, on bute sur deux diffi-

cultés.

0.3.2.1 Première difficulté. Il faut donner une description précise de « l’algorithme » de construc-

tion d’une chaîne trop longue vaguement esquissé ci-dessus – nous n’en avons donné

que les premières étapes sans expliquer ce qui se passait ensuite ; c’est possible au

moyen de la théorie des récurrences transfinies, qui repose elle-même sur la notion

d’ordinal.

0.3.2.2 Seconde difficulté. Cet « algorithme » requiert par ailleurs de choisir à chaque étape un

majorant strict d’un élément, ou un majorant d’une chaîne qui n’a pas de plus grand

élément ; ce n’est pas possible que si l’on dispose de l’axiome du choix (pas seulement

parce qu’on ne voit pas comment faire autrement : on peut démontrer que le lemme

de Zorn est équivalent à l’axiome du choix).
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0.4 Dımensıon des espaces vectorıels vıa les relatıons de dépendance

abstraıtes

0.4.1 Le but de cette section est de donner une présentation de la théorie de la dimension en

algèbre linéaire différant probablement de celles que vous avez déjà rencontrées ; elle

repose sur une axiomatisation de la relation de dépendance linéaire, et a l’avantage

de s’appliquer tout aussi bien à d’autres types de relations de dépendance, comme

la dépendance algébrique que nous rencontrerons en théorie des corps. Cette approche

axiomtique est la base de ce qu’on appelle aujourd’hui la théorie des matroïdes (que

nous n’aborderons pas vraiment en tant que telle ici).

0.4.2 Défınıtıon (relation de dépendance)
Soit 𝐸 un ensemble. Une relation de dépendance sur 𝐸 est la donnée d’une relation ≺
entre éléments de 𝐸 et parties de 𝐸 sujette aux axiomes suivants :

1) si 𝑥 ∈ 𝑆 alors 𝑥 ≺ 𝑆 ;

2) si 𝑥 ≺ 𝑆 et si 𝑠 ≺ 𝑇 pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 alors 𝑥 ≺ 𝑇 ;

3) si 𝑥 ≺ 𝑆, il existe un sous-ensemble fini 𝑆′ de 𝑆 tel que 𝑥 ≺ 𝑆′ ;
4) si 𝑥 ≺ 𝑆, si 𝑦 ∈ 𝑆 et si 𝑥 ⊀ (𝑆 ⧵ {𝑦}) alors 𝑦 ≺ ({𝑥} ∪ 𝑆 ⧵ {𝑦}).

Notons deux conséquences faciles de ces axiomes.

0.4.2.1 On a 𝑥 ≺ 𝐸 pour tout 𝑥 ∈ 𝐸, d’après 1).

0.4.2.2 Si 𝑆 ⊂ 𝑇 et 𝑥 ≺ 𝑆 alors 𝑥 ≺ 𝑇 (combiner 1) et 2)).

0.4.3 Exemple archétypal. Soit 𝐸 un espace vectoriel sur un corps 𝑘. Soit ≺ la relation

entre vecteurs de 𝐸 et parties de 𝐸 telle que 𝑥 ≺ 𝑆 si et seulement si 𝑥 appartient au

sous-espace vectoriel de 𝐸 engendré par 𝑆. Alors ≺ est une relation de dépendance.

0.4.4 Un peu de vocabulaıre. Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺
et soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’éléments de 𝐸.

0.4.4.1 On dit que la famille (𝑒𝑖) est libre si 𝑒𝑖 ⊀ {𝑒𝑗 }𝑗≠𝑖 pour tout 𝑖 ∈ 𝐼.

0.4.4.2 On dit que la famille (𝑒𝑖) est génératrice si 𝑥 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 pour tout 𝑥 ∈ 𝐸.

0.4.4.3 On dit que la famille (𝑒𝑖) est une base si et seulement si elle est libre et génératrice.

0.4.4.4 Exemples. La famille vide est toujours libre ; si {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 est égale à 𝐸, la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 est

génératrice. Toute sous-famille d’une famille libre est libre, toute famille contenant

une famille génératrice est génératrice.

0.4.4.5 Lorsque 𝐸 et ≺ sont comme dans l’exemple 0.4.3, on retrouve évidemment la termino-

logie usuelle de l’algèbre linéaire.

0.4.5 Remarque. Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺ et soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une

famille libre d’éléments de 𝐸. Si 𝑖 et 𝑗 sont deux indices distincts on a alors 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗. En

effet dans le cas contraire on aurait 𝑒𝑖 ≺ {𝑒𝑗 } et partant 𝑒𝑖 ≺ {𝑒ℓ }ℓ≠𝑖 , contredisant ainsi la

liberté da la famille (𝑒𝑖).
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0.4.6 Soit 𝐸 un ensemble mini d’une relation de dépendance ≺ et soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille

d’éléments de 𝐸 ; supposons qu’il existe un ensemble E de parties de 𝐼 totalement

ordonné par inclusion, dont la réunion est 𝐼 tout entier, et tel que (𝑒𝑖)𝑖∈𝐽 soit libre pour

tout 𝐽 ∈ E ; la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 est alors libre. En effet, soit 𝑗 appartenant à 𝐼. Supposons

que l’on ait 𝑒𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑗. Il existe alors un sous-ensemble fini 𝐼′ de 𝐼 tel que 𝑒𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗 ;
choisissons un sous-ensemble 𝐽 de 𝐼 appartenant à E et contenant 𝐼′ ∪ { 𝑗} (il suffit de

prendre pour tout ℓ ∈ 𝐼′ ∪ { 𝑗} un élément 𝐽ℓ de E contenant ℓ, puis de considérer le

plus grand des 𝐽ℓ) ; on a alors par construction 𝑒𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐽,𝑖≠𝑗 , ce qui contredit la liberté

de (𝑒𝑖)𝑖∈𝐽.

0.4.7 Lemme

Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺, soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille libre

d’éléments de 𝐸, et soit 𝑦 ∈ 𝐸 tel que la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ {𝑦} ne soit pas libre. On a alors

𝑦 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼.

Démonstration. Comme (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ {𝑦} n’est pas libre, ou bien 𝑦 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 , ou bien il existe

𝑗 ∈ 𝐼 tel que 𝑒𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼,𝑖≠𝑗∪{𝑦}. Supposons que nous soyons dans ce dernier cas. Comme

la famille (𝑒𝑖) est libre, 𝑒𝑗 ⊀ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼,𝑖≠𝑗 ; l’application de l’axiome 4) avec 𝑆 = {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼,𝑖≠𝑗∪ {𝑦}
et 𝑥 = 𝑒𝑗 assure alors que 𝑦 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼.

0.4.8 Lemme

Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺, soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille libre

de 𝐸, et soit (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 une famille génératrice de 𝐸. Soit 𝐽0 un sous-ensemble de 𝐽 tel que la

famille concaténée (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 soit libre, et maximal pour cette propriété. La famille

(𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 est alors une base de 𝐸.

Démonstration. La famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 est libre par définition ; il reste à montrer

qu’elle est génératrice. Soit 𝑥 un élément de 𝐸 ; il s’agit de prouver que 𝑥 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼⨿{𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽0.
Puisque la famille (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 est génératrice par hypothèse, on a 𝑥 ≺ {𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽 ; il suffit alors de

montrer que pour tout indice ℓ appartenant 𝐽 on a 𝑓ℓ ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼⨿{𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽0. C’est évident si ℓ ∈
𝐽0. Supposons maintenant que ℓ ∉ 𝐽0. Par maximalité de 𝐽0 , la famille (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼⨿(𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0⨿{𝑓ℓ }
n’est pas libre ; puisque (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 est libre, le lemme 0.4.7 ci-dessus assure alors

que 𝑓ℓ ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 ⨿ {𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽0.

0.4.8.1 Corollaıre (parfois appelé « théorème de la base incomplète »)
Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺, soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille libre

de 𝐸, et soit (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 une famille génératrice de 𝐸. Il existe un sous-ensemble 𝐽0 de 𝐽 tel

que la famille concaténée (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 soit une base de 𝐸.

Démonstration. Il résulte de 0.4.6 et du lemme de Zorn qu’il existe un sous-ensemble

𝐽0 de 𝐽 tel que la famille concaténée (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 soit libre et qui est maximal pour

cette propriété. Le lemme 0.4.8 assure alors que (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽0 est une base de 𝐸.

0.4 Dimension des espaces vectoriels via les relations de dépendance
abstraites
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0.4.8.2 Corollaıre

Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺. Toute famille libre de 𝐸
peut être complétée en une base ; toute famille génératrice de 𝐸 contient une base.

Démonstration. Soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille libre de 𝐸, et soit (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 une famille génératrice

de 𝐸. En appliquant le corollaire 0.4.8.1 à la famille libre (𝑒𝑖) et à la famille génératrice

𝐸 (que l’on indexe tautologiquement), on voit que (𝑒𝑖) se prolonge en une base ; en

l’appliquant à la famille libre vide et à la famille génératrice (𝑓𝑗), on voit que (𝑓𝑗)
contient une base.

0.4.8.3 Corollaıre

L’ensemble 𝐸 possède une base.

Démonstration. La famille vide est une famille libre de 𝐸, et le corollaire précédent

assure qu’elle se prolonge en une base.

0.4.9 Lemme d’échange. Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺, soit

(𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une base de 𝐸, et soit (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 une famille génératrice de 𝐸. Pour tout 𝑎 ∈ 𝐼 il existe

𝑏 ∈ 𝐽 tel que (𝑒𝑖)𝑖≠𝑎 ⨿ {𝑓𝑏 } soit encore une base de 𝐸.

Démonstration. Supposons que pour tout 𝑗 ∈ 𝐽 on ait 𝑓𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎 ; comme 𝑒𝑎 ≺ {𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽
puisque {𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽 est génératrice on aurait 𝑒𝑎 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎 , contredisant la liberté de la famille

(𝑒𝑖). Par conséquent, il existe 𝑏 tel que 𝑓𝑏 ⊀ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎. Nous allons vérifier que 𝑓𝑏 convient.

La famille (𝑒𝑖)𝑖≠𝑎 ⨿ {𝑓𝑏 } est libre. On sait déjà que 𝑓𝑏 ⊀ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎. Soit 𝑐 un élément de 𝐼
différent de 𝑎. Si l’on avait 𝑒𝑐 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎,𝑖≠𝑐 ⨿ {𝑓𝑏 } alors comme 𝑒𝑐 ⊀ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎,𝑖≠𝑐 puisque (𝑒𝑖)
est libre, l’axiome 4) entraînerait que 𝑓𝑏 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎 , ce qui est absurde. Ainsi, (𝑒𝑖)𝑖≠𝑎⨿ {𝑓𝑏 }
est libre.

La famille (𝑒𝑖)𝑖≠𝑎⨿ {𝑓𝑏 } est génératrice. Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Il s’agit de montrer que 𝑥 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎⨿ {𝑓𝑏 } ;
comme 𝑥 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 puisque la famille (𝑒𝑖) est une base de 𝐸, il suffit de traiter le cas où

𝑥 = 𝑒𝑖 pour un certain 𝐼. C’est clair si 𝑖 ≠ 𝑎.
Comme (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 est une base de 𝐸, on a 𝑓𝑏 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼 ; par ailleurs, 𝑏 a été choisi de sorte

que 𝑓𝑏 ⊀ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎. Il résulte alors de l’axiome 4) que l’on a 𝑒𝑎 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖≠𝑎⨿ {𝑓𝑏 }, ce qui achève

la démonstration.

0.4.10 Théorème

Soit 𝐸 un ensemble muni d’une relation de dépendance ≺.

A) Toutes les bases de 𝐸 ont même cardinal ; notons-le 𝑁.

B) Toute famille libre de 𝐸 est de cardinal ⩽ 𝑁 ; si 𝑁 est fini, une famille libre de 𝐸 est

une base si et seulement si elle est de cardinal 𝑁.

C) Toute famille génératrice de 𝐸 est de cardinal ⩾ 𝑁 ; si 𝑁 est fini, une famille généra-

trice de 𝐸 est une base si et seulement si elle est de cardinal 𝑁.

Démonstration. Soient (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 et (𝑓𝑗)𝑗∈𝐽 deux bases de 𝐸, de cardinaux respectifs 𝑁 et

𝑀. Nous allons montrer que 𝑁 ⩽ 𝑀, ce qui permettra de conclure que 𝑁 = 𝑀 par
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symétrie des arguments, et donc de preuver A). Les assertions B) et C) s’ensuivront

immédiatement, compte-tenu du fait que toute famille libre est contenue dans une

base et que toute famille génératrice contient une base (le corollaire 0.4.8.2).

0.4.10.1 Supposons 𝑀 fini. Faisons l’hypothèse que 𝑁 > 𝑀. On peut alors choisir 𝑀 + 1 in-

dices distincts 𝑖1,⋯ , 𝑖𝑀+1 dans 𝐼. Par une application répétée du lemme 0.4.9, on voit

qu’il existe 𝑗1,⋯ , 𝑗𝑀+1 dans 𝐽 tels que (𝑓𝑗ℓ)1⩽ℓ⩽𝑀+1 ⨿ (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼,𝑖∉{ 𝑖1,⋯,𝑖𝑀+1 } soit une base de 𝐸.

Mais par non-redondance des familles libres (la remarque 0.4.5), ceci implique que

𝑓𝑗1,⋯ , 𝑓𝑗𝑀+1 sont deux à deux distincts, contredisant le fait que 𝐽 est de cardinal 𝑀 ; il

vient 𝑁 ⩽ 𝑀.

0.4.10.2 Supposons𝑀 infini. Comme (𝑒𝑖) est une base, elle est génératrice, si bien que 𝑓𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼
pour tout 𝑗 ∈ 𝐽. Il existe alors pour tout 𝑗 ∈ 𝐽 un sous-ensemble fini 𝐼𝑗 de 𝐼 tel que

𝑓𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐼𝑗. Soit 𝐾 la réunion des 𝐼𝑗 pour 𝑗 variable. Comme 𝑀 est un cardinal infini et

comme les 𝐼𝑗 sont finis, le cardinal de 𝐾 est majoré par 𝑀. Par construction, 𝑓𝑗 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐾
pour tout 𝑗. Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Puisque (𝑓𝑗) est génératrice, on a 𝑥 ≺ {𝑓𝑗 }𝑗∈𝐽 et partant 𝑥 ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐾.

S’il existait ℓ ∈ 𝐼 ⧵ 𝐾 on aurait en particulier 𝑒ℓ ≺ {𝑒𝑖 }𝑖∈𝐾 , contredisant la liberté de (𝑒𝑖).
Par conséquent 𝐾 = 𝐼, d’où il résulte que 𝑁 ⩽ 𝑀.

0.4 Dimension des espaces vectoriels via les relations de dépendance
abstraites
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1 Le langage des catégorıes

1.1 Défınıtıons et premıers exemples

1.1.1 Défınıtıon (catégorie)
Une catégorie 𝒞 consiste en les données suivantes.

Une classe d’objets Ob 𝒞.

Pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒞, un ensemble Hom𝒞(𝑋,𝑌) dont les éléments

sont appelés les morphismes de source 𝑋 et de but 𝑌, ou encore les morphismes de 𝑋
vers 𝑌.

Pour tout 𝑋 ∈ Ob 𝒞, un élément Id𝑋 de Hom𝒞(𝑋,𝑋).
Pour tout triplet (𝑋,𝑌,𝑍) d’objets de 𝒞, une application

Hom𝒞(𝑋,𝑌) ×Hom𝒞(𝑌,𝑍) → Hom𝒞(𝑋,𝑍), (𝑓, 𝑔) ↦ 𝑔 ∘ 𝑓.

Ces données sont sujettes aux deux axiomes suivants.

(Associativité) On a (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ ℎ = 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ ℎ) pour tout triplet (𝑓, 𝑔, ℎ) de morphismes

tels que ces compositions aient un sens.

(Neutralité des identités) Pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒞 et tout morphisme

𝑓 de 𝑋 vers 𝑌, on a 𝑓 ∘ Id𝑋 = Id𝑌 ∘ 𝑓 = 𝑓.

1.1.2 Commentaıres. La définition ci-dessus est un peu vague : nous n’avons pas précisé

ce que signifie « classe » – ce n’est pas une notion usuelle de théorie des ensemble. Cette

imprécision est volontaire : dans le cadre de ce cours, il ne nous a paru souhaitable

d’entrer dans le détail des problèmes de fondements de la théorie des catégories. Mais

il est possible de développer celle-ci rigoureusement, de plusieurs façons différentes :

on peut travailler avec une variante de la théorie des ensembles dans laquelle la

notion de classe a un sens (une classe pouvant très bien ne pas être un ensemble) ;

on peut imposer à Ob 𝒞 d’être un ensemble.

Comme on le verra, c’est plutôt la première approche que nous suivrons implicitement :

dans les exemples que nous donnons ci-dessous,Ob 𝒞 n’est en général pas un ensemble.

Pour suivre la deuxième, il faudrait modifier la définition de toutes nos catégories en

ne gardant que les objets qui appartiennent à certain ensemble fixé au préalable, et

absolument gigantesque : il doit être assez gros pour qu’on puisse y réaliser toutes les

constructions du cours. C’est ce que Grothendieck et son école ont fait dans SGA IV
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(parce que certaines questions abordées dans cet ouvrage requièrent de manière

impérative de rester dans le cadre ensembliste traditionnel) ; ils qualifient ce type

d’ensembles gigantesques d’univers.

1.1.3 Exemples de catégorıes.

1.1.3.1 Commençons par des exemples classiques, qui mettent en jeu de « vrais » objets et de

« vrais » morphismes.

La catégorie Ens : ses objets sont les ensembles, et ses morphismes les applications.

La catégorie Gp : ses objets sont les groupes, et ses morphismes les morphismes de

groupes.

La catégorie Ab : ses objets sont les groupes abéliens, et ses morphismes les mor-

phismes de groupes.

La catégorie Ann : ses objets sont les anneaux, et ses morphismes les morphismes

d’anneaux.

La catégorie 𝐴-Mod, où 𝐴 est un anneau : ses objets sont les 𝐴-modules, et ses

morphismes les applications 𝐴-linéaires.

La catégorie Top : ses objets sont les espaces topologiques, et ses morphismes sont

les applications continues.

1.1.3.2 Partant d’une catégorie, on peut en définir d’autres par un certain nombre de procédés

standard.

Commençons par un exemple abstrait. Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝑆 un objet de 𝒞.

On note 𝒞/𝑆 la catégorie définie comme suit.

Ses objets sont les couples (𝑋, 𝑓) où 𝑋 est un objet de 𝒞 et où 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 est un

morphisme.

Un morphisme de (𝑋, 𝑓) vers (𝑌, 𝑔) est un morphisme 𝜑∶ 𝑋 → 𝑌 tel que le

diagramme

𝑋 𝑌

𝑆

𝜑

𝑓 𝑔

commute.

La construction duale existe : on peut définir 𝑆\𝒞 comme la catégorie dont les objets

sont les couples (𝑋, 𝑓) où 𝑋 est un objet de 𝒞 et où 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑋 est un morphisme, et

dont les flèches sont définies comme le lecteur imagine (ou devrait imaginer).

Donnons deux exemples explicites de catégories de la forme 𝑆\𝒞.

Si 𝒞 = Ann et si 𝐴 ∈ Ob 𝒞 alors 𝐴\𝒞 n’est autre que la catégorie 𝐴-Alg des

𝐴-algèbres.
Si 𝒞 = Top et si 𝑆 = { ∗ } la catégorie 𝑆\𝒞 est appelée catégorie des espaces topolo-

giques pointés et sera notée TopPt. Comme se donner une application continue

de { ∗ } dans un espace topologique 𝑋 revient à choisir un point de 𝑋, la catégorie

TopPt peut se décrire comme suit :

∘ ses objets sont les couples (𝑋, 𝑥) où 𝑋 est un espace topologique et où 𝑥 ∈ 𝑋
(d’où son nom) ;
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∘ un morphisme d’espaces topologiques pointés de (𝑋, 𝑥) vers (𝑌, 𝑦) est une

application continue 𝜑∶ 𝑋 → 𝑌 telle que 𝜑(𝑥) = 𝑦.

1.1.3.3 On peut aussi, partant d’une catégorie, conserver ses objets mais ne plus considérer

ses morphismes que modulo une certaine relation d’équivalence. Nous n’allons pas

détailler le formalisme général, mais simplement illustrer ce procédé par un exemple.

Si𝑋 et𝑌 sont deux espaces topologiques et si 𝑓 et 𝑔 sont deux applications continues de

𝑋 vers 𝑌, on dit qu’elles sont homotopes s’il existe une application ℎ continue de [0, 1]×𝑋
vers 𝑌 telle que ℎ(0, ) = 𝑓 et ℎ(1, ) = 𝑔 ; on définit ainsi une relation d’équivalence

sur l’ensemble des applications continues de 𝑋 vers 𝑌.

On construit alors la catégorie Top/h des espaces topologiques à homotopie près comme suit :

ses objets sont les espaces topologiques ; et si 𝑋 et 𝑌 sont deux espaces topologiques,

HomTop/h(𝑋,𝑌) est le quotient de l’ensemble des applications continues de 𝑋 vers 𝑌
par la relation d’homotopie (les morphismes de 𝑋 vers 𝑌 dans Top/h ne sont donc

plus tout à fait de « vrais » morphismes).

On peut combiner cette construction avec celle des espaces topologiques pointés, et ob-

tenir ainsi la catégorie TopPt/h des espaces topologiques pointés à homotopie près : ses objets

sont les espaces topologiques pointés ; et si (𝑋, 𝑥) et (𝑌, 𝑦) sont deux espaces topolo-

giques pointés, HomTopPt/h(𝑋,𝑌) est le quotient de l’ensemble HomTopPt((𝑋, 𝑥), (𝑌, 𝑦))
par la relation d’homotopie, qui est définie dans ce contexte exactement comme ci-

dessus avec la condition supplémentaire ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑦 pour tout 𝑡.

1.1.3.4 On peut également construire des catégories par décret, sans chercher à donner une

interprétation tangible des objets et morphismes ; donnons quelques exemples.

Soit 𝐺 un groupe. On lui associe traditionnellement deux catégories :

la catégorie 𝐵𝐺 ayant un seul objet ∗ avec Hom(∗ , ∗) = 𝐺 (la composition est

définie comme étant égale à la loi interne de 𝐺).

la catégorie 𝐵𝐺 telle que Ob𝐵𝐺 = 𝐺 et telle qu’il y ait un et un seul morphisme

entre deux objets donnés de 𝐵𝐺.

Soit 𝑘 un corps. On définit comme suit la catégorie 𝕍𝑘.

Ob𝕍𝑘 = ℕ.

Hom𝕍𝑘(𝑚, 𝑛) = 𝑀𝑛,𝑚(𝑘) pour tout (𝑚, 𝑛), la composition de deux morphismes

étant définie comme égale au produit des deux matrices correspondantes.

1.1.3.5 Catégorie opposée. Si 𝒞 est une catégorie, on définit sa catégorie opposée 𝒞op comme suit :

Ob 𝒞op = Ob 𝒞, et Hom𝒞op(𝑋,𝑌) = Hom𝒞(𝑌,𝑋) pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒞.

1.1.4 Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞.

1.1.4.1 Un endomorphisme de 𝑋 est un élément de Hom𝒞(𝑋,𝑋).

1.1.4.2 On dit qu’un morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 est un isomorphisme s’il existe 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑋 tel que

𝑓 ∘ 𝑔 = Id𝑌 et 𝑔 ∘ 𝑓 = Id𝑋. On vérifie immédiatement que si un tel 𝑔 existe, il est unique ;

et on le note alors en général 𝑓−1.

Un automorphisme de 𝑋 est un isomorphisme de 𝑋 vers 𝑋.
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1.1.4.3 Il arrivera souvent que l’on emploie le terme flèche au lieu de morphisme.

1.2 Foncteurs

1.2.1 Défınıtıon (foncteur)
Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories. Un foncteur 𝐹 de 𝒞 vers 𝒟 est la donnée :

pour tout 𝑋 ∈ Ob 𝒞, d’un objet 𝐹(𝑋) de 𝐷 ;

pour tout morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 de 𝒞, d’un morphisme

𝐹(𝑓) ∶ 𝐹(𝑋) → 𝐹(𝑌)

de 𝐷.

On impose de plus les propriétés suivantes :

𝐹(Id𝑋) = Id𝐹(𝑋) pour tout 𝑋 ∈ Ob 𝒞 ;

𝐹(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝐹(𝑓) ∘ 𝐹(𝑔) pour tout couple (𝑓, 𝑔) de flèches composables de 𝒞.

1.2.2 Commentaıres.

1.2.2.1 Soit 𝐹 un foncteur de 𝒞 vers 𝒟 et soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un isomorphisme entre objets de 𝒞. On

a 𝑓 ∘ 𝑓−1 = Id𝑌 et 𝑓−1 ∘ 𝑓 = Id𝑋 ; il vient

𝐹(𝑓) ∘ 𝐹(𝑓−1) = Id𝐹(𝑌) et 𝐹(𝑓−1) ∘ 𝐹(𝑓) = Id𝐹(𝑋).

Ainsi 𝐹(𝑓) est un isomorphisme et 𝐹(𝑓)−1 = 𝐹(𝑓−1).

1.2.2.2 La notion définie à la définition 1.2.1 est en fait la notion de foncteur covariant. Il

existe une notion de foncteur contravariant ; la définition est la même, à ceci près que

si 𝑓 ∈ Hom𝒞(𝑋,𝑌) alors 𝐹(𝑓) ∈ Hom𝒟(𝐹(𝑌), 𝐹(𝑋)) (en termes imagés, 𝐹 renverse

le sens des flèches), et que 𝐹(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(𝑓) pour tout couple (𝑓, 𝑔) de flèches

composables.

1.2.2.3 La plupart des résultats et notions que nous présenterons ci-dessous seront relatifs aux

foncteurs covariants, mais ils se transposent mutatis mutandis au cadre des foncteurs

contravariants (nous laisserons ce soin au lecteur, et utiliserons librement à l’occasion

ces transpositions) : il suffit de renverser certaines flèches et/ou l’ordre de certaines

compositions.

Cette assertion peut paraître imprécise, mais on peut lui donner un sens rigoureux –

et la justifier – en remarquant qu’un foncteur contravariant de 𝒞 vers 𝒟 n’est autre,

par définition, qu’un foncteur covariant de 𝒞op vers 𝒟, ou de 𝒞 vers 𝒟op. (Ces deux

points de vue sont équivalents en théorie ; en pratique, ils ne le sont pas sur le plan

psychologique : l’expérience montre qu’il est le plus souvent moins pertubant de

changer le sens des flèches dans la catégorie de départ que dans celle d’arrivée, no-

tamment lorsqu’on s’intéresse aux morphismes de foncteurs – voire la définition 1.3.1

ci-dessous ; et l’on verra donc en général un foncteur contravariant de 𝒞 vers 𝒟 comme

un foncteur covariant de 𝒞op vers 𝒟.)
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1.2.3 Exemples.

1.2.3.1 Sur toute catégorie 𝒞 on dispose d’un foncteur identité Id𝒞 ∶ 𝒞 → 𝒞 défini par les

égalités Id𝒞(𝑋) = 𝑋 et Id𝒞(𝑓) = 𝑓 pour tout objet 𝑋 et toute flèche 𝑓 de 𝒞.

Si 𝒞, 𝒟 et ℰ sont trois catégories, si 𝐹 est un foncteur de 𝒞 vers 𝒟 et si 𝐺 est un foncteur

de 𝒟 vers ℰ on définit de façon évidente le foncteur composé

𝐺 ∘ 𝐹 ∶ 𝒞 → ℰ.

La composition des foncteurs est associative, et les foncteurs identité sont neutres

pour celle-ci.

Le composé de deux foncteurs de même variance est covariant, celui de deux foncteurs

de variances opposées est contravariant.

1.2.3.2 Les foncteurs d’oublis. Ce sont des foncteurs covariants dont l’application revient,

comme leur nom l’indique, à oublier certaines des structures en jeu.

Par exemple, on dispose d’un foncteur d’oubli de Gp vers Ens : il associe à un groupe

l’ensemble sous-jacent, et à un morphisme de groupes l’application ensembliste sous-

jacente. On dispose de même d’un foncteur d’oubli de Ann vers Ens, de Top vers Ens,

etc., ou encore, un anneau commutatif unitaire 𝐴 étant donné, de 𝐴-Mod vers Ab (on

n’oublie alors qu’une partie de la structure).

1.2.3.3 Les deux foncteurs associés à un objet. Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝑋 un objet de 𝒞. On lui

associe naturellement deux foncteurs de 𝒞 vers Ens :

Le foncteur covariant ℎ𝑋, qui envoie un objet 𝑌 sur Hom𝒞(𝑋,𝑌) et une flèche

𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑌′ sur l’application Hom𝒞(𝑋,𝑌) → Hom𝒞(𝑋,𝑌′), 𝑔 ↦ 𝑓 ∘ 𝑔.
Le foncteur contravariant ℎ𝑋, qui envoie un objet 𝑌 sur Hom𝒞(𝑌,𝑋) et une flèche

𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑌′ sur l’application Hom𝒞(𝑌′,𝑋) → Hom𝒞(𝑌,𝑋), 𝑔 ↦ 𝑔 ∘ 𝑓.

1.2.3.4 Soit 𝐴 un anneau commutatif unitaire. En appliquant la construction du 1.2.3.3 ci-

dessus à l’objet 𝐴 de 𝐴-Mod, on obtient un foncteur contravariant ℎ𝐴 ∶ 𝐴-Mod → Ens
qui envoie 𝑀 sur Hom𝐴-Mod(𝑀,𝐴).

En fait, Hom𝐴-Mod(𝑀,𝐴) n’est pas un simple ensemble : il possède une structure natu-

relle de 𝐴-module, et la formule 𝑀 ↦ Hom𝐴-Mod(𝑀,𝐴) définit un foncteur contrava-

riant de𝐴-Mod dans elle-même, souvent noté𝑀 ↦ 𝑀∨ (en termes pédants, le foncteur

ℎ𝐴 ci-dessus est la composée de 𝑀 ↦ 𝑀∨ avec le foncteur d’oubli de 𝐴-Mod vers Ens).

1.2.3.5 Le groupe fondamental. On définit en topologie algébrique un foncteur (𝑋, 𝑥) ↦
𝜋1(𝑋, 𝑥), qui va de la catégorie TopPt vers celle des groupes (on appelle 𝜋1(𝑋, 𝑥) le

groupe fondamental de (𝑋, 𝑥)). Par construction, deux applications continues homotopes

entre espaces topologiques pointés induisent le même morphisme entre les groupes

fondamentaux ; autrement dit, on peut voir (𝑋, 𝑥) ↦ 𝜋1(𝑋, 𝑥) comme un foncteur de

TopPt/h vers Gp.
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1.2.3.6 Nous allons décrire deux foncteurs mettant en jeu les catégories un peu artificielles

du 1.1.3.4.

Soit 𝐺 un groupe. On définit comme suit un foncteur covariant de 𝐵𝐺 vers 𝐵𝐺 : il

envoie n’importe quel élément de 𝐺 sur ∗ , et l’unique flèche de source 𝑔 et de but

ℎ sur ℎ𝑔−1.
On définit comme suit un foncteur covariant de 𝕍𝑘 dans la catégorie des espaces

vectoriels de dimension finie sur 𝑘 : il envoie 𝑛 sur 𝑘𝑛, et il envoie une matrice 𝑀
sur l’application linéaire de matrice 𝑀 dans les bases canoniques.

1.2.4 Défınıtıon (foncteur fidèle, plein et pleinement fidèle)
Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soit 𝐹 ∶ 𝒞 → 𝒟 un foncteur covariant. On dit que 𝐹
est fidèle (resp. plein, resp. pleinement fidèle) si pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒞,

l’application 𝑓 ↦ 𝐹(𝑓) de Hom𝒞(𝑋,𝑌) vers Hom𝒟(𝐹(𝑋), 𝐹(𝑌)) est injective (resp.

surjective, resp. bijective).

1.2.5 Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories et soit 𝐹 ∶ 𝒞 → 𝒟 un foncteur pleinement fidèle. Soit

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 une flèche de 𝒞 telle que 𝐹(𝑓) soit un isomorphisme. La flèche 𝑓 est alors

un isomorphisme. En effet, comme le foncteur 𝐹 est plein il existe 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑋 tel que

𝐹(𝑔) = 𝐹(𝑓)−1 ; on a alors

𝐹(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝐹(𝑓) ∘ 𝐹(𝑔) = 𝐹(𝑓) ∘ 𝐹(𝑓)−1 = Id𝐹(𝑌)

et

𝐹(𝑔 ∘ 𝑓) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(𝑓) = 𝐹(𝑓)−1 ∘ 𝐹(𝑓) = Id𝐹(𝑋).

Par fidélité de 𝐹 il vient

𝑓 ∘ 𝑔 = Id𝑌 et 𝑔 ∘ 𝑓 = Id𝑋 ,

d’où notre assertion.

1.2.6 Défınıtıon (sous-catégorie)
Soit 𝒞 une catégorie. Une sous-catégorie de 𝒞 est une catégorie 𝒟 telle que Ob𝒟 ⊂ Ob 𝒞
et telle que Hom𝒟(𝑋,𝑌) ⊂ Hom𝒞(𝑋,𝑌) pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒟.

Elle est dit pleine si Hom𝒟(𝑋,𝑌) = Hom𝒞(𝑋,𝑌) pour tout couple (𝑋,𝑌) d’objets de 𝒟.

1.2.7 Exemples.

1.2.7.1 La catégorie Ab est une sous-catégorie pleine de Gp.

1.2.7.2 Soit 𝒞 la catégorie dont les objets sont les espaces métriques, et les flèches les applica-

tions continues. Soit 𝒟 la catégorie dont les objets sont les espaces métriques complets,

et dont les flèches sont les isométries. La catégorie 𝒟 est alors une sous-catégorie de 𝒞,

qui n’est pas pleine (par exemple, la multiplication par 1
2 de [0, 1] dans lui-même est

continue mais n’est pas une isométrie).
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1.2.8 Si 𝒟 est une sous-catégorie d’une catégorie 𝒞, on dispose d’un foncteur covariant

naturel d’inclusion de 𝒟 dans 𝒞. Par définition, ce foncteur est fidèle ; il est pleinement

fidèle si et seulement si 𝒟 est une sous-catégorie pleine de 𝒞.

1.3 Morphısmes de foncteurs et équıvalences de catégorıes

1.3.1 Défınıtıon (morphisme de foncteurs, ou transformation naturelle)
Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories et soient 𝐹 et 𝐺 ∶ 𝒞 → 𝒟 deux foncteurs covariants. Un

morphisme (ou transformation naturelle) 𝜑 de 𝐹 vers 𝐺 est la donnée, pour tout objet 𝑋
de 𝒞, d’un morphisme

𝜑(𝑋) ∶ 𝐹(𝑋) → 𝐺(𝑋)

de la catégorie 𝒟, de sorte que pour toute flèche 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 de 𝒞, le diagramme

𝐹(𝑋) 𝐺(𝑋)

𝐹(𝑌) 𝐺(𝑌)

𝜑(𝑋)

𝜑(𝑌)
𝐹(𝑓) 𝐺(𝑓)

commute.

1.3.1.1 On résume parfois ces conditions en disant simplement qu’un morphisme de 𝐹 vers 𝐺
est la donnée pour tout 𝑋 d’un morphisme de 𝐹(𝑋) dans 𝐺(𝑋) qui est fonctoriel en 𝑋.

1.3.1.2 L’identité Id𝐹 du foncteur 𝐹 est le morphisme de 𝐹 dans lui-même induit par la col-

lection des Id𝐹(𝑋) où 𝑋 parcourt Ob 𝒞 ; les morphismes de foncteurs se composent de

façon évidente. Attention toutefois : on ne peut pas dire que les foncteurs de 𝒞 vers 𝒟
constituent eux-mêmes une catégorie, car rien n’indique a priori que les morphismes

entre deux tels foncteurs (qui mettent en jeu une collection de données paramétrée

par Ob 𝒞) forment un ensemble.

1.3.2 Exemples.

1.3.2.1 Soit 𝐴 un anneau commutatif unitaire. Pour tout 𝐴-module 𝑀, on dispose d’une

application naturelle 𝜄(𝑀) ∶ 𝑀 → 𝑀∨∨ définie par la formule

𝑚 ↦ (𝜑 ↦ 𝜑(𝑚)).

La collection des 𝜄(𝑀) pour 𝑀 variable définit un morphisme 𝜄 du foncteur Id𝐴-Mod
vers le foncteur 𝑀 ↦ 𝑀∨∨ de 𝐴-Mod dans elle-même (notons que ce dernier foncteur

est bien covariant, en tant que composée de deux foncteurs contravariants).

1.3.2.2 Soit 𝒞 une catégorie, soient 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞 et soit 𝑓 un morphisme de 𝑋 vers 𝑌.

Pour tout 𝑍 ∈ Ob 𝒞, on dispose de deux applications naturelles fonctorielles en 𝑍 :

Hom(𝑌,𝑍) → Hom(𝑋,𝑍)
𝑔 ↦ 𝑔 ∘ 𝑓

et
Hom(𝑍,𝑋) → Hom(𝑍,𝑌)

𝑔 ↦ 𝑓 ∘ 𝑔
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qui constituent deux morphismes de foncteurs 𝑓∗ ∶ ℎ𝑌 → ℎ𝑋 et 𝑓∗ ∶ ℎ𝑋 → ℎ𝑌.

On vérifie aisément qu’on a les égalités (𝑓 ∘ 𝑔)∗ = 𝑓∗ ∘ 𝑔∗ et (𝑓 ∘ 𝑔)∗ = 𝑔∗ ∘ 𝑓∗ à chaque

fois qu’elles ont un sens. On a aussi (Id𝑋)∗ = Idℎ𝑋 et (Id𝑋)∗ = Idℎ𝑋.

1.3.3 Défınıtıon (isomorphisme et inverse)
Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories et soient 𝐹 et 𝐺 deux foncteurs de 𝒞 vers 𝒟. On dit qu’un

morphisme 𝜑∶ 𝐹 → 𝐺 est un isomorphisme s’il existe 𝜓∶ 𝐺 → 𝐹 tel que 𝜓 ∘ 𝜑 = Id𝐹 et

𝜑 ∘ 𝜓 = Id𝐺. Un tel 𝜓 est dans ce cas unique, et est noté 𝜑−1.

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que 𝜑 est un isomorphisme si et seulement

si 𝜑(𝑋) est un isomorphisme pour tout 𝑋 ∈ Ob 𝒞, et l’on a alors 𝜑−1(𝑋) = 𝜑(𝑋)−1
pour tout tel 𝑋.

1.3.4 Exemple : la bıdualıté. Soit 𝐴 un anneau commutative unitaire, et soit 𝒞 la sous-

catégorie pleine de 𝐴-Mod consituée des modules libres de rang fini (i. e.qui possèdent

une base finie, ou encore qui sont isomorphes à 𝐴𝑛 pour un certain 𝑛). Si 𝑀 ∈ Ob 𝒞
alors 𝑀∨∨ ∈ Ob 𝒞, et le morphisme 𝜄 du 1.3.2.1 ci-dessus induit un isomorphisme entre

le foncteur Id𝒞 et le foncteur 𝑀 ↦ 𝑀∨∨ de 𝒞 dans 𝒞.

Cette assertion est simplement l’énoncé rigoureux traduisant le fait qu’un module

libre de rang fini est canoniquement isomorphe à son bidual.

1.3.5 Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soient 𝐹 et 𝐺 deux foncteurs de 𝒞 vers 𝒟. On dit que

𝐹 et 𝐺 sont isomorphes, et l’on écrit 𝐹 ≃ 𝐺, s’il existe un isomorphisme de foncteurs de

𝐹 vers 𝐺.

Supposons que ce soit le cas. Le foncteur 𝐹 est alors plein (resp. fidèle, resp. pleinement

fidèle) si et seulement si c’est le cas de 𝐺. En effet, fixons un isomorphisme 𝜄 ∶ 𝐹 ≃ 𝐺, et

soient 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞.

Désignons par 𝜆 (resp. 𝜇) l’application 𝑓 ↦ 𝐹(𝑓) (resp. 𝑓 ↦ 𝐺(𝑓)) de Hom(𝑋,𝑌) vers

Hom(𝐹(𝑋), 𝐹(𝑌)) (resp. Hom(𝐺(𝑋),𝐺(𝑌))).

On a pour tout 𝑓 ∈ Hom(𝑋,𝑌) un diagramme commutatif

𝐹(𝑋) 𝐹(𝑌)

𝐺(𝑋) 𝐺(𝑌)

𝐹(𝑓)

𝐺(𝑓)
𝜄(𝑋) 𝜄(𝑌)

d’où l’on déduit les égalités

𝐺(𝑓) = 𝜄(𝑌) ∘ 𝐹(𝑓) ∘ 𝜄(𝑋)−1 et 𝐹(𝑓) = 𝜄(𝑌)−1 ∘ 𝐺(𝑓) ∘ 𝜄(𝑋).

Soit 𝐴 l’application 𝑢 ↦ 𝜄(𝑌) ∘ 𝑢 ∘ 𝜄(𝑋)−1 de Hom(𝐹(𝑋), 𝐹(𝑌)) vers Hom(𝐺(𝑋),𝐺(𝑌)).
Elle est bijective de réciproque 𝑣 ↦ 𝜄(𝑌)−1 ∘ 𝑣 ∘ 𝜄(𝑋), et il découle de ce qui précède
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que 𝜇 = 𝐴 ∘ 𝜆 et 𝜆 = 𝐴−1 ∘ 𝜇. En conséquence, 𝜆 est injective (resp. surjective, resp.

bijective) si et seulement si c’est le cas de 𝜇, ce qu’il fallait démontrer.

1.3.6 Au sein d’une catégorie donnée, les isomorphismes ont pour l’essentiel deux vertus.

1.3.6.1 Savoir qu’il existe un isomorphisme entre deux objets 𝑋 et 𝑌 garantit le transfert de

certaines propriétés de l’un à l’autre – si l’on établit une telle propriété pour𝑋, elle vaut

automatiquement pour 𝑌. Par exemple, si un groupe fini 𝐺 de cardinal 𝑛 est cyclique,

c’est-à-dire isomorphe à ℤ/𝑛ℤ , alors pour tout diviseur 𝑑 de 𝑛 le groupe 𝐺 a un et un

seul sous-groupe de cardinal 𝑑, puisque c’est le cas de ℤ/𝑛ℤ et que cette assertion est

préservée par isomorphisme.

1.3.6.2 La donnée d’un isomorphisme entre deux objets 𝑋 et 𝑌 permet de les identifier, c’est-

à-dire (disons dans le cas où, pour simplifier, 𝒞 est constituée d’ensembles munis

de structures supplémentaires, comme les groupes, les anneaux, les espaces topolo-

giques...) de penser si besoin est aux éléments de 𝑋 comme à des éléments de 𝑌. Ainsi,

si 𝑉 est un espace vectoriel de dimension finie 𝑛 sur un corps 𝑘, le choix d’une base

de 𝑉, c’est-à-dire d’un isomorphisme entre 𝑉 et 𝑘𝑛, permet de penser aux éléments de

𝑉 comme à des 𝑛-uplets, ce qui offre un certain nombre d’avantages calculatoires.

1.3.7 Il est dès lors naturel de chercher un analogue catégorique de la notion d’isomorphisme,

qui permette et de transférer automatiquement certaines propriétés d’une catégorie à

une autre, et de penser si nécessaire à un objet d’une catégorie 𝒞 comme à un objet

d’une autre catégorie 𝒟 – ce qui peut être particulièrement intéressant si 𝒞 et 𝒟 sont a

priori très différentes, et si cette opération s’apparente donc à un changement radical

de point de vue.

1.3.8 Une premıère tentatıve : la notıon d’ısomorphısme de catégorıes. Soient 𝒞 et

𝒟 deux catégories. Un foncteur 𝐹 ∶ 𝒞 → 𝒟 est appelé un isomorphisme de catégories

s’il possède un inverse, c’est-à-dire un foncteur 𝐺 ∶ 𝒟 → 𝒞 tel que 𝐹 ∘ 𝐺 et 𝐺 ∘ 𝐹 soient

respectivement égaux à Id𝒟 et Id𝒞. Un tel 𝐺 est unique s’il existe.

Nous allons donner deux exemples ; le premier est trivial (et n’apporte rien), le second

est nettement plus intéressant.

1.3.8.1 Si 𝒞 est une catégorie alors Id𝒞 est un isomorphisme de catégories.

1.3.8.2 Soit 𝐴 un anneau commutatif unitaire. Soit 𝒞 la catégorie des 𝐴[𝑇]-modules, et soit

𝒟 la catégorie dont les objets sont les couples (𝑀, 𝑢) où 𝑀 est un 𝐴-module et 𝑢 un

endomorphisme de 𝑀, et où un morphisme de (𝑀, 𝑢) vers (𝑁, 𝑣) est une application

𝐴-linéaire 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 telle que 𝑣∘𝑓 = 𝑓∘𝑢. Soit 𝐹 le foncteur qui envoie un𝐴[𝑇]-module

𝑀 sur le 𝐴-module sous-jacent à 𝑀 muni de 𝑚 ↦ 𝑇𝑚 ; soit 𝐺 le foncteur qui envoie un

couple (𝑀, 𝑢) sur le𝐴[𝑇]-module de groupe additif sous-jacent (𝑀,+) et de loi externe

(𝑃,𝑚) ↦ 𝑃(𝑢)(𝑚). Le foncteur 𝐹 induit alors un isomorphisme entre les catégories 𝒞
et 𝒟, et 𝐺 est son inverse.

1.3.8.3 Commentaires sur l’exemple 1.3.8.2 ci-dessus. Il s’avère particulièrement fécond lorsque

𝐴 est un corps. Il permet alors de penser à un 𝐴-espace vectoriel muni d’un endo-

morphisme comme à un module sur l’anneau principal 𝐴[𝑇], et transforme certaines
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questions subtiles (la classification des endomorphismes à similitude près, l’étude du

commutant d’un endomorphisme...) en des problèmes d’allure plus familière (classifi-

cation des modules à isomorphisme près, étude des endomorphismes d’un module).

Bien entendu, cette simplification est en un sens illusoire : la difficulté n’a pas disparu

comme par miracle, elle se niche maintenant dans le fait que l’anneau de base 𝐴[𝑇] est

plus compliqué qu’un corps. Mais l’expérience montre qu’elle est plus aisée à affronter

sous cette forme.

1.3.9 Les isomorphismes de catégories peuvent donc être utiles, mais présentent l’incon-

vénient d’être extrêmement rares. On a en conséquence été conduit à introduire une

notion un peu plus faible, mais qui rend en partique les mêmes services et a l’avantage

de se rencontrer beaucoup plus fréquemment : c’est celle d’équivalence de catégories.

1.3.10 Défınıtıons. Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soit 𝐹 un foncteur de 𝒞 vers 𝒟.

1.3.10.1 Un quasi-inverse de 𝐹 est un foncteur 𝐺 ∶ 𝒟 → 𝒞 tel que 𝐹 ∘ 𝐺 ≃ Id𝒟 et 𝐺 ∘ 𝐹 ≃ Id𝒞.

1.3.10.2 On dit que 𝐹 est une équivalence de catégories s’il admet un quasi-inverse.

1.3.10.3 Il résulte immédiatement des définitions que si 𝐺 est un quasi-inverse de 𝐹 alors 𝐹 est

un quasi-inverse de 𝐺, et que la composée de deux équivalences de catégories est une

équivalence de catégories.

1.3.10.4 Si 𝐺 et 𝐻 sont deux quasi-inverses de 𝐹 ils sont isomorphes via la compositions d’iso-

morphismes

𝐺 = 𝐺 ∘ Id𝒟 ≃ 𝐺 ∘ (𝐹 ∘𝐻) = (𝐺 ∘ 𝐹) ∘𝐻 ≃ Id𝒞 ∘𝐻 = 𝐻.

1.3.10.5 On appelle image essentielle de 𝐹 la sous-catégorie pleine de 𝒟 constituée des objets 𝑌
tels qu’il existe un objet 𝑋 de 𝒞 et un isomorphisme entre 𝐹(𝑋) et 𝑌 ; on dit que 𝐹 est

essentiellement surjectif si son image essentielle est égale à 𝒟.

1.3.11 Lemme

Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soit 𝐹 ∶ 𝒞 → 𝒟 un foncteur. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1) le foncteur 𝐹 est une équivalence de catégories ;

2) le foncteur 𝐹 est pleinement fidèle et essentiellement surjectif.

Démonstration. On procède par double implication.

1.3.11.1 Supposons que 𝐹 est une équivalence de catégories. On fixe un quasi-inverse 𝐺 de 𝐹.

Montrons tout d’abord que 𝐹 est essentiellement surjectif. Soit 𝑆 un objet de 𝒟 et soit 𝜄
un isomorphisme 𝐹 ∘𝐺 ≃ Id𝒟. La flèche 𝜄(𝑆) est alors un isomorphisme de 𝐹(𝐺(𝑆)) sur

𝑆 ; l’objet 𝑆 est donc isomorphe à 𝐹(𝐺(𝑆)) et appartient dès lors à l’image essentielle

de 𝐹. Ce dernier est en conséquence essentiellement surjectif.

Montrons maintenant la pleine fidélité de 𝐹. Soit 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞.
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Comme Id𝒞 est fidèle,𝐺∘𝐹 ≃ Id𝒞 est fidèle d’après 1.3.5. Si 𝑓 et 𝑔 sont deux morphismes

de 𝑋 vers 𝑌 tels que 𝐹(𝑓) = 𝐹(𝑔) on a alors 𝐺(𝐹(𝑓)) = 𝐺(𝐹(𝑔)), puis 𝑓 = 𝑔 par fidélité

de 𝐺 ∘ 𝐹 ; ainsi, 𝐹 est fidèle.

Comme Id𝒞 est plein, 𝐺 ∘ 𝐹 ≃ Id𝒞 est plein d’après 1.3.5. Soit ℎ un morphisme de 𝐹(𝑋)
vers 𝐹(𝑌). Par plénitude de 𝐺 ∘𝐹 il existe une flèche ℎ′ de 𝑋 vers 𝑌 telle que 𝐺(𝐹(ℎ′)) =
𝐺(ℎ). Or comme 𝐺 admet un quasi-inverse (à savoir 𝐹) c’est une équivalence de

catégories ; c’est en particulier par ce qui précède un foncteur fidèle, si bien que 𝐹(ℎ′) =
ℎ ; en conséquence, 𝐹 est plein.

1.3.11.2 Supposons que 𝐹 est pleinement fidèle et essentiellement surjectif. Pour tout objet 𝑌 de 𝒟, il

existe par hypothèse un objet 𝑋 de 𝒞 tel que 𝐹(𝑋) soit isomorphe à 𝑌. On choisit1 un

tel objet que l’on note 𝐺(𝑌), ainsi qu’un isomorphisme 𝜄(𝑌) ∶ 𝐹(𝐺(𝑌)) ≃ 𝑌.

Soient 𝑌 et 𝑍 deux objets de 𝒟 et soit 𝑓 un morphisme de 𝑌 vers 𝑍. Il existe un unique

morphisme 𝑔 ∶ 𝐹(𝐺(𝑌)) → 𝐹(𝐺(𝑍)) faisant commuter le diagramme

𝐹(𝐺(𝑌)) 𝐹(𝐺(𝑍))

𝑌 𝑍

𝑔

𝑓
𝜄(𝑌) 𝜄(𝑍)

(à savoir 𝜄(𝑍)−1∘𝑓∘𝜄(𝑌)). Puisque 𝐹 est pleinement fidèle, il existe un unique morphisme

ℎ de 𝐺(𝑌) vers 𝐺(𝑍) tel que 𝐹(ℎ) = 𝑔 ; on pose alors 𝐺(𝑓) = ℎ.

On vérifie immédiatement que les formules

𝑌 ↦ 𝐺(𝑌) et 𝑓 ↦ 𝐺(𝑓)

définissent un foncteur de 𝒟 vers 𝒞. Nous allons montrer que c’est un quasi-inverse

de 𝐹, ce qui permettra de conclure.

Par construction, la collection des isomorphismes 𝜄(𝑌) définit un isomorphisme de

foncteurs 𝐹 ∘ 𝐺 ≃ Id𝒟.

Soit maintenant 𝑋 un objet 𝒞. L’isomorphisme de foncteurs 𝜄 fournit en particulier un

isomorphisme

𝜄𝐹(𝑋) ∶ 𝐹(𝐺(𝐹(𝑋))) ≃ 𝐹(𝑋).

Par pleine fidélité de 𝐹, il existe un unique morphisme 𝑣(𝑋) de 𝐺(𝐹(𝑋)) vers 𝑋 tel

que 𝐹(𝑣(𝑋)) = 𝜄𝐹(𝑋), et 𝑣(𝑋) est un isomorphisme d’après 1.2.5.

Nous laissons au lecteur le soin de s’assurer que la collection des 𝑣(𝑋) définit, pour 𝑋
variable, un isomorphisme 𝐺 ∘ 𝐹 ≃ Id𝑋. Par conséquent, 𝐺 est un quasi-inverse de 𝐹,
comme annoncé.

1Cette opération requiert une forme redoutablement puissante d’axiome du choix, puisque les objets
de 𝒟 ne constituent pas a priori un ensemble.
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1.3.11.3 Corollaıre

Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories. Un foncteur de 𝒞 vers 𝒟 est pleinement fidèle si et

seulement s’il induit une équivalence de catégories de 𝒞 sur son image essentielle.

1.3.12 Exemples d’équıvalences de catégorıes.

1.3.12.1 L’inverse d’un foncteur en est en particulier un quasi-inverse ; les isomorphismes de

catégories sont donc des cas particuliers d’équivalences de catégories.

1.3.12.2 Soit 𝑘 un corps. On a défini au 1.2.3.6 un foncteur covariant de la catégorie 𝕍𝑘 (1.1.3.4)

vers celle des espaces vectoriels de dimension finie sur 𝑘. Ce foncteur est une équivalence
de catégories.

Pour le voir, on peut utiliser le critère fourni par le lemme 1.3.11. Le foncteur considéré

est en effet essentiellement surjectif car tout espace vectoriel admet une base, et il est

pleinement fidèle en vertu de la description matricielle des applications linéaires de

𝑘𝑛 vers 𝑘𝑚.

On peut en fait en donner un quasi-inverse explicite – en déclinant essentiellement

la démonstration du lemme 1.3.11 dans ce cas particulier. On commence par choisir

pour tout 𝑘-espace vectoriel 𝐸 de dimension finie une base 𝑏(𝐸) de 𝐸. Le quasi-inverse

évoqué envoie alors un 𝑘-espace vectoriel 𝐸 de dimension finie sur dim𝐸, et une

application linéaire 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 entre deux tels espaces sur Mat𝑏(𝐸),𝑏(𝐹) 𝑓.

1.3.12.3 La théorie des revêtements. Nous allons maintenant indiquer (sans la moindre démons-

tration) comment la théorie qui relie lacets tracés sur un espace topologique et revête-

ments de ce dernier peut être reformulée en termes d’équivalence de catégories.

On se donne donc un espace topologique pointé (𝑋, 𝑥). La catégorie des 𝜋1(𝑋, 𝑥)-en-

sembles est celle dont les objets sont les ensembles munis d’une action à droite de

𝜋1(𝑋, 𝑥), et les flèches les applications 𝜋1(𝑋, 𝑥)-équivariantes.

On suppose que 𝑋 est connexe, et qu’il est par ailleurs semi-localement simplement

connexe2.

Un revêtement de 𝑋 est un espace topologique 𝑌 mini d’une application continue

𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 tel que tout point de 𝑋 possède un voisinage ouvert 𝑈 pour lequel il existe

un ensemble discret 𝐸𝑈 et un diagramme commutatif

𝑓−1(𝑈) 𝐸𝑈 ×𝑈 .

𝑈

≃

2Bourbaki propose de remplacer cette expression peu engageante par délaçable.
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Un morphisme entre deux revêtements (𝑌 → 𝑋) et (𝑍 → 𝑋) est une application

continue 𝑌 → 𝑍 telle que

𝑌 𝑍

𝑋

commute.

Si 𝑌 est un revêtement de 𝑋, sa fibre 𝑌𝑥 en 𝑥 hérite d’une action naturelle de 𝜋1(𝑋, 𝑥)
à droite (un lacet ℓ et un point 𝑦 de 𝑌𝑥 étant donnés, on relève ℓ en partant de 𝑦 ; à

l’arrivée, on ne retombe pas nécessairement sur ses pieds : on atteint un antécédent 𝑧
de 𝑥 qui en général diffère de 𝑦, et l’on pose 𝑦.ℓ = 𝑧).

Le lien entre lacets et revêtements peut alors s’exprimer ainsi : le foncteur𝑌 ↦ 𝑌𝑥 établit

une équivalence entre la catégorie des revêtements de𝑋 et celle des𝜋1(𝑋, 𝑥)-ensembles.

Description d’un quasi-inverse. On choisit un revêtement universel 𝑋 de 𝑋 (c’est-à-dire

un revêtement de 𝑋 connexe, non vide et simplement connexe). Le foncteur qui envoie

un 𝜋1(𝑋, 𝑥)-ensemble 𝐸 sur le produit contracté

𝑋 ×𝜋1(𝑋,𝑥) 𝐸 ≔ 𝑋 × 𝐸/((𝑦.ℓ, 𝑒) ∼ (𝑦, 𝑒.ℓ))

est alors un quasi-inverse de 𝑌 ↦ 𝑌𝑥.

1.3.12.4 Remarque. La théorie de Galois admet également une description en termes d’équiva-

lence de catégories qui dépasse largement le cadre de ce livre mais ressemble beaucoup

à celle donnée au 1.3.12.3 ci-dessus.

1.3.12.5 La transformation de Gelfand. Soit Comp la sous-catégorie pleine de Top formée des

espaces topologiques compacts. Soit 𝑋 un espace topologique compact. L’algèbre

C 0(𝑋,ℂ) est uneℂ-algèbre commutative de Banach (pour la norme 𝑓 ↦ sup𝑥∈𝑋|𝑓(𝑥)|) ;
elle possède une involution 𝑓 ↦ ̅̅𝑓 qui prolonge la conjugaison complexe, et l’on a par

construction ‖𝑓‖ = √‖𝑓 ̅̅𝑓‖ pour tout 𝑓.

Soit 𝒞 la catégorie définie comme suit.

Un objet de 𝒞 est une ℂ-algèbre de Banach commutative 𝐴 munie d’une involution

𝑎 ↦ 𝑎 prolongeant la conjugaison complexe et telle que ‖𝑎‖ = √‖𝑎𝑎‖ pour tout

𝑎 ∈ 𝐴.

Si 𝐴 et 𝐵 sont deux objets de ℂ , un morphisme de 𝐴 dans 𝐵 est un morphisme

d’algèbre 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 tel que ‖𝑓(𝑎)‖ ⩽ ‖𝑎‖ et 𝑓(𝑎) = ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑓(𝑎) pour tout 𝑎 ∈ 𝐴.

Il est immédiat que C ∶ 𝑋 ↦ C 0(𝑋,ℂ) définit un foncteur contravariant de Comp
vers 𝒞.

On démontre en analyse fonctionnelle (théorie de Gelfand) que le foncteur C est

anti-équivalence de catégories (« anti » signifiant simplement qu’il est contravariant).

Décrivons partiellement un quasi-inverse Sp (le « spectre ») de C . Si 𝐴 est un objet

de 𝒞, l’ensemble sous-jacent à l’espace topologique compact Sp𝐴 est l’ensemble des
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idéaux maximaux de 𝐴 (nous ne préciserons pas ici la construction de la topologie

de Sp𝐴).

Remarque. Un point d’un espace topologique 𝑋 définit bien un idéal maximal de

l’algèbre C 0(𝑋,ℂ), à savoir l’ensemble des fonctions qui s’y annulent ; vous pouvez à

titre d’exercice vérifier que si 𝑋 est compact, on obtient ainsi une bijection entre 𝑋 et

l’ensemble des idéaux maximaux de C 0(𝑋,ℂ).

1.3.13 Commentaıres. Dans les deux exemples détaillés en 1.3.12.3 et 1.3.12.5, on voit bien

comment une équivalence de catégories permet de changer radicalement le point de

vue sur un objet : ils assurent en effet qu’on peut en un sens penser à un revêtement

topologique comme à un 𝜋1-ensemble, et à un espace topologique compact comme à

une ℂ-algèbre de Banach. L’expérience a montré la fécondité de cette gymnastique

mentale.

1.4 Foncteurs représentables et lemme de Yoneda

1.4.1 Défınıtıon (foncteur représentable)
Soit 𝒞 une catégorie. Un foncteur covariant 𝐹 ∶ 𝒞 → Ens est dit représentable s’il existe

𝑋 ∈ Ob 𝒞 et un isomorphisme ℎ𝑋 ≃ 𝐹.

1.4.2 Exemples. Dans ce qui suit, les anneaux et algèbre sont commutatifs et unitaires, et

les morphismes d’anneaux ou d’algèbres sont unitaires.

1.4.2.1 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑃 une partie de 𝐴. Le foncteur 𝐹 qui envoie un anneau 𝐵
sur l’ensemble des morphismes de 𝐴 dans 𝐵 s’annulant sur les éléments de 𝑃 est

représentable : en effet, si 𝜋 désigne l’application quotient 𝐴 → 𝐴/⟨𝑃⟩, alors 𝑓 ↦ 𝑓 ∘ 𝜋
établit une bijection, fonctorielle en 𝐵, entre HomAnn(𝐴/⟨𝑃⟩,𝐵) et 𝐹(𝐵).

1.4.2.2 Nous allons donner une présentation un peu différente de l’exemple 1.4.2.1 ci-dessus,

dont nous conservons les notations 𝐴 et 𝑃. Soit 𝛷 le foncteur qui envoie une 𝐴-algèbre

(𝐵, 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵) sur un singleton { ∗ } si 𝑃 est contenu dans Ker 𝑓 et sur ∅ sinon ; il est

représentable. En effet, soit (𝐵, 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵) une 𝐴-algèbre. Le morphisme 𝑓 admet

une factorisation par 𝐴 → 𝐴/⟨𝑃⟩ si et seulement si 𝑃 ⊂ Ker 𝑓, et si c’est le cas cette

factorisation est unique ; nous la noterons ̅̅𝑓. On peut reformuler cette assertion en

disant que l’ensemble des morphismes de 𝐴-algèbres de 𝐴/⟨𝑃⟩ dans 𝐵 est le singleton

{ ̅̅𝑓 } si 𝑃 ⊂ Ker 𝑓, et est vide sinon. On dispose dès lors d’une bijection, fonctorielle en

𝐵, entre Hom𝐴-Alg(𝐴/⟨𝑃⟩,𝐵) et 𝛷(𝐵) : c’est la bijection entre { ̅̅𝑓 } et { ∗ } si 𝑃 ⊂ Ker 𝑓, et
Id∅ dans le cas contraire.

1.4.2.3 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑛 un entier. Le foncteur qui envoie une 𝐴-algèbre 𝐵 sur 𝐵𝑛

est représentable. En effet, l’application 𝑓 ↦ (𝑓(𝑇1),⋯ , 𝑓(𝑇𝑛)) établit une bijection

fonctorielle en 𝐵 entre Hom𝐴-Alg(𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛],𝐵) et 𝐵𝑛.

1.4.2.4 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑛 un entier et soit (𝑃𝑖) une famille de polynômes appartenant à

𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Le foncteur 𝐺 qui envoie une 𝐴-algèbre 𝐵 sur

{(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) ∈ 𝐵𝑛 | 𝑃𝑖(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) = 0,∀𝑖}
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est représentable. En effet, l’application 𝑓 ↦ (𝑓( ̅̅̅𝑇1),⋯ , 𝑓(̅̅̅𝑇𝑛)) établit une bijection

fonctorielle en 𝐵 entre Hom𝐴-Alg(𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃𝑖)𝑖,𝐵) et 𝐺(𝐵).
1.4.2.5 Le foncteur (𝑋, 𝑥) ↦ 𝜋1(𝑋, 𝑥) de TopPt/h vers Ens est représentable : il s’identifie

naturellement, par sa définition même, à HomTopPt/h((𝕊1, 𝑜), ), où 𝕊1 est le cercle et 𝑜
un point quelconque choisi sur 𝕊1.

1.4.3 Montrer qu’un foncteur 𝐹 est représentable revient à exhiber un objet 𝑋 et un isomor-

phisme ℎ𝑋 ≃ 𝐹. Ce dernier point peut sembler délicat, étant donnée la définition d’un

morphisme de foncteurs comme une gigantesque collection de morphismes (sujette à

des conditions de compatibilité). On va voir un peu plus bas (1.4.6) qu’il n’en est rien,

et qu’un tel isomorphisme ℎ𝑋 ≃ 𝐹 admet toujours une description concrète simple et

maniable.

1.4.4 Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝑋 ∈ Ob 𝒞. Soit 𝐹 un foncteur covariant de 𝒞 dans Ens, et

soit 𝜉 ∈ 𝐹(𝑋). On vérifie immédiatement que la collection d’applications

ℎ𝑋(𝑌) = Hom(𝑋,𝑌) → 𝐹(𝑌)
𝑓 ↦ 𝐹(𝑓)(𝜉)

définit, lorsque 𝑌 parcourt Ob 𝒞, un morphisme de ℎ𝑋 dans 𝐹 ; nous le noterons 𝜑𝜉.

1.4.5 Lemme de Yoneda

Soit 𝜓 un morphisme de ℎ𝑋 dans 𝐹. Il existe un unique 𝜉 ∈ 𝐹(𝑋) tel que 𝜓 = 𝜑𝜉 ,

à savoir 𝜓(𝑋)(Id𝑋).

Démonstration. Commençons par remarquer que l’énoncé a bien un sens : on a Id𝑋 ∈
Hom(𝑋,𝑋) = ℎ𝑋(𝑋), d’où il résulte que 𝜓(𝑋)(Id𝑋) est un élément bien défini de 𝐹(𝑋).

Preuve de l’unicité. Soit 𝜉 tel que 𝜓 = 𝜑𝜉. On a alors

𝜓(𝑋)(Id𝑋) = 𝜑𝜉(𝑋)(Id𝑋) = 𝐹(Id𝑋)(𝜉) = Id𝐹(𝑋)(𝜉) = 𝜉,

d’où l’assertion requise.

Preuve de l’existence. On pose 𝜉 = 𝜓(𝑋)(Id𝑋), et l’on va démontrer que 𝜓 = 𝜑𝜉. Soit

𝑌 ∈ Ob 𝒞 et soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un élément de ℎ𝑋(𝑌).

On a par définition d’un morphisme de foncteurs un diagramme commutatif

ℎ𝑋(𝑋) ℎ𝑋(𝑌)

𝐹(𝑋) 𝐹(𝑌) .

ℎ𝑋(𝑓)

𝐹(𝑓)
𝜓(𝑋) 𝜓(𝑌)

Comme ℎ𝑋(𝑓) est la composition avec 𝑓, on a ℎ𝑋(𝑓)(Id𝑋) = 𝑓. L’image de Id𝑋 par 𝜓(𝑋)
est par ailleurs égale à 𝜉 par définition de ce dernier. Par commutativité du diagramme

il vient alors 𝜓(𝑌)(𝑓) = 𝐹(𝑓)(𝜉) = 𝜑𝜉(𝑌)(𝑓), ce qu’il fallait démontrer.
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1.4.5.1 Remarque. En particulier, les morphismes de ℎ𝑋 vers 𝐹 constituent un ensemble (en

bijection naturelle avec 𝐹(𝑋)), ce qui n’était pas évident a priori.

1.4.5.2 Plaçons-nous dans le cas particulier où 𝐹 = ℎ𝑌 pour un certain 𝑌 ∈ Ob 𝒞. L’élément 𝜉
du lemme appartient alors à ℎ𝑌(𝑋) = Hom(𝑌,𝑋), et le morphisme 𝜓 = 𝜑𝜉 est donné

par la formule 𝑓 ↦ ℎ𝑌(𝑓)(𝜉) = 𝑓 ∘ 𝜉. En conséquence, 𝜓 est le morphisme 𝜉∗ ∶ ℎ𝑋 → ℎ𝑌
induit par 𝜉 (cf. 1.3.2.2).

Il s’ensuit que 𝜉 ↦ 𝜉∗ établit une bijection entre Hom(𝑌,𝑋) et l’ensemble des morphismes

de foncteurs de ℎ𝑋 vers ℎ𝑌.

1.4.5.3 Soit 𝜉 ∈ Hom(𝑌,𝑋). C’est un isomorphisme si et seulement si 𝜉∗ est un isomorphisme.

En effet, si 𝜉 est un isomorphisme d’inverse 𝜁, on a

𝜁∗ ∘ 𝜉∗ = (𝜉 ∘ 𝜁)∗ = Id∗
𝑌 = Idℎ𝑌,

et de même 𝜉∗ ∘ 𝜁∗ = Idℎ𝑋.

Réciproquement, supposons que 𝜉∗ soit un isomorphisme. Sa réciproque est alors

d’après 1.4.5.2 de la forme 𝜁∗ pour un certain 𝜁 ∈ Hom(𝑋,𝑌). On a

(𝜉 ∘ 𝜁)∗ = 𝜁∗ ∘ 𝜉∗ = Idℎ𝑋 = Id∗
𝑋

et donc 𝜉 ∘ 𝜁 = Id𝑋 d’après loc. cit. De même, 𝜁 ∘ 𝜉 = Id𝑌.

1.4.6 Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝐹 un foncteur covariant de 𝒞 dans Ens. Le foncteur 𝐹 est

représentable si et seulement s’il existe un objet 𝑋 de 𝒞 et un isomorphisme ℎ𝑋 ≃ 𝐹. En

vertu du lemme de Yoneda, cela vient à demander qu’il existe un objet 𝑋 de 𝒞 et un

élément 𝜉 de 𝐹(𝑋) tel que 𝜑𝜉 soit un isomorphisme, c’est-à-dire tel que 𝑓 ↦ 𝐹(𝑓)(𝜉)
établisse pour tout 𝑌 ∈ Ob 𝒞 une bijection Hom(𝑋,𝑌) ≃ 𝐹(𝑌). Nous dirons qu’un tel

couple (𝑋, 𝜉) est un représentant de 𝐹.

1.4.7 Canonıcıté du représentant. Soient 𝐹 et 𝐺 deux foncteurs covariants d’une caté-

gorie 𝒞 dans Ens. On les suppose représentables ; soit (𝑋, 𝜉) un représentant de 𝐹 et

soit (𝑌, 𝜂) un représentant de 𝐺.

1.4.7.1 Soit 𝜌 un morphisme de foncteurs de 𝐹 dans𝐺. Il existe un unique morphisme𝜓∶ ℎ𝑋 →
ℎ𝑌 faisant commuter le diagramme

ℎ𝑋 ℎ𝑌

𝐹 𝐺 ,

𝜓

𝜌
≃𝜑𝜉 ≃ 𝜑𝜂

à savoir 𝜑−1
𝜂 ∘ 𝜌 ∘ 𝜑𝜉 ; comme 𝜑−1

𝜂 et 𝜑𝜉 sont des isomorphismes, 𝜓 est un isomorphisme

si et seulement si 𝜌 est un isomorphisme.
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D’après 1.4.5.2, on peut reformuler ceci en disant qu’il existe un unique 𝜆 appartenant

à Hom(𝑌,𝑋) tel que le diagramme

ℎ𝑋 ℎ𝑌

𝐹 𝐺

𝜆∗

𝜌
≃𝜑𝜉 ≃ 𝜑𝜂

commute. En vertu de 1.4.5.3, 𝜆 est un isomorphisme si et seulement si 𝜆∗ est un

isomorphisme, c’est-à-dire par ce qui précède si et seulement si 𝜌 est un isomorphisme.

En appliquant la commutativité du diagramme à l’élément Id𝑋 deHom(𝑋,𝑋) = ℎ𝑋(𝑋),
et en remarquant que 𝜆∗(𝑋)(Id𝑋) = 𝜆, on obtient l’égalité

𝜑𝜂(𝑋)(𝜆) = 𝜌(𝑋)(𝜑𝜉(𝑋)(Id𝑋)),

qui caractérise 𝜆 puisque 𝜑𝜂(𝑋) est une bijection ; par définition de 𝜑𝜂 et 𝜑𝜉 , elle se

récrit

𝐺(𝜆)(𝜂) = 𝜌(𝑋)(𝜉)

(notons que c’est une égalité entre éléments de 𝐺(𝑋)).

1.4.7.2 En appliquant ce qui précède lorsque 𝐺 = 𝐹 et 𝜌 = Id𝐹, on obtient l’assertion suivante :

il existe un unique morphisme 𝜆 de 𝑌 vers 𝑋 tel que

𝐹(𝜆)(𝜂) = 𝜉 ;

ce morphisme est un isomorphisme, et peut également être caractérisé par la commutativité du

diagramme

ℎ𝑋 ℎ𝑌 .

𝐹

𝜆∗

𝜑𝜉
≃

𝜑𝜂
≃

Il existe en particulier un unique isomorphisme 𝜆 ∶ 𝑌 ≃ 𝑋 tel que 𝐹(𝜆)(𝜂) = 𝜉 ; les

couples (𝑋, 𝜉) et (𝑌, 𝜂) sont donc en un sens canoniquement isomorphes. Pour cette

raison, nous nous permettrons souvent de parler par abus du représentant (𝑋, 𝜉) d’un

foncteur représentable 𝐹 ; et nous dirons que 𝜉 est l’objet universel relatif à 𝐹.

Il arrivera qu’on omette de mentionner 𝜉 et qu’on se contente de dire que 𝑋 est le

représentant de 𝐹 ; mais attention, c’est un peu imprudent, car pour un même 𝑋,

plusieurs 𝜉 peuvent convenir.

1.4.7.3 On peut alors reformuler le lemme de Yoneda, ou plus précisément la déclinaision qui

en est faite en 1.4.7.1 en disant que se donner un morphisme entre foncteurs représentables,

c’est se donner un morphisme entre leurs représentants.
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1.4.8 Nous allons revisiter certains des exemples vus en 1.4.2 en donnant à chaque fois le

représentant du foncteur considéré, et en insistant sur son objet universel.

1.4.8.1 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑃 une partie de 𝐴. Le foncteur qui envoie un anneau 𝐵
sur l’ensemble des morphismes de 𝐴 dans 𝐵 s’annulant sur les éléments de 𝑃 est

représentable. Si 𝜋 désigne l’application quotient 𝐴 → 𝐴/⟨𝑃⟩, alors (𝐴/⟨𝑃⟩,𝜋) est son

représentant.

Le morphisme 𝜋 est le « morphisme universel s’annulant sur 𝑃 ».

1.4.8.2 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑛 un entier. Le foncteur qui envoie une 𝐴-algèbre 𝐵 sur 𝐵𝑛 est

représentable. Le couple (𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛], (𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛)) est son représentant.

Le 𝑛-uplet (𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛) est le « 𝑛-uplet universel d’éléments d’une 𝐴-algèbre ».

1.4.8.3 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑛 un entier et soit (𝑃𝑖) une famille de polynômes appartenant à

𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Le foncteur qui envoie une 𝐴-algèbre 𝐵 sur

{(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) ∈ 𝐵𝑛 | 𝑃𝑖(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) = 0,∀𝑖}

est représentable. Le couple (𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃𝑖)𝑖, ( ̅̅̅𝑇1,⋯ , ̅̅̅𝑇𝑛)) est son représentant.

Le 𝑛-uplet ( ̅̅̅𝑇1,⋯ , ̅̅̅𝑇𝑛) est le « 𝑛-uplet universel d’éléments d’une 𝐴-algèbre en lequel

les 𝑃𝑖 s’annulent ».

1.4.8.4 Le foncteur (𝑋, 𝑥) ↦ 𝜋1(𝑋, 𝑥) de TopPt/h vers Ens est représentable ; le couple

((𝕊1, 𝑜), Id(𝕊1, 𝑜)) est son représentant.

L’application identité de (𝕊1, 𝑜) est le « lacet universel à homotopie près ».

1.4.9 Exemple d’applıcatıon du lemme de Yoneda. Soient 𝑚 et 𝑛 deux entiers. Soit 𝐴
un anneau commutatif unitaire, et soient 𝐹 et 𝐺 les foncteurs 𝐵 ↦ 𝐵𝑛 et 𝐵 ↦ 𝐵𝑚

sur la catégorie des 𝐴-algèbres. Ils sont représentables, de représentants respectifs

(𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛], (𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛)) et (𝐴[𝑆1,⋯ , 𝑆𝑚], (𝑆1,⋯ , 𝑆𝑚)). Soit 𝜑 un morphisme de 𝐹
vers 𝐺. Par le lemme de Yoneda, il provient d’un unique morphisme de 𝐴[𝑆1,⋯ , 𝑆𝑚]
vers 𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Un tel morphisme est lui-même donné par 𝑚 polynômes 𝑃1,⋯ ,𝑃𝑚
appartenant à 𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] (les images des 𝑆𝑖). On vérifie immédiatement que 𝜑 est

alors décrit par les formules

(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) ↦ (𝑃1(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛),⋯ ,𝑃𝑚(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛)).

Ce résultat est un sens assez intuitif : la seule façon d’associer de façon naturelle à tout

𝑛-uplet d’éléments d’une 𝐴-algèbre 𝐵 un 𝑚-uplet d’éléments de 𝐵 consiste à utiliser

une formule polynomiale à coefficients dans 𝐴 ; on pouvait s’y attendre, puisque les

seules opérations que l’on sache effectuer dans une 𝐴-algèbre générale sont l’addition,

la multiplication interne, et la multiplication par les éléments de 𝐴.
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1.4.10 Objet ınıtıal, objet fınal. Soit 𝒞 une catégorie. Comme il existe une et une seule

application d’une singleton dans un autre, la flèche 𝒞 → Ens qui envoie un objet 𝑋 sur

un singleton { ∗ } peut être vue d’une unique manière comme un foncteur covariant 𝐹,

et d’une unique manière comme un foncteur contravariant 𝐺.

Si 𝐹 est représentable, on appelle objet initial de 𝒞 tout représentant de 𝐹. Un objet 𝑋
de 𝒞 est initial si et seulement si Hom(𝑋,𝑌) est un singleton pour tout objet 𝑌 de 𝒞.

Si 𝐺 est représentable, on appelle objet final de 𝒞 tout représentant de 𝐺. Un objet 𝑋 de

𝒞 est final si et seulement si Hom(𝑌,𝑋) est un singleton pour tout objet 𝑌 de 𝒞.

1.4.11 Exemples.

1.4.11.1 Dans la catégorie des ensembles, ∅ est initial, et { ∗ } est final.

1.4.11.2 Dans la catégorie des groupes, {𝑒} est initial et final.

1.4.11.3 Dans la catégorie des modules sur un anneau commutatif unitaire 𝐴 donné, {0} est

initial et final.

1.4.11.4 Dans la catégorie des anneaux, ℤ est initial, et {0} est final.

1.4.11.5 La catégorie des corps n’a ni objet initial, ni objet final. Celle des corps de caractéristique

nulle a ℚ comme objet initial, et n’a pas d’objet final ; celle des corps de caractéristique

𝑝 > 0 a 𝔽𝑝 comme objet initial, et n’a pas d’objet final.

1.5 Produıts fıbrés et sommes amalgamées

Produıts cartésıens et produıts fıbrés

1.5.1 Le produıt cartésıen. Le produit cartésien ensembliste 𝑋 × 𝑌 de deux ensembles

𝑋 et 𝑌 est par définition l’ensemble des couples (𝑥, 𝑦) où 𝑥 ∈ 𝑋 et 𝑦 ∈ 𝑌. Soit 𝒞 une

catégorie et soient 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞. Si le foncteur contravariant

ℎ𝑋 × ℎ𝑌 ≔ 𝑇 ↦ ℎ𝑋(𝑇) × ℎ𝑌(𝑇) = Hom(𝑇,𝑋) ×Hom(𝑇,𝑌)

est représentable, son représentant est en général noté 𝑋 × 𝑌 et est appelé le produit

cartésien de 𝑋 et 𝑌.

On prendra garde que ce représentant est en réalité constitué de 𝑋 × 𝑌 et d’un couple

(𝑝, 𝑞) de morphismes où 𝑝 va de 𝑋 × 𝑌 vers 𝑋 et 𝑞 de 𝑋 × 𝑌 vers 𝑌. Ces morphismes n’ont

pas de notation standard ; on les appelle les première et seconde projections.

La définition du couple ((𝑋 × 𝑌), (𝑝, 𝑞)) comme représentant de ℎ𝑋 × ℎ𝑌 signifie que

pour tout objet 𝑇 de 𝒞, tout morphisme 𝜆 ∶ 𝑇 → 𝑋 et tout morphisme 𝜇 ∶ 𝑇 → 𝑌, il

existe un et un seul morphisme 𝜋∶ 𝑇 → 𝑋 × 𝑌 tel que 𝜆 = 𝑝 ∘ 𝜋 et 𝜇 = 𝑞 ∘ 𝜋. Ou

encore que pour tout objet 𝑇 de 𝒞, l’application 𝜋 ↦ (𝑝 ∘ 𝜋, 𝑞 ∘ 𝜋) établit une bijection

entre Hom(𝑇,𝑋 × 𝑌) et Hom(𝑇,𝑋) × Hom(𝑇,𝑌). En termes plus imagés : se donner

un morphisme d’un objet 𝑇 vers 𝑋 × 𝑌, c’est se donner un morphisme de 𝑇 vers 𝑋 et

un morphisme de 𝑇 vers 𝑌.
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1.5.2 Quelques exemples de catégorıes dans lesquelles les produıts cartésıens

exıstent.

1.5.2.1 Dans la catégorie des ensembles, le produit cartésien de deux ensembles est leur

produit cartésien ensembliste.

1.5.2.2 Dans la catégorie des espaces topologiques, le produit cartésien de deux espaces

topologiques est leur produit cartésien ensembliste muni de la topologie produit.

1.5.2.3 Dans la catégorie des groupes (resp. des anneaux, resp. des modules sur un anneau),

le produit cartésien de deux objets est leur produit cartésien ensembliste, la ou les

opérations étant définies coordonnée par coordonnée.

1.5.3 Le produıt fıbré.

1.5.3.1 Le cas des ensembles. Soient 𝑋, 𝑌 et 𝑆 trois ensembles, et soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑆
deux applications. Le produit fibré ensembliste 𝑋 ×𝑓,𝑔 𝑌 (ou plus simplement 𝑋 ×𝑆 𝑌 s’il

n’y a pas d’ambiguïté sur la définition des flèches 𝑓 et 𝑔) est par définition l’ensemble

des couples (𝑥, 𝑦) où 𝑥 ∈ 𝑋, où 𝑦 ∈ 𝑌 et où 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑦). Il est muni d’une application

naturelle ℎ de but 𝑆, qui envoie (𝑥, 𝑦) sur 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑦), et l’on a pour tout 𝑠 appartenant

à 𝑆 l’égalité ℎ−1(𝑠) = 𝑓−1(𝑠) × 𝑔−1(𝑠) : ainsi, 𝑋 ×𝑆 𝑌 est un « produit cartésien fibre à

fibre », d’où l’expression produit fibré.

1.5.3.2 Le cas général. Soit 𝒞 une catégorie, soient 𝑋, 𝑌 et 𝑆 trois objets de 𝒞, et soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆
et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑆 deux morphismes. Si le foncteur contravariant

ℎ𝑋 ×ℎ𝑆 ℎ
𝑌 ≔ 𝑇 ↦ Hom(𝑇,𝑋) ×Hom(𝑇, 𝑆) Hom(𝑇,𝑌)

est représentable, on note en général 𝑋 ×𝑆 𝑌 ou 𝑋 ×𝑓,𝑔 𝑌 son représentant, que l’on

appelle produit fibré de 𝑋 et 𝑌 au-dessus de 𝑆 (ou le long de (𝑓, 𝑔)). On prendra garde que

ce représentant est en réalité constitué de 𝑋 ×𝑆 𝑌 et d’un couple (𝑝, 𝑞) de morphismes

où 𝑝 va de 𝑋×𝑆 𝑌 vers 𝑋 et 𝑞 de 𝑋×𝑆 𝑌 vers 𝑌, et où 𝑓 ∘ 𝑝 = 𝑔 ∘ 𝑞. Ces morphismes n’ont

pas de notation standard ; on les appelle les première et seconde projections.

La définition du couple ((𝑋 ×𝑆 𝑌), (𝑝, 𝑞)) comme représentant du foncteur ℎ𝑋 ×ℎ𝑆 ℎ
𝑌

signifie que pour tout objet 𝑇 de 𝒞, tout morphisme 𝜆 ∶ 𝑇 → 𝑋 et tout morphisme

𝜇 ∶ 𝑇 → 𝑌 tel que 𝑓 ∘ 𝜆 = 𝑔 ∘ 𝜇, il existe un et un seul morphisme 𝜋∶ 𝑇 → 𝑋 ×𝑆 𝑌 tel que

𝜆 = 𝑝∘𝜋 et 𝜇 = 𝑞∘𝜋. Ou encore que pour tout objet 𝑇 de 𝒞, l’application 𝜋 ↦ (𝑝∘𝜋, 𝑞∘𝜋)
établit une bijection entreHom(𝑇,𝑋×𝑆𝑌) etHom(𝑇,𝑋)×Hom(𝑇, 𝑆)Hom(𝑇,𝑌). En termes

plus imagés : se donner un morphisme d’un objet 𝑇 vers 𝑋 ×𝑆 𝑌, c’est se donner un

morphisme de 𝑇 vers 𝑋 et un morphisme de 𝑇 vers 𝑌 dont les composés respectifs

avec 𝑓 et 𝑔 coïncident.

1.5.3.3 On peut schématiser ce qui précède par le diagramme commutatif suivant, dans lequel

les flèches en dur sont données, et où la flèche en pointillés est celle fournie par la

propriété universelle.
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𝑇

𝑋 ×𝑆 𝑌 𝑌

𝑋 𝑆

𝑞

𝑝

𝑓

𝑔

𝜋
𝜇

𝜆

1.5.3.4 Notons que le produit fibré 𝑋 ×𝑆 𝑌 est muni d’un morphisme naturel vers 𝑆, à savoir

𝑓 ∘ 𝑝 = 𝑔 ∘ 𝑞.

1.5.4 Quelques exemples de catégorıes dans lesquelles les produıts fıbrés exıstent.

1.5.4.1 Dans la catégorie des ensembles, le produit fibré de deux ensembles au-dessus d’un

troisième est leur produit fibré ensembliste.

1.5.4.2 Dans la catégorie des espaces topologiques, le produit fibré de deux espaces topolo-

giques au-dessus d’un troisième est leur produit fibré ensembliste muni de la topologie

induite par la topologie produit.

1.5.4.3 Dans la catégorie des groupes (resp. des anneaux, resp. des modules sur un anneau), le

produit fibré de deux objets au-dessus d’un troisième est leur produit fibré ensembliste,

la ou les opérations étant définies coordonnée par coordonnée.

Quelques tautologıes

Les démonstrations des assertions qui suivent sont laissées en exercice, à l’exception

d’une d’entre elles qui est rédigée à titre d’exemple.

1.5.5 Soit 𝒞 une catégorie dans laquelle les produits cartésiens existent.

1.5.5.1 Si 𝑌 est un objet de 𝒞, alors 𝑋 ↦ 𝑋 × 𝑌 est de manière naturelle un foncteur covariant

en 𝑋 de 𝒞 dans elle-même.

1.5.5.2 Soient 𝑋, 𝑌 et 𝑍 trois objets de 𝒞. On a des isomorphismes canoniques

𝑋 × 𝑌 ≃ 𝑌 × 𝑋 et (𝑋 × 𝑌) × 𝑍 ≃ 𝑋 × (𝑌 × 𝑍).

1.5.6 Si 𝒞 est une catégorie admettant un objet final 𝑆, et si 𝑋 et 𝑌 sont deux objets de 𝒞 tels

que 𝑋 × 𝑌 existe, alors 𝑋 ×𝑆 𝑌 existe3 et s’identifie à 𝑋 × 𝑌 : les produits cartésiens sont

donc des produits fibrés, pour peu qu’il existe un objet final.

1.5.7 Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝑆 un objet de 𝒞. Rappelons que la catégorie 𝒞/𝑆 a été définie

au 1.1.3.2.

3En toute rigueur, il faudrait préciser quels sont les morphismes 𝑋 → 𝑆 et 𝑌 → 𝑆 que l’on considère ;
mais comme 𝑆 est final, il n’y a pas le choix.
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1.5.7.1 Soient 𝑋 → 𝑆 et 𝑌 → 𝑆 deux objets de 𝒞/𝑆 (1.1.3.2). Alors le produit cartésien de

𝑋 → 𝑆 et 𝑌 → 𝑆 existe dans 𝒞/𝑆 si et seulement si 𝑋 ×𝑆 𝑌 existe dans 𝒞, et si c’est le cas

alors

(𝑋 → 𝑆) × (𝑌 → 𝑆) = 𝑋 ×𝑆 𝑌

(ce dernier est vu comme objet de 𝒞/𝑆 via son morphisme naturel vers 𝑆, cf. la fin de

1.5.3).

À l’aide de 1.5.5.1 et 1.5.5.2 on en déduit les faits suivants, sous l’hypothèse que les

produits fibrés existent dans 𝒞.

Pour tout objet 𝑌 → 𝑆 de 𝒞/𝑆 la formule (𝑋 → 𝑆) ↦ 𝑋 ×𝑆 𝑌 définit un foncteur

covariant en 𝑋 → 𝑆 de 𝒞/𝑆 dans elle-même.

Si 𝑋 → 𝑆, 𝑌 → 𝑆 et 𝑍 → 𝑆 sont trois objets de 𝒞/𝑆 on a des isomorphismes naturels

dans 𝒞/𝑆 :

𝑋 ×𝑆 𝑌 ≃ 𝑌 ×𝑆 𝑋 et (𝑋 ×𝑆 𝑌) ×𝑆 𝑍 ≃ 𝑋 ×𝑆 (𝑌 ×𝑆 𝑍).

1.5.7.2 Soit 𝑋 un objet de 𝒞. Supposons que 𝑋 × 𝑆 existe, et considérons-le comme un objet

de 𝒞/𝑆 via la seconde projection. La restriction à 𝒞/𝑆 du foncteur ℎ𝑋 est alors égale à

Hom𝒞/𝑆( ,𝑋 × 𝑆).

1.5.8 Soit 𝒞 une catégorie dans laquelle les produits fibrés existent, et soient 𝑋, 𝑌, 𝑍 et 𝑇 des

objets de 𝒞. Supposons donnés un morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑍, un morphisme 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 et

un morphisme ℎ ∶ 𝑇 → 𝑌. On a alors un isomorphisme naturel

(𝑋 ×𝑍 𝑌) ×𝑌 𝑇 ≃ 𝑋 ×𝑍 𝑇,

où 𝑇 est vu comme muni du morphisme 𝜆 ∶ 𝑇 → 𝑍 composé de 𝑇 → 𝑌 et 𝑌 → 𝑍.

Nous allons justifier cette assertion. L’idée de la preuve consiste à se ramener grâce au

lemme de Yoneda à l’assertion ensembliste correspondante4.

1.5.8.1 Réduction au cas ensembliste. Grâce au lemme de Yoneda, il suffit, pour exhiber un

isomorphisme entre deux objets, d’en exhiber un entre les foncteurs qu’ils représentent.

On va donc chercher à montrer que

(ℎ𝑋 ×ℎ𝑍 ℎ𝑌) ×ℎ𝑌 ℎ
𝑇 ≃ ℎ𝑋 ×ℎ𝑍 ℎ𝑇,

c’est-à-dire encore qu’il existe, pour tout objet 𝑆 de 𝒞, une bijection fonctorielle en 𝑆 :

(Hom(𝑆,𝑋) ×Hom(𝑆,𝑍) Hom(𝑆,𝑌)) ×Hom(𝑆,𝑌) Hom(𝑆,𝑇)
≃ Hom(𝑆,𝑋) ×Hom(𝑆,𝑍) Hom(𝑆,𝑇).

Il suffit donc de montrer l’existence d’un isomorphisme comme dans l’énoncé lorsque

𝒞 est la catégorie des ensembles, en s’assurant en plus qu’il est bien fonctoriel en les

données.

4On trouve quelque part dans SGA l’expression « procédé ensembliste breveté » à propos de ce type
de méthode.
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1.5.8.2 Le cas ensembliste. On a

(𝑋 ×𝑍 𝑌) ×𝑌 𝑇 = {((𝑥, 𝑦), 𝑡) | 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑦) et ℎ(𝑡) = 𝑦}

et

𝑋 ×𝑍 𝑇 = {(𝑥, 𝑡) | 𝑓(𝑥) = 𝜆(𝑡) = 𝑔(ℎ(𝑡))}.

La bijection cherchée est alors ((𝑥, 𝑦), 𝑡) ↦ (𝑥, 𝑡), sa réciproque étant égale à (𝑥, 𝑡) ↦
((𝑥, ℎ(𝑥)), 𝑡) ; la fonctorialité en les données est évidente.

1.5.9 Soit 𝒞 une catégorie dans laquelle les produits fibrés existent. Soient 𝑋 → 𝑆, 𝑌 → 𝑆 et

𝑇 → 𝑆 trois morphismes de 𝒞. On déduit de 1.5.8 et 1.5.7.1 l’existence d’isomorphismes

naturels

(𝑋 ×𝑆 𝑌) ×𝑆 𝑇 ≃ 𝑋 ×𝑆 (𝑇 ×𝑆 𝑌) ≃ (𝑋 ×𝑆 𝑇) ×𝑇 (𝑇 ×𝑆 𝑌) ≃ (𝑋 ×𝑆 𝑇) ×𝑇 (𝑌 ×𝑆 𝑇).

Sommes dısjoıntes et sommes amalgamées

Il s’agit des notions duales de celles de produit cartésien et de produit fibré.

1.5.10 La somme dısjoınte. La somme disjointe ensembliste 𝑋 ⨿ 𝑌 de deux ensembles 𝑋 et

𝑌 est par définition la réunion d’une copie de 𝑋 et d’une copie de 𝑌, rendues disjointes

(pour le faire proprement, on peut par exemple la définir comme le sous-ensemble de

(𝑋 ∪ 𝑌) × {0, 1} formé des couples de la forme (𝑥, 0) avec 𝑥 ∈ 𝑋 ou (𝑦, 1) avec 𝑦 ∈ 𝑌).

Si 𝒞 est une catégorie et si 𝑋 et 𝑌 sont deux objets de 𝒞, et si le foncteur covariant

ℎ𝑋 × ℎ𝑌

est représentable, on note en général 𝑋⨿𝑌 son représentant, que l’on appelle la somme

disjointe de 𝑋 et 𝑌. Attention : ce représentant est en réalité constitué de 𝑋 ⨿ 𝑌 et d’un

couple (𝑖, 𝑗) de morphismes où 𝑖 va de𝑋 vers𝑋⨿𝑌 et 𝑗 de𝑌 vers𝑋⨿𝑌. Ces morphismes

n’ont pas de notation standard.

La définition du couple (𝑋⨿𝑌, (𝑖, 𝑗)) comme représentant de ℎ𝑋 × ℎ𝑌 signifie que pour

tout objet 𝑇 de 𝒞, tout morphisme 𝜆 ∶ 𝑋 → 𝑇 et tout morphisme 𝜇 ∶ 𝑌 → 𝑇, il existe un

et un seul morphisme 𝜎 ∶ 𝑋 ⨿ 𝑌 → 𝑇 tel que 𝜆 = 𝜎 ∘ 𝑖 et 𝜇 = 𝜎 ∘ 𝑗. Ou encore que pour

tout objet 𝑇 de 𝒞, l’application 𝜋 ↦ (𝜋∘ 𝑖,𝜋∘ 𝑗) établit une bijection entreHom(𝑋⨿𝑌,𝑇)
et Hom(𝑋,𝑇)×Hom(𝑌,𝑇). En termes plus imagés : se donner un morphisme de 𝑋⨿𝑌
vers un objet 𝑇, c’est se donner un morphisme de 𝑋 vers 𝑇 et un morphisme de 𝑌
vers 𝑇.

1.5.11 Quelques exemples de catégorıes dans lesquelles les sommes dısjoıntes

exıstent.

1.5.11.1 Dans la catégorie des ensembles, la somme disjointe de deux ensembles est leur somme

disjointe ensembliste.
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1.5.11.2 Dans la catégorie des espaces topologiques, la somme disjointe de deux espaces

topologiques 𝑋 et 𝑌 est leur somme disjointe ensembliste 𝑋 ⨿ 𝑌 munie de la topologie

définie comme suit : sa restriction à 𝑋 (resp. 𝑌) identifié à une partie de 𝑋 ⨿ 𝑌 est la

topologie de 𝑋 (resp. de 𝑌) ; les parties 𝑋 et 𝑌 de 𝑋 ⨿ 𝑌 sont toutes deux ouvertes.

1.5.11.3 Dans la catégorie des groupes des modules sur un anneau 𝐴, la somme disjointe de

deux modules est leur somme directe externe. L’ensemble sous-jacent n’est donc pas leur

somme disjointe ensembliste (on a identifié les zéros des deux modules, et rajouté les

sommes d’éléments).

1.5.11.4 Dans la catégorie des groupes, le même type de phénomène se reproduit. Si 𝐺 et 𝐻
sont deux groupes, leur somme disjointe dans la catégorie des groupes est le produit

libre 𝐺 ∗𝐻 de 𝐺 et𝐻, défini comme suit. Un élément de 𝐺 ∗𝐻 est une suite finie 𝑥1⋯ 𝑥𝑛
où chaque 𝑥𝑖 est un élément non trivial de 𝐺⨿𝐻, et telle qu’éléments de 𝐺 et éléments

de 𝐻 alternent (une telle suite est souvent appelée un mot, dont les 𝑥𝑖 sont les lettres).

On fait le produit de deux mots en les concaténant, puis en contractant le résultat

obtenu selon l’algorithme suivant.

Si le mot contient une séquence de la forme 𝑥𝑦 avec 𝑥 et 𝑦 appartenant tous deux à

𝐺 (resp. 𝐻), et si l’on note 𝑧 le produit 𝑥𝑦 calculé dans 𝐺 (resp. 𝐻), alors :

si 𝑧 ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑥𝑦 par la lettre 𝑧 ;

si 𝑧 = 𝑒 on supprime la séquence 𝑥𝑦.
On recommence l’opération jusqu’à ce que le mot ne contienne plus de séquence

de la forme 𝑥𝑦 avec 𝑥 et 𝑦 appartenant tous deux à 𝐺 ou tous deux à 𝐻.

On prendra garde que les 𝑥𝑖 sont des éléments de la réunion disjointe de 𝐺 et 𝐻 : même

si 𝐺 = 𝐻 on considère dans cette construction 𝐺 et 𝐻 comme deux groupes distincts, ce

qui veut dire qu’on ne simplifie jamais un produit 𝑥𝑦 avec 𝑥 ∈ 𝐺 et 𝑦 ∈ 𝐻 ou le contraire.

Notons que l’élément neutre de 𝐺 ∗ 𝐻 est le mot vide.

Par exemple, si 𝐺 = 𝐻 = ℤ , et si l’on écrit 𝐺 = 𝑎ℤ et 𝐻 = 𝑏ℤ pour distinguer les deux

groupes, on voit que 𝐺 ∗ 𝐻 est constitué des mots en les lettres 𝑎, 𝑎−1, 𝑏 et 𝑏−1 : c’est le

groupe libre sur deux générateurs.

1.5.12 La somme amalgamée.

1.5.12.1 Le cas ensembliste. Soient 𝑋, 𝑌 et 𝑆 trois ensembles, et soit 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑋 et 𝑔 ∶ 𝑆 → 𝑌 deux

applications. La somme amalgamée ensembliste 𝑋 ⨿𝑓, 𝑔 𝑌 (ou plus simplement 𝑋 ⨿𝑆 𝑌 s’il

n’y a pas d’ambiguïté sur la définition des flèches 𝑓 et 𝑔) est par définition le quotient

de 𝑋 ⨿ 𝑌 par la relation d’équivalence ∼ la plus fine pour laquelle 𝑓(𝑠) ∼ 𝑔(𝑠) pour

tout 𝑠 ∈ 𝑆. On dispose de deux applications naturelles 𝑋 → 𝑋 ⨿𝑆 𝑌 et 𝑌 → 𝑋 ⨿𝑆 𝑌.

1.5.12.2 Le cas général. Si 𝒞 est une catégorie, si 𝑋, 𝑌 et 𝑆 sont trois objets de 𝒞, si 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑋 et

𝑔 ∶ 𝑆 → 𝑌 sont deux morphismes, et si le foncteur covariant ℎ𝑋 ×ℎ𝑆 ℎ𝑌 est représentable,

on note en général 𝑋 ⨿𝑆 𝑌 ou 𝑋 ⨿𝑓, 𝑔 𝑌 son représentant, que l’on appelle la somme

amalgamée de 𝑋 et 𝑌 le long de 𝑆 (ou le long de (𝑓, 𝑔)). Attention : ce représentant est en

réalité constitué de 𝑋⨿𝑆 𝑌 et d’un couple (𝑖, 𝑗) de morphismes où 𝑖 va de 𝑋 vers 𝑋⨿𝑆 𝑌
et 𝑗 de 𝑌 vers 𝑋⨿𝑆 𝑌, et où 𝑖 ∘ 𝑓 = 𝑗 ∘ 𝑔. Ces morphismes n’ont pas de notation standard.
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La définition du couple ((𝑋 ⨿𝑆 𝑌), (𝑖, 𝑗)) comme représentant du foncteur ℎ𝑋 ×ℎ𝑆 ℎ𝑌
signifie que pour tout objet 𝑇 de 𝒞, tout morphisme 𝜆 ∶ 𝑋 → 𝑇 et tout morphisme

𝜇 ∶ 𝑌 → 𝑇 tel que 𝜆 ∘ 𝑓 = 𝜇 ∘ 𝑔, il existe un et un seul morphisme 𝜎 ∶ 𝑋⨿𝑆 𝑌 → 𝑇 tel que

𝜆 = 𝜎 ∘ 𝑖 et 𝜇 = 𝜎 ∘ 𝑗. Ou encore que pour tout objet 𝑇 de 𝒞, l’application 𝜋 ↦ (𝜋 ∘ 𝑖,𝜋 ∘ 𝑗)
établit une bijection entreHom(𝑋⨿𝑆𝑌,𝑇) etHom(𝑋,𝑇)×Hom(𝑆,𝑇)Hom(𝑌,𝑇). En termes

plus imagés : se donner un morphisme de 𝑋 ⨿𝑆 𝑌 vers un objet 𝑇, c’est se donner un

morphisme de 𝑋 vers 𝑇 et un morphisme de 𝑌 vers 𝑇 dont les composés respectifs

avec 𝑖 et 𝑗 coïncident.

1.5.12.3 On peut schématiser ce qui précède par le diagramme commutatif suivant, dans lequel

les flèches en dur sont données, et où la flèche en pointillés est celle fournie par la

propriété universelle.

𝑇

𝑋 ⨿𝑆 𝑌 𝑌

𝑋 𝑆

𝑗

𝑖

𝑓

𝑔

𝜎
𝜇

𝜆

1.5.12.4 Notons que S est muni d’un morphisme naturel vers 𝑋 ⨿𝑆 𝑌, à savoir 𝑖 ∘ 𝑓 = 𝑗 ∘ 𝑔.

1.5.13 Quelques exemples de catégorıes dans lesquelles les sommes amalgamées

exıstent.

1.5.13.1 Dans la catégorie des ensembles, la somme amalgamée de deux ensembles le long

d’un troisième est leur somme amalgamée ensembliste.

1.5.13.2 Dans la catégorie des espaces topologiques, la somme amalgamée de deux espaces

topologiques 𝑋 et 𝑌 le long d’un troisième espace 𝑆 est leur somme amalgamée

ensembliste 𝑋 ⨿ 𝑌 munie de la topologie quotient (la somme disjointe 𝑋 ⨿ 𝑌 étant

munie quant à elle de sa topologie décrite plus haut).

1.5.13.3 Dans la catégorie des groupes, la somme amalgamée de deux groupes 𝐺 et 𝐻 le long

d’un groupe 𝐾 muni de deux morphismes 𝑔 ∶ 𝐾 → 𝐺 et ℎ ∶ 𝐾 → 𝐻 existe, et est notée

𝐺∗𝐾𝐻. On peut par exemple la construire comme le quotient du produit libre𝐺∗𝐻 par

son plus petit sous-groupe distingué 𝐷 contenant les éléments de la forme 𝑔(𝑘)ℎ(𝑘)−1
pour 𝑘 ∈ 𝐾. Cette présentation a l’avantage de rendre triviale la vérification de la

propriété universelle, mais l’inconvénient de ne pas être très maniable en pratique :

elle ne dit pas comment décider si deux mots de 𝐺 ∗ 𝐻 ont même classe modulo 𝐷.

Toutefois, si 𝑔 et ℎ sont injectives, on peut décrire 𝐺 ∗𝐾 𝐻 d’une façon plus tangible (cela

revient peu ou prou à exhiber un système de représentants explicite de la congruence

modulo 𝐷), que nous allons maintenant détailler. Pour alléger les notations, nous

utilisons les injections 𝑔 et ℎ pour identifier 𝐾 à un sous-groupe de 𝐺 aussi bien que

de 𝐻.
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On fixe un système de représentants 𝑆 des classes non triviales de 𝐺 modulo 𝐾, et un

système de représentants 𝑇 des classes non triviales de 𝐻 modulo 𝐾. Un élément de

𝐺 ∗𝐾 𝐻 est alors un mot 𝑥1⋯ 𝑥𝑛 où chaque 𝑥𝑖 est un élément de (𝐾 ⧵ {𝑒}) ⨿ 𝑆⨿ 𝑇 et où :

l’ensemble des indices 𝑖 tels que 𝑥𝑖 ∈ 𝐾 ⧵ {𝑒} est vide ou égal à {1} ;
pour tout indice 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1, on a 𝑥𝑖+1 ∈ 𝑇 si 𝑥𝑖 ∈ 𝑆, et 𝑥𝑖+1 ∈ 𝑆 si 𝑥𝑖 ∈ 𝑇.

On fait le produit de deux mots en les concaténant, puis en transformant le mot obtenu

par l’algorithme suivant.

Si le mot contient une séquence de la forme 𝑘𝑘′ où 𝑘 et 𝑘′ appartiennent à 𝐾, et si 𝑧
désigne le produit 𝑘𝑘′ calculé dans 𝐾, alors :

si 𝑧 = 𝑒 on supprime la séquence 𝑘𝑘′ ;
si 𝑧 ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑘𝑘′ par la lettre 𝑧.

Si le mot contient une séquence de la forme 𝑠𝑦 avec 𝑠 ∈ 𝑆 et 𝑦 ∈ 𝐾 ⧵ {𝑒} ou 𝑦 ∈ 𝑆
on pose 𝑧 = 𝑠𝑦 ∈ 𝐺 ; puis on écrit 𝑧 = 𝑘𝑠′ avec 𝑘 ∈ 𝐾 et 𝑠′ ∈ 𝑆 ∪ {𝑒}, et l’on procède

comme suit :

si 𝑘 = 𝑒 et 𝑠′ = 𝑒 on supprime la séquence 𝑠𝑦 ;

si 𝑘 = 𝑒 et 𝑠′ ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑠𝑦 par la lettre 𝑠′ ;
si 𝑘 ≠ 𝑒 et 𝑠′ = 𝑒 on remplace la séquence 𝑠𝑦 par la lettre 𝑘 ;

si 𝑘 ≠ 𝑒 et 𝑠′ ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑠𝑦 par la séquence 𝑘𝑠′.
Si le mot contient une séquence de la forme 𝑡𝑦 avec 𝑡 ∈ 𝑇 et 𝑦 ∈ 𝐾 ⧵ {𝑒} ou 𝑦 ∈ 𝑇
on pose 𝑧 = 𝑡𝑦 ∈ 𝐺 ; puis on écrit 𝑧 = 𝑘𝑡′ avec 𝑘 ∈ 𝐾 et 𝑡′ ∈ 𝑇 ∪ {𝑒}, et l’on procède

comme suit :

si 𝑘 = 𝑒 et 𝑡′ = 𝑒 on supprime la séquence 𝑡𝑦 ;

si 𝑘 = 𝑒 et 𝑡′ ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑡𝑦 par la lettre 𝑡′ ;
si 𝑘 ≠ 𝑒 et 𝑡′ = 𝑒 on remplace la séquence 𝑡𝑦 par la lettre 𝑘 ;

si 𝑘 ≠ 𝑒 et 𝑡′ ≠ 𝑒 on remplace la séquence 𝑡𝑦 par la séquence 𝑘𝑡′.
On recommence jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de séquence de l’une des trois formes

évoquées ; le mot est alors sous la forme requise.

L’élément neutre de 𝐺 ∗𝐾 𝐻 est le mot vide.

1.5.13.4 Dans la catégorie des anneaux commutatifs unitaires, la somme amalgamée de deux

anneaux 𝐵 et 𝐶 le long d’un troisième anneau 𝐴 existe, c’est le produit tensoriel 𝐵⊗𝐴𝐶,

que nous verrons un peu plus loin.

J’invite le lecteur à écrire lui-même à propos des sommes disjointes et amalgamées, les « quelques

tautologies » duales de celles vues plus haut sur les produits cartésiens et produits fibrés.

1.6 Lımıtes et colımıtes

1.6.1 Cette section va être consacrée à deux techniques très générales, et en un sens duales

l’une de l’autre, de construction d’objets dans une catégorie : la formation (lorsque

c’est possible) de la limite et de la colimite d’un diagramme.

Les sommes disjointes et amalgamées ainsi que l’objet initial apparaîtront a posteriori

comme des exemples de colimites ; les produits cartésiens et fibrés ainsi que l’objet
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final apparaîtront a posteriori comme des exemples des limites. Si nous avons choisi

d’en faire une présentation directe précédemment, c’est en raison de leur importance

particulière, et également pour vous permettre de vous faire la main sur des cas un

peu plus concrets et explicites que ceux que nous allons maintenant aborder.

1.6.2 Soit 𝒞une catégorie. Un diagrammedans 𝒞 est la donné d’une famille (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 d’objets de 𝒞
et pour tout (𝑖, 𝑗) d’un ensemble 𝐸𝑖𝑗 de flèches de𝑋𝑖 vers𝑋𝑗. Mentionnons incidemment

qu’un diagramme ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) est dit commutatif si pour tout triplet (𝑖, 𝑗, 𝑘), toute

𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 , toute 𝑔 ∈ 𝐸𝑗𝑘 et toute ℎ ∈ 𝐸𝑖𝑘 on a ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓.

1.6.3 Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞 et soit 𝑌 un objet de 𝒞.

1.6.3.1 Un morphisme de D vers 𝑌 est une famille (𝑎𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑌)𝑖 de flèches telle que l’on ait

pour tout couple (𝑖, 𝑗) et pour tout 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 l’égalité 𝑎𝑗 ∘ 𝑓 = 𝑎𝑖. On note Hom𝒞(D ,𝑌)
l’ensemble des morphismes de D vers 𝑌.

1.6.3.2 Un morphisme de 𝑌 vers D est une famille (𝑏𝑖 ∶ 𝑌 → 𝑋𝑖)𝑖 de flèches telle que l’on ait

pour tout couple (𝑖, 𝑗) et pour tout 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 l’égalité 𝑓 ∘ 𝑏𝑖 = 𝑏𝑗. On note Hom𝒞(𝑌, D)
l’ensemble des morphismes de 𝑌 vers D .

1.6.3.3 Remarque. Soit D ′ le plus petit diagramme ayant mêmes objets que D et dont les

flèches sont les compositions finies de flèches de D (quand ces compositions ont un

sens ; notons que les compositions vides, c’est-à-dire les identités, font partie des flèches

de D ′).

Il est immédiat que pour tout objet 𝑌 de 𝒞 on a Hom𝒞(D ′,𝑌) = Hom𝒞(D ,𝑌) et

Hom𝒞(𝑌, D ′) = Hom𝒞(𝑌, D).

1.6.4 Défınıtıon des lımıtes et colımıtes. Soit D un diagramme de 𝒞.

1.6.4.1 Si le foncteur contravariant de 𝒞 dans Ens qui envoie un objet 𝑌 sur Hom𝒞(𝑌, D) est

représentable, son représentant est appelé la limite du diagramme D et est noté limD .

Notons qu’il est fourni avec une famille de morphismes (𝜇𝑖 ∶ limD → 𝑋𝑖).

1.6.4.2 Si le foncteur covariant de 𝒞 dans Ens qui envoie un objet 𝑌 sur Hom𝒞(D ,𝑌) est

représentable, son représentant est appelé la colimite du diagramme D et est noté

colimD . Notons qu’il est fourni avec une famille de morphismes (𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → colimD).

1.6.4.3 Remarque. Soit D ′ le diagramme construit à partir de D comme à la remarque 1.6.3.3 ; il

résulte de cette dernière que la limite (resp. colimite) de D ′ existe si et seulement si c’est

le cas de celle de D , et qu’on a le cas échéant limD ′ = limD (resp. colimD ′ = colimD).

1.6.5 Premıers exemples de lımıte. Les faits suivants découlent tautologiquement des

définitions.

1.6.5.1 La limite du diagramme vide existe si et seulement si 𝒞 a un objet final, et si c’est le cas

les deux coïncident.
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1.6.5.2 Soient 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞. La limite du diagramme

𝑋 𝑌

(deux objets, pas de morphismes) existe si et seulement si 𝑋 × 𝑌 existe, et si c’est le cas

les deux coïncident.

1.6.5.3 Les deux exemples précédents se généralisent comme suit : soit D = (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 un dia-

gramme constitué d’une famille d’objets, sans morphismes. Dire que limD existe

revient à dire que le foncteur 𝑌 ↦ ∏Hom𝒞(𝑌,𝑋𝑖) est représentable ; si c’est le cas la

limite est notée ∏𝑋𝑖 et est appelée le produit des 𝑋𝑖. Se donner un morphisme vers

∏𝑋𝑖 , c’est se donner un morphisme vers chacun des 𝑋𝑖.

1.6.5.4 Soient 𝑋 → 𝑆 et 𝑌 → 𝑆 deux morphismes de 𝒞. La limite du diagramme

𝑋 𝑌

𝑆

existe si et seulement si 𝑋 ×𝑆 𝑌 existe, et si c’est le cas les deux coïncident.

1.6.6 Premıers exemples de colımıte. Les faits suivants découlent tautologiquement des

définitions.

1.6.6.1 La colimite du diagramme vide existe si et seulement si 𝒞 a un objet initial, et si c’est le

cas les deux coïncident.

1.6.6.2 Soient 𝑋 et 𝑌 deux objets de 𝒞. La colimite du diagramme

𝑋 𝑌

(deux objets, pas de morphismes) existe si et seulement si 𝑋⨿ 𝑌 existe, et si c’est le cas

les deux coïncident.

1.6.6.3 Les deux exemples précédents se généralisent comme suit : soit D = (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 un dia-

gramme constitué d’une famille d’objets, sans morphismes. Dire que colimD existe

revient à dire que le foncteur 𝑌 ↦ ∏Hom𝒞(𝑋𝑖,𝑌) est représentable ; si c’est le cas la

colimite est notée∐𝑋𝑖 et est appelée la somme disjointe des𝑋𝑖. Se donner un morphisme

depuis∐𝑋𝑖 , c’est se donner un morphisme depuis chacun des 𝑋𝑖.

1.6.6.4 Soient 𝑆 → 𝑋 et 𝑆 → 𝑌 deux morphismes de 𝒞. La colimite du diagramme

𝑋 𝑌

𝑆

existe si et seulement si 𝑋 ⨿𝑆 𝑌 existe, et si c’est le cas les deux coïncident.
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1.6.7 Soit 𝒞 une catégorie et soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞. Supposons que

pour tout objet 𝑌 de 𝒞 et tout 𝑖, l’ensemble Hom(𝑋𝑖,𝑌) soit ou bien vide, ou bien un

singleton ; c’est par exemple le cas si 𝒞 est la catégorie des algèbres sur un anneau 𝐴 et

si 𝑋𝑖 est pour tout 𝑖 un quotient de 𝐴.

Dans ce cas, pour tout objet 𝑌 de 𝒞, l’ensemble Hom𝒞(D ,𝑌) est vide s’il existe 𝑖 tel que

Hom𝒞(𝑋𝑖,𝑌) soit vide, et est un singleton sinon. En effect, il est clair que s’il existe 𝑖
tel que Hom𝒞(𝑋𝑖,𝑌) = ∅ alors Hom𝒞(D ,𝑌) = ∅. Dans le cas contraire, Hom𝒞(𝑋𝑖,𝑌)
est pour tout 𝑖 un singleton {𝑓𝑖 }, et le seul élément éventuel de Hom𝒞(D ,𝑌) est donc

la famille (𝑓𝑖) ; mais celle-ci appartient effectivement à Hom𝒞(D ,𝑌) : comme 𝑓𝑖 est

le seul élément de Hom𝒞(𝑋𝑖,𝑌) pour tout 𝑖, les conditions du type 𝑓𝑗 ∘ 𝑓 = 𝑓𝑖 sont

automatiquement vérifiées.

On voit donc que Hom𝒞(D ,𝑌) ne dépend que de (𝑋𝑖), et pas de la famille de mor-

phismes (𝐸𝑖𝑗) ; il en va dès lors de même de l’existence de colimD , et de sa valeur le

cas échéant.

Nous laissons le lecteur énoncer les assertions duales à propos des limites.

Exemples de catégorıes admettant des lımıtes

1.6.8 Soit 𝒞 une catégorie et soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞. Nous allons

mentionner un certain nombre de cas dans lesquels limD existe et décrire celle-ci,

en laissant à chaque fois la vérification de la propriété universelle (éventuellement

fastidieuse, mais triviale) au lecteur.

1.6.8.1 Supposons que 𝒞 = Ens. Dans ce cas, limD est le sous-ensemble de ∏𝑋𝑖 formée des

familles (𝑥𝑖) telles que 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑗 pour tout couple (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. Pour tout 𝑗, la

flèche structurale limD → 𝑋𝑗 est simplement la restriction de la 𝑗-ième projection.

1.6.8.2 Supposons que 𝒞 = Top. La limite de D coïncide alors en tant qu’ensemble avec celle

construite au 1.6.8.1. La topologie de limD est induite par la topologie produit sur

∏𝑋𝑖 , et la flèche structurale limD → 𝑋𝑗 est encore la restriction de la 𝑗-ième projection,

qui est continue.

1.6.8.3 Supposons que 𝒞 = Ann, Gp, 𝐴-Mod ou 𝐴-Alg pour un certain anneau 𝐴. Une fois encore,

l’ensemble sous-jacent à limD coïncide avec la limite ensembliste de D décrite au

1.6.8.1. Sa structure d’objet de 𝒞 s’obtient en munissant le produit ensembliste ∏𝑋𝑖 de

la structure d’objet de 𝒞 définie composante par composante, puis en remarquant que

limD en est un sous-objet au sens de 𝒞 ; et pour tout 𝑗, la flèche structurale limD → 𝑋𝑗
est encore la restriction de la 𝑗-ième projection, qui est un morphisme de 𝒞.

1.6.9 Soit 𝒞 une catégorie et soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞. Soit 𝑆 un objet

de 𝒞.

1.6.9.1 Supposons donné pour tout 𝑖 un morphisme 𝑝𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑆 de sorte que 𝑝𝑗 ∘ 𝑓 = 𝑝𝑖 pour

tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. La famille (𝑝𝑖) induit alors un morphisme 𝑝 ∶ colimD → 𝑆.

1.6 Limites et colimites 41



Grâce aux 𝑝𝑖 , on peut voir D comme un diagramme dans la catégorie 𝒞/𝑆 (1.1.3.2).

Il est alors tautologique (faites l’exercice) que la colimite de D dans la catégorie 𝒞/𝑆
existe et s’identifie à 𝑝 ∶ colimD → 𝑆.

1.6.9.2 Supposons donné pour tout 𝑖 un morphisme 𝑞𝑖 ∶ 𝑆 → 𝑋𝑖 de sorte que 𝑓 ∘ 𝑞𝑖 = 𝑞𝑗 pour

tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. La famille (𝑞𝑖) induit alors un morphisme 𝑞 ∶ 𝑆 → limD .

Grâce aux 𝑞𝑖 , on peut voir D comme un diagramme dans la catégorie 𝑆\𝒞 (1.1.3.2). Il

est alors tautologique (faites l’exercice) que la limite de D dans la catégorie 𝑆\𝒞 existe

et s’identifie à 𝑞 ∶ 𝑆 → limD .

Exemples de catégorıes admettant des colımıtes

1.6.10 Soit 𝒞 une catégorie et soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞. Nous allons

mentionner un certain nombre de cas dans lesquels colimD existe et décrire celle-ci,

en laissant encore les vérifications au lecteur.

1.6.10.1 Supposons que 𝒞 = Ens. Dans ce cas, colimD est le quotient de l’union disjointe

ensembliste ∐𝑋𝑖 par la relation d’équivalence ∼ la plus fine telle que 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥) pour

tout (𝑖, 𝑗), tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 et tout 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 , et la flèche structurale 𝑋𝑗 → colimD est pour

tout 𝑗 l’application composée 𝜆𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → ∐𝑋𝑖 → colimD . On remarque que colimD =
⋃𝜆𝑖(𝑋𝑖).

1.6.10.2 Supposons que 𝒞 = Top. La colimite de D coïncide alors en tant qu’ensemble avec celle

construite au 1.6.10.1 ci-dessus ; la topologie de colimD est obtenue en munissant∐𝑋𝑖
de la topologie d’union disjointe (pour laquelle une partie est ouverte si et seulement

si sa trace sur chacun des 𝑋𝑖 est ouverte), puis en passant à la topologie quotient. Pour

tout 𝑗, le morphisme structural 𝑋𝑗 → colimD est l’application 𝜆𝑗 de 1.6.10.1 (qui est

continue).

1.6.10.3 Supposons que 𝒞 = Ann ou que 𝐴-Alg pour un certain anneau 𝐴. La colimite de D sera

décrite plus loin, lorsque nous aurons vu le produit tensoriel.

1.6.10.4 Supposons que 𝒞 = 𝐴-Mod pour un certain anneau𝐴. Pour tout 𝑖, notons ℎ𝑖 le morphisme

canonique de 𝑋𝑖 vers la somme directe (externe) ⨁𝑋𝑖. La colimite de D est alors le

quotient de ⨁𝑋𝑖 par son sous-module engendré par les éléments ℎ𝑗(𝑓(𝑥)) − ℎ𝑖(𝑥) où

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2, où 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 et où 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 ; pour tout 𝑗, la flèche structurale 𝜇𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → colimD est

la composée de ℎ𝑗 et du morphisme quotient ; on remarque que colimD est la somme

(interne, et non directe en général) des 𝜇𝑖(𝑀𝑖).

1.6.10.5 Supposons que 𝒞 = Gp. Nous allons nous contenter d’indiquer ici succinctement la

construction de colimD (nous ne nous en servirons pas). On commence par construire

le produit libre∗𝑖𝑋𝑖 (qui sera la somme disjointe des𝑋𝑖 dans la catégorie des groupes) :

c’est l’ensemble des mots dont les lettres sont des éléments non triviaux des 𝑋𝑖 , deux

lettres consécutives n’appartenant jamais au même 𝑋𝑖. Pour tout 𝑗, soit 𝜄𝑗 le morphisme

canonique 𝑋𝑗 ↪ ∗𝑖𝑋𝑖. La colimite de D est alors le quotient de ∗𝑖𝑋𝑖 par son plus

petit sous-groupe distingué contenant 𝜄𝑖(𝑥)𝜄𝑗(𝑓(𝑥))−1 pour tout couple (𝑖, 𝑗), tout 𝑥
appartenant à 𝑋𝑖 et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. Pour tout 𝑗, la flèche structurale 𝜈𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → colimD est
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la composée de 𝜄𝑗 et du morphisme quotient ; on remarque que colimD est engendré

par les 𝜈𝑖(𝑋𝑖).

1.6.11 Dıagrammes commutatıfs fıltrants. Soit 𝒞 une catégorie et soit 𝐼 un ensemble

préordonné, c’est-à-dire muni d’une relation ⩽ que l’on suppose réflexive et transitive,

mais pas nécessairement antisymétrique ; l’exemple qu’on peut avoir en tête est celui

d’un anneau muni de la relation de divisibilité.

1.6.11.1 On peut voir 𝐼 comme une catégorie, dans laquelle l’ensembleHom(𝑖, 𝑗) est un singleton

si 𝑖 ⩽ 𝑗, et est vide sinon. Donnons-nous un foncteur de 𝐼 vers 𝒞, c’est-à-dire :

pour tout 𝑖 ∈ 𝐼, un objet 𝑋𝑖 de 𝒞 ;

pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2 avec 𝑖 ⩽ 𝑗, une flèche 𝑓𝑖𝑗 de 𝑋𝑖 vers 𝑋𝑗 , de sorte que 𝑓𝑖𝑖 = Id𝑋𝑖

pour tout 𝑖, et que 𝑓𝑗𝑘 ∘ 𝑓𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑘 dès que 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘.
Si l’on pose 𝐸𝑖𝑗 = {𝑓𝑖𝑗 } si 𝑖 ⩽ 𝑗 et 𝐸𝑖𝑗 = ∅ sinon, la famille D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) est alors un

diagramme commutatif dans la catégorie 𝒞, que l’on dira défini par le foncteur 𝐼 → 𝒞
dont on est parti.

1.6.11.2 On suppose de surcroît que l’ensemble d’indices 𝐼 est filtrant, c’est-à-dire qu’il est non

vide et que pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’éléments de 𝐼 il existe 𝑘 ∈ 𝐼 avec 𝑖 ⩽ 𝑘 et 𝑗 ⩽ 𝑘 (c’est

par exemple le cas d’un anneau mini de la divisibilité : considérer le produit des deux

éléments) ; il revient au même de demander que toute partie finie de 𝐼 admette un

majorant, grâce au petit jeu usuel : l’existence d’un majorant de la partie vide garantira

que 𝐼 est non vide. Nous résumerons la situation en disant que D est un diagramme

commutatif filtrant.

1.6.11.3 On suppose que 𝒞 = Ens, Gp, Ann, 𝐴-Alg ou 𝐴-Mod (pour un certain anneau 𝐴). Nous

allons tout d’abord donner une description de la colimite ensembliste de D qui est

spécifique au contexte filtrant et diffère (en apparence seulement, évidemment) de

celle de 1.6.10.1. Soit R la relation sur la somme disjointe ensembliste ∐𝑋𝑖 définie

comme suit : si 𝑎 ∈ 𝑋𝑖 et si 𝑏 ∈ 𝑋𝑗 alors 𝑎 R 𝑏 si et seulement s’il existe 𝑘 majorant 𝑖 et 𝑗
tel que 𝑓𝑖𝑘(𝑎) = 𝑓𝑗𝑘(𝑏). C’est une relation d’équivalence en vertu du caractère filtrant

de 𝐼 (qui sert pour la transitivité, la réflexivité et la symétrie étant évidentes). Nous

laissons au lecteur la vérification (triviale) que le quotient 𝐿 ≔ ∐𝑋𝑖/R, muni pour

tout 𝑗 de la composée ℓ𝑗 ∶ 𝑋𝑗 → ∐𝑋𝑖 → 𝐿, s’identifie à la colimite ensembliste de D ,

c’est-à-dire qu’il satisfait la propriété universelle correspondante.

On peut résumer cette construction en disant que la colimite ensembliste (𝐿, (ℓ𝑖)) de

D est caractérisée par l’égalité 𝐿 = ⋃ℓ𝑖(𝑋𝑖) et par le fait que pour tout (𝑖, 𝑗), tout 𝑎 ∈ 𝑋𝑖
et tout 𝑏 ∈ 𝑋𝑗 , on a ℓ𝑖(𝑎) = ℓ𝑗(𝑏) si et seulement s’il existe 𝑘 majorant 𝑖 et 𝑗 tel que

𝑓𝑖𝑘(𝑎) = 𝑓𝑗𝑘(𝑏).

Nous allons maintenant expliquer brièvement comment munir 𝐿 d’une structure

d’objet de 𝒞 pour laquelle les ℓ𝑖 seront des morphismes, et qui fera de (𝐿, (ℓ𝑖)) la

colimite de D dans la catégorie 𝒞.

Il n’y a rien à faire si 𝒞 = Ens. Dans les autre cas, il faut définir une ou plusieurs lois sur

𝐿. Indiquons par exemple comment on procède lorsque 𝒞 est la catégorie des anneaux,
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les autres situations se traitant de façon analogue. Soient 𝑥 et 𝑦 deux éléments de 𝐿 ;

on peut écrire 𝑥 = ℓ𝑖(𝑥𝑖) et 𝑦 = ℓ𝑗(𝑦𝑗) pour 𝑖 et 𝑗 convenables, avec 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 et 𝑦𝑗 ∈ 𝑋𝑗.

On choisit alors un indice 𝑘 majorant 𝑖 et 𝑗 ; on a 𝑥 = ℓ𝑘(𝑥𝑘) et 𝑦 = ℓ𝑘(𝑦𝑘), où l’on a

posé 𝑥𝑘 = 𝑓𝑖𝑘(𝑥𝑖) et 𝑦𝑘 = 𝑓𝑗𝑘(𝑦𝑗). On vérifie sans peine que l’élément ℓ𝑘(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) de 𝐿 ne

dépend que de 𝑥 et 𝑦, et on le note 𝑥 + 𝑦 ; de même, l’élément ℓ𝑘(𝑥𝑘𝑦𝑘) de 𝐿 ne dépend

que de 𝑥 et 𝑦, et on le note 𝑥𝑦. Il est facile de voir que (𝐿,+,×) est un anneau, dont les

éléments 0 et 1 sont respectivement égaux à ℓ𝑖(0) et ℓ𝑖(1) pour n’importe quel 𝑖 ∈ 𝐼 (il

est donc vital pour les définir qu’il existe un tel 𝑖 : ici intervient le fait que 𝐼 ≠ ∅). Les

ℓ𝑖 sont des morphismes d’anneaux par construction, et il est immédiat que (𝐿, (ℓ𝑖))
satisfait la propriété universelle de la colimite dans Ann.

1.6.11.4 Remarque. Dans les catégories algébriques (groupes, anneaux, modules, algèbres),

l’ensemble sous-jacent à une colimite filtrante est donc la colimite des ensembles sous-

jacents. C’est faux en général pour les colimites quelconques. Pensez par exemple au

produit libre de deux groupes, ou même tout simplement aux objets initiaux : l’objet

initial de Ann est ℤ , celui de Gp est {𝑒}, et celui de Ens est ∅.

1.7 Adjonctıon

1.7.1 Défınıtıon (adjoint)
Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soient 𝐹 ∶ 𝒞 → 𝒟 et 𝐺 ∶ 𝒟 → 𝒞 deux foncteurs cova-

riants. On dit que 𝐹 est un adjoint à gauche de 𝐺, ou que 𝐺 est un adjoint à droite de 𝐹, ou

que (𝐹,𝐺) est un couple de foncteurs adjoints, s’il existe une collection d’isomorphismes

𝜄(𝐴,𝐵) ∶ Hom𝒟(𝐹(𝐴),𝐵) ≃ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵)),

paramétrée par (𝐴,𝐵) ∈ Ob 𝒞 ×Ob𝒟 et fonctorielle en (𝐴,𝐵).

1.7.1.1 Commentaires. La fonctorialité en (𝐴,𝐵) signifie que pour toute flèche 𝑢 ∶ 𝐴 → 𝐴′ de 𝒞
et toute flèche 𝑣 ∶ 𝐵 → 𝐵′ de 𝒟, le diagramme

Hom𝒟(𝐹(𝐴′),𝐵) Hom𝒞(𝐴′,𝐺(𝐵))

Hom𝒟(𝐹(𝐴),𝐵) Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵))

Hom𝒟(𝐹(𝐴),𝐵′) Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵′))

≃
𝜄(𝐴′,𝐵)

≃
𝜄(𝐴,𝐵)

≃
𝜄(𝐴,𝐵′)

∘ 𝐹(𝑢)

𝑣 ∘

∘ 𝑢

𝐺(𝑣) ∘

commute.

1.7.1.2 Exercıce

Décrire la donnée des 𝜄(𝐴,𝐵) comme un morphisme de foncteurs.
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1.7.2 Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soit 𝐺 ∶ 𝒟 → 𝒞 un foncteur covariant.

1.7.2.1 Supposons que 𝐺 admet un adjoint à gauche 𝐹, et fixons un objet 𝐴 de 𝒞. Le foncteur

covariant

𝐵 ↦ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵))

de 𝒟 dans Ens est alors isomorphe à

𝐵 ↦ Hom𝒟(𝐹(𝐴),𝐵).

Il est donc représentable, et 𝐹(𝐴) est son représentant.

1.7.2.2 Supposons réciproquement que pour tout objet𝐴de 𝒞, le foncteur𝐵 ↦ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵))
soit représentable, et notons 𝐹(𝐴) son représentant.

Soit maintenant 𝑢 ∶ 𝐴 → 𝐴′ une flèche de 𝒞. Elle induit un morphisme de foncteurs

[𝐵 ↦ Hom𝒞(𝐴′,𝐺(𝐵))] → [𝐵 ↦ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵))],

d’où par le lemme de Yoneda un morphisme 𝐹(𝑢) ∶ 𝐹(𝐴) → 𝐹(𝐴′). Ainsi, 𝐴 ↦ 𝐹(𝐴)
apparaît comme un foncteur covariant de 𝒞 vers 𝒟, qui est par construction un adjoint

à gauche de 𝐺.

1.7.3 Commentaıres.

1.7.3.1 Le lecteur attentif aura peut-être remarqué que nous sommes allés un peu vite : par

construction, on dispose pour tout objet 𝐴 d’un isomorphisme

Hom𝒟(𝐹(𝐴),𝐵) ≃ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵))

qui est fonctoriel en 𝐵, mais nous n’avons pas vérifié explicitement la fonctorialité en

𝐴. Celle-ci peut se justifier grosso modo ainsi – nous vous invitons à écrire vous-mêmes

les détails.

Lorsque nous disons que 𝐹(𝐴) est le représentant de 𝐵 ↦ Hom𝒞(𝐴,𝐺(𝐵)), nous

commettons un abus. En effet, le représentant consiste en réalité en la donnée de 𝐹(𝐴)
et d’un objet universel, à savoir ici un morphisme de 𝐴 vers 𝐺(𝐹(𝐴)) ; et le lemme de

Yoneda que nous avons appliqué ci-dessus fournit un morphisme 𝐹(𝑢) ∶ 𝐹(𝐴) → 𝐹(𝐴′)
compatible aux objets universels livrés avec 𝐴 et 𝐴′. C’est cette compatibilité qui garantit

la fonctorialité attendue.

1.7.3.2 Supposons que 𝐺 admette deux adjoints à gauche 𝐹1 et 𝐹2 ; donnons-nous deux sys-

tèmes d’isomorphismes (𝜄1(𝐴,𝐵)) et (𝜄2(𝐴,𝐵)) décrivant l’adjonction respective des couples

(𝐹1,𝐺) et (𝐹2,𝐺). On déduit alors du lemme de Yoneda (appliqué, comme au 1.7.3.1

ci-dessus, pour chaque 𝐴 ∈ Ob 𝒞, avec prise en compte des objets universels) qu’il

existe un unique isomorphisme 𝐹1 ≃ 𝐹2 compatible aux systèmes (𝜄1(𝐴,𝐵)) et (𝜄2(𝐴,𝐵)),
dans un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser. Nous nous permettrons

pour cette raison de parler de l’adjoint à gauche de 𝐺.
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1.7.3.3 Nous venons d’évoquer diverses questions liées à l’existence éventuelle d’un adjoint à

gauche d’un foncteur. Nous vous invitons à énoncer les résultats analogues concernant

l’adjonction à droite.

1.7.4 Exemples de foncteurs adjoınts.

1.7.4.1 Soit 𝐴 un anneau commutatif unitaire et soit 𝑂1 ∶ 𝐴-Mod → Ens le foncteur d’oubli.

Pour tout ensemble 𝑋, notons 𝐿1(𝑋) le 𝐴-module libre engendré par 𝑋, c’est-à-dire le

𝐴-module ⨁𝑥∈𝑋𝐴 ⋅ 𝑒𝑥.

Pour tout 𝐴-module 𝑀 et tout ensemble 𝑋 on a un isomorphisme naturel

HomEns(𝑋,𝑂1(𝑀)) ≃ Hom𝐴-Mod(𝐿1(𝑋),𝑀),

qui associe à une application𝜑∶ 𝑋 → 𝑀 son « prolongement par linéarité », i. e. l’unique

application 𝐴-linéaire de 𝐿1(𝑋) dans 𝑀 envoyant 𝑒𝑥 sur 𝜑(𝑥) pour tout 𝑥. Il est visi-

blement fonctoriel en 𝑋 et 𝑀 ; en conséquence, 𝐿1 est l’adjoint à gauche de 𝑂1.

1.7.4.2 Soit 𝑂2 ∶ Gp → Ens le foncteur d’oubli. Pour tout ensemble 𝑋, on note 𝐿2(𝑋) le groupe

libre engendré par 𝑋, défini comme suit. On introduit pour chaque élément 𝑥 de 𝑋
un symbole 𝑥−1, et l’on note 𝑋−1 l’ensemble des 𝑥−1 pour 𝑥 parcourant 𝑋. Un élément

de 𝐿2(𝑋) est alors un « mot réduit sur l’alphabet 𝑋 ∪ 𝑋−1 », c’est-à-dire une suite finie

d’éléments de 𝑋 ∪ 𝑋−1 ne comprenant aucune séquence de deux termes consécutifs

de la forme 𝑥𝑥−1 ou 𝑥−1𝑥 pour 𝑥 ∈ 𝑋. On multiplie deux mots en les concaténant puis

en réduisant le mot obtenu, c’est-à-dire en éliminant les séquences 𝑥𝑥−1 ou 𝑥−1𝑥 tant

qu’on en rencontre ; l’élément neutre est le mot vide.

Pour tout groupe 𝐺 et tout ensemble 𝑋 on a un isomorphisme naturel

HomEns(𝑋,𝑂2(𝐺)) ≃ HomGp(𝐿2(𝑋),𝐺),

qui associe à une application 𝜑∶ 𝑋 → 𝐺 son « prolongement homomorphique », i. e.

l’unique morphisme de groupes de 𝐿2(𝑋) dans 𝐺 envoyant 𝑥 sur 𝜑(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝑋
(défini par ma formule que le lecteur imagine). Il est visiblement fonctoriel en 𝑋 et 𝐺 ;

en conséquence, 𝐿2 est l’adjoint à gauche de 𝑂2.

1.7.4.3 Soit 𝐴 un anneau commutatif unitaire, et soit 𝑂3 le foncteur d’oubli 𝐵 ↦ (𝐵,×) de la

catégorie des 𝐴-algèbres vers celle des monoïdes commutatifs avec unité. Soit 𝐿3 le

foncteur qui associe à un tel monoïde 𝛤 l’algèbre ⨁𝛾∈𝛤𝐴𝑒𝛾 où 𝑒𝛾 ⋅ 𝑒𝛾′ = 𝑒𝛾𝛾′ pour tout

(𝛾,𝛾′).

Pour toute𝐴-algèbre𝐵 et tout monoïde commutatif avec unité 𝛤, on a un isomorphisme

naturel

HomMono(𝛤,𝑂3(𝐵)) ≃ Hom𝐴-Alg(𝐿3(𝛤),𝐵),

qui associe à un morphisme 𝜑∶ 𝛤 → (𝐵,×) l’unique morphisme de 𝐴-algèbres de

𝐿3(𝛤) dans 𝐵 envoyant 𝑒𝛾 sur 𝜑(𝛾) pour tout 𝛾. Il est visiblement fonctoriel en 𝛤 et 𝐵 ;

en conséquence, 𝐿3 est l’adjoint à gauche de 𝑂3.
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1.7.4.4 Soit 𝐼 le foncteur d’inclusion de Ab dans Gp, et soit 𝐴 le foncteur de Gp dans Ab qui

envoie un groupe 𝐺 sur son abélianisé 𝐺/⟨𝑔ℎ𝑔−1ℎ−1⟩(𝑔,ℎ)∈𝐺2. Soit 𝐻 un groupe abélien

et soit 𝐺 un groupe. On a un isomorphisme naturel

HomGp(𝐺, 𝐼(𝐻)) ≃ HomAb(𝐴(𝐺),𝐻),

qui envoie un morphisme 𝜑∶ 𝐺 → 𝐻 vers l’unique morphisme 𝐴(𝐺) → 𝐻 par lequel

il se factorise (son existence est assurée par la propriété universelle du quotient). Il est

visiblement fonctoriel en 𝐺 et 𝐻 ; en conséquence, 𝐴 est l’adjoint à gauche de 𝐼.

1.7.4.5 Soit 𝑂4 le foncteur d’oubli de Top dans Ens, et soit Dis (resp. Gro) le foncteur de Ens
vers Top consistant à munir un ensemble de la topologie discrète (resp. grossière).

Toute application ensembliste entre espaces topologiques est automatiquement conti-

nue dès lors que la topologie de sa source (resp. son but) est discrète (resp. grossière).

On dispose donc pour tout ensemble 𝑋 et tout espace topologique 𝑇 de deux bijections

naturelles

HomEns(𝑋,𝑂4(𝑇)) ≃ HomTop(Dis(𝑋),𝑇)
et HomEns(𝑂4(𝑇),𝑋) ≃ HomTop(𝑇,Gro(𝑋)).

Elles sont visiblement fonctorielles en𝑋 et 𝑇 ; en conséquence,Dis est l’adjoint à gauche

de 𝑂4, et Gro est son adjoint à droite.

1.7.4.6 Soient 𝑋, 𝑌 et 𝑍 trois ensembles. On dispose d’une bijection

HomEns(𝑋 × 𝑌,𝑍) ≃ HomEns(𝑋,HomEns(𝑌,𝑍)) ∶

elle envoie 𝑓 sur 𝑥 ↦ [𝑦 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦)], et sa réciproque envoie 𝑔 sur (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑔(𝑥)(𝑦).
Elle est visiblement fonctorielle en 𝑋,𝑌,𝑍. En conséquence, 𝑌 étant fixé, le foncteur

𝑋 ↦ 𝑋 × 𝑌 est l’adjoint à gauche de 𝑍 ↦ HomEns(𝑌,𝑍).

1.7.4.7 Exercıce

Montrez que si un foncteur covariant 𝐹 admet un quasi-inverse 𝐺 alors 𝐺 est à la fois

adjoint à 𝐹 à gauche et à droite.

Adjonctıon et passage à la lımıte

1.7.5 Soient 𝒞 et 𝒟 deux catégories, et soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans 𝒞. Soit 𝐹
un foncteur de 𝒞 vers 𝒟. Supposons que 𝐹 admet un adjoint à droite 𝐺, et que colimD

existe dans 𝒞. Soit 𝑌 un objet de 𝒟, et soit 𝐹(D) le diagramme de 𝒟 déduit de D en

appliquant 𝐹 à chacun de ces constituants (objets et morphismes). Notons 𝐸 l’ensemble

des triplets (𝑖, 𝑗, 𝑓) avec 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. L’ensemble Hom𝒟(𝐹(D),𝑌) est égal à

{(𝑓𝑖 ∶ 𝐹(𝑋𝑖) → 𝑌) | 𝑓𝑗 ∘ 𝐹(𝑓) = 𝑓𝑖 ,∀(𝑖, 𝑗, 𝑓) ∈ 𝐸}
= {(𝑔𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝐺(𝑌)) | 𝑔𝑖 ∘ 𝑓 = 𝑔𝑗 ,∀(𝑖, 𝑗, 𝑓) ∈ 𝐸} (par adjonction)
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= Hom𝒞(D ,𝐺(𝑌))
= Hom𝒞(colimD ,𝐺(𝑌)) (par définition de la colimite)

= Hom𝒟(𝐹(colimD),𝑌) (par adjonction).

En conséquence, colim 𝐹(D) existe et est égal à 𝐹(colimD) : le foncteur 𝐹 préserve les

colimites.

Nous laissons le lecteur démontrer par une méthode analogue (ou en utilisant les

catégories opposées) que si 𝐹 admet un adjoint à gauche, il préserve les limites.

1.7.6 Adjonctıon et préservatıons des lımıtes : exemples.

1.7.6.1 Nous avons vu au 1.6.10.2 que dans la catégorie des espaces topologiques, l’ensemble

sous-jacent à une colimite est la colimite des ensembles sous-jacents ; autrement dit, le

foncteur oubli de Top vers Ens préserve les colimites. Il a une excellente raison pour

ce faire : il admet en effet un adjoint à droite (1.7.4.5).

Nous avons par contre signalé en la remarque 1.6.11.4 qu’en général, l’ensemble sous-

jacent à une colimite d’anneaux, groupes, modules ou algèbres n’est pas la colimite

des ensembles sous-jacents ; il en résulte que les foncteurs oubli correspondant n’ont

pas d’adjoint à droite.

1.7.6.2 Nous avons vu au 1.6.8.2 et au 1.6.8.3 que dans les catégories des espaces topologiques,

des groupes, des anneaux, des modules et des algèbres l’ensemble sous-jacent à une

limite est la limite des ensembles sous-jacents ; autrement dit, les foncteur oubli de

Top, Ann et Gp vers Ens préservent les limites. Ils ont une excellente raison pour ce

faire : ils admettent en effet tous un adjoint à gauche. Celui-ci est décrit en 1.7.4.5 pour

les espaces topologiques, en 1.7.4.1 pour les 𝐴-modules et en 1.7.4.2 pour les groupes ;

en ce qui concerne les anneaux et les algèbres, nous laissons le lecteur construire

lui-même les anneaux et algèbres libres sur un ensemble 𝑋 dans l’esprit de ce qui a été

fait en 1.7.4.1, 1.7.4.2 et 1.7.4.3.
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2 Algèbre commutatıve

2.1 Localısatıon

2.1.1 Soit 𝐴 un anneau. Lorsqu’on se donne un sous-ensemble 𝑃 de 𝐴, on sait construire

un anneau « défini à partir de 𝐴, en décrétant que les éléments de 𝑃 sont nuls, et en

n’imposant aucune autre contrainte que celle-ci, et ses conséquences découlant de

la théorie générale des anneaux » : c’est le quotient 𝐴/(𝑃). Celui-ci est caractétisé

par sa propriété universelle, c’est-à-dire encore par le foncteur (ici, covariant) qu’il

représente.

C’est en fait une illustration d’un phénomène assez général : à chaque fois lorsqu’on

veut intuitivement imposer une contrainte, et seulement cette contrainte, la construction

rigoureuse qui répond à ce caprice s’exprime en termes de propriété universelle, ou

encore de foncteur à représenter.

2.1.2 Nous allons en voir un nouvel exemple avec ce qu’on appelle la localisation. Soit

𝐴 un anneau, et soit 𝑆 un sous-ensemble de 𝐴. Le but intuitif est de construire un

objet à partir de 𝐴 en imposant aux éléments de 𝑆 d’être inversibles – et rien d’autre.

Techniquement, on s’intéresse au foncteur covariant

𝐹 ∶ 𝐵 ↦ {𝑓 ∈ Hom(𝐴,𝐵) | 𝑓(𝑠) ∈ 𝐵×,∀𝑠 ∈ 𝑆},

et nous allons montrer de deux façon différentes qu’il est représentable, c’est-à-dire

qu’il existe un anneau 𝐶 et un morphisme 𝑔 ∶ 𝐴 → 𝐶 tels que :

𝑔(𝑆) ⊂ 𝐶× ;

pour tout 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 tel que 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵×, il existe un unique ℎ ∶ 𝐶 → 𝐵 faisant

commuter le diagramme

𝐴 𝐵 .

𝐶

𝑓

𝑔
ℎ

2.1.3 Premıère preuve. Posons

𝐶 = 𝐴[𝑇𝑠]𝑠∈𝑆/(𝑠𝑇𝑠 − 1)𝑠∈𝑆

et 𝑔 = 𝑎 ↦ 𝑎.
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2.1.3.1 Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme tel que 𝑓(𝑆) ∈ 𝐵× ; nous allons montrer l’existence

d’un unique ℎ ∶ 𝐶 → 𝐵 tel que 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔. Voyant 𝐵 et 𝐶 comme des 𝐴-algèbres via 𝑓
et 𝑔 respectivement, cela revient à montrer l’existence d’un unique morphisme ℎ de

𝐴-algèbres de 𝐶 vers 𝐵.

Unicité. Soit ℎ un tel morphisme. On a alors pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 les égalités

1 = ℎ(̅̅ ̅̅ ̅𝑇𝑠𝑠) = ℎ(̅̅ ̅𝑇𝑠)ℎ(�̅�) = ℎ(̅̅ ̅𝑇𝑠)ℎ(𝑔(𝑠)) = ℎ(̅̅ ̅𝑇𝑠)𝑓(𝑠),

et donc ℎ(̅̅ ̅𝑇𝑠) = 𝑓(𝑠)−1. Comme les ̅̅ ̅𝑇𝑠 engendrent la 𝐴-algèbre 𝐶, il y a au plus un tel

morphisme ℎ.

Existence. Soit 𝜑 l’unique morphisme de 𝐴-algèbres de 𝐴[𝑇𝑠]𝑠∈𝑆 vers 𝐵 qui envoie 𝑇𝑠
sur 𝑓(𝑠)−1 pour tout 𝑠 ∈ 𝑆. On a 𝜑(𝑇𝑠𝑠 − 1) = 0 pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 et 𝜑 induit donc par

passage au quotient un morphisme d’algèbres ℎ ∶ 𝐶 → 𝐵.

2.1.3.2 Cette preuve est la plus économique, et en un sens la plus naturelle : on a forcé les

éléments de 𝑆 à être inversibles, en adjoignant formellement à 𝐴 un symbole 𝑇𝑠 pour

chaque élément 𝑠 de 𝑆, et en imposant par décret l’égalité 𝑠𝑇𝑠 = 1.

Mais elle présente un défaut : il est en pratique extrêmement difficile d’arriver à dire

quoi que ce soit sur la 𝐴-algèbre 𝐴[𝑇𝑠]𝑠∈𝑆/(𝑠𝑇𝑠 − 1)𝑠∈𝑆 ; c’est un cas où la connaissance

du foncteur représenté par un objet qui, en théorie, caractérise l’objet en question à

isomorphisme près, n’est pas suffisante.

Par exemple, il semble a priori impossible de donner un critère simple permettant

de savoir si 𝐴[𝑇𝑠]𝑠∈𝑆/(𝑠𝑇𝑠 − 1)𝑠∈𝑆 est nul ou non. Nous allons donc donner une autre

construction du représentant de 𝐹.

2.1.3.3 Réduction au cas d’une partie multiplicative. Convenons de dire qu’une partie 𝑇 de 𝐴
est multiplicative si elle contient 1 et si 𝑎𝑏 ∈ 𝑇 dès que 𝑎 ∈ 𝑇 et 𝑏 ∈ 𝑇 (on peut une fois

encore condenser la définition en style bourbakiste, en demandant simplement que 𝑇
soit stable par produit fini, ce qui la force à contenir 1 puisque ce dernier est le produit

vide). L’ensemble �̂� des produits finis d’éléments de 𝑆 (en incluant 1 qui est le produit

vide) est visiblement la plus petite partie multiplicative de 𝐴 contenant 𝑆 ; nous dirons

que c’est la partie multiplicative engendrée par 𝑆. Si 𝐵 est un anneau et si 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 est

un morphisme, il est immédiat que 𝑓(𝑠) est inversible pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 si et seulement si

𝑓(𝑠) est inversible pour tout 𝑠 ∈ �̂�. On peut donc, pour étudier le foncteur 𝐹, remplacer

𝑆 par �̂� ; autrement dit, on s’est ramené au cas où 𝑆 est multiplicative.

2.1.3.4 On définit alors sur 𝐴 × 𝑆 la relation R suivante : (𝑎, 𝑠) R (𝑏, 𝑡) si et seulement s’il

existe 𝑟 ∈ 𝑆 tel que 𝑟(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0. On vérifie que c’est une relation d’équivalence, et

l’on note 𝑆−1𝐴 le quotient correspondant.

Les formules

((𝑎, 𝑠); (𝑏, 𝑡)) ↦ (𝑎𝑡 + 𝑏𝑠, 𝑠𝑡) et ((𝑎, 𝑠); (𝑏, 𝑡)) ↦ (𝑎𝑏, 𝑠𝑡)
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passent au quotient, et définissent deux lois + et × sur 𝑆−1𝐴 qui en font un anneau

commutatif.

Si (𝑎, 𝑠) ∈ 𝐴 × 𝑆, on écrira 𝑎
𝑠 au lieu de ̅̅̅̅̅̅̅̅̅(𝑎, 𝑠). Cette notation permet de disposer des

formules naturelles
𝑎
𝑠 +

𝑏
𝑡 =

𝑎𝑡 + 𝑏𝑠
𝑠𝑡 et

𝑎
𝑠 ⋅

𝑏
𝑡 =

𝑎𝑠
𝑏𝑡 ,

et l’on a
𝑎
𝑠 =

𝑏
𝑡 ⟺ ∃𝑟 ∈ 𝑆, 𝑟(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0.

L’application 𝑎 ↦ 𝑎
1 est un morphisme d’anneaux de 𝐴 dans 𝑆−1𝐴, et si 𝑠 ∈ 𝑆 alors 𝑠

1
est inversible, d’inverse 1

𝑠 .

Le couple (𝑆−1𝐴, 𝑎 ↦ 𝑎
1) représente le foncteur 𝐹. En effet, soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme

tel que 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵× ; nous allons montre qu’il existe un unique morphisme ℎ de 𝑆−1𝐴
dans 𝐵 tel que ℎ( 𝑎

1) = 𝑓(𝑎) pour tout 𝑎 ∈ 𝐴.

Unicité. Soit ℎ un tel morphisme. On a alors pour tout (𝑎, 𝑠) ∈ 𝐴 × 𝑆 les égalités

ℎ(𝑎
𝑠) = ℎ(𝑎

1 ⋅
1
𝑠) = ℎ(𝑎

1) ℎ(( 𝑠
1)

−1
) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑠)−1,

d’où l’unicité.

Existence. On vérifie immédiatement que l’application 𝐴 × 𝑆 → 𝐵, (𝑎, 𝑠) ↦ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑠)−1
passe au quotient par R. Elle induit donc une application ℎ ∶ 𝑆−1𝐴 → 𝐵, qui envoie

toute fraction 𝑎
𝑠 sur 𝑓(𝑎)𝑓(𝑠)−1. Par un calcul explicite, on s’assure que ℎ est un mor-

phisme d’anneaux, et l’on a bien ℎ( 𝑎
1) = 𝑓(𝑎) pour tout 𝑎 ∈ 𝐴.

On dit que 𝑆−1𝐴 est le localisé de 𝐴 par rapport à la partie multiplicative 𝑆.

2.1.4 Commentaıres.

2.1.4.1 La condition d’égalité entre fractions de 𝑆−1𝐴 est plus compliquée que le bon vieux

produit en croix traditionnel ; c’est le prix à payer pour travailler avec des anneaux

quelconques, i. e. non nécessairement intègres ni réduits. Notons toutefois que si 𝑆
ne contient pas de diviseurs de zéro – c’est par exemple le cas si 𝐴 est intègre et si

0 ∉ 𝑆 – la condition « il existe 𝑟 ∈ 𝑆 tel que 𝑟(𝑎𝑡− 𝑏𝑠) = 0 » équivaut à la relation usuelle

« 𝑎𝑡 − 𝑏𝑠 = 0 ».

2.1.4.2 La flèche 𝐴 → 𝑆−1𝐴 n’est pas injective en général, c’est la raison pour laquelle on

préfère souvent écrire 𝑎
1 et non 𝑎. Son noyau est facile à décrire : c’est l’ensemble des

éléments 𝑎 de 𝐴 tels qu’il existe 𝑟 ∈ 𝑆 vérifiant l’égalité 𝑟𝑎 = 0. Une fois encore, les

choses se simplifient si 𝑆 ne contient pas de diviseurs de zéros (et donc en particulier

si 𝐴 est intègre et si 0 ∉ 𝑆) : on voit immédiatement que sous ces hypothèses, 𝑎 ↦ 𝑎
1

est injective.

2.1.4.3 L’anneau 𝑆−1𝐴 est nul si et seulement si 1 = 0 dans 𝑆−1𝐴, c’est-à-dire encore si et

seulement si 1
1 = 0, donc si et seulement s’il existe 𝑟 ∈ 𝑆 tel que 𝑟 ⋅ 1 = 0. Autrement dit,

𝑆−1𝐴 est nul si et seulement si 0 ∈ 𝑆.

2.1 Localisation 51



2.1.4.4 On a défini l’anneau 𝑆−1𝐴 comme représentant du foncteur 𝐹 défini en 2.1.2. Par un

raisonnement en tout point analogue à celui tenu en 1.4.2.2, on en déduit que pour

toute 𝐴-algèbre (𝐵, 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵), l’ensemble des morphismes de 𝐴-algèbres de 𝑆−1𝐴
dans 𝐵 est un singleton si 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵×, et est vide sinon ; puis que la 𝐴-algèbre 𝑆−1𝐴
représente le foncteur de𝐴-Alg dans Ens qui envoie (𝐵, 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵) sur { ∗ } si 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵×

et sur ∅ sinon.

2.1.5 Exemples.

2.1.5.1 Soit𝐴 un anneau intègre. Le sous-ensemble 𝑆 ≔ 𝐴⧵{0} en est une partie multiplicative.

Le localisé 𝑆−1𝐴 est non nul puisque 0 ∉ 𝑆, et si 𝑎
𝑠 est un élément non nul de 𝑆−1𝐴 alors

𝑎 ≠ 0 ; en conséquence, 𝑎 ∈ 𝑆 et 𝑎
𝑠 est inversible d’inverse 𝑠

𝑎 . Il s’ensuit que 𝑆−1𝐴 est un

corps, appelé corps des fractions de 𝐴 et souvent noté Frac𝐴.

Puisque 0 ∉ 𝑆, l’anneau intègre 𝐴 s’injecte dans Frac𝐴. Ce dernier est précisément le

plus petit corps contenant𝐴, dans le sens suivant : pour tout corps𝐾 et tout morphisme

injectif 𝐴 ↪ 𝐾, il existe un unique plongement Frac𝐴 ↪ 𝐾 tel que le diagramme

𝐴 𝐾

Frac𝐴

commute. En effet, la flèche injective 𝐴 → 𝐾 envoie tout élément de 𝑆 = 𝐴 ⧵ {0} sur

un élément non nul, et partant inversible, de 𝐾 ; l’assertion requise est alors un cas

particulier de la propriété universelle de 𝑆−1𝐴.

2.1.5.2 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑓 ∈ 𝐴. La partie multiplicative 𝑆 engendrée par 𝑓 est {𝑓𝑛 }𝑛∈ℕ ,

et le localisé correspondant est le plus souvent noté 𝐴𝑓. On déduit de la construction

par quotient décrite en 2.1.3 que 𝐴𝑓 ≃ 𝐴[𝑇]/(𝑓𝑇 − 1).

En vertu de 2.1.4.3, l’anneau 𝐴𝑓 est nul si seulement si 𝑆 contient 0, c’est-à-dire si et

seulement si 𝑓 est nilpotent.

Donnons une preuve alternative de ce fait. L’anneau 𝐴𝑓 est nul si et seulement si

𝐴[𝑇]/(𝑇𝑓 − 1) = 0, c’est-à-dire si et seulement si 1 − 𝑇𝑓 est inversible dans 𝐴[𝑇]. Or

1 − 𝑇𝑓 est inversible dans 𝐴⟦𝑇⟧, d’inverse 𝑔 = ∑ 𝑓𝑖𝑇𝑖. Par unicité de l’inverse (lorsqu’il

existe), on voit que 1−𝑇𝑓 est inversible dans𝐴[𝑇] si et seulement si 𝑔 ∈ 𝐴[𝑇], c’est-à-dire

si et seulement si 𝑓 est nilpotent.

2.1.6 Fonctorıalıté. Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. Soit 𝑆 une partie multipli-

cative de 𝐴, et soit 𝑇 une partie multiplicative de 𝐵 telle que 𝑓(𝑆) ⊂ 𝑇 (par exemple,

𝑇 = 𝑓(𝑆)). La flèche composée 𝐴 → 𝐵 → 𝑇−1𝐵 envoyant chaque élément de 𝑆 sur un

inversible, elle induit une flèche de 𝑆−1𝐴 vers 𝑇−1𝐵, donnée par la formule

𝑎
𝑠 ↦

𝑓(𝑎)
𝑓(𝑠) .
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2.1.7 À propos des éléments ınversıbles de 𝑆−1𝐴. Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑆 une partie

multiplicative de 𝐴. Soit 𝑆♭ l’ensemble des éléments de 𝐴 qui deviennent inversibles

dans 𝑆−1𝐴 (ce n’est pas une notation standard, nous ne nous en servirons que dans

la brève discussion qui suit). C’est une partie multiplicative de 𝐴 qui contient 𝑆 par

définition, mais on prendra garde que l’inclusion 𝑆 ⊂ 𝑆♭ est en général stricte ; par

exemple, 𝑆♭ contient automatiquement𝐴×, qui n’a aucune raison a priori d’être contenu

dans 𝑆. Si 𝑇 est une partie multiplicative contenant 𝑆 on a 𝑆♭ ⊂ 𝑇♭, puisque 𝐴 → 𝑇−1𝐴
se factorise par 𝑆−1𝐴.

2.1.7.1 Il est en fait possible de décrire précisément 𝑆♭ : c’est l’ensemble des éléments 𝑎 ∈ 𝐴 tels

qu’il existe 𝑏 vérifiant 𝑎𝑏 ∈ 𝑆. En effet, s’il existe un tel 𝑏 alors 𝑎𝑏
1 = 𝑎

1 ⋅
𝑏
1 est inversible

dans 𝑆−1𝐴, ce qui force 𝑎
1 (et 𝑏

1 ) à l’être aussi, et 𝑎 ∈ 𝑆♭.

Réciproquement, si 𝑎 ∈ 𝑆♭, il existe 𝛼 ∈ 𝐴 et 𝑠 ∈ 𝑆 tels que 𝑎
1 ⋅

𝛼
𝑠 = 1

1 , ce qui veut dire

qu’il existe 𝑡 ∈ 𝑆 tel que 𝑡(𝑎𝛼 − 𝑠) = 0 ; on a donc 𝑡𝛼𝑎 = 𝑠𝑡 ∈ 𝑆, ce qui achève de prouver

l’assertion requise.

2.1.7.2 On peut également donner une description fonctorielle de 𝑆♭ : c’est l’ensemble 𝐸 des

éléments 𝑎 de 𝐴 tel que 𝜑(𝑎) ∈ 𝐵× pour tout morphisme d’anneaux 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 vérifiant

𝜑(𝑆) ⊂ 𝐵×. En effet, si 𝑎 ∈ 𝐸 l’image de 𝑎 dans 𝑆−1𝐴 est inversible, puisque 𝐴 → 𝑆−1𝐴
envoie chaque élément de 𝑆 sur un inversible ; ainsi 𝐸 ⊂ 𝑆♭.

Réciproquement, si 𝑎 ∈ 𝑆♭ et si 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 est un morphisme d’anneaux tel que

𝜑(𝑆) ⊂ 𝐵× alors comme 𝜑 se factorise (d’une unique manière) par la flèche 𝐴 → 𝑆−1𝐴
et comme 𝑎 s’envoie par définition de 𝑆♭ dans (𝑆−1𝐴)×, on a 𝜑(𝑎) ∈ 𝐵× et 𝑎 ∈ 𝐸.

2.1.7.3 Soit 𝛴 une partie multiplicative de 𝐴 telle que 𝑆 ⊂ 𝛴 ⊂ 𝑆♭. Comme 𝑆 ⊂ 𝛴 on a un

morphisme naturel de 𝑆−1𝐴 dans 𝛴−1𝐴, morphisme qui induit en vertu de 2.1.7.2 un

isomorphisme entre les foncteurs représentés par ces deux𝐴-algèbres ; en conséquence,

ce morphisme est un isomorphisme. On peut bien entendu s’en assurer de manière

plus terre-à-terre à partir de la description explicite de 𝑆♭ donnée au 2.1.7.1 ; l’exercice

est laissé au lecteur.

On déduit de ce fait, ou directement du 2.1.7.2 ci-dessus, que (𝑆♭)♭ = 𝑆♭.

2.1.8 Transıtıvıté de la localısatıon. Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑆 une partie multiplicative

de 𝐴 et soit 𝑇 une partie multiplicative de 𝐴 contenant 𝑆.

2.1.8.1 Soit 𝛴 l’image de 𝑇 par le morphisme naturel 𝐴 → 𝑆−1𝐴. La composée 𝐴 → 𝑆−1𝐴 →
𝛴−1(𝑆−1𝐴) envoyant 𝑇 dans l’ensemble des éléments inversibles du but, elle induit

une flèche 𝑇−1𝐴 → 𝛴−1(𝑆−1𝐴).

Cette flèche est un isomorphisme. On peut en effet le voir ou bien par un calcul direct

et sans difficultés sur les fractions, que nous laissons au lecteur, ou bien à l’aide du

lemme de Yoneda ; nous allons détailler cette dernière approche.

Soit 𝐵 un anneau. Se donner un morphisme de 𝛴−1(𝑆−1𝐴) dans 𝐵 revient à se donner

un morphisme de 𝑆−1𝐴 dans 𝐵 qui envoie 𝛴 dans 𝐵×. Mais se donner un morphisme
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𝜑 de 𝑆−1𝐴 dans 𝐵 revient à se donner un morphisme 𝜓 de 𝐴 dans 𝐵 tel que 𝜓(𝑆) ⊂ 𝐵×,

et l’on a alors 𝜑(𝛴) = 𝜓(𝑇) puisque 𝜓 est simplement la composée de 𝐴 → 𝑆−1𝐴 et de

𝜑. En particulier, 𝜑(𝛴) ⊂ 𝐵× si et seulement si 𝜓(𝑇) ⊂ 𝐵×. En conclusion, se donner

un morphisme 𝛴−1(𝑆−1𝐴) dans 𝐵 revient à se donner un morphisme de 𝐴 dans 𝐵
qui envoie 𝑇 dans 𝐵×, c’est-à-dire encore un morphisme de 𝑇−1𝐴 dans 𝐵, d’où notre

assertion.

2.1.8.2 Soit 𝛴′ une partie multiplicative de 𝑆−1𝐴 comprise entre 𝛴 et 𝛴♭ (c’est par exemple le

cas si 𝛴′ est engendrée par 𝛴 et par des éléments inversibles de 𝑆−1𝐴). Il résulte de

2.1.7.3 et 2.1.8.1 que la flèche naturelle 𝑇−1𝐴 → (𝛴′)−1(𝑆−1𝐴) est un isomorphisme.

2.1.9 Localısatıon et colımıte : le cas fıltrant. Soit 𝐴 un anneau, soit 𝐼 un ensemble

préordonné filtrant (1.6.11 et 1.6.11.3) et soit 𝛴 une partie multiplicative de 𝐴. Sup-

posons donnée pour tout 𝑖 ∈ 𝐼 une partie multiplicative 𝑆𝑖 de 𝐴 contenue dans 𝛴, et

faisons les hypothèses suivantes :

𝛴 = ⋃ 𝑆𝑖 ;
pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2 avec 𝑖 ⩽ 𝑗, les éléments de 𝑆𝑖 deviennent inversibles dans 𝑆−1𝑗 𝐴
(il suffit pour cela que 𝑆𝑖 ⊂ 𝑆𝑗 , mais ce n’est pas nécessaire, cf. 2.1.7 et seq.).

Posons

D = ((𝑆−1𝑖 𝐴)𝑖∈𝐼, (𝑆−1𝑖 𝐴 → 𝑆−1𝑗 𝐴)𝑖⩽𝑗).

C’est un diagramme commutatif filtrant dans la catégorie des 𝐴-algèbres. La famille

des flèches canoniques 𝑆−1𝑖 𝐴 → 𝛴−1𝐴 définit un morphisme de D dans 𝛴−1𝐴, dont

nous allons montrer qu’il induit un isomorphisme

colimD ≃ 𝛴−1𝐴.

En vertu de la description explicite des colimites filtrantes donnée en 1.6.11.3, cet

énoncé équivaut à la validité des deux assertions qui suivent.

2.1.9.1 Soit 𝛼 ∈ 𝛴−1𝐴. Il existe 𝑖 tel que 𝛼 provienne de 𝑆−1𝑖 𝐴. Mais c’est évident : par définition,

𝛼 s’écrit 𝑎
𝑠 avec 𝑎 ∈ 𝐴 et 𝑠 ∈ 𝛴. Comme 𝛴 est la réunion des 𝑆𝑖 , il existe 𝑖 tel que 𝑠 ∈ 𝑆𝑖 ,

et 𝛼 est dès lors égal à l’image de l’élément 𝑎
𝑠 de 𝑆−1𝑖 𝐴.

2.1.9.2 Soit (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2, soit 𝛼 ∈ 𝑆−1𝑖 𝐴 et soit 𝛽 ∈ 𝑆−1𝑗 𝐴. Supposons que 𝛼 et 𝛽 ont même image dans

𝛴−1𝐴 ; il existe alors un majorant 𝑘 de { 𝑖, 𝑗} tel que 𝛼 et 𝛽 aient déjà même image dans 𝑆−1𝑘 𝐴.

Pour le voir, on écrit 𝛼 = 𝑎
𝑠 et 𝛽 = 𝑏

𝑡 avec (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2, 𝑠 ∈ 𝑆𝑖 et 𝑡 ∈ 𝑆𝑗. Comme 𝛼 et 𝛽
ont même image dans 𝛴−1𝐴, il existe 𝜎 ∈ 𝛴 tel que 𝜎(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0. Puisque 𝛴 est la

réunion des 𝑆𝑖 , il existe ℓ tel que 𝜎 ∈ 𝑆ℓ. Choisissons un majorant 𝑘 de { 𝑖, 𝑗, ℓ }. Comme

𝑘 ⩾ ℓ, l’élément 𝜎 est inversible dans 𝑆−1𝑘 𝐴, et l’égalité 𝜎(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠) = 0 implique donc

que 𝑎𝑡 − 𝑏𝑠 = 0 dans 𝑆−1𝑘 𝐴, et partant que 𝑎
𝑠 =

𝑏
𝑡 dans 𝑆−1𝑘 𝐴, ce qui termine la preuve.

2.1.9.3 Remarque. Comme la colimite de D dans la catégorie des 𝐴-algèbres « est » aussi

sa colimite dans la catégorie des anneaux ainsi que dans celle des 𝐴-modules (cela

découle de 1.6.11.3), il résulte de ce qui précède que 𝛴−1𝐴 s’identifie également à la

colimite de D dans la catégorie des anneaux et dans celle des 𝐴-modules.
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2.1.10 Localısatıon et colımıte : le cas général. Nous allons donner dans ce qui suit une

preuve plus conceptuelle du fait que le morphisme de 𝐴-algèbres colimD → 𝛴−1𝐴
de 2.1.9 est un isomorphisme ; cette nouvelle démonstration a l’avantage de marcher

sous des hypothèses nettement plus faibles que nous allons maintenant énoncer.

On conserve les notations 𝐴 et 𝛴 de 2.1.9. On désigne par contre maintenant par

𝐼 un ensemble quelconque, et l’on se donne pour tout 𝑖 ∈ 𝐼 une partie multiplica-

tive 𝑆𝑖 de 𝐴 contenue dans 𝛴 ; nous supposons simplement que les 𝑆𝑖 engendrent

multiplicativement 𝛴.

On se donne un diagramme D dans la catégorie des 𝐴-algèbres dont la famille d’objets

est (𝑆−1𝑖 𝐴)𝑖 ; on n’impose rien à la famille des flèches de D .

2.1.10.1 Soit (𝐵, 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵) une 𝐴-algèbre ; pour toute partie multiplicative 𝑆 de 𝐴, l’ensemble

Hom𝐴-Alg(𝑆−1𝐴,𝐵) est un singleton si 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵×, et est vide sinon. Il s’ensuit en vertu

de 1.6.7 que Hom𝐴-Alg(D ,𝐵) est un singleton si 𝑓(𝑆𝑖) ⊂ 𝐵× pour tout 𝑖, et est vide

sinon, et ce quelles que soient les flèches de D .

Comme les 𝑆𝑖 engendrent multiplicativement 𝛴, on a 𝑓(𝑆𝑖) ⊂ 𝐵× pour tout 𝑖 si et

seulement si 𝑓(𝛴) ⊂ 𝐵×. En conséquence, on dispose d’un isomorphisme fonctoriel

en 𝐵 entre Hom𝐴-Alg(D ,𝐵) et Hom𝐴-Alg(𝛴−1𝐴,𝐵), qui montre que 𝛴−1𝐴 s’identifie à la

colimite du diagramme D .

2.1.10.2 Commentaires. Insistons à nouveau sur le fait que ce qui précède vaut pour tout dia-

gramme D dont la famille d’objets est (𝑆−1𝑖 𝐴)𝑖. C’est par exemple le cas du diagramme

sans flèches : la 𝐴-algèbre 𝛴−1𝐴 est ainsi en particulier la somme disjointe des 𝑆−1𝑖 𝐴.

On prendra garde qu’ici, contrairement à ce qui valait plus haut (cf. la remarque 2.1.9.3),

l’identification entre 𝛴−1𝐴 et colimD n’est avérée a priori que dans la catégorie des

𝐴-algèbres, mais pas dans celle des anneaux ou des 𝐴-modules ; en effet, la « coïnci-

dence » des colimites dans les différentes catégories est une spécificité du cas filtrant,

prise en défaut en général.

Ainsi, on déduit de ce qui précède que ℤ[1/6] est la somme disjointe de ℤ[1/2] et

ℤ[1/3] dans la catégorie des ℤ-algèbres, c’est-à-dire des anneaux ; mais leur somme

disjointe comme ℤ-modules est égale à ℤ[1/2] ⊕ ℤ[1/3], et la flèche naturelle

ℤ[1/2] ⊕ ℤ[1/3] → ℤ[1/6]

n’est pas injective (l’élément (1,−1) appartenant par exemple à son noyau).

2.2 Idéaux premıers et maxımaux

Un nouveau poınt de vue sur les ıdéaux premıers et maxımaux

Ce paragraphe ne contient à proprement parler aucun résultat nouveau. Il vise simple-

ment à présenter une approche des idéaux premiers et maximaux qui est sans doute

un peu différente de celle dont vous avez l’habitude, et imprègne (le plus souvent

implicitement) la géométrie algébrique à la Grothendieck.
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2.2.1 Rappels des défınıtıons. Soit 𝐴 un anneau. Un idéal 𝔭 de 𝐴 est dit premier s’il est

strict et si 𝑎𝑏 ∈ 𝔭 ⇒ 𝑎 ∈ 𝔭 ou 𝑏 ∈ 𝔭. Il revient au même de demander que 𝐴/𝔭 soit un

anneau intègre.

Un idéal 𝔪 de 𝐴 est dit maximal s’il est strict et s’il est maximal en tant qu’idéal strict.

Cela revient à demander que 𝐴/𝔪 ait exactement deux idéaux, à savoir {0} et 𝐴/𝔪 ;

autrement dit, 𝔪 est maximal si et seulement si 𝐴/𝔪 est un corps. On déduit de cette

dernière caractérisation que tout idéal maximal est premier.

2.2.2 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝐼 un idéal strict de 𝐴. L’ensemble E des idéaux stricts de 𝐴
contenant 𝐼, ordonné par l’inclusion, est inductif. Il est en effet non vide (il contient 𝐼)
et si P est une partie non vide et totalement ordonnée de E , le sous-ensemble ⋃𝐽∈P 𝐽
est un idéal de 𝐴, qui contient 𝐼 et est strict – car s’il contenait 1, celui-ci appartiendrait

à un certain idéal 𝐽 ∈ P , ce qui est absurde ; c’est donc un élément de E qui majore P

par construction.

Il s’ensuit par le lemme de Zorn que 𝐼 est contenu dans un idéal maximal. Si 𝐴 est non

nul il possède donc un idéal maximal : appliquer ce qui précède avec 𝐼 = {0}, qui est

alors strict.

2.2.3 On voit en particulier que tout anneau non nul possède un idéal premier. Cette propriété

est a priori plus faible que l’existence d’un idéal maximal, mais elle ne peut pas à ma

connaissance être établie directement.

Notez par ailleurs que l’anneau nul n’a pas d’idéal strict, et a fortiori pas d’idéal premier.

2.2.4 Remarque. Pour établir l’existence d’un idéal maximal dans un anneau non nul, nous

avons eu recours au lemme de Zorn, et donc à axiome du choix. On peut démontrer

que c’est inévitable : le fait que tout anneau non nul admette un idéal maximal est

équivalent à l’axiome du choix.

2.2.5 Idéaux premıers et morphısmes vers les corps. Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑓 un

morphisme de 𝐴 vers un corps 𝐾. Le noyau de 𝑓 est visiblement un idéal premier.

Réciproquement, soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴 ; la flèche composée 𝐴 → 𝐴/𝔭 ↪
Frac(𝐴/𝔭) a pour noyau 𝔭. Ainsi, les idéaux premiers sont exactement les noyaux de

morphismes dont le but est un corps.

2.2.5.1 On peut donc décrire un idéal premier de 𝐴 comme une classe d’équivalence de

morphisme (𝐴 → 𝐾) où 𝐾 est un corps, pour la relation d’équivalence « avoir même

noyau ».

2.2.5.2 Cette relation admet une description alternative : si 𝐾 et 𝐿 sont deux corps, deux

morphismes 𝐴 → 𝐾 et 𝐴 → 𝐿 ont même noyau si et seulement s’il existe un corps 𝐹 et

un diagramme commutatif

𝐾

𝐴 𝐹

𝐿 .
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En effet, si un tel diagramme existe alors

Ker(𝐴 → 𝐾) = Ker(𝐴 → 𝐿) = Ker(𝐴 → 𝐹)

puisque 𝐹 → 𝐾 et 𝐹 → 𝐿 sont injectifs en tant que morphismes de corps.

Réciproquement, supposons que 𝐴 → 𝐾 et 𝐴 → 𝐿 aient même noyau 𝔭. En vertu des

propriétés universelles du quotient et du corps des fractions, la flèche 𝐴 → 𝐾 admet

une unique factorisation sous la forme

𝐴 → Frac(𝐴/𝔭) ↪ 𝐾,

et il en va de même de 𝐴 → 𝐿. Il existe donc un diagramme comme ci-dessus avec

𝐹 = Frac(𝐴/𝔭).

2.2.5.3 On a en fait montré au 2.2.5.2 ci-dessus qu’un morphisme 𝐴 → 𝐾 appartient à la

classe qui correspond à 𝔭 si et seulement s’il se factorise par la flèche 𝐴 → Frac(𝐴/𝔭),
et que si c’est le cas cette factorisation est unique. En d’autres termes, le morphisme

canonique 𝐴 → Frac(𝐴/𝔭) est le plus petit élément de la classe de morphismes 𝐴 → 𝐾
associée à 𝔭.

2.2.6 Idéaux maxımaux et surjectıon vers un corps. Soit 𝔪 un idéal maximal de 𝐴. Le

quotient 𝐴/𝔪 est un corps, et la flèche 𝐴 → 𝐴/𝔪 est surjective.

Réciproquement, si 𝐾 est un corps et si 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐾 est surjective, alors comme 𝐾
s’identifie à 𝐴/Ker 𝑓, le noyau de 𝑓 est un idéal maximal de 𝐴.

2.2.6.1 Ainsi, un idéal maximal de 𝐴 peut être vu comme une classe d’équivalence de surjec-

tions 𝐴 → 𝐾, où 𝐾 est un corps, pour la relation d’équivalence « avoir même noyau ».

Et si 𝐴 → 𝐾 et 𝐴 → 𝐿 sont deux surjections ayant même noyau 𝔪, les corps 𝐾 et 𝐿
s’identifient tous deux à 𝐴/𝔪 comme 𝐴-algèbres. Il y a donc en fait à isomorphisme

canonique près une seule surjection dans la classe d’équivalence qui correspond à un

idéal maximal donné 𝔪 : c’est la surjection quotient de 𝐴 vers 𝐴/𝔪.

2.2.6.2 Idéaux maximaux au sein des idéaux premiers. Donnons-nous un idéal premier 𝔭 de 𝐴.

Il correspond à une classe d’équivalence de morphismes 𝐴 → 𝐾, où 𝐾 est un corps,

classe dont 𝐴 → Frac(𝐴/𝔭) est le plus petit élément. Par ce qui précède, l’idéal 𝔭 est

maximal si et seulement s’il existe, dans la classe d’équivalence qui lui correspond, un

morphisme surjectif. Mais cela revient à demander que le plus petit morphisme de la

classe, à savoir 𝐴 → Frac(𝐴/𝔭), soit surjectif, c’est-à-dire encore que Frac(𝐴/𝔭) = 𝐴/𝔭,

et donc que 𝐴/𝔭 soit un corps ; on retrouve bien (heureusement !) la définition usuelle.

2.2.7 Exemple : le cas de ℤ. Nous donnons ci-dessous la liste des idéaux premiers et

maximaux de ℤ , en donnant leur description du point de vue des morphismes vers

les corps.

L’idéal (0) ; il correspond à la classe des morphismes injectifs ℤ → 𝐾, c’est-à-dire

des morphismes ℤ → 𝐾 où 𝐾 est un corps de caractéristique nulle. Le plus petit
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morphisme de cette classe est l’inclusion ℤ ↪ ℚ , laquelle n’est pas surjective : (0)
n’est pas maximal.

Pour tout nombre premier 𝑝, l’idéal (𝑝) ; il correspond à la classe des morphismes

ℤ → 𝐾 de noyau 𝑝ℤ , c’est-à-dire des morphismes ℤ → 𝐾 où 𝐾 est un corps de

caractéristique 𝑝. Le plus petit morphisme de cette classe est la flèche naturelle

ℤ → 𝔽𝑝 , qui est surjective : (𝑝) est maximal.

2.2.8 Fonctorıalıté contravarıante du spectre. Si 𝐴 est un anneau, on note Spec𝐴 le

spectre de 𝐴, c’est-à-dire l’ensemble des idéaux premiers de 𝐴 (nous verrons plus tard,

lors du cours sur les schémas, que Spec𝐴 peut être muni d’une topologie, et même

d’une structure supplémentaire).

La flèche 𝐴 ↦ Spec𝐴 est de manière naturelle un foncteur contravariant ; nous allons

donner deux descriptions de la flèche de Spec𝐵 vers Spec𝐴 induite par un morphisme

d’anneaux 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵.

1) Description dans le langage classique. À un idéal premier 𝔮 de 𝐵, on associe l’idéal

𝑓−1(𝔮) de 𝐴, dont on vérifie qu’il est premier.

2) Description du point de vue des morphismes vers les corps. Si 𝐾 est un corps et 𝐵 → 𝐾
un morphisme, le noyau de la flèche composée 𝐴 → 𝐵 → 𝐾 ne dépend que de

celui de 𝐵 → 𝐾 : c’est son image réciproque dans 𝐴. On peut ainsi sans ambiguïté

associer à la classe d’équivalence de 𝐵 → 𝐾 la classe d’équivalence de la composée

𝐴 → 𝐵 → 𝐾.

Anneaux locaux

2.2.9 Proposıtıon-Défınıtıon (anneau local)
Soit 𝐴 un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) 𝐴 possède un et un seul idéal maximal.

2) L’ensemble des éléments non inversibles de 𝐴 est un idéal de 𝐴.

Si elles sont satisfaites on dit que 𝐴 est un anneau local. Son unique idéal maximal est

alors précisément l’ensemble de ses éléments non inversibles.

Démonstration. Supposons que 1) est vraie, et soit 𝔪 l’unique idéal maximal de 𝐴.

Si un élément 𝑎 ∈ 𝐴 appartient à 𝔪, il n’est pas inversible puisque 𝔪 est strict par

définition. Réciproquement, si 𝑎 n’est pas inversible, l’idéal (𝑎) est strict, et est donc

contenu dans un idéal maximal qui ne peut être que 𝔪 ; ainsi 𝑎 ∈ 𝔪, et l’ensemble des

éléments non inversibles de 𝐴 est exactement 𝔪.

Supposons maintenant que 2) est vraie, et soit 𝔪 l’ensemble des éléments non inver-

sibles de 𝐴. Comme 1 est inversible, il n’appartient pas à 𝔪, qui est donc un idéal strict.

Par ailleurs, si 𝐼 est un idéal strict de 𝐴, il ne contient aucun élément inversible et est

donc contenu dans 𝔪. Il s’ensuit aussitôt que ce dernier est l’unique idéal maximal

de 𝐴.

2.2.10 Exemple trıvıal. Tout corps est un anneau local, dont (0) est l’unique idéal maximal.

58 Algèbre commutatıve



2.2.11 Exemple géométrıque. Nous allons donner un exemple qui illustre la pertinence

de l’épithète « local ». Soit 𝑋 un espace topologique et soit 𝑥 un point de 𝑋. Soit V

l’ensemble des voisinages ouverts de 𝑥, qui est filtrant pour l’ordre opposé à l’inclusion.

Soit D le diagramme commutatif filtrant

D = ((C 0(𝑈,ℝ))𝑈∈V , (𝑓 ↦ 𝑓|𝑉)𝑉⊂𝑈)

dans la catégorie Ann, et soit 𝐴 sa colimite.

Concrètement, l’anneau 𝐴 s’identifie au quotient de l’ensemble des couples (𝑈, 𝑓),
où 𝑈 ∈ V et où 𝑓 ∈ C 0(𝑈,ℝ), par la relation d’équivalence ∼ définie comme suit :

(𝑈, 𝑓) ∼ (𝑉, 𝑔) si et seulement s’il existe un voisinage ouvert 𝑊 de 𝑥 dans 𝑈 ∩ 𝑉 tel que

𝑓|𝑊 = 𝑔|𝑊 (la structure d’anneau sur ce quotient étant induite par l’addition et la

multiplication des fonctions).

De manière un peu plus informelle, 𝐴 est l’ensemble des fonctions continues à valeurs

réelles définies au voisinage de 𝑥, deux fonctions appartenant à 𝐴 étant considérées

comme égales si elles coïncident au voisinage de 𝑥 ; on dit aussi que 𝐴 est l’anneau des

germes de fonctions continues en 𝑥.

Nous allons montrer que𝐴 est un anneau local. L’évaluation en 𝑥 induit un morphisme

𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) de 𝐴 dans ℝ. Ce morphisme est surjectif, grâce aux fonctions constantes.

Son noyau 𝔪 est donc un idéal maximal de 𝐴. Nous allons montrer que c’est le seul ;

il suffit en vertu de la proposition 2.2.9 de vérifier que 𝔪 est exactement l’ensemble

des éléments non inversibles de 𝐴. Soit 𝑓 ∈ 𝐴 ⧵ 𝔪. Choisissons un voisinage ouvert

𝑈 de 𝑥 sur lequel 𝑓 est définie. Comme 𝑓 ∉ 𝔪, on a 𝑓(𝑥) ≠ 0. Comme 𝑓 est continue,

il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 sur lequel 𝑓 ne s’annule pas. L’inverse 𝑔
de 𝑓 est alors une fonction continue sur 𝑉, et l’on a 𝑓𝑔 = 1 dans l’anneau 𝐴. Ainsi 𝑓 est

inversible, ce qui achève la preuve.

2.2.12 Remarque. On aurait pu tout aussi bien remplacer 𝑋 par une variété différentiable

(resp. analytique complexe) et 𝐴 par l’anneau des germes de fonctions C∞ (resp.

holomorphe).

2.2.13 Si 𝐴 est un anneau local d’idéal maximal 𝔪, le corps 𝐴/𝔪 sera appelé le corps résiduel

de 𝐴.

Localısatıon et ıdéaux premıers

2.2.14 Soit𝐴 un anneau et soit 𝑆 une partie multiplicative de𝐴. Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme

tel que 𝑓(𝑆) ⊂ 𝐵× ; il induit un morphisme 𝑔 ∶ 𝑆−1𝐴 → 𝐵, donné par la formule
𝑎
𝑠 ↦ 𝑓(𝑎)𝑓(𝑠)−1.

Un calcul explicite montre que le noyau de 𝑔 ne dépend que de celui de 𝑓, et récipro-

quement. Plus précisément :

Ker 𝑔 = { 𝑎𝑠 }𝑎∈Ker 𝑓 ;

Ker 𝑓 = {𝑎 | 𝑎
1 ∈ Ker 𝑔}.
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2.2.15 Idéaux premıers de 𝑆−1𝐴. Se donner un morphisme de 𝑆−1𝐴 vers un corps 𝐾 revient

à se donner un morphisme de 𝐴 vers 𝐾 qui envoie chaque élément de 𝑆 sur un élément

inversible de 𝐾, c’est-à-dire sur un élément non nul de 𝐾 ; cela revient donc à se donner

un morphisme de 𝐴 vers 𝐾 dont le noyau ne rencontre pas 𝑆.

Compte-tenu de la description des idéaux premiers en termes de morphismes vers

un corps, et de la description explicite des noyaux donnée au 2.2.14 ci-dessus, on en

déduit que

𝔭 ↦ 𝔭𝑆−1𝐴 = {
𝑎
𝑠
||
| 𝑎 ∈ 𝔭, 𝑠 ∈ 𝑆} et 𝔮 ↦ {𝑎

||
|
𝑎
1 ∈ 𝔮}

établissent une bijection (visiblement croissante) entre l’ensemble des idéaux premiers

de 𝐴 ne rencontrant pas 𝑆 et l’ensemble des idéaux premiers de 𝑆−1𝐴.

On peut également formuler cette dernière assertion comme suit : l’application

Spec 𝑆−1𝐴 → Spec𝐴 induite par 𝐴 → 𝑆−1𝐴 (cf. 2.2.8) est injective, et a pour image

l’ensemble des idéaux premiers de 𝐴 qui ne rencontrent pas 𝑆.

2.2.16 Lemme

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑓 ∈ 𝐴. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) 𝑓 est nilpotent ;

2) pour tout corps 𝐾 et tout morphisme 𝜑∶ 𝐴 → 𝐾 on a 𝜑(𝑓) = 0 ;

3) 𝑓 appartient à tous les idéaux premiers de 𝐴.

En d’autres termes, le nilradical de 𝐴 est l’intersection de tous les idéaux premiers

de 𝐴.

Démonstration. L’équivalence de 2) et 3) résulte de la caractérisation des idéaux pre-

miers comme noyaux de morphismes vers un corps. L’implication 1)⇒ 2) est évidente.

Supposons maintenant que 3) est vraie, et montrons 1).

L’ensemble des idéaux premiers de 𝐴𝑓 est d’après 2.2.15 en bijection avec l’ensemble

des idéaux premiers de 𝐴 qui ne rencontrent pas {𝑓𝑛 }𝑛∈ℕ , c’est-à-dire avec l’ensemble

des idéaux premiers de 𝐴 qui ne contiennent pas 𝑓. Puisqu’on est sous l’hypothèse 3),

cet ensemble est vide.

En conséquence, 𝐴𝑓 n’a aucun idéal premier, ce qui signifie qu’il est nul. Il s’ensuit en

vertu de 2.1.5.2 que 𝑓 est nilpotent.

2.2.17 Localısé d’un anneau en un ıdéal premıer. Soit 𝐴 un anneau, et soit 𝔭 un idéal

premier de 𝐴. Le sous-ensemble 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭 de 𝐴 en est une partie multiplicative, et le

localisé 𝑆−1𝐴 est le plus souvent noté 𝐴𝔭. On l’appelle le localisé de 𝐴 en l’idéal 𝔭.

2.2.17.1 En vertu de 2.2.15, l’ensemble des idéaux premiers de 𝐴𝔭 est en bijection croissante

avec l’ensemble des idéaux premiers de 𝐴 ne rencontrant pas 𝑆, c’est-à-dire contenus

dans 𝔭. Or cet ensemble admet un plus grand élément, à savoir 𝔭. On en déduit que 𝐴𝔭
possède un et un seul idéal maximal : celui qui correspond à 𝔭. D’après la description

explicite de la bijection évoquée (voir loc. cit.), cet idéal est 𝔭𝐴𝔭 = { 𝑎𝑠 | 𝑎 ∈ 𝔭, 𝑠 ∉ 𝔭} ⊂ 𝐴𝔭.
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2.2.17.2 Le morphisme composé 𝐴 → 𝐴/𝔭 → Frac(𝐴/𝔭) envoie tout élément de 𝑆 sur un

élément non nul, et partant inversible, de Frac(𝐴/𝔭). Il se factorise donc de manière

unique par𝐴𝔭. Le morphisme correspondant de𝐴𝔭 vers Frac(𝐴/𝔭) est par construction

donné par la formule 𝑎
𝑠 ↦ ̄𝑎

̄𝑠 ; on voit immédiatement que son noyau est 𝔭𝐴𝔭. Il est

par ailleurs surjectif, puisque tout élément de Frac(𝐴/𝔭) est de la forme ̄𝑎
̄𝑠 avec 𝑎 ∈ 𝐴

et 𝑠 ∉ 𝔭.

En conséquence, le corps résiduel 𝐴𝔭/𝔭𝐴𝔭 s’identifie naturellement à Frac(𝐴/𝔭).

2.2.17.3 Expression de 𝐴𝔭 comme colimite filtrante. La relation de divisibilité fait de 𝐴 ⧵ 𝔭 un

ensemble pré-ordonné filtrant (si 𝑓 et 𝑔 sont deux éléments de𝐴⧵𝔭, leur produit est un

multiple commun à 𝑓 et 𝑔 dans 𝐴 ⧵ 𝔭). Si 𝑓 et 𝑔 sont deux éléments de 𝐴 tels que 𝑓 ∣ 𝑔
alors 𝑓 est inversible dans 𝐴𝑔 , et il existe donc un morphisme de 𝐴-algèbres 𝐴𝑓 → 𝐴𝑔.

Il en résulte l’existence d’un diagramme commutatif filtrant

D ≔ ((𝐴𝑓)𝑓 ∈𝐴⧵𝔭 , (𝐴𝑓 → 𝐴𝑔)𝑓 ∣ 𝑔)

dans la catégorie des 𝐴-algèbres. Comme 𝐴⧵𝔭 est évidemment égal à la réunion de ses

sous-parties multiplicatives de la forme {𝑓𝑛 }𝑛∈𝑁 pour 𝑓 parcourant 𝐴 ⧵ 𝔭, il résulte de

2.1.9 et de la remarque 2.1.9.3 que 𝐴𝔭 s’identifie à la colimite de D dans la catégorie

des 𝐴-algèbres (et des anneaux, et des 𝐴-modules).

2.2.18 Exemples.

2.2.18.1 Supposons 𝐴 intègre.

Si 𝔭 = {0}, l’anneau 𝐴𝔭 n’est autre par définition que le corps des fractions de 𝐴.

En général, comme 0 ∉ 𝑆, la relation des produits en croix qui définit l’égalité dans

𝐴𝔭 est la même que celle qui définit l’égalité dans Frac𝐴 ; ainsi, 𝐴𝔭 apparaît comme

le sous-anneau de Frac𝐴 constitué des fractions qui admettent une écriture avec un

dénominateur n’appartenant pas à 𝔭.

2.2.18.2 Soit 𝑝 un nombre premier. Le localisé ℤ(𝑝) est d’après ce qui précède le sous-anneau

de ℚ égal à

{
𝑎
𝑏
||
| 𝑎 ∈ 𝑍, 𝑏 ∈ ℤ ⧵ 𝑝ℤ}.

2.2.19 Remarque. Le langage des schémas permet, pour tout anneau 𝐴 et tout idéal premier

𝔭 de 𝐴, d’interpréter 𝐴𝔭 comme un anneau de germes de fonctions, analogue à ceux

vus plus haut (l’exemple 2.2.11 et la remarque 2.2.12), et donc d’y penser en termes

géométriques.

2.3 Endomorphısmes d’un module et lemme de Nakayama

2.3.1 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑛 ∈ ℕ et soit 𝑀 un 𝐴-module possédant une famille génératrice

de cardinal 𝑛. Soit 𝐼 un idéal de 𝐴, et soit 𝑢 un endomorphisme de 𝑀 tel que 𝑢(𝑀) ⊂
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𝐼𝑀 ≔ {∑ 𝑎𝑖𝑚𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑚𝑖 ∈ 𝑀}. Il existe alors une famille (𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛) telle que 𝑎𝑗
appartienne à 𝐼𝑗 pour tout 𝑗, et telle que

𝑢𝑛 + 𝑎1𝑢𝑛−1 +⋯ + 𝑎𝑛−1𝑢 + 𝑎𝑛Id = 0.

2.3.1.1 Remarque. Lorsque 𝐼 = 𝐴, la condition 𝑢(𝑀) ⊂ 𝐼𝑀 est automatiquement satisfaite.

La proposition assure donc entre autres que tout endomorphisme de 𝑀 annule un

polynôme unitaire de degré 𝑛 à coefficients dans 𝐴.

2.3.1.2 Démonstration de la proposition 2.3.1. Choisissons une famille génératrice (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛)
de𝑀. Comme 𝑢(𝑀) ⊂ 𝐼𝑀, on a pour tout𝑚 ∈ 𝑀 une égalité de la forme 𝑢(𝑚) = ∑ 𝑎ℓ𝑚ℓ
avec 𝑎ℓ ∈ 𝐼 pour tout ℓ. En écrivant chacun des 𝑚ℓ comme combinaison linéaire des 𝑒𝑖 ,
on voit qu’on peut écrire 𝑢(𝑚) comme combinaison linéaire des 𝑒𝑖 à coefficients dans 𝐼.

En particulier, il existe une famille (𝑎𝑖𝑗) d’éléments de 𝐼 tels que l’on ait 𝑢(𝑒𝑗) = ∑𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖
pour tout 𝑗. Soit 𝑋 la matrice (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(𝐴) ; c’est en quelque sorte une matrice de 𝑢
dans la famille génératrice (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛).

Un calcul immédiat (le même que celui effectué en algèbre linéaire) montre qu’on a

pour tout (𝜆1,⋯ ,𝜆𝑛) ∈ 𝐴𝑛 l’égalité 𝑢(∑𝜆𝑖𝑒𝑖) = ∑𝜇𝑖𝑒𝑖 avec

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜇1
⋮
𝜇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑋 ⋅
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆1
⋮
𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Par récurrence, on en déduit que l’on a pour tout entier 𝑟 et pour tout (𝜆1,⋯ ,𝜆𝑛) ∈ 𝐴𝑛

l’égalité 𝑢𝑟(∑𝜆𝑖𝑒𝑖) = ∑ 𝜈𝑖𝑒𝑖 avec

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜈1
⋮
𝜈𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

= 𝑋𝑟 ⋅
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝜆1
⋮
𝜆𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
.

En vertu du théorème de Cayley-Hamilton1, on a 𝜒𝑋(𝑋) = 0 et donc par ce qui précède

𝜒𝑋(𝑢) = 0. Mais comme les 𝑎𝑖𝑗 appartiennent à 𝐼, le polynôme 𝜒𝑋 est de la forme

𝑇𝑛 + 𝑎1𝑇𝑛−1 +⋯ + 𝑎𝑛

avec 𝑎𝑗 ∈ 𝐼𝑗 pour tout 𝑗, ce qui achève la démonstration.

1Vous ne l’avec peut-être rencontré que sur un corps, mais sa validité dans ce cadre entraîne sa
validité pour tout anneau. En effet, s’il est vrai sur tout corps, il est vrai en particulier pour la matrice
(𝑋𝑖𝑗) ⊂ 𝑀𝑛(ℚ(𝑋𝑖𝑗)) ; il s’énonce dans ce cas précis comme une identité polynomiale à coefficients dans
ℤ en les (𝑋𝑖𝑗). Cette identité débouche par spécialisation pour toute matrice (𝛼𝑖𝑗) à coefficients dans
un anneau quelconque sur la « même » identité pour les 𝛼𝑖𝑗... laquelle est précisément le théorème de
Cayley-Hamilton pour (𝛼𝑖𝑗).
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2.3.2 Lemme de Nakayama

Soit𝐴 un anneau, soit 𝐼 un idéal de𝐴 et soit𝑀 un𝐴-module de type fini. Les assertions

suivantes sont équivalentes :

1) il existe un élément 𝑎 de 𝐴 congru à 1 modulo 𝐼 et tel que 𝑎𝑀 = {0} ;
2) 𝑀 = 𝐼𝑀.

Démonstration. Supposons que 1) soit vraie, écrivons 𝑎 = 1 + 𝑏 avec 𝑏 ∈ 𝐼. On a pour

tout 𝑚 ∈ 𝑀 l’égalité (1 + 𝑏)𝑚 = 0, et donc 𝑚 = −𝑏𝑚. Ainsi, 𝑀 = 𝐼𝑀.

Supposons que 2) soit vraie, et appliquons la proposition 2.3.1 avec 𝑢 = Id𝑀 (c’est

possible puisque 𝑀 est de type fini). Elle assure l’existence d’une famille (𝑎𝑗) avec

𝑎𝑗 ∈ 𝐼𝑗 pour tout 𝑗 telle que

Id𝑛𝑀 + 𝑎1Id
𝑛−1
𝑀 +⋯ + 𝑎𝑛Id𝑀 = 0.

En l’appliquant à une élément 𝑚 de 𝑀, on obtient (1 + 𝑎1 +⋯ + 𝑎𝑛)𝑚 = 0 ; ainsi, 1) est

vraie avec 𝑎 = 1 + 𝑎1 +⋯ + 𝑎𝑛.

Ce lemme est surtout utile en partique via son corollaire suivant – qui n’est autre que

la version originelle du lemme de Nakayama.

2.3.3 Corollaıre

Soit 𝐴 un anneau local d’unique idéal maximal 𝔪, et soit 𝑀 un 𝐴-module de type fini

tel que 𝑀 = 𝔪𝑀. On a alors 𝑀 = {0}.

Démonstration. Le lemme de Nakayama assure qu’il existe un élément 𝑎 congru à 1
modulo 𝔪 tel que 𝑎𝑀 = {0}. Étant non nul modulo 𝔪, l’élément 𝑎 appartient à 𝐴× ;

il s’ensuit que 𝑀 est trivial.

2.3.4 Donnons une conséquence très utile de ce corollaire ; on désigne toujours par 𝐴 un

anneau local d’idéal maximal 𝔪.

2.3.4.1 Soit 𝑀 un 𝐴-module de type fini, soit 𝑁 un 𝐴-module et soit 𝑓 ∶ 𝑁 → 𝑀 une applica-

tion 𝐴-linéaire. Pour que 𝑓 soit surjective, il faut et il suffit que l’application induite

𝑁/𝔪𝑁 → 𝑀/𝔪𝑀 le soit.

C’est en effet clairement nécessaire. Supposons maintenant que la flèche 𝑁/𝔪𝑁 →
𝑀/𝔪𝑀 est surjective, et soit 𝑚 ∈ 𝑀. Par hypothèse, on peut écrire

𝑚 = 𝑓(𝑛) +∑ 𝑎𝑖𝑚𝑖

où 𝑛 ∈ 𝑁, où les 𝑚𝑖 appartiennent à 𝑀 et où les 𝑎𝑖 appartiennent à 𝔪. Il s’ensuit que 𝑚
est égal à ∑ 𝑎𝑖𝑚𝑖 modulo 𝑓(𝑁). En conséquence, le module quotient 𝑀/𝑓(𝑁) vérifie

l’égalité

𝑀/𝑓(𝑁) = 𝔪(𝑀/𝑓(𝑁)).
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Comme il est de type fini puisque c’est déjà le cas de 𝑀, il est nul d’après le corol-

laire 2.3.3 ci-dessus. Ainsi, 𝑓(𝑁) = 𝑀 et 𝑓 est surjective.

2.3.4.2 Soit (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’éléments de 𝑀. Elle engendre le module 𝑀 si et seulement si

les ̅̅𝑒𝑖 engendrent le 𝐴/𝔪-espace vectoriel 𝑀/𝔪𝑀.

C’est en effet une simple application de 2.3.4.1 ci-dessus, au cas où 𝑁 est le module

𝐴(𝐼) formé des famille (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝐴𝐼 dont presque tous les éléments sont nuls, et où 𝑓
est l’application (𝑎𝑖) ↦ ∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖.

Nous allons maintenant donner une application astucieuse et très frappante du lemme

de Nakayama.

2.3.5 Corollaıre

Soit𝐴 un anneau, soit𝑀 un𝐴-module de type fini et soit 𝑢 un endomorphisme surjectif

de 𝑀. L’endomorphisme 𝑢 est alors bijectif et 𝑢−1 est un polynôme en 𝑢.

Démonstration. La loi externe

(𝑃,𝑚) ↦ 𝑃(𝑢)(𝑚)

définit sur le groupe abélien (𝑀,+) une structure de 𝐴[𝑋]-module qui prolonge celle

de 𝐴-module, et la multiplication par 𝑋 est égale à l’endomorphisme 𝑢. Par hypothèse,

𝑀 est de type fini comme 𝐴-module ; il l’est a fortiori comme 𝐴[𝑋]-module.

La surjectivité de 𝑢 signifie que pour tout 𝑚 ∈ 𝑀, il existe 𝑛 ∈ 𝑀 tel que 𝑋𝑛 = 𝑚. En

conséquence, 𝑀 = (𝑋)𝑀.

Le lemme de Nakayama assure alors qu’il existe un polynôme 𝑃 congru à 1 modulo

𝑋 tel que 𝑃𝑀 = 0. Écrivons 𝑃 = 1 + 𝑋𝑄, avec 𝑄 ∈ 𝐴[𝑋]. Soit 𝑚 ∈ 𝑀. On a 𝑃𝑚 = 0,
soit 𝑃(𝑢)(𝑚) = 0, soit encore (Id + 𝑢𝑄(𝑢))(𝑚) = 0. Ceci valant pour tout 𝑚, il vient

Id = 𝑢(−𝑄(𝑢)). Comme deux polynômes en 𝑢 commutent, on a aussi Id = (−𝑄(𝑢))𝑢.

Ainsi, 𝑢 est bijectif et 𝑢−1 = −𝑄(𝑢).

2.3.5.1 Corollaıre

Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑀 un 𝐴-module de type fini, et soit 𝑁 un sous-module de 𝑀
possédant un supplémentaire 𝑁′ dans 𝑀. Supposons qu’il existe une application

𝐴-linéaire surjective de 𝑁 dans 𝑀 ; on a alors 𝑁′ = {0} et donc 𝑁 = 𝑀.

Démonstration. Par hypothèse, il existe une surjection 𝐴-linéaire 𝑢 de 𝑁 dans 𝑀. Soit

𝑣 l’unique application 𝐴-linéaire de 𝑀 = 𝑁 ⊕𝑁′ dans 𝑀 telle que 𝑣|𝑁 = 𝑢 et 𝑣|𝑁′ = 0.
Comme 𝑢 est surjective, 𝑣 est surjective. Le corollaire 2.3.5 assure alors que 𝑣 est

bijective. Comme Ker 𝑣 contient 𝑁′, il vient 𝑁′ = {0}.

2.3.5.2 Corollaıre

Soit 𝐴 un anneau non nul et soient 𝑛 et 𝑚 deux entiers tels qu’il existe une surjection

𝐴-linéaire de 𝐴𝑛 dans 𝐴𝑚. On a alors 𝑛 ⩾ 𝑚.
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Démonstration. Supposons 𝑛 ⩽ 𝑚. On dispose alors d’une bijection 𝐴-linéaire 𝐴𝑚 ≃
𝐴𝑛 ⊕ 𝐴𝑚−𝑛. Par le corollaire 2.3.5.1 ci-dessus 𝐴𝑚−𝑛 = {0} ; puisque 𝐴 est non nul,

𝑚 = 𝑛.

2.3.6 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau non nul et soit 𝑀 un 𝐴-module libre. Toutes les bases de 𝑀 ont

même cardinal.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves différentes. La première ne marche

que lorsque𝑀 possède une base finie, mais a l’avantage de ne pas faire appel à l’axiome

du choix.

2.3.6.1 Première preuve, lorsque 𝑀 possède une base finie. Dans ce cas, 𝑀 est de type fini et il

résulte alors de 0.2.5.2 que toute base de 𝑀 est finie. Il s’agit donc de démontrer que

si 𝑀 possède deux bases de cardinaux finis respectifs 𝑛 et 𝑚 alors 𝑛 = 𝑚, ou encore

que si 𝐴𝑛 ≃ 𝐴𝑚 alors 𝑛 = 𝑚. Mais c’est le conséquence immédiate du corollaire 2.3.5.2.

2.3.6.2 Seconde preuve, valable dans le cas général. Comme 𝐴 est non nul, il possède un idéal

maximal 𝔪. On vérifie immédiatement que si (𝑒𝑖) est une base du 𝐴-module 𝑀 alors

(̅̅𝑒𝑖) est une base du 𝐴/𝔪-espace vectoriel 𝑀/𝔪𝑀. L’assertion requise se déduit alors

du résultat correspondant en algèbre linéaire.

2.3.7 Soit 𝐴 un anneau non nul et soit 𝑀 un 𝐴-module. Si 𝑀 est libre, toutes ses bases ont

même cardinal d’après la proposition 2.3.6 ; ce cardinal est appelé le rang de 𝑀.

Un 𝐴-module de rang 𝑛 est donc un module possédant une base de cardinal 𝑛. Pour

éviter de fastidieuses distinctions de cas, on étend cette définition au cas où 𝐴 est nul :

l’unique module sur l’anneau nul est donc libre de rang 𝑛 pour tout 𝑛 – mais on évitera

soigneusement de parler du rang de ce module.

2.4 Le produıt tensorıel : cas de deux modules

On fixe pour toute cette section un anneau 𝐴.

Défınıtıon, exemples et premıères proprıétés

2.4.1 Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules. Avant de définir rigoureusement le produit tensoriel

de 𝑀 et 𝑁, expliquons intuitivement le but de sa construction. On cherche à fabriquer

la loi bilinéaire la plus générale possible de source 𝑀 ×𝑁, c’est-à-dire à donner un sens

au produit d’un élément de 𝑀 par un élément 𝑁, en ne lui imposant rien d’autre que

la bilinéarité.

Comme à chaque fois que l’on cherche à construire un objet obéissant à une liste

limitative de containtes, la définition rigoureuse de l’objet en question s’exprime au

moyen d’une propriété universelle ou, si l’on préfère, du foncteur qu’il représente.

Pour tout 𝐴-module 𝑃, on note Bil𝐴(𝑀 ×𝑁,𝑃) l’ensemble des applications bilinéaires

de 𝑀 ×𝑁 vers 𝑃.
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2.4.2 Défınıtıon-Proposıtıon

Le foncteur covariant 𝑃 ↦ Bil𝐴(𝑀 × 𝑁,𝑃) de 𝐴-Mod dans Ens est représentable, et

son représentant est noté

(𝑀 ⊗𝐴 𝑁, (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑚 ⊗ 𝑛).

On dit que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est le produit tensoriel de 𝑀 et 𝑁 au-dessus de 𝐴.

Démonstration. On part d’un 𝐴-module libre 𝐿 ayant une base (𝑒𝑚,𝑛) indexée par les

éléments de 𝑀 ×𝑁, et l’on note 𝐿0 le sous-module de 𝐿 engendré par les

𝑒𝑚,𝑛+𝜆𝑛′ − 𝑒𝑚,𝑛 − 𝜆𝑒𝑚,𝑛′ et 𝑒𝑚+𝜆𝑚′,𝑛 − 𝑒𝑚,𝑛 − 𝜆𝑒𝑚′,𝑛

pour (𝑚,𝑚′, 𝑛, 𝑛′,𝜆) parcourant 𝑀2 ×𝑁2 ×𝐴. On pose alors

𝑀 ⊗𝐴 𝑁 = 𝐿/𝐿0 ,

et 𝑚 ⊗ 𝑛 = ̅̅̅̅̅̅𝑒𝑚,𝑛 pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑀 ×𝑁.

Notons que par construction, les 𝑚 ⊗ 𝑛 engendrent le 𝐴-module 𝑀 ⊗𝐴 𝑁.

Montrons que (𝑀 ⊗𝐴 𝑁, (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑚 ⊗ 𝑛) représente 𝑃 ↦ Bil𝐴(𝑀 × 𝑁,𝑃). Soit 𝑃 un

𝐴-module et soit 𝑏 ∈ Bil𝐴(𝑀×𝑁,𝑃) une application bilinéaire. Il s’agit de prouver qu’il

existe une et une seule application linéaire 𝜆 ∶ 𝑀⊗𝐴𝑁 → 𝑃 telle que 𝜆(𝑚⊗𝑛) = 𝑏(𝑚, 𝑛)
pour tout (𝑚, 𝑛).

Unicité. Elle provient simplement du fait que la famille (𝑚 ⊗ 𝑛) est génératrice.

Existence. Soit 𝜑 l’unique application 𝐴-linéaire de 𝐿 dans 𝑃 envoyant 𝑒𝑚,𝑛 sur 𝑏(𝑚, 𝑛)
pour tout (𝑚, 𝑛). Comme 𝑏 est bilinéaire, l’application 𝜑 s’annule sur les éléments

de 𝐿0 ; elle induit donc par passage au quotient une application linéaire 𝜆 ∶ 𝑀⊗𝐴𝑁 → 𝑃,

et l’on a pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑀 ×𝑁 les égalités

𝜆(𝑚 ⊗ 𝑛) = 𝜆(̅̅̅̅̅̅𝑒𝑚,𝑛) = 𝜑(𝑒𝑚,𝑛) = 𝑏(𝑚, 𝑛),

ce qui achève la démonstration.

2.4.3 Commentaıres et premıères proprıétés.

2.4.3.1 La construction du produit tensoriel n’est guère subtile ; elle consiste à imposer par

décret les propriétés requises. Elle n’est en pratique jamais utilisée, et il faut à tout

prix éviter de penser au produit tensoriel comme au quotient d’un module libre

monstrueux.

Il y a toutefois une chose à en retenir : le fait que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est engendré (comme

𝐴-module, ou même comme groupe abélien puisque l’on a pour tout (𝑎,𝑚, 𝑛) les

égalités 𝑎(𝑚 ⊗ 𝑛) = (𝑎𝑚) ⊗ 𝑛 = 𝑚 ⊗ (𝑎𝑛)) par les éléments de la forme 𝑚 ⊗ 𝑛, qu’on

appelle les tenseurs purs.
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2.4.3.2 L’application bilinéaire universelle (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑚 ⊗ 𝑛 a tendance à coder les propriétés

(de nature linéaire) vérifiées par toutes les applications bilinéaires de source 𝑀 ×
𝑁. Illustrons cette pétition de principe par un exemple : nous allons montrer que

∑𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖 = 0 si et seulement si pour tout 𝐴-module 𝑃 et toute application bilinéaire

𝑏 ∶ 𝑀 ×𝑁 → 𝑃, on a ∑ 𝑏(𝑚𝑖, 𝑛𝑖) = 0.

Supposons que pour toute application bilinéaire 𝑏 de source 𝑀 × 𝑁 on ait ∑ 𝑏(𝑚𝑖, 𝑛𝑖) = 0.
C’est en particulier le cas pour l’application ⊗, et il vient ∑𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖 = 0.

Supposons que∑𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖 = 0. Soit 𝑃 un 𝐴-module et soit 𝑏 appartenant à Bil𝐴(𝑀×𝑁,𝑃).
L’application 𝑏 induit une application𝐴-linéaire𝜆 de𝑀⊗𝐴𝑁 vers𝑃 telle que𝜆(𝑚⊗𝑛) =
𝑏(𝑚, 𝑛) pour tout (𝑚, 𝑛). On a donc

∑ 𝑏(𝑚𝑖, 𝑛𝑖) = ∑𝜆(𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖) = 𝜆(∑𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖) = 0,

ce qu’il fallait démontrer.

2.4.3.3 Exercıce

Dans le même esprit, montrez que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est nul si et seulement si toute application

bilinéaire de source 𝑀 ×𝑁 est nulle.

2.4.4 Premıers exemples.

2.4.4.1 Exemple trivial. Si 𝑀 est un 𝐴-module quelconque alors

{0} ⊗𝑀 = 𝑀 ⊗ {0} = {0} ∶

cela vient du fait que le produit tensoriel est engendré par les tenseurs purs, et qu’un

tenseur pur dont l’un des deux facteurs est nul est lui-même nul.

2.4.4.2 Symétrie du produit tensoriel. Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules. L’application de 𝑀 ×𝑁
dans 𝑁 ⊗𝐴 𝑀 qui envoie (𝑚, 𝑛) sur 𝑛 ⊗𝑚 est bilinéaire, et induit donc une application

𝐴-linéaire 𝑢 ∶ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 → 𝑁 ⊗𝐴 𝑀 qui envoie 𝑚 ⊗ 𝑛 sur 𝑛 ⊗𝑚 pour tout (𝑛,𝑚).

On a de même une application 𝐴-linéaire 𝑣 ∶ 𝑁 ⊗𝐴 𝑀 → 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 qui envoie 𝑛 ⊗𝑚 sur

𝑚 ⊗ 𝑛. Il est immédiat que 𝑢 ∘ 𝑣 = Id𝑁⊗𝐴𝑀 et 𝑣 ∘ 𝑢 = Id𝑀⊗𝐴𝑁 (le vérifier sur les tenseurs

purs). Ainsi, 𝑢 et 𝑣 sont deux isomorphismes réciproques l’un de l’autre.

2.4.4.3 Construction fonctorielle de 𝑢. Soit 𝑃 un 𝐴-module. L’application

𝑏 ↦ [(𝑛,𝑚) ↦ 𝑏(𝑚, 𝑛)]

induit un isomorphisme fonctoriel en 𝑃 entre l’ensemble des applications bilinéaires

𝑀 × 𝑁 vers 𝑃 et celui des applications bilinéaires de 𝑁 ×𝑀 vers 𝑃. Par le lemme de

Yoneda, cet isomorphisme est induit par une bijection 𝐴-linéaire de 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 vers

𝑁 ⊗𝐴 𝑀 ; on vérifie immédiatement que cette bijection n’est autre que 𝑢.
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2.4.4.4 On prendra garde qu’en général, le produit tensoriel de deux modules non nuls peut

très bien être nul. Nous allons montrer par exemple que

(ℤ/2ℤ) ⊗ℤ (ℤ/3ℤ) = 0.

Pour cela, il suffit de montrer que 𝑎 ⊗ 𝑏 = 0 pour tout 𝑎 ∈ ℤ/2ℤ et tout 𝑏 ∈ ℤ/3ℤ.

Donnons-nous donc un tel couple (𝑎, 𝑏). On a

𝑎 ⊗ 𝑏 = (3 − 2)𝑎 ⊗ 𝑏 = 3𝑎 ⊗ 𝑏 − 2𝑎 ⊗ 𝑏 = 𝑎 ⊗ 3𝑏 − 2𝑎 ⊗ 𝑏 = 0,

puisque 2𝑎 = 0 et 3𝑏 = 0.

Plus généralement, (ℤ/𝑝ℤ)⊗ℤ (ℤ/𝑞ℤ) = 0 dès que 𝑝 et 𝑞 sont premiers entre eux : on

raisonne comme ci-dessus, en remplaçant l’égalité 3 − 2 = 1 par une relation de Bézout

entre 𝑝 et 𝑞.

2.4.5 Produıt tensorıel par un module lıbre de rang 1. Soit 𝑁 un 𝐴-module, et soit 𝑀
un 𝐴-module libre de rang 1. Soit 𝑒 une base de 𝑀.

2.4.5.1 Soit 𝜑 l’application linéaire de 𝑁 vers 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 donnée par la formule 𝑛 ↦ 𝑒 ⊗ 𝑛. Nous

allons montrer que c’est un isomorphisme en exhibant réciproque.

Soit 𝑏 l’application de 𝑀 × 𝑁 dans 𝑀 qui envoie un couple (𝑎𝑒, 𝑛) sur 𝑎𝑛 (elle est

bien définie car 𝑒 est une base de 𝑀) ; elle est bilinéaire, donc induit une application

𝐴-linéaire 𝜓 de 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 vers 𝑁 qui envoie 𝑎𝑒 ⊗ 𝑛 sur 𝑎𝑛 pour tout (𝑎, 𝑛).

On vérifie immédiatement par leur effet sur les tenseurs purs que 𝜑 et 𝜓 sont réci-

proques l’une de l’autre.

2.4.5.2 Un cas particulier important. On définit de ce qui précède que pour tout 𝐴-module 𝑁,

l’application linéaire 𝑛 ↦ 1 ⊗ 𝑛 induit un isomorphisme 𝑁 ≃ 𝐴 ⊗𝐴 𝑁.

2.4.5.3 Construction fonctorielle de 𝜑. Soit 𝑃 un 𝐴-module. L’application

𝑏 ↦ [𝑛 ↦ 𝑏(𝑒, 𝑛)]

définit une bijection fonctorielle en𝑃 entreBil𝐴(𝑀×𝑁,𝑃) etHom𝐴(𝑁,𝑃), de réciproque

𝜆 ↦ [(𝑎𝑒, 𝑛) ↦ 𝑎𝜆(𝑛)].

Par le lemme de Yoneda, cet collection de bijections est induite par une application

𝐴-linéaire de 𝑁 vers 𝑁 ⊗𝐴 𝑀, dont on vérifie qu’elle n’est autre que 𝜑.

2.4.6 Produıt tensorıel de deux modules lıbres de rang 1. Soient maintenant 𝑀 et 𝑁
deux 𝐴-modules libres de rang 1. Donnons-nous une base 𝑒 de 𝑀 et une base 𝑓 de 𝑁.

2.4.6.1 Il résulte de 2.4.5.1 que la formule 𝑛 ↦ 𝑒 ⊗ 𝑛 définit un isomorphisme 𝑁 ≃ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁.

Comme 𝑎 ↦ 𝑎𝑓 définit un isomorphisme 𝐴 ≃ 𝑁, on voit que 𝑎 ↦ 𝑎𝑒 ⊗ 𝑓 définit un

isomorphisme 𝜄 ∶ 𝐴 ≃ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁. En d’autres termes 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est libre de rang 1 de base

𝑒 ⊗ 𝑓.
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2.4.6.2 Construction fonctorielle de 𝜄. Soit 𝑃 un 𝐴-module. L’application

𝑏 ↦ 𝑏(𝑒, 𝑓)

définit une bijection fonctorielle en 𝑃 entre Bil𝐴(𝑀 ×𝑁,𝑃) et 𝑃, de réciproque

𝑝 ↦ [(𝑎𝑒, 𝑏𝑓) ↦ 𝑎𝑏𝑝].

Comme par ailleurs 𝑝 ↦ [𝑎 ↦ 𝑎𝑝] définit une bijection fonctorielle en 𝑃 entre 𝑃 et

Hom𝐴(𝐴,𝑃) (de réciproque 𝜆 ↦ 𝜆(1)), on obtient par composition une bijection

fonctorielle en 𝑃 entre Bil𝐴(𝑀 ×𝑁,𝑃) et Hom𝐴(𝐴,𝑃).

Par le lemme de Yoneda, cet collection de bijections est induite par une bijection

𝐴-linéaire de 𝐴 vers 𝑀 ⊗𝐴 𝑁, dont on vérifie qu’elle n’est autre que 𝜄.

2.4.7 Fonctorıalıté du produıt tensorıel en ses deux arguments. Soient𝑀,𝑀′,𝑁 et𝑁′

quatre 𝐴-modules, et soient 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑀′ et 𝑔 ∶ 𝑁 → 𝑁′ deux applications 𝐴-linéaires.

2.4.7.1 L’application de 𝑀 ×𝑁 vers 𝑀′ ⊗𝐴 𝑁′ donnée par la formule

(𝑚, 𝑛) ↦ (𝑓(𝑚) ⊗ 𝑔(𝑛))

est bilinéaire. Elle induit donc une application𝐴-linéaire 𝑓⊗𝑔 de𝑀⊗𝐴𝑁 vers𝑀′⊗𝐴𝑁′,

telle que (𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑚 ⊗ 𝑛) = 𝑓(𝑚) ⊗ 𝑔(𝑛) pout tout (𝑚, 𝑛). On vérifie que l’application

(𝑓, 𝑔) ↦ 𝑓 ⊗ 𝑔 de Hom𝐴(𝑀,𝑀′) × Hom𝐴(𝑁,𝑁′) vers Hom𝐴(𝑀 ⊗𝐴 𝑁,𝑀′ ⊗𝐴 𝑁′) est

elle-même bilinéaire.

2.4.7.2 Description fonctorielle de 𝑓 ⊗ 𝑔. Soit 𝑃 un 𝐴-module. La formule

𝑏 ↦ [(𝑚, 𝑛) ↦ 𝑏(𝑓(𝑚), 𝑔(𝑛))]

définit une application de Bil𝐴(𝑀′ ×𝑁′,𝑃) vers Bil𝐴(𝑀×𝑁,𝑃) qui est fonctorielle en 𝑃.

Par le lemme de Yoneda, cet collection d’applications est induite par une application

𝐴-linéaire de 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 vers 𝑀′ ⊗𝐴 𝑁′, dont on vérifie qu’elle n’est autre que 𝑓 ⊗ 𝑔.

2.4.8 proprıétés d’adjonctıon. Soient 𝐿, 𝑀 et 𝑁 trois 𝐴-modules, et soit 𝑓 ∶ 𝑁 →
Hom(𝑀, 𝐿) une application 𝐴-linéaire. L’application de 𝑀 × 𝑁 dans 𝐿 qui envoie

(𝑚, 𝑛) sur 𝑓(𝑛)(𝑚) est bilinéaire, et induit donc une application linéaire 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 → 𝐿,

qui dépend manifestement linéairement de 𝑓 ; on a donc construit une application

𝐴-linéaire

𝑝 ∶ Hom(𝑁,Hom(𝑀, 𝐿)) → Hom(𝑀 ⊗𝐴 𝑁, 𝐿).

On définit par ailleurs une application 𝐴-linéaire

𝑞 ∶ Hom(𝑀 ⊗𝐴 𝑁, 𝐿) → Hom(𝑁,Hom(𝑀, 𝐿))

par la formule 𝑞(𝑔) = 𝑛 ↦ [𝑚 ↦ 𝑔(𝑚 ⊗ 𝑛)], que l’on vérifie immédiatement que

𝑝 et 𝑞 sont des bijections et réciproques l’une de l’autre, fonctorielles en 𝑀, 𝐿 et 𝑁.
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En particulier, si l’on considère 𝑀 comme fixé, on dispose d’un isomorphisme

Hom(𝑁,Hom(𝑀, 𝐿)) ≃ Hom(𝑀 ⊗𝐴 𝑁, 𝐿)

qui et fonctoriel en 𝑁 et 𝐿 ; en conséquence, 𝐿 ↦ Hom(𝑀, 𝐿) est adjoint à droite à

𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁.

Comme le foncteur 𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 admet un adjoint à droite, il commute aux colimites

(1.7.5).

2.4.9 Produıt tensorıel et somme dırecte. Soit 𝑀 un 𝐴-module et soit (𝑁𝑖) une famille

de 𝐴-modules. Pour tout 𝑗, on note 𝑢𝑗 l’injection naturelle de 𝑁𝑗 dans ⨁𝑁𝑖.

2.4.9.1 La famille des Id𝑀 ⊗ 𝑢𝑗 ∶ 𝑀⊗𝐴 𝑁𝑗 → 𝑀⊗𝐴 (⨁𝑁𝑖) induit un morphisme 𝜒 ∶ ⨁(𝑀⊗𝐴
𝑁𝑖) → 𝑀 ⊗𝐴 (⨁𝑁𝑖). Nous allons montrer que c’est un isomorphisme. Comme la

somme directe est un cas particulier de colimite, on peut pour ce faire se contenter

d’invoquer la commutation de 𝑀 ⊗ aux colimites (cf. 2.4.8 ci-dessus). Mais nous

allons également donner deux preuves directes, la première consistant à exhiber la

bijection réciproque par une formule, et la seconde à utiliser le lemme de Yoneda.

2.4.9.2 Construction de la bijection réciproque de 𝜒 par une formule. L’application de 𝑀 × (⨁𝑁𝑖)
dans ⨁(𝑀 ⊗𝐴 𝑁𝑖) donnée par la formule (𝑚, (𝑛𝑖)𝑖) ↦ (𝑚 ⊗ 𝑛𝑖)𝑖 est bilinéaire. Elle

induit dès lors une application linéaire 𝜌 de𝑀⊗𝐴(⨁𝑁𝑖) vers⨁(𝑀⊗𝐴𝑁𝑖). On vérifie

immédiatement que 𝜒 et 𝜌 sont inverse l’une de l’autre.

2.4.9.3 Preuve de la bijectivité de 𝜒 via le lemme de Yoneda. La somme direct ⨁(𝑀⊗𝐴 𝑁𝑖) repré-

sente le foncteur ∏𝑖 ℎ𝑀⊗𝐴𝑁𝑖 , c’est-à-dire encore le foncteur qui envoie un 𝐴-module 𝑃
sur ∏Bil𝐴(𝑀 ×𝑁𝑖,𝑃).

Soit 𝑃 un 𝐴-module. La formule

𝑏 ↦ (𝑏|𝑀×𝑁𝑖)𝑖

définit une bijection fonctorielle en 𝑃 de Bil𝐴(𝑀 × (⨁𝑁𝑖),𝑃) vers le produit

∏Bil𝐴(𝑀 ×𝑁𝑖,𝑃), de réciproque

(𝑏𝑖) ↦ [(𝑚, (𝑛𝑖)𝑖) ↦ ∑ 𝑏𝑖(𝑚, 𝑛𝑖)] .

Par le lemme de Yoneda, cet collection de bijections est induite par une bijection

𝐴-linéaire de ⨁(𝑀⊗𝐴𝑁𝑖) vers 𝑀⊗𝐴 (⨁𝑁𝑖), dont on vérifie qu’elle n’est autre que 𝜒.

2.4.10 Produıt tensorıel de modules lıbres. Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules libres, de

bases respectives (𝑒𝑖) et (𝑓𝑗) ; on a les égalités 𝑀 = ⨁𝐴 ⋅ 𝑒𝑖 et 𝑁 = ⨁𝐴 ⋅ 𝑓𝑗.

On déduit alors de 2.4.9.1 que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≃ ⨁𝑗𝑀 ⊗𝐴 (𝐴 ⋅ 𝑓𝑗). En réappliquant 2.4.9.1 à

chacun des sommandes (et en utilisant la symétrie du produit tensoriel, cf. 2.4.4.2),

il vient 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≃ ⨁𝑖,𝑗(𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 (𝐴 ⋅ 𝑓𝑗).
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Mais en vertu de 2.4.6.1, le module (𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 (𝐴 ⋅ 𝑓𝑗) est pour tout (𝑖, 𝑗) libre de base

𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗. Il s’ensuit que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est libre de base (𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗)𝑖,𝑗.

2.4.11 Ainsi, le produit tensoriel de deux 𝐴-modules libres 𝑀 et 𝑁 est libre, et si 𝐴 est non

nul le rang de 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est égal au produit du rang de 𝑀 et du rang de 𝑁.

Il s’ensuit que si 𝐴 est non nul, le produit tensoriel de deux 𝐴-modules libres non nuls est

toujours non nul. Notez un cas particulier important : le produit tensoriel de deux

espaces vectoriels non nuls sur un corps 𝑘 est non nul. Nous aurons plusieurs fois

l’occasion de l’utiliser.

2.4.12 Produıt tensorıel d’une famılle de modules. Ce qu’on a vu pour deux modules

se généralise sans peine à une famille quelconque (𝑀𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝐴-modules : le foncteur

qui envoie un 𝐴-module 𝑃 sur l’ensemble des applications multilinéaires de ∏𝑖∈𝐼𝑀𝑖
vers 𝑃 est représentable par un 𝐴-module noté ⨂𝑖∈𝐼𝑀𝑖 , fourni avec une application

multilinéaire universelle (𝑥𝑖) ↦ ⨂𝑖∈𝐼 𝑥𝑖 de ∏𝑀𝑖 vers ⨂𝑖∈𝐼𝑀𝑖. La construction est

analogue à celle donnée à la définition-proposition 2.4.2 : on part d’un module libre

de base indexée par ∏𝑀𝑖 que l’on quotiente par les relations exigées.

2.4.12.1 Notez que le produit tensoriel vide de modules a un sens, et est égal au 𝐴-module

𝐴 : le lecteur est invité à vérifier que c’est une conséquence de sa définition comme

représentant d’un foncteur, et que c’est par ailleurs bien ce que donne la construction

esquissée ci-dessus.

2.4.12.2 Supposons que 𝐼 soit réunion disjointe de deux ensembles 𝐼′ et 𝐼′′. Si 𝑃 est un 𝐴-module

on dispose alors de bijections canoniques et fonctorielles en 𝑃

Hom⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖,𝑃⎞⎟
⎠

≃ Mult⎛⎜
⎝
∏
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖,𝑃⎞⎟
⎠

≃ Mult⎛⎜
⎝
∏
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖,Mult⎛⎜
⎝
∏
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖,𝑃⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

≃ Hom⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖,Mult⎛⎜
⎝
∏
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖,𝑃⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

≃ Hom⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖,Hom⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖,𝑃⎞⎟
⎠

⎞⎟
⎠

≃ Bil⎛⎜
⎝

⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠
× ⎛⎜

⎝
⨂
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠

,𝑃⎞⎟
⎠

≃ Hom⎛⎜
⎝

⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠
⊗ ⎛⎜

⎝
⨂
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠

,𝑃⎞⎟
⎠

,

qui induisent en vertu du lemme de Yoneda un isomorphisme naturel

⨂
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 ≃ ⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠
⊗ ⎛⎜

⎝
⨂
𝑖∈𝐼′′

𝑀𝑖⎞⎟
⎠

,
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dont on vérifie par sa construction même qu’il peut se décrire par la formule

⨂
𝑖∈𝐼

𝑥𝑖 ≃ ⎛⎜
⎝
⨂
𝑖∈𝐼′

𝑥𝑖⎞⎟
⎠
⊗ ⎛⎜

⎝
⨂
𝑖∈𝐼′′

𝑥𝑖⎞⎟
⎠
.

Notons que ceci entraîne l’associativité du produit tensoriel usuel : si 𝐿, 𝑀 et 𝑁 trois

𝐴-modules on a par ce qui précède des isomorphismes naturels

(𝐿 ⊗𝐴 𝑀) ⊗𝐴 𝑁 ≃ 𝐿 ⊗𝐴 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≃ 𝐿 ⊗𝐴 (𝑀 ⊗𝐴 𝑁).

Proprıétés d’exactıtude

2.4.13 Brefs rappels sur les suıtes exactes de 𝐴-modules. Soient 𝑛− et 𝑛+ deux éléments

de ℤ ∪ {−∞,+∞} et soit

𝑆 = ⋯ → 𝑀𝑖 → 𝑀𝑖+1 → 𝑀𝑖+2 → ⋯

une suite de morphismes de 𝐴-modules, où 𝑖 parcourant l’ensemble 𝐼 des entiers

relatifs compris entre 𝑛− et 𝑛+.

Soit 𝑖 un élément de 𝐼 tel que 𝑖 − 1 et 𝑖 + 1 appartiennent à 𝐼. On dit que la suite 𝑆 est

exacte en𝑀𝑖 si le noyau de 𝑀𝑖 → 𝑀𝑖+1 est égal à l’image de 𝑀𝑖−1 → 𝑀𝑖. On dit que 𝑆
est exacte si elle est exacte en 𝑀𝑖 pour tout 𝑖 tel que 𝑖 − 1 et 𝑖 + 1 appartiennent à 𝐼 (les

indices extrêmes, s’ils existent, ne comptent donc pas).

Il résulte de la définition que dans une suite exacte, la composée de deux flèches

successives est toujours nulle.

Donnons quelques exemples.

2.4.13.1 La suite

𝑀′ 𝑓 𝑀 𝑔 𝑀′′ 0

est exacte si et seulement si 𝑔 est surjective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

Le lecteur est invité à vérifier que cela peut se reformuler en termes plus catégoriques

de la façon suivante : si D désigne le diagramme

𝑀

𝑀′

{0}

alors le triplet

(𝑔 ∶ 𝑀 → 𝑀′′, 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑀′ → 𝑀′′, 0 ∶ {0} → 𝑀′′)

définit un morphisme de D vers𝑀′′ qui identifie𝑀′′ à la colimite de D .
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2.4.13.2 La suite

0 𝑀′ 𝑓 𝑀 𝑔 𝑀′′

est exacte si et seulement si 𝑓 est injective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

Le lecteur est invité à vérifier que cela peut se reformuler en termes plus catégoriques

de la façon suivante : si D désigne le diagramme

{0}

𝑀′′

𝑀

0

𝑔

alors le triplet

(0 ∶ 𝑀′ → {0}, 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑀′ → 𝑀′′, 𝑓 ∶ 𝑀′ → 𝑀)

définit un morphisme de𝑀′ vers D qui identifie𝑀′ à la limite de D .

2.4.13.3 La suite

0 𝑀′ 𝑓 𝑀 𝑔 𝑀′′ 0

est exacte si et seulement si 𝑓 est injective, 𝑔 est surjective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

2.4.14 Soit 𝐵 un anneau, et soit 𝐹 un foncteur covariant de 𝐴-Mod vers 𝐵-Mod.

2.4.14.1 On dit que 𝐹 est exact à gauche (resp. exact à droite, resp. exact) si et seulement s’il satisfait

les conditions suivantes :

𝐹 est additif , c’est-à-dire que pour tout couple (𝑀,𝑁) de 𝐴-modules l’applica-

tion naturelle Hom𝐴(𝑀,𝑁) → Hom𝐵(𝐹(𝑀), 𝐹(𝑁)) est un morphisme de groupes

(à titre d’exercice, vous pouvez vérifier que cela entraîne la commutation de 𝐹 aux

sommes directes finies) ;

pour toute suite exactes 𝑆 de la forme

0 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ (resp. 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ → 0, resp. 0 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ → 0),

la suite 𝐹(𝑆) est exacte.

2.4.14.2 Lemme

Supposons 𝐹 additif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) 𝐹 est exact ;

2) 𝐹 transforme toute suite exacte en une suite exacte ;

3) 𝐹 est exact à gauche et transforme les surjections en surjections ;

4) 𝐹 est exact à droite et transforme les injections en injections ;

Démonstration. Il est clair que 3) ⇒ 1), que 4) ⇒ 1), et que 2) entraîne 3) et 4). Il reste

à montrer que 1) entraîne 2). Il suffit par définition de s’assurer que si 𝐹 est exact,
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il transforme toute suite exacte 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ en une suite exacte. Mais cela résulte

du fait que la suite exacte 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ se dévisse en suite exactes

0 → 𝐾 → 𝑀′ → 𝑃 → 0,
0 → 𝑃 → 𝑀 → 𝑄 → 0,

et 0 → 𝑄 → 𝑀′′ → 𝑅 → 0

(prendre pour 𝐾 le noyau de 𝑀′ → 𝑀, pour 𝑃 son image, pour 𝑄 le quotient de 𝑀 par

𝑃, et pour 𝑅 le conoyau de 𝑀 → 𝑀′′). Chacune d’elle reste par définition exacte quand

on applique 𝐹, et en recollant les suites obtenues on voit que 𝐹(𝑀′) → 𝐹(𝑀) → 𝐹(𝑀′′)
est exacte.

2.4.15 Proposıtıon

Soit 𝑀 un 𝐴-module. Le foncteur 𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est exact à droite.

Démonstration. Que 𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 soit un foncteur additif résulte de 2.4.7.1. Soit

maintenant

𝑁 𝑓 𝐿 𝑔 𝑃 0

une suite exacte. Nous allons montrer que

𝑀 ⊗𝐴 𝑁 Id𝑀 ⊗ 𝑓 𝑀 ⊗𝐴 𝐿 Id𝑀 ⊗ 𝑔 𝑀 ⊗𝐴 𝑃 0

est exacte. Nous allons commencer par une preuve conceptuelle extrêmement concise

mais peu explicite, puis donner une démonstration directe « à la main ».

2.4.15.1 La preuve conceptuelle. Le produit tensoriel commutant aux colimites (2.4.8), l’assertion

requise découle aussitôt de la caractérisation catégorique de l’exactitude à droite d’une

suite (2.4.13.1).

2.4.15.2 Preuve « à la main » de la surjectivité de Id𝑀 ⊗ 𝑔. Soit (𝑚, 𝑝) appartenant à 𝑀×𝑃. Comme

𝑔 est surjective, l’élément 𝑝 de 𝑃 a un antécédent ℓ dans 𝐿 par 𝑔.

On a alors (Id𝑀 ⊗ 𝑔)(𝑚⊗ ℓ) = 𝑚⊗ 𝑔(ℓ) = 𝑚⊗ 𝑝. Ainsi, l’image de Id𝑀 ⊗ 𝑔 contient tous

les tenseurs purs ; en conséquence, elle est égale à 𝑀 ⊗𝐴 𝑃 tout entier.

2.4.15.3 Preuve « à la main » de l’égalité Ker(Id𝑀 ⊗ 𝑔) = Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓). On a 𝑔 ∘ 𝑓 = 0 ; il s’ensuit

que (Id𝑀⊗ 𝑔) ∘ (Id𝑀⊗𝑓) = 0 ; autrement dit, Im(Id𝑀⊗𝑓) ⊂ Ker(Id𝑀⊗ 𝑔). L’application

Id𝑀 ⊗ 𝑔 induit donc une surjection

(𝑀 ⊗𝐴 𝐿)/(Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓)) → 𝑀 ⊗𝐴 𝑃.

Pour montrer que Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓) est égale à Ker(Id𝑀 ⊗ 𝑔), il suffit de montrer que cette

surjection est un isomorphisme ; nous allons pour ce faire exhiber sa réciproque.

Soit 𝑚 ∈ 𝑀, soit 𝑝 ∈ 𝑃 et soit ℓ un antécédent de 𝑝 par 𝑔. La classe de 𝑚 ⊗ ℓ modulo

Im(Id𝑀 ⊗ 𝑔) ne dépend alors pas du choix de ℓ. En effet, si ℓ ′ est un (autre) antécédent
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de 𝑝 alors ℓ − ℓ ′ ∈ Ker 𝑔 = Im 𝑓. En conséquence, il existe 𝑛 ∈ 𝑁 tel que ℓ − ℓ ′ = 𝑓(𝑛), et
l’on a donc

𝑚 ⊗ ℓ −𝑚 ⊗ ℓ ′ = 𝑚 ⊗ (ℓ − ℓ ′) = 𝑚 ⊗ 𝑓(𝑛) = (Id𝑀 ⊗ 𝑓)(𝑚 ⊗ 𝑛),

d’où l’assertion.

L’application de 𝑀 × 𝑃 vers (𝑀 ⊗𝐴 𝐿)/(Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓)) qui envoie (𝑚, 𝑝) sur la classe

de 𝑚 ⊗ ℓ pour n’importe quel antécédent ℓ de 𝑝 est donc bien définie. On voit immé-

diatement qu’elle bilinéaire ; elle induit donc une application 𝐴-linéaire 𝜎 ∶ 𝑀 ⊗𝐴 𝑃 →
(𝑀 ⊗𝐴 𝐿)/(Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓)). On vérifie sur les tenseurs purs que 𝜎 est bien un inverse à

gauche et à droite de la surjection

(𝑀 ⊗𝐴 𝐿)/(Im(Id𝑀 ⊗ 𝑓)) → 𝑀 ⊗𝐴 𝑃

induite par Id𝑀 ⊗ 𝑔, ce qui achève la démonstration.

2.4.16 Remarque. Le foncteur 𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 n’est pas exact à gauche en général (c’est-à-dire

qu’en général, il ne préserve pas l’injectivité des flèches), comme le montre le contre-

exemple suivant.

On se place dans le cas où 𝐴 = ℤ. Soit 𝑓 ∶ ℤ → ℤ la multiplication par 2 ; c’est une

application ℤ-linéaire injective. Pour tout ℤ-module 𝑀, l’endomorphisme Id𝑀 ⊗ 𝑓 de

𝑀 ⊗ℤ ℤ ≃ 𝑀 est la multiplication par 2.

Lorsque 𝑀 = ℤ/2ℤ , celle-ci coïncide avec l’application nulle, et n’est en particulier

pas injective.

2.4.17 On dit qu’un 𝐴-module 𝑀 est plat si le foncteur 𝑁 ↦ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 est exact, c’est-à-dire s’il

transforme les injections en injections.

2.4.17.1 La platitude n’apparaîtra guère dans ce cours, et c’est essentiellement à titre culturel

que nous la mentionnons. Mais il s’agit d’une notion absolument cruciale en théorie

des schémas, qui en dépit de sa définition purement algébrique un peu sèche a un

sens géométrique profond, et joue de surcroît un rôle technique majeur.

2.4.17.2 Soit 𝑀 un 𝐴-module libre ; il est alors plat. En effet, choisissons une base (𝑒𝑖) de 𝑀, et

donnons-nous une injection 𝐴-linéaire 𝑁 ↪ 𝑁′.

On a 𝑀 = ⨁𝐴 ⋅ 𝑒𝑖. En conséquence, on dispose d’après 2.4.9 d’isomorphismes cano-

niques

𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≃ ⨁(𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁 et 𝑀 ⊗𝐴 𝑁′ ≃ ⨁(𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁′.

Il résulte par ailleurs de 2.4.5 que l’on a pour tout indice 𝑖 des isomorphismes naturels

(𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁 ≃ 𝑁 et (𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁′ ≃ 𝑁′. Il s’ensuit que (𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁 s’injecte dans

(𝐴 ⋅ 𝑒𝑖) ⊗𝐴 𝑁′ pour tout 𝑖, puis que 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 s’injecte dans 𝑀 ⊗𝐴 𝑁′.
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2.4.17.3 Notons un cas particulier important de ce qui précède : tout espace vectoriel sur un corps

est plat.

Quelques objets classıques revısıtés

2.4.18 Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules. L’application de 𝑀∨ ×𝑁 dans Hom𝐴(𝑀,𝑁) définie

par la formule

(𝜑, 𝑛) ↦ [𝑚 ↦ 𝜑(𝑚)𝑛]

est bilinéaire, elle induit donc une application 𝐴-linéaire 𝜑 de 𝑀∨ ⊗𝐴 𝑁 vers

Hom𝐴(𝑀,𝑁).

2.4.18.1 Supposons que 𝑀 et 𝑁 soient tous deux libres de rang fini. On choisit une base (𝑒𝑖)1⩽𝑖⩽𝑚
de𝑀, et une base (𝑓𝑗)1⩽𝑗⩽𝑛 de𝑁. On déduit de la description matricielle des applications

entre module libres que Hom𝐴(𝑀,𝑁) est libre de rang 𝑛𝑚, une base étant donnée par

la famille (𝑢𝑖𝑗) où 𝑢𝑖𝑗 est caractérisé par les égalités 𝑢𝑖𝑗(𝑒ℓ) = 𝛿ℓ𝑖𝑓𝑗 pour tout ℓ.

En appliquant cette remarque lorsque 𝑁 = 𝐴, on voit que 𝑀∨ est libre de base (𝑒∗𝑖 ), où

𝑒∗𝑖 désigne pour tout 𝑖 la 𝑖-ème forme coordonnée dans la base (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑚).

On en déduit grâce à 2.4.10 que le module 𝑀∨ ⊗𝐴 𝑁 est libre de base (𝑒∗𝑖 ⊗ 𝑓𝑗)𝑖𝑗.

Fixons 𝑖 et 𝑗 et soit ℓ ∈ {1,⋯ ,𝑚}. On a par définition de 𝜑 l’égalité

𝜑(𝑒∗𝑖 ⊗ 𝑓𝑗)(𝑒ℓ) = 𝑒∗𝑖 (𝑒ℓ)𝑓𝑗 = 𝛿ℓ𝑖𝑓𝑗.

Autrement dit, 𝜑(𝑒∗𝑖 ⊗ 𝑓𝑗) = 𝑢𝑖𝑗. Ainsi, 𝜑 transforme une base de 𝑀∨ ⊗𝐴 𝑁 en une base

de Hom𝐴(𝑀,𝑁). Par conséquent, 𝜑 est bijective.

2.4.18.2 Commentaires. Ce qui précède est une illustration d’une démarche très fréquente en

algèbre commutative (on l’a d’ailleurs déjà implicitement rencontrée à propos de la

bidualité, cf. l’exemple 1.3.4) :

on commence par construire une application linéaire de manière complètement

naturelle (sans aucun choix à effectuer) ;

on montre ensuite, sous l’hypothèse qu’un ou plusieurs des modules en jeu sont

libres de rang fini, que cette application est bijective ; et pour ce faire, on choisit une

base dans laquelle on effectue les calculs.

Signalons par ailleurs que la bijection réciproque de 𝜑 (lorsque 𝑀 et 𝑁 sont libres de

rang fini) n’admet pas de description naturelle au moyen d’une formule explicite.

2.4.18.3 On se place maintenant dans le cas où 𝑁 = 𝑀, et on suppose toujours que 𝑀 est libre

de rang fini, de base (𝑒𝑖)𝑖=1,⋯,𝑚.

L’application de 𝑀∨ ×𝑀 vers 𝐴 qui envoie (𝜑,𝑚) sur 𝜑(𝑚) étant bilinéaire, elle induit

une application linéaire 𝜆 de 𝑀∨ ⊗𝐴 𝑀 vers 𝐴, et il existe une unique application
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linéaire 𝜏 telle que le diagramme

𝑀∨ ⊗𝐴 𝑀 End𝐴(𝑀)

𝐴

𝜑
≃

𝜆
𝜏

commute. Soient 𝑖 et 𝑗 deux entiers compris entre 1 et 𝑚. On a

𝜏(𝑢𝑖𝑗) = 𝜏(𝜑(𝑒∗𝑖 ⊗ 𝑒𝑗)) = 𝜆(𝑒∗𝑖 ⊗ 𝑒𝑗) = 𝑒∗𝑖 (𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 = Tr(𝑢𝑖𝑗).

Ceci valant pour tout (𝑖, 𝑗), la forme linéaire 𝜏 coïncide avec la trace, dont on a ainsi

donné une définition intrinsèque (ne faisant pas intervenir un choix de base).

2.5 Produıt tensorıel d’un module et d’une algèbre

Défınıtıons, exemples et premıères proprıétés

2.5.1 On désigne toujours par 𝐴 un anneau, et l’on se donne une 𝐴-algèbre 𝐵. Si 𝑀 est un

𝐵-module, il possède une structure naturelle (i. e., fonctorielle en 𝑀) de 𝐴-module,

obtenue par « restriction des scalaires » à 𝐴. S’il n’y a pas de risque de confusion, on

notera encore 𝑀 ce 𝐴-module ; dans le cas contraire, on écrira 𝐴𝑀.

2.5.2 Soit𝑀 un𝐴-module. Nous allons montrer que le𝐴-module𝐵⊗𝐴𝑀 possède une unique

structure de 𝐵-module, étendant sa structure de 𝐴-module et telle que 𝛽 ⋅ (𝑏 ⊗𝑚) =
(𝛽𝑏) ⊗𝑚 pour tout (𝛽, 𝑏,𝑚) ∈ 𝐵2 ×𝑀.

2.5.2.1 L’unicité est claire : elle provient du fait que les tenseurs purs engendrent 𝐵 ⊗𝐴 𝑀
comme groupe abélien.

2.5.2.2 Montrons maintenant l’existence. Soit 𝛽 ∈ 𝐵. L’application de 𝐵 ×𝑀 dans 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 qui

envoie (𝑏,𝑚) sur 𝛽𝑏 ⊗𝑚 est bi-𝐴-linéaire. Elle induit donc une application 𝐴-linéaire

𝜇𝛽 de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 dans lui-même. On vérifie aussitôt (en testant comme d’habitude les

propriétés requise sur les tenseurs purs) que l’application (𝛽, 𝑣) ↦ 𝜇𝛽(𝑣) de 𝐵 ×𝐴
(𝐵 ⊗𝐴 𝑀) vers 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 définit une structure de 𝐵-module sur 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 répondant à nos

exigences.

2.5.2.3 Si 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 est une application 𝐴-linéaire, il est immédiat que Id𝐵 ⊗ 𝑓 ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 →
𝐵 ⊗𝐴 𝑁 est 𝐵-linéaire. On peut donc voir 𝑀 ↦ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 comme un foncteur de 𝐴-Mod
vers 𝐵-Mod.

2.5.2.4 On dit que le 𝐵-module 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 est déduit de 𝑀 par extension des scalaires de 𝐴 à 𝐵.

Intuitivement, 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 est le 𝐵-module le plus général fabriqué à partir de 𝑀, en

autorisant la multiplication externe par les éléments de 𝐵, et non plus simplement

de 𝐴.

Comme toujours, ce type de description informelle se traduit rigoureusement en

termes de propriété universelle, ou encore de représentation d’un foncteur ; c’est

l’objet du lemme ci-dessous.
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2.5.3 Lemme

Soit 𝑀 un 𝐴-module. Le couple

(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝑚 ↦ 1 ⊗𝑚)

représente le foncteur covariant de 𝐵-Mod vers Ens qui envoie 𝑃 sur Hom𝐴(𝑀,𝑃).

Démonstration. Notons pour commencer que 𝑚 ↦ 1 ⊗𝑚 est bien 𝐴-linéaire, et donc

que l’énoncé a un sens.

Soit 𝑃 un 𝐵-module et soit 𝑓 une application𝐴-linéaire de𝑀 dans 𝑃. Il s’agit de montrer

qu’il existe une unique application 𝐵-linéaire 𝑔 ∶ 𝐵⊗𝐴𝑀 → 𝑃 telle que 𝑔(1⊗𝑚) = 𝑓(𝑚)
pour tout 𝑚 ∈ 𝑀.

2.5.3.1 Unicité. Supposons qu’une telle 𝑔 existe. On a alors pour tout (𝑏,𝑚) ∈ 𝐵×𝑁 les égalité

𝑔(𝑏 ⊗𝑚) = 𝑔(𝑏 ⋅ (1 ⊗𝑚)) = 𝑏𝑔(1 ⊗𝑚) = 𝑏𝑓(𝑚),

et comme les tenseurs purs engendrent 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 l’application 𝑔 est bien uniquement

déterminée.

2.5.3.2 Existence. On s’inspire de la formule exhibée dans la preuve de unicité. L’application de

𝐵×𝑀 vers𝑀 qui envoie 𝑏⊗𝑚 sur 𝑏𝑓(𝑚) est bi-𝐴-linéaire, et induit donc une application

𝐴-linéaire 𝑔 ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 → 𝑃, qui envoie 𝑏 ⊗ 𝑚 sur 𝑏𝑓(𝑚) pour tout (𝑏,𝑚). On vérifie

immédiatement que 𝑔 est 𝐵-linéaire, et l’on a bien par construction 𝑔(1 ⊗𝑚) = 𝑓(𝑚)
pour tout 𝑚.

2.5.4 On peut reformuler le lemme ci-dessus de différentes façons.

2.5.4.1 Reformulation catégorique. Le foncteur 𝑀 ↦ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 de 𝐴-Mod vers 𝐵-Mod est adjoint

à gauche au foncteur 𝑁 ↦ 𝐴𝑁 de 𝐵-Mod vers 𝐴-Mod.

2.5.4.2 Reformulation informelle. Si 𝑀 est un 𝐴-module, se donner une application 𝐵-linéaire

de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 dans un 𝐵-module 𝑃 revient à se donner une application 𝐴-linéaire de 𝑀
dans 𝑃.

2.5.5 Nous allons maintenant décrire explicitement 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 dans un certain nombre de cas

particuliers.

2.5.5.1 Soit 𝑀 un 𝐴-module libre, et soit (𝑒𝑖) une base de 𝑀. On a la décomposition 𝑀 =
⨁𝐴 ⋅ 𝑒𝑖. Par commutation du produit tensoriel aux sommes directes, il vient 𝐵⊗𝐴𝑀 ≃
⨁𝐵 ⊗𝐴 𝐴 ⋅ 𝑒𝑖.

Par ailleurs, le 𝐴-module 𝐴 ⋅ 𝑒𝑖 est pour tout 𝑖 libre de base 𝑒𝑖 ; on en déduit grâce

à 2.4.5 que 𝑏 ↦ 𝑏 ⊗ 𝑒𝑖 établit un bijection 𝐴-linéaire entre 𝐵 et 𝐵 ⊗𝐴 𝐴 ⋅ 𝑒𝑖. Comme

𝑏 ⊗ 𝑒𝑖 = 𝑏 ⋅ (1 ⊗ 𝑒𝑖) pour tout (𝑏, 𝑖), on voit finalement que 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 est libre de base

(1 ⊗ 𝑒𝑖).
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2.5.5.2 Soit 𝐼 un ensemble. Le 𝐴-module 𝐴(𝐼) est libre ; soit (𝜃𝑖) sa base canonique (𝜃𝑖 est pour

tout 𝑖 la famille (𝛿𝑖𝑗)𝑗 de 𝐴(𝐼)).

Pour ce qui précède, 𝐵 ⊗𝐴 𝐴(𝐼) est libre de base 1 ⊗ 𝜃𝑖. Cela signifie que

(𝑏𝑖) ↦ ∑ 𝑏𝑖 ⋅ (1 ⊗ 𝜃𝑖) = ∑ 𝑏𝑖 ⊗ 𝜃𝑖

établit un isomorphisme entre 𝐵(𝐼) et 𝐵 ⊗𝐴 𝐴(𝐼).

Modulo cet morphisme, l’application naturelle

(𝑎𝑖) ↦ 1 ⊗ (𝑎𝑖) = 1 ⊗∑ 𝑎𝑖𝜃𝑖 = ∑ 𝑎𝑖 ⊗ 𝜃𝑖

s’identifie à la flèche 𝐴(𝐼) → 𝐵(𝐼) déduite du morphisme structural de 𝐴 vers 𝐵.

2.5.5.3 Soit maintenant 𝑀 un 𝐴-module quelconque et soit (𝑒𝑖) une famille génératrice de 𝑀.

L’unique application linéaire de 𝐴(𝐼) dans 𝑀 qui envoie 𝜃𝑖 sur 𝑒𝑖 pour tout 𝑖 (c’est celle

qui envoie toute famille (𝑎𝑖) sur ∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖) est alors surjective ; soit (𝑓ℓ)ℓ∈𝐴 une famille

génératrice de son noyau. On dispose d’une suite exacte

𝐴(𝛬) (𝑎ℓ)↦∑ 𝑎ℓ𝑓ℓ 𝐴(𝐼) (𝑎𝑖)↦∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖 𝑀 0,

c’est-à-dire encore d’un isomorphisme [𝐴(𝐼)/(𝑓ℓ)ℓ] ≃ 𝑀 envoyant ̅̅ ̅𝜃𝑖 sur 𝑒𝑖 pour tout 𝑖.

Pour exactitude à droite du produit tensoriel et en vertu du 2.5.5.2 ci-dessus, cette

suite induit via la tensorisation avec 𝐵 une suite exacte

𝐵(𝛬) (𝑏ℓ)↦∑ 𝑏ℓ𝑓ℓ 𝐵(𝐼) (𝑏𝑖)↦∑ 𝑏𝑖(1⊗ 𝑒𝑖) 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 0,

c’est-à-dire un isomorphisme [𝐵(𝐼)/(𝑓ℓ)ℓ] ≃ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 envoyant ̅̅ ̅𝜃𝑖 sur 1 ⊗ 𝑒𝑖 pour tout 𝑖
(par abus, on désigne encore par 𝑓ℓ et 𝜃𝑖 les images respectives de 𝑓ℓ et 𝜃𝑖 dans 𝐵(𝐼) par

la flèche 𝐴(𝐼) → 𝐵(𝐼)) ; notons en particulier que 1 ⊗ 𝑒𝑖 est une famille génératrice de

𝐵 ⊗𝐴 𝑀.

De manière un peu informelle, on voit que le 𝐴-module 𝑀 et le 𝐵-module 𝐵 ⊗𝐴 𝑀
admettent la « même » description par générateurs (les 𝜃𝑖) et relations (les 𝑓ℓ).

On peut résumer cela par le slogan suivant, vague mais assez intuitif : 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 est à 𝐵
ce que𝑀 est à 𝐴.

2.5.5.4 Ce principe s’applique aussi aux applications linéaires. Plus précisément, donnons-

nous deux 𝐴-modules 𝑀 et 𝑁, et choisissons une famille génératrice (𝑒𝑖) de 𝑀 et une

famille génératrice (𝑓𝑗) de 𝑁. Soit 𝑢 une application 𝐴-linéaire de 𝑀 vers 𝑁. Pour tout 𝑖,
il existe une famille (𝑎𝑖𝑗) d’éléments de 𝐴 telle que 𝑢(𝑒𝑖) = ∑𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗 , et elle détermine

entièrement 𝑢 : on a 𝑢(∑𝜆𝑖𝑒𝑖) = ∑𝑗(∑𝑖 𝜆𝑖𝑎𝑖𝑗)𝑓𝑗 pour toute famille (𝜆𝑖) de scalaires.

Il résulte de 2.5.5.3 que (1 ⊗ 𝑒𝑖) est une famille génératrice de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀, et que (1 ⊗ 𝑓𝑗)
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est une famille génératrice de 𝐵 ⊗𝐴 𝑁. On a de plus pour tout 𝑖 les égalités

(Id𝐵 ⊗ 𝑢)(1 ⊗ 𝑒𝑖) = 1 ⊗ 𝑢(𝑒𝑖) = 1 ⊗ (∑ 𝑎𝑖𝑗𝑓𝑗) = ∑ 𝑎𝑖𝑗(1 ⊗ 𝑓𝑗).

On voit ainsi que Id𝐵 ⊗ 𝑢 ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 → 𝐵 ⊗𝐴 𝑁 est décrite, dans les familles génératrices

(1 ⊗ 𝑒𝑖) et 1 ⊗ 𝑓𝑗 , par les « mêmes » formules que 𝑢 dans les familles génératrices (𝑒𝑖)
et (𝑓𝑗).

2.5.6 Extensıons des scalaıres successıves. Soit 𝑀 un 𝐴-module, soit 𝐵 une 𝐴-algèbre,

et soit 𝐶 une 𝐵-algèbre. On dispose alors d’un isomorphisme naturel de 𝐶-modules

𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀) ≃ 𝐶 ⊗𝐴 𝑀.

On peut le voir de deux façons différentes.

2.5.6.1 Première méthode. Soit 𝑐 ∈ 𝐶. L’application de 𝐵 ×𝑀 dans 𝐶 ⊗𝐴 𝑀 qui envoie (𝑏,𝑚)
sur 𝑐𝑏 ⊗𝑚 est bilinéaire, et induit donc une application 𝐴-linéaire 𝑚𝑐 de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 vers

𝐶 ⊗𝐴 𝑀.

L’application de 𝐶⊗𝐵 (𝐵⊗𝐴𝑀) vers 𝐶⊗𝐴𝑀 qui envoie (𝑐, 𝑣) sur 𝑚𝑐(𝑣) est 𝐵-bilinéaire,

donc induit une application 𝐵-linéaire

𝜑∶ 𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀) → 𝐶 ⊗𝐴 𝑀.

L’application de 𝐶 ⊗𝐴 𝑀 vers 𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀) qui envoie (𝑐,𝑚) sur 𝑐 ⊗ (1 ⊗ 𝑚) est

bilinéaire et induit donc une application 𝐴-linéaire

𝜓∶ 𝐶 ⊗𝐴 𝑀 → 𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀).

On vérifie aisément que 𝜑 et 𝜓 sont 𝐶-linéaires et réciproques l’une de l’autre.

2.5.6.2 Preuve fonctorielle. Soit 𝑃 un 𝐶-module. On dispose d’isomorphismes naturels

Hom𝐶(𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀),𝑃) ≃ Hom𝐵(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝑃)
≃ Hom𝐴(𝑀,𝑃)
≃ Hom𝐶(𝐶 ⊗𝐴 𝑀,𝑃)

qui est fonctoriels en 𝑃 et 𝑀. Par composition on obtient un isomorphisme naturel

Hom𝐶(𝐶 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀),𝑃) ≃ Hom𝐶(𝐶 ⊗𝐴 𝑀,𝑃) fonctoriel en 𝑃 et 𝑀. Le lemme de

Yoneda assure qu’il provient d’une bijection 𝐶-linéaire de 𝐶⊗𝐴 𝑀 vers 𝐶⊗𝐵 (𝐵⊗𝐴 𝑀),
dont on vérifie qu’elle coïncide avec 𝜓.

Comportement vıs-à-vıs des localısatıons et quotıents

2.5.7 Soit 𝑀 un 𝐴-module. Nous allons décrire l’extension des scalaires de 𝑀 à deux types

de 𝐴-algèbres particulières, à savoir les quotients et les localisations.
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2.5.7.1 Le cas des quotients. Soit 𝐼 un idéal de 𝐴. La structure de 𝐴-module du quotient 𝑀/𝐼𝑀
est induite par une structure de 𝐴/𝐼-module sur ce dernier (la multiplication externe

par un scalaire 𝑎 ne dépend dans ce module que de la classe de 𝑎 modulo 𝐼).

La surjection 𝑀 → 𝑀/𝐼𝑀 étant 𝐴-linéaire, elle induit un morphisme de 𝐴/𝐼-modules

𝑝 ∶ (𝐴/𝐼) ⊗𝐴 𝑀 → 𝑀/𝐼𝑀.

Par ailleurs, l’application 𝐴-linéaire 𝑚 ↦ 1⊗𝑚 de 𝑀 dans (𝐴/𝐼)⊗𝐴𝑀 s’annule sur 𝐼𝑀 :

en effet, si les 𝑎𝑖 sont des éléments de 𝐼 et les 𝑚𝑖 des éléments de 𝑀, on a

1 ⊗∑ 𝑎𝑖𝑚𝑖 = ∑ 𝑎𝑖 ⊗𝑚𝑖 = 0,

puisque les facteurs de gauche vivent dans 𝐴/𝐼.

Elle induit donc une application 𝐴-linéaire 𝑠 ∶ 𝑀/𝐼𝑀 → (𝐴/𝐼) ⊗𝐴 𝑀, qui comme

toute application 𝐴-linéaire entre 𝐴/𝐼-modules est automatiquement 𝐴/𝐼-linéaire (par

surjectivité de 𝐴 vers 𝐴/𝐼). On vérifie immédiatement que 𝑝 et 𝑠 sont inverses l’une de

l’autre.

On a ainsi construit un isomorphisme canonique de 𝐴/𝐼-modules

(𝐴/𝐼) ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝑀/𝐼𝑀.

2.5.7.2 Le cas des localisations. Soit 𝑆 une partie multiplicative de 𝐴. On définit sur 𝑀 × 𝑆
la relation R suivante : (𝑚, 𝑠) R (𝑛, 𝑡) si et seulement s’il existe 𝑟 ∈ 𝑆 tel que 𝑟(𝑡𝑚 −
𝑠𝑛) = 0. On vérifie que c’est une relation d’équivalence, et l’on note 𝑆−1𝑀 le quotient

correspondant. Les formules

((𝑚, 𝑠), (𝑛, 𝑡)) ↦ (𝑡𝑚 + 𝑠𝑛, 𝑠𝑡) et ((𝑎, 𝑠), (𝑚, 𝑡)) ↦ (𝑎𝑚, 𝑠𝑡)

passent au quotient, et définissent une loi interne + sur 𝑆−1𝑀 et une loi externe

×∶ 𝑆−1𝐴 × 𝑆−1𝑀 → 𝑆−1𝑀 qui font de 𝑆−1𝑀 un 𝑆−1𝐴-module (la preuve de ce fait,

aussi triviale que fastidieuse, est laissée au lecteur).

Si (𝑚, 𝑠) ∈ 𝑀 × 𝑆, on écrira 𝑚
𝑠 au lieu de ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅(𝑚, 𝑠). Cette notation permet de disposer des

formules naturelles

𝑚
𝑠 +

𝑛
𝑡 =

𝑡𝑚 + 𝑠𝑛
𝑠𝑡 et

𝑎
𝑠 +

𝑚
𝑡 =

𝑎𝑚
𝑠𝑡 ,

et l’on a 𝑚
𝑠 =

𝑛
𝑡 ⟺ ∃𝑟 ∈ 𝑆, 𝑟(𝑡𝑚 − 𝑠𝑛) = 0.

Si 𝑓 est une application 𝐴-linéaire de 𝑀 vers un 𝐴-module 𝑁, on vérifie que la formule

(𝑚, 𝑠) ↦ 𝑓(𝑚)
𝑠 passe au quotient par R et induit une application 𝑆−1𝐴-linéaire de

𝑆−1𝑀 vers 𝑆−1𝑁, qui envoie par construction une fraction 𝑚
𝑠 sur la fraction

𝑓(𝑚)
𝑠 . Ainsi,

𝑀 ↦ 𝑆−1𝑀 apparaît comme un foncteur de 𝐴-Mod vers 𝑆−1𝐴-Mod.
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L’application 𝑚 ↦ 𝑚
1 de 𝑀 dans 𝑆−1𝑀 est 𝐴-linéaire ; elle induit donc une application

𝑆−1𝐴-linéaire 𝜑 de 𝑆−1𝐴 ⊗𝐴 𝑀 dans 𝑆−1𝑀.

Par ailleurs, si 𝑚 ∈ 𝑀 et 𝑠 ∈ 𝑆, on vérifie immédiatement que l’élément 1
𝑠 ⊗ 𝑚 de

𝑆−1𝐴⊗𝐴𝑀 ne dépend que de la classe de (𝑚, 𝑠) modulo R, que l’application𝜓∶ 𝑆−1𝑀 →
𝑆−1𝐴 ⊗𝐴 𝑀 construite par ce biais est 𝑆−1𝐴-linéaire, et que 𝜑 et 𝜓 sont inverses l’une

de l’autre.

On a ainsi construit un isomorphisme de 𝑆−1𝐴-modules

𝑆−1𝐴 ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝑆−1𝑀

qui est visiblement fonctoriel en 𝑀.

2.5.7.3 Un application importante. Soit 𝑓 une injection 𝐴-linéaire de 𝑀 dans un 𝐴-module 𝑁,

soit 𝑚 ∈ 𝑀 et soit 𝑠 ∈ 𝑆. Supposons que
𝑓(𝑚)
𝑠 = 0 ; cela signifie qu’il existe 𝑟 ∈ 𝑆 tel que

𝑟𝑓(𝑚) = 0, ou encore tel que 𝑓(𝑟𝑚) = 0. Mais comme 𝑓 est injective, il vient 𝑟𝑚 = 0
puis 𝑚

𝑠 = 0. Ainsi, l’application linéaire 𝑆−1𝑀 → 𝑆−1𝑁 induite par 𝑓 est injective.

En conséquence, le 𝐴-module 𝑆−1𝐴 est plat.

2.5.7.4 Localisation des modules et colimites. Soit 𝛴 une partie multiplicative de 𝐴 et soit (𝐼,⩽)
un ensemble pré-ordonné filtrant. Soit (𝑆𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de parties multiplicatives

de 𝐴 contenues dans 𝛴, telles que tout élément de 𝑆𝑖 soit inversible dans 𝑆𝑗 dès que

𝑖 ⩽ 𝑗 ; on suppose de plus que les 𝑆𝑖 engendrent 𝛴 multiplicativement. Soit D le

diagramme de 𝐴-algèbres dont la famille d’objets est (𝑆−1𝑖 𝐴)𝑖∈𝐼 et dont les flèches sont

les morphismes canoniques 𝑆−1𝑖 𝐴 → 𝑆−1𝑗 𝐴 pour 𝑖 ⩽ 𝑗, et soit 𝑀 ⊗𝐴 D l’image de D par

le foncteur 𝑀 ⊗𝐴 ; les objets de 𝑀 ⊗𝐴 D sont les 𝑆−1𝑖 𝑀, et ses morphismes sont les

flèches canoniques 𝑆−1𝑖 𝑀 → 𝑆−1𝑗 𝑀 pour 𝑖 ⩽ 𝑗. Le morphisme canonique de D dans

𝛴−1𝐴 identifie ce dernier à la colimite de D dans la catégorie des 𝐴-modules (2.1.9 et

la remarque 2.1.9.3) ; puisque le produit tensoriel commute aux colimites, la flèche

naturelle𝑀⊗𝐴D ↦ 𝛴−1𝑀 identifie ce dernier à la colimite de𝑀⊗𝐴D dans la catégorie

des 𝐴-modules.

Le lecteur qui rebuterait l’invocation de la commutation aux colimites pourra donner

une démonstration directe de ce fait. Il suffit en effet de s’assurer que les assertions

2.1.9.1 et 2.1.9.2 restent vraies lorsqu’on remplace partout les localisés de 𝐴 par ceux

de 𝑀, ce qui se fait dans la moindre difficulté, en reprenant leurs preuves mutatis

mutandis.

Mentionnons un cas particulier important. Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴, et soit 𝛥 le

diagramme

((𝑀𝑓)𝑓∈𝐴⧵𝔭, (𝑀𝑓 → 𝑀𝑔)𝑓 ∣ 𝑔)

(qui se déduit par tensorisation avec 𝑀 de celui considéré au 2.2.17.3). Sa colimite

dans la catégorie des 𝐴-modules s’identifie alors à 𝑀𝔭.
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2.6 Produıt tensorıel de deux algèbres

Défınıtıon, exemples, premıères proprıétés

2.6.1 On désigne toujours par 𝐴 un anneau. Soient 𝐵 et 𝐶 deux 𝐴-algèbres. Nous allons

démontrer qu’il existe une unique loi interne « ⋅ » sur 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 telle que (𝐵 ⊗𝐴 𝐶,+,×)
soit un anneau et telle que

(𝑏 ⊗ 𝑐) ⋅ (𝛽 ⊗ 𝛾) = 𝑏𝛽 ⊗ 𝑐𝛾

pour tout (𝑏, 𝛽, 𝑐,𝛾) ∈ 𝐵2 × 𝐶2.

2.6.1.1 Unicité. Elle résulte du fait que les tenseurs purs engendrent 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 comme groupe

abélien.

2.6.1.2 Existence. Soit (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐵 × 𝐶. L’application de 𝐵 × 𝐶 vers 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 qui envoie (𝛽,𝛾) sur

𝑏𝛽 ⊗ 𝑐𝛾 est bilinéaire. Elle induit donc une application 𝐴-linéaire 𝑚𝑏,𝑐 de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 dans

lui-même. On vérifie aussitôt que (𝑏, 𝑐) ↦ 𝑚𝑏,𝑐 est elle-même 𝐴-bilinéaire. Elle induit

donc une application 𝐴-linéaire 𝜒 de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 dans End𝐴(𝐵 ⊗𝐴 𝐶).

On définit une loi interne sur 𝐵⊗𝐴𝐶 par la formule (𝑣,𝑤) ↦ 𝑣⋅𝑤 ≔ 𝜒(𝑣)(𝑤). Il découle

de sa construction qu’elle est bi-𝐴-linéaire et satisfait les égalités

(𝑏 ⊗ 𝑐) ⋅ (𝛽 ⊗ 𝛾) = 𝑏𝛽 ⊗ 𝑐𝛾

pour tout (𝑏, 𝛽, 𝑐,𝛾) ∈ 𝐵2 × 𝐶2. On déduit sans difficulté de ces formules que (𝐵 ⊗𝐴
𝐶,+,×) est un anneau.

2.6.2 Par définition de la loi ⋅ sur 𝐵 ⊗𝐴 𝐶, les applications 𝑏 ↦ 𝑏 ⊗ 1 et 𝑐 ↦ 1 ⊗ 𝑐 sont des

morphismes d’anneaux, et les composées 𝐴 → 𝐵 → 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 et 𝐴 → 𝐶 → 𝐵 ⊗𝐴 𝐶
coïncident : par 𝐴-bilinéarités de ⊗, on a en effet 𝑎 ⊗ 1 = 1 ⊗ 𝑎 pour tout 𝑎 ∈ 𝐴 (comme

d’habitude, on note encore 𝑎 les images de 𝑎 dans 𝐵 et 𝐶).

L’anneau 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 hérite ainsi d’une structure de 𝐵-algèbre et d’une structure de

𝐶-algèbre, qui induisent la même structure de 𝐴-algèbre. On vérifie que ces structures

de 𝐴-module, 𝐵-module et 𝐶-module sont précisément les structures sous-jacentes à

ces structures d’algèbre.

2.6.3 Intuitivement, 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est la 𝐴-algèbre la plus générale fabriquée à partir de 𝐵 et 𝐶, en

définissant « artificiellement » la multiplication d’un élément 𝑏 de 𝐵 par un élément 𝑐
de 𝐶 (c’est 𝑏 ⊗ 𝑐). Comme toujours, ce type de description se traduit rigoureusement

en termes de propriété universelle, ou de foncteur représenté.

2.6.4 Proposıtıon

Le couple (𝐵 ⊗𝐴 𝐶, (𝑏 ↦ 𝑏 ⊗ 1, 𝑐 ↦ 1 ⊗ 𝑐)) fait de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 la somme disjointe de 𝐵 et 𝐶
dans la catégorie des 𝐴-algèbres.
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2.6.4.1 Remarque. Il revient tautologiquement au même d’affirmer que (𝐵 ⊗𝐴 𝐶, (𝑏 ↦ 𝑏 ⊗ 1, 𝑐 ↦
1 ⊗ 𝑐)) fait de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 la somme amalgamée de 𝐵 et 𝐶 le long de 𝐴 dans la catégorie

des anneaux : c’est la version duale de 1.5.7.1.

2.6.4.2 Démonstration de la proposition 2.6.4. Soit 𝐷 une 𝐴-algèbre et soient 𝑓 ∶ 𝐵 → 𝐷 et

𝑔 ∶ 𝐶 → 𝐷 deux morphismes de 𝐴-algèbres. Il s’agit de montrer qu’il existe un unique

morphisme de 𝐴-algèbres ℎ de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 vers 𝐷 tel que le diagramme

𝐵

𝐵 ⊗𝐴 𝐶 𝐷

𝐶

ℎ

𝑓

𝑔

commute (ou encore un unique morphisme d’anneaux de 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 dans 𝐷 qui soit à la

fois un morphisme de 𝐵-algèbres et de 𝐶-algèbres).

Unicité. Si ℎ existe, on a nécessairement pour tout (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐵 × 𝐶 les égalités

ℎ(𝑏 ⊗ 𝑐) = ℎ((𝑏 ⊗ 1) ⋅ (1 ⊗ 𝑐)) = ℎ(𝑏 ⊗ 1)ℎ(1 ⊗ 𝑐) = 𝑓(𝑏)𝑔(𝑐),

et l’unicité de ℎ découle du fait que les tenseurs purs engendrent le groupe abélien

𝐵 ⊗𝐴 𝐶.

Existence. On s’inspire de la seule formule possible obtenue en démontrant l’unicité.

L’application de 𝐵 × 𝐶 dans 𝐷 qui envoie (𝑏, 𝑐) sur 𝑓(𝑏)𝑔(𝑐) est bi-𝐴-linéaire, et elle

induit donc une application 𝐴-linéaire ℎ ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 → 𝐷, qui satisfait par construction

les égalités ℎ(𝑏 ⊗ 𝑐) = 𝑓(𝑏)𝑔(𝑐) pour tout (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐵 × 𝐶. On déduit de celle-ci que ℎ est

un morphisme de 𝐴-algèbres répondant aux conditions posées.

2.6.5 Selon le contexte, il y a plusieurs façons d’envisager 𝐵⊗𝐴𝐶. On peut y penser comme à

un objet symétrique en 𝐵 et𝐶 : c’est par exemple le cas lorsqu’on le décrit informellement

comme en 2.6.3 ou, plus rigoureusement, lorsqu’on le caractérise par le foncteur qu’il

représente (la proposition 2.6.4).

Mais on peut faire psychologiquement jouer un rôle différent à 𝐵 et 𝐶, en considérant

qu’on part d’une 𝐴-algèbre 𝐶 et qu’on la transforme en une 𝐵-algèbre 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 (ou

l’inverse, évidemment). Le slogan à retenir lorsqu’on aborde les choses de ce point de

vue est, à analogue à celui vu plus haut pour les modules : la 𝐵-algèbre 𝐵⊗𝐴 𝐶 est à 𝐵 ce

que 𝐶 est à 𝐴. Nous allons l’illustrer par différents exemples.

2.6.6 On désigne toujours par 𝐵 une 𝐴-algèbre ; soit 𝐼 un ensemble d’indices.

2.6.6.1 La donnée des deux morphisme naturels de 𝐴-algèbres

𝐵 → 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 et 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 → 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼

induit un morphisme 𝜑 de 𝐵⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 vers 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 , qui est à la fois un morphisme de

𝐵-algèbres et un morphisme de 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼-algèbres.
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La propriété universelle de la 𝐵-algèbre 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 assure par ailleurs l’existence d’un

unique morphisme de 𝐵-algèbres 𝜓∶ 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 → 𝐵 ⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 qui envoie 𝑇𝑖 sur 1 ⊗ 𝑇𝑖
pour tout 𝑖. On vérifie aussitôt que 𝜑 et 𝜓 sont inverses l’un de l’autre.

On a donc construit un isomorphisme

𝐵 ⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 ≃ 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼

compatibles aux structures de 𝐵-algèbres et de 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼-algèbres sur ses source et but.

2.6.6.2 Donnons une autre construction de ces isomorphismes. Le 𝐴-module 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 est libre

de base (∏𝑖∈𝐼 𝑇
𝑒(𝑖)
𝑖 )𝑒 , où 𝑒 parcourt l’ensemble des applications de 𝐼 dans ℕ s’annulant

presque partout.

Le 𝐵-module 𝐵 ⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 est donc libre de base (1 ⊗ ∏𝑖∈𝐼 𝑇
𝑒(𝑖)
𝑖 )𝑒. Compte-tenu de

la définition de la loi d’anneau sur 𝐵 ⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 , on a par ailleurs 1 ⊗ ∏𝑖∈𝐼 𝑇
𝑒(𝑖)
𝑖 =

∏𝑖∈𝐼(1 ⊗ 𝑇𝑖)𝑒(𝑖) pour tout 𝑒. Ainsi, 𝐵 ⊗𝐴 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 est une algèbre de polynômes en les

1 ⊗ 𝑇𝑖 : on retrouve donc l’isomorphisme du 2.6.6.1.

2.6.6.3 En particulier 𝐴[𝑆] ⊗𝐴 𝐴[𝑇] ≃ (𝐴[𝑆])[𝑇] = 𝐴[𝑆,𝑇] = (𝐴[𝑇])[𝑆]. On voit bien sur cet

exemple les différentes façons dont on peut penser au produit tensoriel : la première

écriture est à 𝐴[𝑆] ce que 𝐴[𝑇] est à 𝐴, la seconde est symétrique en les facteurs, la

troisième est à 𝐴[𝑇] ce que 𝐴[𝑆] est à 𝐴.

2.6.7 Certains isomorphismes de modules exhibés lors de l’étude du produit tensoriel d’un

module par une algèbre se trouvent en fait, lorsque le module en jeu est lui-même une

algèbre, être des isomorphismes d’algèbres – on le vérifie immédiatement à l’aide des

formules explicites qui les décrivent. Donnons deux exemples.

2.6.7.1 Soit 𝐼 un idéal de 𝐴 et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. L’isomorphisme

(𝐴/𝐼) ⊗𝐴 𝐵 ≃ 𝐵/𝐼𝐵

(cf. 2.5.7.1) est alors un isomorphisme de 𝐵-algèbres et de 𝐴/𝐼-algèbres.

2.6.7.2 Soit 𝑆 une partie multiplicative de 𝐴 et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre ; soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 le mor-

phisme structural. La notation 𝑆−1𝐵 est a priori ambiguë : elle pourrait désigner le

localisé du 𝐴-module 𝐵 par la partie multiplicative 𝑆 de 𝐴 ou bien, modulo notre abus

usuel consistant à oublier 𝜑, l’anneau localisé de 𝐵 par rapport à sa partie multiplica-

tive 𝜑(𝑆). Mais a posteriori, il n’y a aucun problème : nous laissons le lecteur vérifier

qu’il existe un isomorphisme de 𝑆−1𝐴-modules entre le premier et le second de ces

objets, donné par la formule
𝑏
𝑠 ↦

𝑏
𝜑(𝑠) ;

et que modulo celui-ci, l’isomorphisme

(𝑆−1𝐴) ⊗𝐴 𝐵 ≃ 𝑆−1𝐵

(cf. 2.5.7.2) est un isomorphisme de 𝐵-algèbres et de 𝑆−1𝐴-algèbres.
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2.6.7.3 Soient 𝐵 et 𝐶 deux 𝐴-algèbres, et soit 𝐷 une 𝐵-algèbre. L’isomorphisme

𝐷 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝐶) ≃ 𝐷 ⊗𝐴 𝐶

(cf. 2.5.6) est alors un isomorphisme de 𝐷-algèbres et de 𝐶-algèbres.

2.6.7.4 En vertu de 2.6.7.1 et 2.6.7.3, il existe pour toute 𝐴-algèbre 𝐵, toute 𝐴-algèbre 𝐶, et

tout idéal 𝐼 de 𝐶 des isomorphismes naturels

𝐵 ⊗𝐴 (𝐶/𝐼) ≃ (𝐵 ⊗𝐴 𝐶) ⊗𝐶 (𝐶/𝐼) ≃ (𝐵 ⊗𝐴 𝐶)/𝐼(𝐵 ⊗𝐴 𝐶).

2.6.7.5 En vertu de 2.6.7.4 et 2.6.6.1, il existe pour toute𝐴-algèbre 𝐵, tout ensemble d’indices 𝐼
et toute famille (𝑃𝑗) de polynômes appartenant à 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼 un isomorphisme naturel (de

𝐵-algèbres aussi bien que de 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼-algèbres)

𝐵 ⊗𝐴 (𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼/(𝑃𝑗)) ≃ 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼/(𝑃𝑗),

(où l’on note encore 𝑃𝑗 l’image de 𝑃𝑗 dans 𝐵[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼).

De manière un peu informelle, on voit que la 𝐴-algèbre 𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼/(𝑃𝑗) et la 𝐵-algèbre

𝐵 ⊗𝐴 (𝐴[𝑇𝑖]𝑖∈𝐼/(𝑃𝑗)) admettent la « même » description par générateurs (les 𝑇𝑖) et

relations (les 𝑃𝑗).

2.6.7.6 Exercıce

Construire directement l’isomorphisme ci-dessus par une méthode analogue à celle

suivie au 2.6.6.1.

2.6.8 Exemples.

2.6.8.1 Soit 𝐴 la ℤ-algèbre ℤ[𝑋]/(6𝑋2 + 18𝑋 − 3). Pour toute ℤ-algèbre 𝐵, on a 𝐵 ⊗ℤ 𝐴 ≃
𝐵[𝑋]/(6𝑋2 + 18𝑋 − 3). L’allure de cette dernière 𝐵-algèbre dépend beaucoup de 𝐵.

Ainsi :

si 𝐵 = ℚ , elle est égale àℚ[𝑋]/(6𝑋2+18𝑋−3) qui est un corps de degré 2 surℚ , car

6𝑋2+18𝑋−3 est irréductible surℚ[𝑋] (son discriminant est 324+72 = 396 = 4×9×11
qui n’est pas un carré dans ℚ) ;

si 𝐵 = 𝔽2 , elle est égale à 𝔽2[𝑋]/(3) = {0} car 3 est inversible modulo 2 ;

si 𝐵 = 𝔽3 , elle est égale à 𝔽3[𝑋]/(0) = 𝔽3[𝑋] ;
si 𝐵 = 𝔽5 , elle est égale à

𝔽5[𝑋]/(𝑋2 − 2𝑋 + 2) = 𝔽5[𝑋]/(𝑋 + 1)(𝑋 + 2)
≃ 𝔽5[𝑋]/(𝑋 + 1) × 𝔽5[𝑋]/(𝑋 + 2) ≃ 𝔽5 × 𝔽5 ;

si 𝐵 = 𝔽11 , elle est égale à

𝔽11[𝑋]/(6𝑋2 − 4𝑋 − 3) = 𝔽11[𝑋]/(2(6𝑋2 − 4𝑋 − 3))
= 𝔽11[𝑋]/(𝑋2 + 3𝑋 − 6) = 𝔽11[𝑋]/(𝑋 − 4)2 ≃ 𝔽11[𝑌]/(𝑌2).
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On voit qu’en tensorisant la même ℤ-algèbre par différents corps on a obtenu un

corps, l’anneau nul, un anneau de polynômes, un produit de deux corps, et un anneau

non réduit.

2.6.8.2 Nous allons maintenant décrire l’anneau ℂ ⊗ℝ ℂ.

Comme ℂ ≃ ℝ[𝑋]/(𝑋2 + 1), cet anneau s’identifie à

ℂ[𝑋]/(𝑋2 + 1) = ℂ[𝑋]/(𝑋 − i)(𝑋 + i) ≃ ℂ[𝑋]/(𝑋 − i) × ℂ[𝑋]/(𝑋 + i) ≃ ℂ × ℂ.

À titre d’exercice, vérifiez que l’isomorphisme ℂ ⊗ℝ ℂ ≃ ℂ × ℂ ainsi construit envoie

𝑏 ⊗ 𝛽 sur (𝑏𝛽, 𝑏̅̅𝛽).

On voit à travers cet exemple qu’un produit tensoriel de deux corps au-dessus d’un

troisième n’est pas nécessairement un corps, ni même un anneau intègre. Nous allons

voir qu’il peut même arriver qu’un tel produit tensoriel ne soit pas réduit.

2.6.8.3 Soit 𝑘 un corps de caractéristique 𝑝 > 0 non parfait, et soit 𝑎 un élément de 𝑘 qui n’est

pas une puissance 𝑝-ième. On démontre (nous laissons la vérification au lecteur à titre

d’exercice) que 𝑋𝑝 − 𝑎 est alors un polynôme irréductible. Soit 𝐿 le corps 𝑘[𝑋]/(𝑋𝑝 − 𝑎)
et soit 𝛼 la classe de 𝑋 dans 𝐿.

On a

𝐿 ⊗𝑘 𝐿 = 𝐿 ⊗𝑘 𝑘[𝑋]/(𝑋𝑝 − 𝑎) ≃ 𝐿[𝑋]/(𝑋𝑝 − 𝑎) = 𝐿[𝑋]/(𝑋𝑝 − 𝛼𝑝) = 𝐿[𝑋]/(𝑋 − 𝛼)𝑝

car l’élévation à la puissance 𝑝 est un morphisme d’anneaux en caractéristique 𝑝. La

classe de 𝑋 − 𝛼 modulo (𝑋 − 𝛼)𝑝 fournit alors un élément nilpotent non nul de 𝐿 ⊗𝑘 𝐿.

Colımıtes dans la catégorıe des anneaux

2.6.9 Soit (𝐴𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de 𝐴-algèbres. On vérifie facilement, par un raisonnement

analogue à celui tenu aux 2.6.1 et seq., qu’il existe une unique structure de 𝐴-algèbre

sur le 𝐴-module ⨂𝑖∈𝐼𝐴𝑖 (2.4.12) telle que

(⨂
𝑖

𝑥𝑖) ⋅ (⨂
𝑖

𝑦𝑖) = ⨂
𝑖

𝑥𝑖𝑦𝑖

pour tout couple ((𝑥𝑖), (𝑦𝑖)) d’éléments de ∏𝐴𝑖.

2.6.9.1 Il est facile de voir comme dans le cas de deux algèbres que cette construction fournit la

somme disjointe des𝐴-algèbres𝐴𝑖 lorsque 𝐼 est fini. Sous cette hypothèse, si (𝑓𝑖 ∶ 𝐴𝑖 → 𝐵)
est une famille de morphismes de 𝐴-algèbres, le morphisme induit ⨂𝑖𝐴𝑖 → 𝐵 envoie

un tenseur pur ⨂𝑖 𝑥𝑖 sur ∏𝑖 𝑓𝑖(𝑥𝑖) – notez que la finitude de 𝐼 est cruciale pour donner

un sens à cette dernière expression.

2.6.9.2 Pour construire la somme disjointe des 𝐴-algèbres 𝐴𝑖 lorsque l’ensemble 𝐼 est quel-

conque, on procède comme suit. Si 𝐽 et 𝐽′ sont deux sous-ensembles finis de 𝐼 avec

𝐽 ⊂ 𝐽′ on note 𝑓𝐽𝐽′ le morphisme de 𝐴-algèbres de ⨂𝑖∈𝐽𝐴𝑖 vers ⨂𝑖∈𝐽′ 𝐴𝑖 induit par les
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flèches structurales de 𝐴𝑖 vers ⨂𝑖∈𝐽′ 𝐴𝑖 lorsque 𝑖 parcourt 𝐽. Si ⨂𝑖∈𝐽 𝑥𝑖 est un tenseur

pur de ⨂𝑖∈𝐽𝐴𝑖 alors 𝑓𝐽𝐽′ (⨂𝑖∈𝐽 𝑥𝑖) est égal à ⨂𝑖∈𝐽′ 𝑦𝑖 où 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 si 𝑖 ∈ 𝐼 et 𝑦𝑖 = 1 sinon.

L’ensemble 𝐸 des parties finies de 𝐼 ordonné par l’inclusion est filtratant, et

D = ((𝐴𝐽)𝐽∈𝐸, (𝑓𝐽𝐽′)𝐽⊂𝐽′)

est un diagramme commutatif filtrant dans la catégorie des 𝐴-algèbres. On montre

sans peine que colimD est la somme disjointe des 𝐴𝑖 dans la catégories des 𝐴-algèbres.

2.6.9.3 Exercıce

Vérifiez que le sous-module de ⨂𝑖∈𝐼𝐴𝑖 engendré par les tenseurs purs dont presque

toutes les composantes sont égales à 1 en est une sous-algèbre, et qu’elle s’identifie

canoniquement à colimD .

2.6.9.4 Changement de notation. On choisit désormais de noter ⨂𝑖∈𝐼𝐴𝑖 la somme disjointe des

𝐴𝑖 dans la catégorie des 𝐴-algèbres – cette notation est compatible avec la précédente

si 𝐼 est fini ou si presque tous les 𝐴𝑖 sont nuls, mais ne l’est pas sinon.

2.6.10 Soit maintenant 𝛥 = ((𝐴𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie des 𝐴-algèbres ;

pour tout 𝑖, soit 𝜆𝑖 ∶ 𝐴𝑖 → ⨂𝑖∈𝐼𝐴𝑖 le morphisme canonique.

2.6.10.1 Nous laissons le lecteur vérifier que colim𝛥 existe et s’identifie au quotient de ⨂𝑖∈𝐼𝐴𝑖

par son idéal engendré par les 𝜆𝑖(𝑥) − 𝜆𝑗(𝑓(𝑥)) où (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2, où 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 et où 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗.

2.6.10.2 Remarque. On sait donc en particulier construire les colimites quelconques dans la

catégorie des ℤ-algèbres, c’est-à-dire des anneaux.

2.6.10.3 Soient 𝐵 et 𝐶 deux 𝐴-algèbres. Le produit tensoriel 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est la somme amalgamée

de 𝐵 et 𝐶 le long de 𝐴 dans la catégorie des anneaux. Il résulte de 2.6.10 (et de la

remarque 2.6.10.2) que 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 s’identifie au quotient

(𝐵 ⊗ℤ 𝐴 ⊗ℤ 𝐶)/(𝑎 ⊗ 1 ⊗ 1 − 1 ⊗ 𝑎 ⊗ 1, 1 ⊗ 𝑎 ⊗ 1 − 1 ⊗ 1 ⊗ 𝑎)𝑎∈𝐴.

Vérifiez-le directement à titre d’exercice.

2.7 Compléments : modules projectıfs

Nous nous proposons ici d’utiliser un certain nombre d’outils précédemment intro-

duits (localisation, suite exacte, produit tensoriel...) pour étudier une classe fondamen-

tale de modules, appelés projectifs.

Ceux-ci jouent un rôle majeur en algèbre commutative, mais nous ne nous en servirons

pas dans la suite du livre hormis pour quelques remarques ou exemples à propos

des faisceaux localement libre sur un schéma, cf. 5.3.12 et 6.3.16.3, 3). Cette section

doit donc plutôt être considérée comme un complément culturel, et peut dès lors être

sautée en première lecture.
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Proprıétés se testant sur une famılle couvrante de localısés

On fixe un anneau 𝐴.

2.7.1 Soit (𝑆𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de parties multiplicatives de 𝐴. Nous dirons que la famille (𝑆𝑖)
est couvrante si pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴, il existe 𝑖 tel que 𝔭 ne rencontre pas 𝑆𝑖.

2.7.1.1 Le terme « couvrante » a été choisi pour la raison suivante : il résulte immédiatement

de la définition que (𝑆𝑖) est couvrante si et seulement si Spec𝐴 est la réunion des

images des injections naturelles Spec 𝑆−1𝑖 𝐴 ↪ Spec𝐴 (2.2.15).

2.7.1.2 La famille (𝑆𝑖) est couvrante si et seulement si pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴, il existe

𝑖 tel que 𝑆𝑖 s’envoie dans les éléments inversibles de 𝐴𝔭 , c’est-à-dire encore tel qu’il

existe un morphisme de 𝐴-algèbres de 𝑆−1𝑖 𝐴 dans 𝐴𝔭.

2.7.1.3 Les deux exemples fondamentaux de famille couvrante à avoir en tête sont les suivants.

1) La famille (𝐴 ⧵ 𝔭)𝔭∈ Spec𝐴 est couvrante par définition.

2) Soit (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’éléments de 𝐴 telle que l’idéal engendré par les 𝑓𝑖 soit égal

à 𝐴. La famille ({𝑓𝑛𝑖 }𝑛∈ℕ)𝑖 est alors couvrante. En effet, si 𝔭 est un idéal premier

de 𝐴, il ne peut contenir toutes les 𝑓𝑖 puisqu’elles engendrent 𝐴, et si l’on choisit 𝑖
tel que 𝑓𝑖 ∉ 𝔭 alors 𝔭 ne rencontre pas {𝑓𝑛𝑖 }𝑛∈ℕ.

2.7.2 On fixe une famille couvrante (𝑆𝑖) de parties multiplicatives de 𝐴. Le but de ce qui

suit est de montrer que certaines propriétés (d’un module, d’un morphisme...) sont

vraies si et seulement si elles sont vraies après localisation par chacune des 𝑆𝑖.

2.7.2.1 Lemme

Soit 𝑀 un 𝐴-module. La flèche naturelle 𝑀 → ∏𝑖 𝑆
−1
𝑖 𝑀 est injective.

Démonstration. Soit 𝑚 un élément tel que 𝑚
1 = 0 dans 𝑆−1𝑖 𝑀 pour tout 𝑖 et soit 𝐽 l’idéal

annulateur de 𝑚. Fixons 𝑖 ; par hypothèse, il existe 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 tel que 𝑠𝑖𝑚 = 0 ; en consé-

quence, 𝐽 rencontre tous les 𝑆𝑖. Il n’est dès lors contenu dans aucun idéal premier de 𝐴,

ce qui veut dire qu’il est égal à 𝐴 ; il vient 𝑚 = 1 ⋅𝑚 = 0.

2.7.2.2 Corollaıre

Le module 𝑀 est nul si et seulement si tous les 𝑆−1𝑖 𝑀 sont nuls.

2.7.2.3 Corollaıre

L’anneau 𝐴 est réduit si et seulement si 𝑆−1𝑖 𝐴 est réduit pour tout 𝑖.

Démonstration. Supposons𝐴 réduit, et soit 𝑖 ∈ 𝐼. Soient 𝑎 ∈ 𝐴 et 𝑠 ∈ 𝑆𝑖 tels que l’élément
𝑎
𝑠 de 𝑆−1𝑖 𝐴 soit nilpotent. Il existe 𝑛 ⩾ 1 tel que 𝑎𝑛

𝑠𝑛 = 0 dans 𝑆−1𝑖 𝐴, ce qui veut dire qu’il

existe 𝑡 ∈ 𝑆𝑖 tel que 𝑡𝑎𝑛 = 0. On a a fortiori (𝑡𝑎)𝑛 = 0, et comme 𝐴 est réduit 𝑡𝑎 = 0, ce

qui entraîne que 𝑎
𝑠 = 0 dans 𝑆−1𝑖 𝐴. Ainsi, ce dernier est réduit.

Réciproquement, supposons 𝑆−1𝑖 𝐴 réduit pour tout 𝑖, et soit 𝑎 un élément nilpotent

de 𝐴. Son image dans chacun des 𝑆−1𝑖 𝐴 est nilpotente, donc nulle et le lemme 2.7.2.1

assure alors que 𝑎 = 0.
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2.7.2.4 Lemme

Soit

D = 𝑀′ 𝑢 𝑀 𝑣 𝑀′′

un diagramme de 𝐴-Mod. C’est une suite exacte si et seulement si

𝑆−1𝑖 D ≔ 𝑆−1𝑖 𝑀′ 𝑆−1𝑖 𝑢 𝑆−1𝑖 𝑀 𝑆−1𝑖 𝑣 𝑆−1𝑖 𝑀′′

est exacte pour tout 𝑖.

Démonstration. Le sens direct provient de la platitude du 𝐴-module 𝑆−1𝑖 𝐴 pour tout 𝑖
(2.5.7.3). Supposons maintenant que 𝑆−1𝑖 D soit une suite exacte pour tout 𝑖 et soit𝑚 ∈ 𝑀.

Par hypothèse, 𝑣 ∘ 𝑢(𝑚) s’annule dans 𝑆−1𝑖 𝑀′′ pour tout 𝑖 (puisque 𝑆−1𝑖 𝑣 ∘ 𝑆−1𝑖 𝑢 = 0), et
est donc nul d’après le lemme 2.7.2.1 ; ainsi, 𝑣 ∘ 𝑢 = 0.

Soit 𝑃 le conoyau de 𝑢 ; la flèche 𝑣 induit d’après ce qui précède une flèche 𝑃 → 𝑀′′,

et il s’agit de montrer qu’elle est injective. Fixons 𝑖. L’exactitude à droite du produit

tensoriel assure que

𝑆−1𝑖 𝑀′ → 𝑆−1𝑖 𝑀 → 𝑆−1𝑖 𝑃 → 0

est exacte ; cela signifie que 𝑆−1𝑖 𝑃 s’identifie au conoyau de 𝑆−1𝑖 𝑢, et l’exactitude de 𝑆−1𝑖 D

entraîne alors l’injectivité de 𝑆−1𝑖 𝑃 → 𝑆−1𝑖 𝑀′′.

Soit maintenant 𝑝 ∈ 𝑃 un élément dont l’image dans 𝑀′′ est nulle. Puisque 𝑆−1𝑖 𝑃 →
𝑆−1𝑖 𝑀′′ est injective pour tout 𝑖, l’élément 𝑝 appartient au noyau de 𝑃 → ∏ 𝑆−1𝑖 𝑃, et est

dès lors nul d’après le lemme 2.7.2.1.

2.7.3 Nous allons maintenant énoncer un résultat de la même veine que les précédents,

mais qui requiert que la famille des 𝑆𝑖 soit finie (il ne pourra donc pas s’utiliser en

général avec la famille (𝐴 ⧵ 𝔭)𝔭∈ Spec𝐴).

2.7.3.1 Lemme

Supposons que l’ensemble d’indice 𝐼 est fini, et soit 𝑀 un 𝐴-module. Il est de type fini

si et seulement si 𝑆−1𝑖 𝑀 est un 𝑆−1𝑖 𝐴-module de type fini pour tout 𝑖.

Démonstration. L’implication directe provient du fait que l’extension des scalaires

préserve en vertu de l’exactitude à droite du produit tensoriel la propriété d’être de type

fini (cf. 2.5.5.3 pour le raisonnement précis). On suppose maintenant que 𝑆−1𝑖 𝑀 est de

type fini pour tout 𝑖. Fixons 𝑖. Il existe par hypothèse des éléments 𝑚𝑖1,⋯ ,𝑚𝑖𝑛𝑖 de 𝑀 et

des éléments 𝑠𝑖1,⋯ , 𝑠𝑖𝑛𝑖 de 𝑆𝑖 tels que la famille (𝑚𝑖1
𝑠𝑖1

,⋯ , 𝑚𝑖𝑛𝑖
𝑠𝑖𝑛𝑖

) engendre le 𝑆−1𝑖 𝐴-module

𝑆−1𝑖 𝑀. Comme les 𝑠𝑖𝑗 sont inversibles dans 𝑆−1𝑖 𝐴, la famille des 𝑚𝑖𝑗 engendre encore

𝑆−1𝑖 𝑀 comme 𝑆−1𝑖 𝐴-module.

Soit 𝐿 un 𝐴-module de base (𝑒𝑖𝑗)𝑖∈𝐼,1⩽𝑗⩽𝑛𝑖 et soit 𝑓 ∶ 𝐿 → 𝑀 l’application 𝐴-linéaire qui

envoie 𝑒𝑖𝑗 sur 𝑚𝑖𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗). Par construction, 𝑆−1𝑖 𝑓 ∶ 𝑆−1𝑖 𝐿 → 𝑆−1𝑖 𝑀 est surjective
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pour tout 𝑖, et 𝑓 est donc surjective en vertu du lemme 2.7.2.4. Comme 𝐼 est fini, la

famille (𝑒𝑖𝑗) est finie et 𝑀 est de type fini.

2.7.3.2 Remarque. Le corollaire ci-dessus est faux en général sans hypothèse de finitude sur 𝐼 ;
donnons un contre-exemple. On se place sur l’anneau ℤ , et l’on considère la famille

de parties multiplicatives (ℤ ⧵ (𝑝))𝑝 premier , laquelle est couvrante : un idéal premier

de la forme 𝑝ℤ avec 𝑝 premier ne rencontre pas ℤ ⧵ (𝑝), et (0) ne rencontre quant à

lui aucune des ℤ ⧵ (𝑝).

Soit 𝑀 le ℤ-module ⨁𝑝ℤ/𝑝ℤ , la somme étant prise sur tous les nombres premiers.

Un calcul immédiat (faites-le) montre que le ℤ(𝑝)-module 𝑀(𝑝) est isomorphe pour

tout nombre premier 𝑝 à ℤ/𝑝ℤ = ℤ(𝑝)/𝑝ℤ(𝑝) ; il est donc de type fini (et même de

présentation finie). Pourtant,𝑀 n’est pas de type fini : il ne comprend que des éléments

d’ordre fini, donc serait fini s’il était de type fini.

Suıtes exactes scındées, modules projectıfs

2.7.4 Soit

0 𝑀′ 𝑖 𝑀 𝑝 𝑀′′ 0

une suite exacte de 𝐴-modules.

2.7.4.1 Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) la surjection 𝑝 admet une section, c’est-à-dire une application 𝐴-linéaire 𝑠 ∶ 𝑀′′ → 𝑀
telle que 𝑝 ∘ 𝑠 = Id𝑀′′ ;

2) il existe un isomorphisme 𝜃 ∶ 𝑀′ ⊕𝑀′′ ≃ 𝑀 tel que le diagramme

𝑀

0 𝑀′ 𝑀′′ 0

𝑀′ ⊕𝑀′′

𝑖 𝑝

≃ 𝜃

commute.

En effet, suppsons que 1) soit vraie et montrons que

𝜃 ∶ (𝑚′,𝑚′′) ↦ 𝑖(𝑚′) + 𝑠(𝑚′′)

convient. Soit𝑚 ∈ 𝑀. On a 𝑝(𝑚−𝑠(𝑝(𝑚))) = 𝑝(𝑚)−𝑝(𝑚) = 0, et𝑚−𝑠(𝑝(𝑚)) appartient

donc à Ker 𝑝 = Im 𝑖. Si l’on pose 𝑚′′ = 𝑝(𝑚) et si l’on note 𝑚′ l’unique élément de 𝑀′ tel

que 𝑚 − 𝑠(𝑝(𝑚)) = 𝑖(𝑚′) on a donc 𝑚 = 𝑖(𝑚′) + 𝑠(𝑚′′) et 𝜃 est surjectif.

Soit maintenant (𝑚′,𝑚′′) ∈ 𝑀′×𝑀′′ tel que 𝜃(𝑚′,𝑚′′) = 𝑖(𝑚′)+𝑠(𝑚′′) = 0. En appliquant

𝑝 il vient 0 = 𝑝(𝑖(𝑚′)) + 𝑝(𝑠(𝑚′′)) = 𝑚′′. On a alors 𝑖(𝑚′) = 0, et partant 𝑚′ = 0 par

injectivité de 𝑖. Ainsi, (𝑚′,𝑚′′) = (0, 0) et 𝜃 est injectif.
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L’application 𝐴-linéaire 𝜃 est en conséquence un isomorphisme ; qu’elle fasse commu-

ter le diagramme résulte du fait que 𝑝 ∘ 𝑠 = Id𝑀′′.

Réciproquement, supposons que 2) soit vraie. On vérifie aussitôt que l’application

linéaire 𝑚′′ ↦ 𝜃(0,𝑚′′) est une section de 𝑝.

2.7.4.2 Lorsque ces conditions équivalents sont satisfaites, on dit que la suite exacte

0 𝑀′ 𝑖 𝑀 𝑝 𝑀′′ 0

est scindée.

2.7.4.3 À titre d’exercice, montrez que

0 𝑀′ 𝑖 𝑀 𝑝 𝑀′′ 0

est scindée si et seulement si 𝑖 admet une rétraction, c’est-à-dire une application linéaire

𝑟 ∶ 𝑀 → 𝑀′ telle que 𝑟 ∘ 𝑖 = Id𝑀′.

2.7.4.4 La propriété d’être scindée n’a rien d’automatique : ainsi, la suite exacte de ℤ-modules

0 ℤ ×2 ℤ ℤ/2ℤ 0

n’est pas scindée, par exemple parce qu’il n’existe aucun isomorphisme entre ℤ et

ℤ ⊕ℤ/2ℤ , puisque ℤ n’admet pas d’élément de 2-torsion non trivial.

2.7.5 Soit 𝑃 un 𝐴-module. Nous laissons le lecteur vérifier que le foncteur covariant 𝑀 ↦
Hom(𝑃,𝑀) est exact à gauche. Nous dirons que 𝑃 est projectif si ce foncteur est exact,

c’est-à-dire encore si pour tout surjection 𝑝 ∶ 𝑀 → 𝑁, la flèche 𝑢 ↦ 𝑝 ∘ 𝑢 de Hom(𝑃,𝑀)
versHom(𝑃,𝑁) est surjective ; en termes plus imagés, cela signifie que toute application

linéaire de 𝑃 vers 𝑁 se relève à 𝑀.

2.7.5.1 Si le module 𝑃 est libre, il est projectif. En effet, supposons que 𝑃 admette une base (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 ,
et soit 𝑝 ∶ 𝑀 → 𝑁 une surjection linéaire. Donnons-nous une application linéaire

𝑢 ∶ 𝑃 → 𝑁. Choisissons2 pour tout 𝑖 un antécédent 𝑚𝑖 de 𝑢(𝑒𝑖) dans 𝑁. Soit 𝑣 l’unique

application 𝐴-linéaire de 𝑃 dans 𝑀 envoyant 𝑒𝑖 sur 𝑚𝑖 pour tout 𝑖. On a alors pour

tout 𝑖 les égalités 𝑝(𝑣(𝑒𝑖)) = 𝑝(𝑚𝑖) = 𝑢(𝑒𝑖) ; comme une application linéaire de source

𝑃 est connue dès qu’on connaît son effet sur une base, il vient 𝑝 ∘ 𝑣 = 𝑢, et 𝑃 est donc

bien projectif.

2.7.5.2 Remarque. La réciproque de 2.7.5.1 est fausse : il y a des exemples de modules projectifs

qui ne sont pas libres. Par exemple, si 𝐴 est un anneau de Dedekind (e.g.𝐴 est un

anneau d’entiers de corps de nombres) et 𝐼 un idéal de𝐴 alors 𝐼 est un module projectif,

qui est libre si et seulement s’il est principal (nous esquisserons plus loin la preuve de

ce fait) ; et il y a des exemples d’anneaux de Dedekind non principaux.

2Si 𝐼 est infini, cela requiert l’axiome du choix.
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2.7.5.3 Supposons que 𝑃 est projectif, et donnons-nous une suite exacte

0 𝐿 𝑖 𝑀 𝑝 𝑃 0.

Elle est alors automatiquement scindée. En effet, l’application linéaire Hom(𝑃,𝑀) →
Hom(𝑃,𝑃) induit par 𝑝 est surjective par projectivité de 𝑃. En particulier, Id𝑃 a un

antécédent 𝑠 ∈ Hom(𝑃,𝑀) ; par définition, cela signifie que 𝑝 ∘ 𝑠 = Id𝑃 , et 𝑠 est donc

une section de 𝑝, ce qui achève la preuve.

2.7.5.4 Lemme

Soit 𝐴 un anneau local et soit 𝑃 un module projectif de type fini sur 𝐴. Le module 𝑃
est libre (de rang fini, cf. 0.2.5.2).

Démonstration. Soit 𝔪 l’idéal maximal de 𝐴. Le quotient 𝑃/𝔪𝑃 est un 𝐴/𝔪-espace

vectoriel de dimension finie. Choisissons une famille (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛) de 𝑃 dont les classes

modulo 𝔪𝑃 constituent une base de 𝑃/𝔪𝑃, et soit 𝑝 ∶ 𝐴𝑛 → 𝑃 le morphisme (𝑎𝑖) ↦
∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖.

Par construction, la flèche (𝐴/𝔪)𝑛 → 𝑃/𝔪𝑃 induite par 𝑝 est bijective, et en parti-

culier surjective. On déduit du lemme de Nakayama, ou plus précisément de l’un

de ses avatars (2.3.4.1) que 𝑝 est surjective. Soit 𝐾 son noyau. Comme 𝑃 est projec-

tif, il résulte de 2.7.5.3 qu’il existe un isomorphisme 𝐴𝑛 ≃ 𝐾 ⊕ 𝑃 modulo lequel 𝑝
est la seconde projection. On en déduit en quotientant modulo 𝔪 un isomorphisme

(𝐴/𝔪)𝑛 ≃ 𝐾/𝔪𝐾 ⊕ 𝑃/𝔪𝑃 modulo lequel (𝐴/𝔪)𝑛 → 𝑃/𝔪𝑃 est la seconde projection.

Mais on a signalé ci-dessus que (𝐴/𝔪)𝑛 → 𝑃/𝔪𝑃 est un isomorphisme ; en consé-

quence, 𝐾/𝔪𝐾 = 0. L’isomorphisme 𝐴𝑛 ≃ 𝐾 ⊕ 𝑃 assure par ailleurs que 𝐾 s’identifie

à un quotient de 𝐴𝑛, et est en particulier de type fini ; on déduit alors du lemme de

Nakayama, et cette fois-ci plus précisément du corollaire 2.3.3, que 𝐾 est nul. Ainsi,

𝐴𝑛 ≃ 𝑃.

2.7.6 Soit 𝑃 un 𝐴-module. Choisissons une famille génératrice (𝑝𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝑃, soit 𝐿 un module

libre quelconque de base (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 paramétrée par 𝐼, soit 𝜋∶ 𝐿 → 𝑃 la surjection ∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖 ↦
∑ 𝑎𝑖𝑝𝑖 , et soit 𝐾 son noyau.

2.7.7 Théorème

Les assetions suivantes sont équivalentes :

1) 𝑃 est projectif.

2) Toute suite exacte de la forme

0 → 𝑁 → 𝑀 → 𝑃 → 0

est scindée.

3) La suite exacte

0 → 𝐾 ↪ 𝐿 𝜋 𝑃 → 0

est scindée.
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4) Il existe un isomorphisme 𝐿 ≃ 𝑃 ⊕ 𝐾.

5) 𝑃 est facteur direct d’un module libre, c’est-à-dire qu’il existe un module 𝛬 tel que

𝛬 ⊕ 𝑃 soit libre.

Démonstration. L’implication 1) ⇒ 2) a été vu au 2.7.5.3. Les implications 2) ⇒ 3),

3) ⇒ 4) et 4) ⇒ 5) sont évidentes.

Supposons maintenant que 5) soit vraie. Soit 𝜋∶ 𝑀 → 𝑁 une surjection linéaire, et soit

𝑢 ∶ 𝑃 → 𝑁 une application linéaire. Comme 𝛬 ⊕ 𝑃 est libre, il est projectif (2.7.5.1), et

l’application 0⊕𝑢 de𝛬⊕𝑃 vers𝑁 se relève donc en une application linéaire 𝑣 ∶ 𝛬 → 𝑀 ;

par construction, 𝑣|𝑝 relève 𝑢 et 𝑃 est projectif.

2.7.7.1 Corollaıre

Soit 𝑀 un 𝐴-module projectif et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Le 𝐵-module 𝐵⊗𝐴𝑀 est projectif.

Démonstration. Le théorème ci-dessus assure qu’il existe un 𝐴-module 𝛬 tel que 𝑀⊕𝛬
soit libre. Le 𝐵-module 𝐵⊗𝐴 (𝑀⊕𝛬) = (𝐵⊗𝐴 𝑀)⊕ (𝐵⊗𝐴 𝛬) est alors libre, et 𝐵⊗𝐴 𝑀
est donc projectif, là encore par le théorème ci-dessus.

2.7.7.2 Corollaıre

Soit 𝐴 un anneau principal et soit 𝑀 un 𝐴-module projectif de type fini. Le module 𝑀
est libre (de rang fini, cf. 0.2.5.2).

Démonstration. Le théorème ci-dessus assure qu’il existe un 𝐴-module 𝛬 tel que 𝑀⊕𝛬
soit libre. Cela assure en particulier que 𝑀 est sans torsion ; la théorie générale des

modules sur les anneaux principaux garantit alors que 𝑀 est libre.

Modules de présentatıon fınıe

2.7.8 Si 𝑃 est un module projectif de type fini, il est automatiquement de présentation

finie. Pour le voir, on choisit une famille génératrice finie (𝑝1,⋯ , 𝑝𝑛) de 𝑃, et l’on

note 𝜋∶ 𝐴𝑛 → 𝑃 la surjection (𝑎𝑖) ↦ ∑ 𝑎𝑖𝑝𝑖. En vertu du théorème 2.7.7, on a un

isomorphisme 𝐴𝑛 ≃ 𝑃 ⊕ Ker𝜋. Modulo cet isomorphisme on a Ker𝜋 = 𝐴𝑛/𝑃, et Ker𝜋
est en particulier de type fini.

2.7.9 Par définition, si un module 𝑀 est de présentation finie, il existe une surjection d’un

module libre de type fini vers 𝑀 dont le noyau est lui-même de type fini. Mais ce sera

en fait le cas de toute telle surjection, comme le montre la proposition suivante.

2.7.9.1 Proposıtıon

Soit 𝑀 un 𝐴-module de présentation finie, soit 𝐿 un 𝐴-module de type fini et soit

𝑝 ∶ 𝐿 → 𝑀 une surjection linéaire. Le noyau 𝐾 de 𝑝 est alors de type fini.

Démonstration. Comme 𝑀 est de présentation finie, il existe 𝑛 ⩾ 0 et une surjection

𝑞 ∶ 𝐴𝑛 → 𝑀 dont le noyau est de type fini. Comme 𝐿 est de type fini, il existe 𝑚 ⩾ 0 et

une surjection linéaire 𝜋∶ 𝐴𝑚 → 𝐿.
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Comme 𝐴𝑛 est libre, il est projectif : il s’ensuit qu’il existe 𝑠 ∶ 𝐴𝑛 → 𝐿 tel que 𝑝 ∘ 𝑠 = 𝑞. De

même, 𝐴𝑚 est projectif et il existe donc 𝑡 ∶ 𝐴𝑚 → 𝐴𝑛 tel que 𝑞 ∘ 𝑡 = 𝑝 ∘ 𝜋. Le diagramme

𝐴𝑚 ⊕ 𝐴𝑛 𝐴𝑛

𝐿 𝑀

𝑡⊕ Id

𝜋⊕ 𝑠 𝑞

𝑝

est alors commutatif, et les flèche𝜋⊕𝑠 et 𝑡⊕Id sont surjectives. Soit𝐾′ l’image réciproque

de 𝐾 par la surjection 𝜋⊕𝑠 ; le module 𝐾′ se surjecte sur 𝐾, et il suffit dès lors de prouver

que 𝐾′ est de type fini. On déduit du diagramme commutatif

𝐾′ 𝐴𝑚 ⊕ 𝐴𝑛 𝐴𝑛

𝐾 𝐿 𝑀

𝑡⊕ Id

𝜋⊕ 𝑠 𝑞

𝑝

et des définitions de 𝐾 et 𝐾′ que 𝐾′ = (𝑡⊕ Id)−1(Ker 𝑞). Par hypothèse, Ker 𝑞 est de type

fini ; puisque 𝑡 ⊕ Id est surjective, il existe une famille finie (𝑓1,⋯ , 𝑓𝑟) d’éléments de

𝐴𝑚 ⊕𝐴𝑛 dont les images par 𝑡 ⊕ Id engendrent Ker 𝑞, et il est alors immédiat que

𝐾′ = (𝑡 ⊕ Id)−1(Ker 𝑞) = ⟨𝑓1,⋯ , 𝑓𝑟⟩ + Ker(𝑡 ⊕ Id).

Le caractère surjectif de 𝑡 ⊕ Id et le caractère projectif de 𝐴𝑛 assurent que 𝐴𝑚 ⊕𝐴𝑛 est

isomorphe à 𝐴𝑛 ⊕ Ker(𝑡 ⊕ Id) ; en particulier Ker(𝑡 ⊕ Id) est un quotient de 𝐴𝑚 ⊕𝐴𝑛 et

est en conséquence de type fini ; il en résulte que 𝐾′ est de type fini.

2.7.9.2 On peut maintenant donner un exemple de module de type fini qui n’est pas de

présentation finie. Soit 𝐴 un anneau non noethérien, soit 𝐼 un idéal de 𝐴 qui n’est pas

de type fini (par exemple, on peut prendre𝐴 = ℂ[𝑋𝑛]𝑛∈ℕ et 𝐼 = (𝑋𝑛)𝑛∈ℕ). Le𝐴-module

quotient 𝐴/𝐼 est de type fini (il est engendré par 1̅) mais n’est pas de présentation

finie : sinon, le noyau 𝐼 de la flèche quotient 𝐴 → 𝐴/𝐼 serait de type fini d’après la

proposition 2.7.9.1 ci-dessus.

2.7.9.3 Corollaıre

Soit (𝑆𝑖) une famille finie et couvrante (2.7.1) de parties multiplicatives de 𝐴 et

soit 𝑀 un 𝐴-module. Le 𝐴-module 𝑀 est de présentation finie si et seulement si

le 𝑆−1𝑖 𝐴-module 𝑆−1𝑖 𝑀 est de présentation finie pour tout 𝑖.

Démonstration. L’implication directe provient du fait que le caractère « de présentation

finie » est stable par extension des scalaires en vertu de l’exactitude à droite du produit

tensoriel (cf. 2.5.5.3 pour le raisonnement précis). Supposons maintenant que 𝑆−1𝑖 𝑀
est de présentation finie pour tout 𝑖, et montrons qu’il en va de même de 𝑀.

On déduit du lemme 2.7.3.1 que 𝑀 est de type fini. Choisissons une partie génératrice

finie (𝑚𝑗)1⩽𝑗⩽𝑛 de 𝑀 ; soit 𝑝 ∶ 𝐴𝑛 → 𝑀 la surjection (𝑎𝑗) ↦ ∑ 𝑎𝑗𝑚𝑗 et soit 𝐾 le noyau de 𝑝.
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Pour tout 𝑖, la suite

0 → 𝑆−1𝑖 𝐾 → (𝑆−1𝑖 𝐴)𝑛 → 𝑆−1𝑖 𝑀 → 0

induit par 𝑝 est exacte par platitude de 𝑆−1𝑖 𝐴. Comme 𝑆−1𝑖 𝑀 est de présentation par

hypothèse, 𝑆−1𝑖 𝐾 est de type fini d’après la proposition 2.7.9.1. Ceci vaut pour tout 𝑖 ;
en appliquant une fois encore le lemme 2.7.3.1, on voit que 𝐾 est de type fini, et donc

que 𝑀 est de présentation finie.

2.7.9.4 Remarque. La finitude de la famille (𝑆𝑖) est indispensable à la validité du corol-

laire 2.7.9.3, cf. la remarque 2.7.3.2.

2.7.10 Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Toute application 𝐴-linéaire

de 𝑀 vers 𝑁 induit une application 𝐵-linéaire de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 vers 𝐵 ⊗𝐴 𝑁 ; on définit par

ce biais une application 𝐴-linéaire de Hom𝐴(𝑀,𝑁) vers Hom𝐵(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝐵 ⊗𝐴 𝑁), puis

une application 𝐵-linéaire

𝐵 ⊗𝐴 Hom𝐴(𝑀,𝑁) → Hom𝐵(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝐵 ⊗𝐴 𝑁)

par la propriété universelle de l’extension des scalaires.

2.7.10.1 Proposıtıon

Supposons que 𝑀 est de présentation finie et que 𝐵 est plat sur 𝐴. La flèche

𝐵 ⊗𝐴 Hom𝐴(𝑀,𝑁) → Hom𝐵(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝐵 ⊗𝐴 𝑁)

est alors bijective.

Démonstration. Fixons un isomorphisme 𝑀 ≃ 𝐿/(∑𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖)𝑗 , où 𝐿 est un module libre

de base finie (𝑒𝑖)𝑖∈𝐼 et où les 𝑎𝑖𝑗 sont des scalaires, les indices 𝑗 parcourant un ensemble

fini 𝐽.

Soit 𝐶 une 𝐴-algèbre quelconque. On a par exactitude à droite du produit tensoriel un

isomorphisme

𝐶 ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝐶 ⊗𝐴 𝐿 /(∑
𝑗

𝑎𝑖𝑗 ⋅ 1 ⊗ 𝑒𝑖)
𝑖
,

et les 1 ⊗ 𝑒𝑖 forment une base de 𝐶 ⊗𝐴 𝐿. On en déduit un isomorphisme naturel, et

fonctoriel en 𝐶, entre Hom𝐶(𝐶 ⊗𝐴 𝑀,𝐶 ⊗𝐴 𝑁) et le noyau de

(𝐶 ⊗𝐴 𝑁)𝐼 → (𝐶 ⊗𝐴 𝑁)𝐽

(𝑛𝑖) ↦ (∑
𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑛𝑗)
𝑗

(prendre pour 𝑛𝑖 l’image de ̅̅̅ ̅̅̅ ̅̅ ̅1 ⊗ 𝑒𝑖).

En particulier,Hom𝐴(𝑀,𝑁) est le noyau de𝑁𝐼 → 𝑁𝐽, (𝑛𝑖) ↦ (∑𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑛𝑗)𝑗 , etHom𝐵(𝐵⊗𝐴
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𝑀,𝐵 ⊗𝐴 𝑁) est le noyau de

(𝐵 ⊗𝐴 𝑁)𝐼 → (𝐵 ⊗𝐴 𝑁)𝐽

(𝑛𝑖) ↦ (∑
𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑛𝑗)
𝑗
.

Le foncteur 𝐵 ⊗ commute aux produits finis (qui sont des sommes directes), et à la

formation du noyau car 𝐵 est plat. Il s’ensuit que

Hom𝐵(𝐵 ⊗𝐴 𝑀,𝐵 ⊗𝐴 𝑁) ≃ 𝐵 ⊗𝐴 Hom𝐴(𝑀,𝑁),

ce qu’il fallait démontrer.

2.7.10.2 Corollaıre

Soient 𝑀 et 𝑁 deux 𝐴-modules de présentation finie et soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴
tel que les 𝐴𝔭-modules 𝑀𝔭 et 𝑁𝔭 soient isomorphes. Il existe alors 𝑓 ∉ 𝔭 tel que les

𝐴𝑓-modules 𝑀𝑓 et 𝑁𝑓 soient isomorphes.

Démonstration. Les localisés de𝐴 étant plats sur𝐴, on déduit de la proposition 2.7.10.1

les égalités

Hom𝐴𝔭(𝑀𝔭,𝑁𝔭) = Hom𝐴(𝑀,𝑁)𝔭 et Hom𝐴𝔭(𝑁𝔭,𝑀𝔭) = Hom𝐴(𝑁,𝑀)𝔭

et

Hom𝐴𝑓(𝑀𝑓,𝑁𝑓) = Hom𝐴(𝑀,𝑁)𝑓 et Hom𝐴𝑓(𝑁𝑓,𝑀𝑓) = Hom𝐴(𝑁,𝑀)𝑓

pour tout 𝑓 ∈ 𝐴. Rappelons par ailleurs que si 𝛬 est un 𝐴-module quelconque, 𝛬𝔭
s’identifie à la colimite filtrante des 𝛬𝑓 pour 𝑓 ∉ 𝔭 (2.5.7.4).

Choisissons un isomorphisme 𝑢 ∶ 𝑀𝔭 → 𝑁𝔭 et soit 𝑣 sa réciproque. Par ce qui précède,

on peut voir 𝑢 et 𝑣 comme des éléments respectifs de Hom𝐴(𝑀,𝑁)𝔭 et Hom𝐴(𝑁,𝑀)𝔭 ,

et il existe 𝑔 ∈ 𝐴⧵𝔭 tel que 𝑢 et 𝑣 proviennent respectivement de deux éléments (encore

notés 𝑢 et 𝑣) de Hom𝐴(𝑀,𝑁)𝑔 = Hom𝐴𝑔(𝑀𝑔,𝑁𝑔) et Hom𝐴(𝑁,𝑀)𝑔 = Hom𝐴𝑔(𝑁𝑔,𝑀𝑔).

Les égalité 𝑢 ∘ 𝑣 = Id𝑁𝔭 et 𝑣 ∘ 𝑢 = Id𝑀𝔭 peuvent être vues comme des égalités entre

éléments de Hom𝐴(𝑀,𝑀)𝔭 et Hom𝐴(𝑁,𝑁)𝔭 , et il existe donc un élément 𝑓 ∈ 𝐴 ⧵ 𝔭,

multiple de 𝑔, telle que les égalités en question vaillent déjà dans Hom𝐴(𝑀,𝑀)𝑓 =
Hom𝐴𝑓(𝑀𝑓,𝑀𝑓) et Hom𝐴(𝑁,𝑁)𝑓 = Hom𝐴𝑓(𝑁𝑓,𝑁𝑓). En conséquence, les 𝐴𝑓-modules

𝑀𝑓 et 𝑁𝑓 sont isomorphes.

Retour aux modules projectıfs

2.7.11 Lemme

Soit 𝑀 un 𝐴-module et soit (𝑆𝑖)𝑖∈𝐼 une famille couvrante et finie de parties multiplica-

tives de 𝐴. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1) le 𝐴-module 𝑀 est projectif de type fini ;

2) pour tout 𝑖, le 𝑆−1𝑖 𝐴-module 𝑆−1𝑖 𝑀 est projectif de type fini.

Démonstration. L’implication 1) ⇒ 2) provient du fait que le caractère projectif et le

fait d’être de type fini sont préservés par extension des scalaires.

Supposons maintenant que 2) soit vraie ; on déduit de 2.7.8 que 𝑆−1𝑖 𝑀 est pour tout 𝑖
un 𝑆−1𝑖 𝐴-module de présentation finie, et le lemme 2.7.3.1 assure alors que 𝑀 est de

présentation finie. Choisissons une famille génératrice finie (𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝑀 et soit 𝑝
la surjection 𝐴𝐼 → 𝑀, (𝑎𝑖) ↦ ∑ 𝑎𝑖𝑚𝑖 ; elle induit une application Hom𝐴(𝑀,𝐴𝐼) →
Hom𝐴(𝑀,𝑀), d’où pour tout 𝑖 une application

𝑆−1𝑖 Hom𝐴(𝑀,𝐴𝐼) → 𝑆−1𝑖 Hom𝐴(𝑀,𝑀)

qui s’identifie d’après la proposition 2.7.10.1 (et le fait que 𝑀 est de présentation finie)

à la flèche

Hom𝑆−1𝑖 𝐴(𝑆−1𝑖 𝑀, (𝑆−1𝑖 𝐴)𝐼) → Hom𝑆−1𝑖 𝐴(𝑆−1𝑖 𝑀, 𝑆−1𝑖 𝑀),

laquelle est surjective puisque 𝑆−1𝑖 𝑀 est projectif. On déduit alors du lemme 2.7.2.4

que 𝑝 est surjective. En particulier, Id𝑀 a un antécédent 𝑠 par 𝑝, qui fournit une section

de 𝑝. Ainsi, 𝑀 est projectif (cf. la condition 3) du théorème 2.7.7).

2.7.12 Théorème

Soit 𝑀 un 𝐴-module. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) Le module 𝑀 est projectif et de type fini.

2) Le module 𝑀 est de présentation finie, et pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴, il existe

un entier 𝑛𝔭 tel que 𝑀𝔭 ≃ 𝐴𝑛𝔭
𝔭 .

3) Il existe une famille finie (𝑓𝑖) d’éléments de 𝐴 engendrant 𝐴 comme idéal, et pour

tout 𝑖 un entier 𝑛𝑖 tel que 𝑀𝑓𝑖 ≃ 𝐴𝑛𝑖
𝑓𝑖 .

Démonstration. Supposons 1) vraie. On sait que 𝑀 est de présentation finie d’après

2.7.8. Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴. Le 𝐴𝔭-module 𝑀𝔭 est projectif et de type fini, et

est dès lors libre de rang fini d’après le lemme 2.7.5.4. Ainsi, 2) est vraie.

Supposons 2) vraie et soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴. Le corollaire 2.7.10.2 assure qu’il

existe 𝑓𝔭 ∈ 𝐴 ⧵ 𝔭 tel que 𝑀𝔭 ≃ 𝐴𝑛𝔭
𝑓𝔭 .

Par construction, l’idéal engendré par les 𝑓𝔭 n’est contenu dans aucun idéal premier de

𝐴, et il coïncide dès lors avec 𝐴. Cela signifie qu’il existe une famille (𝑎𝔭) de scalaires

presque tous nuls tels que ∑ 𝑎𝔭𝑓𝔭 = 1. Si 𝐼 désigne l’ensemble des idéaux premiers 𝔭 tels

que 𝑎𝔭 ≠ 0, la famille (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 vérifie les conditions requises par 3).

Supposons 3) vraie. Pour tout 𝑖, le 𝐴𝑓𝑖-module 𝑀𝑓𝑖 est libre de rang fini, et est en

particulier projectif et de présentation finie. Comme la famille ({𝑓𝑛𝑖 }𝑛)𝑖 est couvrante

(cf. l’exemple 2) de 2.7.1.3), le lemme 2.7.11 assure que𝑀 est projectif de type fini.
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2.7.13 L’exemple des anneaux de Dedekınd. Il y a différentes caractérisations des anneaux

de Dedekind, et celle que nous utiliserons est la suivante. Un anneau𝐴 est de Dedekind

si et seulement s’il est intègre, noethérien, et possède la propriété suivante : si 𝔭 est un

idéal premier non nul de 𝐴 alors 𝐴𝔭 est un anneau de valuation discrète, c’est-à-dire

un anneau principal ayant (à équivalence près) un unique élément irréductible 𝜋, qui

est alors nécessairement le générateur de son unique idéal maximal.

2.7.14 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau de Dedekind et soit 𝐾 son corps des fractions. Soit 𝑀 un 𝐴-module.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) 𝑀 est projectif de type fini et 𝑀𝔭 est libre de rang 1 sur 𝐴𝔭 pour tout idéal premier

𝔭 de 𝐴.

2) 𝑀 est projectif de type fini et 𝐾 ⊗𝐴 𝑀 est de dimension 1 sur 𝐾.

3) 𝑀 est isomorphe comme 𝐴-module à un idéal non nul de 𝐴.

Par ailleurs, un idéal de 𝐴 est libre comme 𝐴-module si et seulement s’il est principal.

Démonstration. Commençons par une remarque que nous allons utiliser constamment :

si 𝑆 est une partie multiplicative de 𝐴 ne contenant pas 0 et si 𝑁 est un 𝐴-module sans

torsion, la flèche naturelle 𝑁 → 𝑆−1𝑁 = 𝑆−1𝐴 ⊗𝐴 𝑁 est injective (c’est une conséquence

triviale de la condition de nullité d’une fraction).

Si 1) est vraie, 2) est vraie : prendre 𝔭 = {0}. Supposons maintenant que 2) est vraie.

Comme 𝑀 est projectif, il est facteur direct d’un module libre, et est en particulier

sans torsion. En conséquence, 𝑀 s’injecte dans le 𝐾-espace vectoriel 𝐾 ⊗𝐴 𝑀 qui est

de dimension 1, ce qui fournit (une fois choisie une base de 𝐾 ⊗𝐴 𝑀) un plongement

𝐴-linéaire de 𝑀 dans 𝐾, donc une identification de 𝑀 à un sous-𝐴-module de 𝐾.

Comme 𝑀 est de type fini, il est engendré par un nombre fini de fractions ; soit 𝛼 un

multiple commun non nul de leurs dénominateurs. Le sous-𝐴-module 𝛼𝑀 de 𝐾 est

isomorphe à 𝑀, et contenu dans 𝐴 ; c’est donc un idéal de 𝐴, nécessairement non nul

puisque 𝐾 ⊗𝐴 𝑀 est non nul, d’où 3).

Montrons maintenant 3) ⇒ 1). On peut supposer que 𝑀 est un idéal non nul de 𝐴 ; il

est donc de présentation finie par noethérianité de 𝐴. Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴.

L’injection 𝑀 ↪ 𝐴 induit par platitude de 𝐴𝔭 une injection 𝑀𝔭 ↪ 𝐴𝔭 , et 𝑀𝔭 est

par ailleurs non nul puisque 𝑀 est non nul et s’injecte dans 𝑀𝔭 (étant contenu dans

l’anneau intègre 𝐴, le module 𝑀 est sans torsion).

En conséquence,𝑀𝔭 s’identifie pour tout 𝔭 à un idéal non nul de l’anneau𝐴𝔭 , lequel est

principal (c’est évident si 𝔭 = {0}, et c’est dû au fait que 𝐴 est un anneau de Dedekind

sinon). Il s’ensuit que le 𝐴𝔭-module 𝑀𝔭 est libre de rang 1. On en déduit alors 1) grâce

au théorème 2.7.12 dont la condition 2) est ici vérifiée.

Il reste à justifier la dernière assertion. Si 𝑀 est un idéal principal de 𝐴, il est engendré

par un élément 𝑎 et est donc libre, de rang 0 si 𝑎 = 0 et de rang 1 sinon. Réciproquement,

supposons que 𝑀 soit un idéal de 𝐴, et qu’il soit libre comme 𝐴-module. Si 𝑎 et 𝑏 sont

deux éléments non nuls de 𝑀, on a l’égalité 𝑏 ⋅ 𝑎 − 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0, ce qui exclut qu’ils puissent
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figurer tous deux dans une même famille libre. En conséquence, le rang de 𝑀 est égal

à zéro (auquel cas 𝑀 est nul) où à un (auquel cas 𝑀 est engendré par un élément non

nul de 𝐴). Dans tous les cas, 𝑀 est principal.

2.8 Algèbres fınıes et algèbres entıères

On fixe un anneau 𝐴.

Défınıtıons, exemples, premıères proprıétés

2.8.1 Défınıtıon (algèbre finie)
Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. On dit que 𝐵 est finie si 𝐵 est de type fini comme 𝐴-module.

2.8.2 Exemples et premıères proprıétés.

2.8.2.1 Si 𝐼 est un idéal de 𝐴 alors 𝐴/𝐼 est engendré par 1̅ comme 𝐴-module. C’est donc une

𝐴-algèbre finie.

2.8.2.2 Une 𝐴-algèbre finie est de type fini comme 𝐴-module ; elle l’est a fortiori comme

𝐴-algèbre.

2.8.2.3 Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre finie et soit 𝐶 une 𝐵-algèbre finie. La 𝐴-algèbre 𝐶 est alors finie ;

nous laissons au lecteur le soin de rédiger la preuve, qui repose essentiellement sur

un « principe de la famille génératrice télescopique ».

2.8.3 Proposıtıon-Défınıtıon (élément entier ; algèbre entière)
Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre et soit 𝑥 ∈ 𝐵. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) L’élément 𝑥 annule un polynôme unitaire appartenant à 𝐴[𝑋].
2) La 𝐴-algèbre 𝐴[𝑥] est finie.

3) Il existe une sous-𝐴-algèbre finie 𝐶 de 𝐵 contenant 𝑥.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝑥 est entier sur 𝐴. Si tout élément de 𝐵 est entier

sur 𝐴, on dit que 𝐵 est entière sur 𝐴.

Démonstration. Supposons que 1) soit vraie ; il existe alors 𝑛 ⩾ 0 et 𝑎0,⋯ , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐴
tels que

𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 +⋯ + 𝑎0 = 0.

Si 𝑀 désigne le sous-𝐴-module de 𝐵 engendré par les 𝑥𝑖 pour 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1, on en

déduit que 𝑥𝑛 ∈ 𝑀 puis, par récurrence, que 𝑥𝑚 ∈ 𝑀 pour tout 𝑚 ⩾ 𝑛. Ainsi, l’algèbre

𝐴[𝑥] coïncide avec le 𝐴-module de type fini 𝑀, et elle est en conséquence finie, ce qui

prouve 2).

Si 2) est vraie, il est clair que 3) est vraie (prendre 𝐶 = 𝐴[𝑥]).

Supposons que 3) soit vraie, et soit 𝑢 ∶ 𝐶 → 𝐶 la multiplication par 𝑥. Comme 𝐶 est un

𝐴-module de type fini, la proposition 2.3.1 – appliqué ici avec 𝐼 = 𝐴 – assure l’existence

d’un polynôme unitaire 𝑃 à coefficients dans 𝐴 (dont le degré peut être choisi égal au
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cardinal d’une famille génératrice finie fixée du 𝐴-module 𝐶) tel que 𝑃(𝑢) = 0. On a

en particulier 𝑃(𝑥) = 𝑃(𝑢)(1) = 0, et 1) est vraie.

2.8.4 Quelques remarques.

2.8.4.1 On déduit de la caractérisation des éléments entiers par la propriété 3) ci-dessus que

toute algèbre finie est entière. Nous allons voir ci-dessous que la réciproque est vraie

pour les algèbres de type fini, mais fausse en général.

2.8.4.2 Au cours de la preuve de 3) ⇒ 1), on a vu que si 𝐶 est engendré comme 𝐴-module

par 𝑛 éléments, alors on peut trouver un polynôme unitaire de 𝐴[𝑋] annulant 𝑥 et de
degré 𝑛.

2.8.4.3 Soit 𝑓 ∶ 𝐵 → 𝐶 un morphisme de 𝐴-algèbres, et soit 𝑥 un élément de 𝐵 entier sur 𝐴.

Il est immédiat que 𝑓(𝑥) est entier sur 𝐴 aussi (tout polynôme de 𝐴[𝑋] annulant 𝑥
annule 𝑓(𝑥)).

2.8.4.4 Soit 𝐼un idéal de𝐴 et soit𝐵une𝐴/𝐼-algèbre ; on peut aussi voir𝐵 comme une𝐴-algèbre.

Un élément de 𝐵 est entier sur 𝐴 si et seulement s’il est entier sur 𝐴/𝐼, et 𝐵 est finie

sur 𝐴 si et seulement si elle est finie sur 𝐴/𝐼 (cela provient du fait que si 𝑎 est la classe

modulo 𝐼 d’un élément 𝑎 de 𝐴 alors 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 pour tout 𝑏 ∈ 𝐵).

2.8.4.5 Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre, soit 𝐽 un idéal de 𝐵 et soit 𝐼 un idéal de 𝐴 dont l’image dans 𝐵 est

contenue dans 𝐽. Si 𝑥 est un élément de 𝐵 entier sur 𝐴, alors son image ̅̅𝑥 dans 𝐵/𝐽 est

entière sur 𝐴/𝐼 : on peut ou bien le voir directement (si 𝑃 annule 𝑥 alors la réduction

de 𝑃 modulo 𝐼 annule ̅̅𝑥) ou bien utiliser 2.8.4.3 pour conclure que ̅̅𝑥 est entier sur 𝐴,

puis 2.8.4.4 pour en déduire qu’il est entier sur 𝐴/𝐼.

2.8.4.6 Soit 𝑘 un corps et soit 𝐿 une 𝑘-algèbre. Si 𝑥 est un élément de 𝐿 entier sur 𝑘, l’idéal de

𝑘[𝑇] formé des polynômes annulateurs de 𝑥 est non nul, et admet donc un unique

générateur unitaire, appelé le polynôme minimal de 𝑥 ; c’est aussi le polynôme unitaire

annulant 𝑥 de degré minimal.

Si 𝐿 est un corps, on préfère parler d’élément de 𝐿 algébrique sur 𝑘 plutôt qu’entier

sur 𝑘 ; et si tous les éléments de 𝐿 sont algébriques sur 𝑘, on dit que 𝐿 elle-même est

une extension algébrique de 𝑘.

2.8.4.7 Remarque. Soit 𝐴 un anneau, soit 𝐵 une 𝐴-algèbre et soit 𝑥 un élément de 𝐵 entier

sur 𝐴. En général, il n’y a pas de bonne notion de « polynôme minimal » pour 𝑥 sur

l’anneau 𝐴.

Donnons un exemple. Soit 𝑘 un corps, et soit 𝐴 l’anneau 𝑘[𝑇2,𝑇3] ⊂ 𝑘[𝑇]. L’élément 𝑇
de 𝑘[𝑇] est entier sur 𝐴 et annule 𝑋2 − 𝑇2. Comme 𝑇 ∉ 𝐴, il n’annule aucun polynôme

unitaire de degré 1 à coefficients dans 𝐴, et 𝑋2 − 𝑇2 est donc de degré minimal parmi

les polynômes unitaires de 𝐴[𝑋] annulant 𝑇. Par ailleurs 𝑇 annule aussi 𝑋3 − 𝑇3, dont

on vérifie immédiatement qu’il n’est pas multiple de 𝑋2 − 𝑇2 dans 𝐴[𝑋] (il ne l’est

même pas dans 𝑘[𝑇,𝑋]).
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2.8.5 Proposıtıon

Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) 𝐵 est finie.

2) 𝐵 est entière et de type fini.

3) 𝐵 est engendrée comme 𝐴-algèbre par un nombre fini d’éléments entiers sur 𝐴.

Démonstration. On a déjà vu qu’une 𝐴-algèbre finie est de type fini, et entière (2.8.4.1).

L’implication 2) ⇒ 3) est évidente ; il reste à montrer que 3) ⇒ 1).

Supposons que 𝐵 soit engendrée par une famille finie 𝑏1,⋯ , 𝑏𝑟 d’éléments entiers sur𝐴.

Nous allons montrer par récurrence sur 𝑟 que 𝐵 est finie.

Si 𝑟 = 0 alors la flèche structurale 𝐴 → 𝐵 est surjective, ce qui veut dire que 𝐵 est de la

forme 𝐴/𝐼 pour un certain idéal 𝐼 ; elle est dès lors finie (2.8.2.1).

Supposons 𝑟 > 0 et la propriété vraie au rang 𝑟−1. Notons 𝐶 la𝐴-algèbre𝐴[𝑏1,⋯ , 𝑏𝑟−1].
D’après l’hypothèse de récurrence, 𝐶 est finie sur 𝐴. L’élément 𝑏𝑟 de 𝐵 est entier sur 𝐴
par hypothèse ; il l’est a fortiori sur 𝐶. La 𝐶-algèbre 𝐶[𝑏𝑟] = 𝐵 est donc finie en vertu de

la proposition 2.8.3 ; par transitivité, 𝐵 est finie sur 𝐴.

2.8.6 Corollaıre-Défınıtıon (fermeture intégrale)
Soit 𝐵 une𝐴-algèbre. Le sous-ensemble𝐶 de 𝐵 formé des éléments entiers sur𝐴 est une

sous-𝐴-algèbre de 𝐵, que l’on appelle fermeture intégrale de 𝐴 dans 𝐵. En particulier, si

𝐵 est engendrée par des éléments entiers sur 𝐴, elle est entière sur 𝐴.

Démonstration. Soient 𝑥 et 𝑦 appartenant à𝐶. Il résulte de la proposition 2.8.5 ci-dessus,

et plus précisément de l’implication 3) ⇒ 2) de son énoncé, que 𝐴[𝑥, 𝑦] est entière

sur 𝐴, ce qui achève la démonstration.

2.8.7 Corollaıre

Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre entière, soit 𝐶 une 𝐵-algèbre et soit 𝑥 un élément de 𝐶. Si 𝑥 est

entier sur 𝐵 il est entier sur 𝐴 ; en particulier si 𝐶 est entière sur 𝐵 elle est entier sur 𝐴.

Démonstration. Comme 𝑥 est entier sur 𝐵, il existe 𝑛 ⩾ 0 et 𝑏0,⋯ , 𝑏𝑛−1 ∈ 𝐵 tels que

𝑥𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑥𝑛−1 +⋯ + 𝑏0 = 0. Soit 𝐵′ la sous-𝐴-algèbre de 𝐵 engendrée par les 𝑏𝑖. Comme

ceux-ci sont entiers sur 𝐴 (car 𝐵 est entière sur 𝐴), la 𝐴-algèbre 𝐵′ est finie d’après la

proposition 2.8.5.

Par construction, 𝑥 est entier sur 𝐵′, et 𝐵′[𝑥] est donc finie sur 𝐵′. Par transitivité, 𝐵′[𝑥]
est finie sur 𝐴, et 𝑥 est en conséquence entier sur 𝐴.

2.8.8 Exemple d’algèbre entıère non fınıe. Notons ̅̅ℤ̅ la fermeture intégrale de ℤ dans ℂ.

C’est par définition une ℤ-algèbre entière. Nous allons montrer par l’absurde qu’elle

n’est pas finie.

Si elle l’était, il résulterait de 2.8.4.2 qu’il existe un entier 𝑁 tel que tout élément de ̅̅ℤ̅
soit annulé par un polynôme unitaire de degré 𝑁 à coefficients dans ℤ.
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Soit maintenant 𝑛 ⩾ 1. L’élément 𝑛√2 de ℂ appartient à ̅̅ℤ̅ car il est annulé par 𝑋𝑛−2. Ce

dernier est irréductible sur ℚ en vertu du critère d’Eisenstein, et est donc le polynôme

minimal de 𝑛√2 sur ℚ. En conséquence, 𝑛√2 n’est racine d’aucun polynôme non nul à

coefficients rationnels de degré < 𝑛, et on aboutit ainsi à une contradiction en prenant

𝑛 > 𝑁.

2.8.9 Lemme

Soit 𝐶 une 𝐴-algèbre et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Si la 𝐴-algèbre 𝐶 est finie (resp. entière)

alors la 𝐵-algèbre 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est finie (resp. entière).

Démonstration. Supposons 𝐶 finie sur 𝐴, et soit (𝑒𝑖) une famille génératrice finie de 𝐶
comme 𝐴-module. Comme (1 ⊗ 𝑒𝑖) engendre 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 comme 𝐵-module, la 𝐵-algèbre

𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est finie.

Supposons 𝐶 entière sur 𝐴. La 𝐵-algèbre 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est engendrée comme 𝐵-algèbre (et

même comme 𝐵-module) par les 1 ⊗ 𝑐 pour 𝑐 parcourant 𝐶. Or si 𝑐 ∈ 𝐶, l’élément 1 ⊗ 𝑐
de 𝐶 est entier sur 𝐴 (2.8.4.3), et a fortiori sur 𝐵. Il s’ensuit, en vertu du corollaire 2.8.6,

que 𝐵 ⊗𝐴 𝐶 est entière sur 𝐵.

2.8.10 Soit 𝐴 un anneau intègre. On appelle clôture intégrale de 𝐴 la fermeture intégrale de 𝐴
dans son corps des fractions. On dit que 𝐴 est intégralement clos, ou normal, s’il est égal

à sa clôture intégrale.

2.8.10.1 Exercıce

Démontrez qu’un anneau factoriel est intégralement clos. Démontrez que l’anneau

des fonctions holomorphes de ℂ dans ℂ est intègre, et intégralement clos.

2.8.10.2 L’anneauℤ[√5] n’est pas intégralement clos. Son corps des fractions est en effetℚ(√5),
lequel contient le nombre d’or

1 + √5
2 ,

qui n’appartient pas àℤ[√5]mais est entier sur celui-ci, puisqu’il est racine de𝑋2−𝑋−1.

L’anneau ℂ[𝑇2,𝑇3] ⊂ ℂ[𝑇] n’est pas intégralement clos. Son corps des fractions est en

effet ℂ(𝑇) (car 𝑇 = 𝑇3/𝑇2). Il contient 𝑇 qui n’appartient pas à ℂ[𝑇2,𝑇3] mais est entier

sur celui-ci, puisqu’il est racine de 𝑋2 − 𝑇2.

Lemme de goıng-up et dımensıon de Krull

Nous allons maintenant démontrer le lemme dit de going-up. Il est extrêmement utile en

algèbre commutative et en géométrie algébrique (le langage de schémas permettra d’en

donner une interprétation géométrique), mais est également intéressant pour sa preuve.

Celle-ci consiste en effet essentiellement à se ramener à un cas particulier élémentaire

que nous traitons au préalable (le lemme 2.8.11 ci-dessous) par de judicieux passages

au quotient et localisations ; elle peut donc aider à mieux comprendre comment utiliser

en pratique ces opérations.
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2.8.11 Lemme

Soit 𝐵 un anneau intègre et soit 𝐴 un sous-anneau de 𝐵. On suppose que 𝐵 est entier

sur 𝐴. Les assertions suivantes sont alors équivalentes.

1) 𝐴 est un corps.

2) 𝐵 est un corps.

Démonstration. Supposons que 𝐴 est un corps, et soit 𝑥 un élément non nul de 𝐵.

Comme 𝑥 est entier sur 𝐴, la 𝐴-algèbre 𝐴[𝑋] est un 𝐴-espace vectoriel de dimension

finie. Comme 𝐵 est intègre et 𝑥 non nul, l’endomorphisme 𝑦 ↦ 𝑥𝑦 de 𝐴[𝑥] est injectif,

et partant surjectif. Il existe en particulier 𝑦 ∈ 𝐴[𝑥] ⊂ 𝐵 tel que 𝑥𝑦 = 1, et 𝑥 est inversible

dans 𝐵. Ainsi, 𝐵 est un corps.

Supposons maintenant que 𝐵 est un corps, et soit 𝑥 un élément non nul de 𝐴. Comme

𝐵 est un corps, 𝑥 possède un inverse 1/𝑥 dans 𝐵. Comme 𝐵 est entière sur 𝐴, il existe

𝑛 ∈ ℕ et 𝑎0,⋯ , 𝑎𝑛−1 dans 𝐴 tels que

1
𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1

1
𝑥𝑛−1

+⋯ + 𝑎0 = 0.

En multipliant par 𝑥𝑛, il vient

1 = 𝑥(−𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥 −⋯ − 𝑎0𝑥𝑛−1),

et donc
1
𝑥 = −𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2𝑥 −⋯ − 𝑎0𝑥𝑛−1,

qui appartient à 𝐴. Ainsi, 𝑥 est inversible dans 𝐴 et 𝐴 est un corps.

2.8.12 Lemme de goıng-up

Soit 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux faisant de 𝐵 une 𝐴-algèbre entière.

1) Si 𝔮 est un idéal premier de 𝐵, l’idéal premier 𝑓−1(𝔮) de 𝐴 est maximal si et seule-

ment si 𝔮 est maximal.

2) Si 𝔮 et 𝔮′ sont deux idéaux premiers distincts de 𝐵 tels que l’on ait 𝑓−1(𝔮) = 𝑓−1(𝔮′),
alors 𝔮 et 𝔮′ sont non comparables pour l’inclusion.

3) Si 𝐽 est un idéal de 𝐵 et si l’on pose 𝐼 = 𝑓−1(𝐽), il existe pour tout idéal premier 𝔭
de 𝐴 contenant 𝐼 un idéal premier 𝔮 de 𝐵 contenant 𝐽 tel que 𝑓−1(𝔮) = 𝔭.

Remarque. Dans le cas où 𝑓 est injectif, on a 𝑓−1({0}) = {0} et l’assertion 3) ci-dessus

affirme alors que pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴, il existe un idéal premier 𝔮 de 𝐵 tel

que 𝑓−1(𝔮) = 𝔭 (en fait, comme on le verra ci-dessous, on ramène la preuve de 3) à

celle de ce cas particulier). Autrement dit, si 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 est une injection entière alors

Spec𝐵 → Spec𝐴 est surjective.

2.8.13 Démonstration du lemme de going-up. On commence par établir l’assertion 1), qui sera

elle-même utilisée dans la preuve de 2) et 3).
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2.8.13.1 Preuve de 1). Soit 𝔮 un idéal premier de 𝐵. Posons 𝔭 = 𝑓−1(𝔮). La flèche 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵
induit une injection 𝐴/𝔭 ↪ 𝐵/𝔮, qui fait de 𝐵/𝔮 une 𝐴/𝔭-algèbre entière (2.8.4.5).

Comme 𝔮 est premier, 𝐵/𝔮 est intègre. Il résulte alors du lemme 2.8.11 que 𝐵/𝔮 est un

corps si et seulement si 𝐴/𝔭 est un corps ; autrement dit, 𝔮 est maximal si et seulement

si 𝔭 est maximal, ce qui achève de prouver 1).

2.8.13.2 Preuve de 2). Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴. Il s’agit de montrer que les éléments de

{𝔮 ∈ Spec𝐵 | 𝑓−1(𝔮) = 𝔭} sont deux à deux non comparables pour l’inclusion, c’est-à-

dire encore que les antécédents de 𝔭 pour l’application Spec𝐵 → Spec𝐴 induite par 𝑓
sont deux à deux non comparables pour l’inclusion.

Posons 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭. Le localisé 𝑆−1𝐴 est l’anneau local 𝐴𝔭 d’idéal maximal 𝔭𝐴𝔭 , et l’on a

par ailleurs

𝑓(𝑆)−1𝐵 ≃ 𝐵 ⊗𝐴 𝐴𝔭 ;

en particulier, 𝑓(𝑆)−1𝐵 est entier sur 𝐴𝔭. On a un diagramme commutatif

Spec𝐵 Spec 𝑓(𝑆)−1𝐵

Spec𝐴 Spec𝐴𝔭 .

La flèche Spec𝐴𝔭 → Spec𝐴 induit une bijection d’ensembles ordonnés entre Spec𝐴𝔭
et l’ensemble des idéaux premiers de 𝐴 contenus dans 𝔭 (elle fait correspondre 𝔭 à

𝔭𝐴𝔭) ; la flèche Spec 𝑓(𝑆)−1𝐵 → Spec𝐵 induit une bijection d’ensembles ordonnés

entre Spec 𝑓(𝑆)−1𝐵 et l’ensemble des idéaux premiers de 𝐵 ne rencontrant pas 𝑓(𝑆).

Par ailleurs, soit 𝔮 un idéal premier de 𝐵 situé au-dessus de 𝔭, c’est-à-dire tel que

𝑓−1(𝔮) = 𝔭. Cette dernière égalité assure que 𝔮 ne rencontre pas 𝑓(𝑆), et donc que 𝔮
appartient à l’image de Spec 𝑓(𝑆)−1𝐵. Il s’ensuit qu’il existe une bijection d’ensembles

ordonnés entre l’ensemble des idéaux premiers de 𝐵 situés au-dessus de 𝔭, et celui

des idéaux premiers de 𝑓(𝑆)−1𝐵 situés au-dessus de 𝔭𝐴𝔭.

Mais comme 𝔭𝐴𝔭 est l’idéal maximal de 𝐴𝔭 , il résulte de l’assertion 1), appliquée à

la 𝐴𝔭-algèbre entière 𝑓(𝑆)−1𝐵, que l’ensemble des idéaux premiers de 𝑓(𝑆)−1𝐵 situés

au-dessus de 𝔭𝐴𝔭 est exactement l’ensemble des idéaux maximaux de 𝑓(𝑆)−1𝐵 ; or

ceux-ci sont deux à deux non comparables pour l’inclusion, et il en va donc de même

des idéaux premiers de 𝐵 situés au-dessus de 𝔭, d’où 2).

2.8.13.3 Preuve de 3). La flèche 𝐴 → 𝐵 induit une injection 𝐴/𝐼 → 𝐵/𝐽. On a par ailleurs un

diagramme commutatif

Spec𝐵/𝐽 Spec𝐵

Spec𝐴/𝐼 Spec𝐴 .
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La flèche Spec𝐴/𝐼 → Spec𝐴 induit une bijection entre Spec𝐴/𝐼 et l’ensemble des

idéaux premiers de 𝐴 contenant 𝐼, et la flèche Spec𝐵/𝐽 → Spec𝐵 induit une bijection

entre Spec𝐵/𝐽 et l’ensemble des idéaux premiers de 𝐵 cotenant 𝐽 ; on peut donc, quitte

à remplacer 𝐴 par 𝐴/𝐼 et 𝐵 par 𝐵/𝐽, se ramener au cas où 𝐼 et 𝐽 sont nuls et où 𝑓 est

injective.

Il s’agit maintenant, un idéal premier 𝔭 ∈ Spec𝐴 étant donné, de montrer l’existence

d’un idéal premier 𝔮 ∈ Spec𝐵 au-dessus de 𝔭.

Posons 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭. En se fondant sur le diagramme commutatif considéré au 2.8.13.2

ci-dessus lors de la preuve de 2), on voit qu’il suffit de montrer l’existence d’un idéal

premier de 𝑓(𝑆)−1𝐵 situé au-dessus de 𝔭𝐴𝔭.

Par définition de 𝑆, cette partie ne contient pas 0. Comme 𝑓 est injective, 𝑓(𝑆) ne

contient pas non plus 0 ; par conséquent, 𝑓(𝑆)−1𝐵 est non nul. Il possède dès lors un

idéal maximal 𝔪. En vertu de l’assertion 1), appliquée à la 𝐴𝔭-algèbre entière 𝑓(𝑆)−1𝐵,

l’idéal 𝔪 est situé au-dessus d’un idéal maximal de 𝐴𝔭 , et donc de 𝔭𝐴𝔭. Ceci achève

la démonstration.

2.8.14 Défınıtıon (dimension de Krull d’un anneau)
Soit𝐴 un anneau. On appelle dimension de Krull de𝐴 la borne supérieure de l’ensemble

E des entiers 𝑛 tels qu’il existe une chaîne

𝔭0 ⊊ 𝔭1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔭𝑛

où les 𝔭𝑖 sont des idéaux premiers de 𝐴 (attention : notez bien que la numérotation

commence à 0).

2.8.14.1 Remarque. L’ensemble E peut être vide. C’est le cas si et seulement si𝐴 n’a pas d’idéaux

premiers, c’est-à-dire si et seulement si 𝐴 = {0} ; il y a alors une ambiguïté dans la défi-

nition de la dimension de Krull3, qu’on lève en posant par convention dimKrull{0} = −∞.

Lorsque𝐴 est non nul, l’ensemble non vide E peut être fini, auquel cas la dimension de

Krull appartient à ℕ , ou infini – cela signifie qu’il existe des chaînes strictement crois-

santes arbitrairement longues d’idéaux premiers de 𝐴, et l’on a alors dimKrull 𝐴 = +∞.

2.8.14.2 Commentaire sur la terminologie. Nous verrons plus bas que le terme dimension est

bien choisi : la dimension de Krull d’un anneau peut en effet s’interpréter comme la

dimension du schéma qui lui est associé.

2.8.14.3 Anneaux de dimension nulle. Un anneau 𝐴 est de dimension de Krull nulle si et seule-

ment si 𝐴 est non nul et tout idéal premier de 𝐴 est maximal. Lorsque 𝐴 est intègre,

ceci revient à demander que (0) soit maximal, c’est-à-dire que 𝐴 soit un corps.

3En effet, nous invitons le lecteur à vérifier que la borne supérieure de la partie vide est par définition
le plus petit élément de l’ensemble ordonné dans lequel on travaille (s’il existe). Il faut donc préciser ici quel est
l’ensemble en question ; les conventions adoptées reviennent à décider qu’on travaille dansℝ∪{−∞,+∞}.
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2.8.14.4 Anneaux intègre de dimension 1. Un anneau intègre𝐴 est de dimension 1 si et seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1) 𝐴 possède un idéal premier non nul ;

2) tout idéal premier non nul de 𝐴 est maximal.

C’est notamment le cas lorsque 𝐴 est un anneau de Dedekind qui n’est pas un corps.

En particulier, tout anneau principal qui n’est pas un corps est de dimension de Krull

égale à 1.

2.8.14.5 Un anneau de dimension de Krull infinie. Soit 𝐴 l’anneau 𝑘[𝑋𝑖]𝑖⩾1. Pour tout 𝑗 ∈ ℕ , l’idéal

𝔭𝑗 ≔ (𝑋𝑖)1⩽𝑖⩽𝑗 de 𝐴 est premier : en effet, le quotient 𝐴/𝔭𝑗 s’identifie naturellement

à l’anneau intègre 𝑘[𝑋𝑖]𝑖>𝑗. Pour tout entier 𝑛, on dispose d’une chaîne strictement

croissante de 𝑛 + 1 idéaux premiers de 𝐴, à savoir

(0) ⊊ 𝔭1 ⊊ 𝔭2 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔭𝑛.

En conséquence, dimKrull 𝐴 = +∞.

2.8.15 On démontre que si 𝐴 est un anneau local noethérien dont l’idéal maximal possède un

système de générateurs de cardinal 𝑛, alors dimKrull 𝐴 ⩽ 𝑛 (en particulier, dimKrull 𝐴
est finie).

2.8.15.1 Un anneau local 𝐴 est dit régulier s’il est noethérien et si son idéal maximal possède un

système de générateurs de cardinal exactement égal à dimKrull 𝐴. Les anneaux locaux

réguliers jouent un rôle majeur en géométrie algébrique.

2.8.15.2 Nagata a construit un exemple d’anneau noethérien (non local) dont la dimension de

Krull est infinie.

2.8.16 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. On suppose que la flèche 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 est

injective et que 𝐵 est entière sur 𝐴. On a alors dimKrull 𝐵 = dimKrull 𝐴.

Démonstration. On va montrer l’égalité des dimensions par double majoration.

2.8.16.1 Prouvons que dimKrull 𝐵 ⩾ dimKrull 𝐴. Soit 𝔭0 ⊊ 𝔭1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔭𝑛 une chaîne strictement

croissante d’idéaux premiers de𝐴. Il existe alors une chaîne 𝔮0 ⊂ 𝔮1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝔮𝑛 d’idéaux

premiers de 𝐵 tels que 𝑓−1(𝔮𝑖) = 𝔭𝑖 pour tout 𝑖. Pour le voir, on raisonne par récurrence

sur 𝑛.

Si 𝑛 = 0, c’est vrai par la remarque suivant l’énoncé du lemme de going-up (c’est

ici qu’intervient l’injectivité de 𝑓).

Supposons maintenant 𝑛 > 0 et les 𝔮𝑖 construits pour 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1. On applique

alors l’assertion 3) du lemme de going-up avec 𝐽 = 𝔮𝑛−1 , 𝐼 = 𝑓−1(𝔮𝑛−1) = 𝔭𝑛−1 , et

𝔭 = 𝔭𝑛. Elle assure l’existence d’un idéal premier 𝔮𝑛 de 𝐵 contenant 𝔮𝑛−1 et tel que

𝑓−1(𝔮𝑛) = 𝔭𝑛 , qui est ce qu’on souhaitait.

Comme 𝑓−1(𝔮𝑖) = 𝔭𝑖 pour tout 𝑖, et comme les 𝔭𝑖 sont deux à deux distincts, les 𝔮𝑖
sont deux à deux distincts. La chaîne des 𝔮𝑖 est ainsi strictement croissante, et a même
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longueur que celle des 𝔭𝑖. On en déduit l’inégalité requise

dimKrull 𝐵 ⩾ dimKrull 𝐴.

2.8.16.2 Prouvons que dimKrull 𝐴 ⩾ dimKrull 𝐵. Soit 𝔮0 ⊊ 𝔮1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔮𝑛 une chaîne strictement

croissante d’idéaux premiers de 𝐵. Pour tout indice 𝑖, posons 𝔭𝑖 = 𝑓−1(𝔮𝑖). Les 𝔭𝑖 sont

des idéaux premiers de 𝐴.

Soit 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1 ; nous allons montrer que 𝔭𝑖 ⊊ 𝔭𝑖+1. L’inclusion large 𝔭𝑖 ⊂ 𝔭𝑖+1 provient

immédiatement des définitions (et de l’inclusion large de 𝔮𝑖 dans 𝔮𝑖+1). Il reste à

s’assurer que 𝔭𝑖 ≠ 𝔭𝑖+1 ; mais s’ils étaient égaux, on aurait alors 𝑓−1(𝔮𝑖) = 𝑓−1(𝔮𝑖+1) avec

𝔮𝑖 ⊊ 𝔮𝑖+1 , contredisant l’assertion 2) du lemme de going-up.

La chaîne des 𝔭𝑖 est ainsi strictement croissante, et a même longueur que celle des 𝔮𝑖.

On en déduit l’inégalité requise

dimKrull 𝐴 ⩾ dimKrull 𝐵,

ce qui achève la démonstration.

2.9 Rappels et compléments sur les extensıons de corps

Nous nous proposons dans cette section d’étudier les propriétés de base des extensions

de corps. En ce qui concerne les extensions algébriques, vous avez sans doute déjà

rencontré la plupart des résultats qui y sont présentés, mais probablement avec des

preuves différentes de celles que nous allons donner ici, qui exploitent le produit

tensoriel ainsi que la notion d’algèbre de scindage universelle que nous allons maintenant

introduire.

L’algèbre de scındage unıverselle

2.9.1 La dıvısıon euclıdıenne. Soit𝐴 un anneau. Si 𝑃 et𝐷 sont deux éléments de𝐴[𝑋] et si

le coefficient dominant de𝐷 est inversible, il existe un unique couple (𝑄,𝑅) de polynômes

de 𝐴[𝑋] avec deg𝑅 < deg𝐷 tel que 𝑃 = 𝑄𝐷 + 𝑅 ; la preuve est mutatis mutandis la

même que dans le cas classique des corps, et nous la laissons en exercice au lecteur.

En particulier, si 𝑎 est un élément de 𝐴, il existe un unique couple (𝑄,𝛼) tel que

𝑃 = (𝑋 − 𝑎)𝑄 + 𝛼 où 𝑄 appartient à 𝐴[𝑋] et 𝛼 à 𝐴. Il s’ensuit que 𝑃(𝑎) = 0 si et

seulement si le polynôme 𝑃 peut s’écrire comme un produit (𝑋 − 𝑎)𝑄 dans l’anneau

𝐴[𝑋], et un tel 𝑄 est alors unique (insistons sur le fait que cela vaut sans aucune

hypothèse sur 𝐴, qu’on ne suppose pas intègre ni même réduit) ; on peut donc parler

dans ce cas du quotient de 𝑃 par 𝑋 − 𝑎, et le noter 𝑃/(𝑋 − 𝑎).

2.9.2 Pour tout entier 𝑗 et toute famille finie (𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛) d’éléments d’un anneau 𝐴, on pose

𝛴𝑗(𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛) = ∑
𝐼 ⊂ {1,⋯,𝑛}
card 𝐼 = 𝑗

∏
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖
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(les 𝛴𝑗 sont les « fonctions symétriques élémentaires »).

2.9.3 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑃 = 𝑋𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑋𝑛−1 +⋯+ 𝑎0 un polynôme unitaire appartenant à

𝐴[𝑋] et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Un scindage de 𝑃 dans 𝐵 est une famille (𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) d’élé-

ments de𝐵 tels que𝑃 = ∏(𝑋−𝑏𝑖), c’est-à-dire encore tels que 𝑎𝑗 = (−1)𝑛−𝑗𝛴𝑛−𝑗(𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛)
pour tout 𝑗 appartenant à 1,⋯ , 𝑛 − 1 (par abus, on note encore 𝑃 son image dans 𝐵[𝑋]).

Si (𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) est un 𝑛-uplet d’éléments de 𝐵, il résulte immédiatement des définitions

que les assertions suivantes sont équivalentes :

1) (𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) est un scindage de 𝑃 ;

2) 𝑃(𝑏1) = 0 et (𝑏2,⋯ , 𝑏𝑛) est un scindage de 𝑃/(𝑋 − 𝑏1).

2.9.3.1 On note S𝐴(𝑃) la 𝐴-algèbre

𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/((−1)𝑛−𝑗𝛴𝑛−𝑗(𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛) − 𝑎𝑗)0⩽𝑗⩽𝑛−1.

Par construction, ( ̅̅̅𝑇1,⋯ , ̅̅̅𝑇𝑛) est un scindage de 𝑃 dans S𝐴(𝑃), et pour toute 𝐴-algèbre

𝐵 la flèche 𝜑 ↦ (𝜑( ̅̅̅𝑇1),⋯ ,𝜑(̅̅̅𝑇𝑛)) établit une bijection fonctorielle en 𝐵 entre

Hom𝐴(S𝐴(𝑃),𝐵) et l’ensemble des scindages de 𝑃 dans 𝐵. On dit que S𝐴(𝑃) est

l’algèbre de scindage universelle de 𝑃 sur 𝐴.

2.9.3.2 Le polynôme 𝑃 annule l’élément ̅̅𝑇 de 𝐴[𝑇]/(𝑃). On peut donc former le quotient 𝑄
de 𝑃 par 𝑋 − ̅̅𝑇 dans (𝐴[𝑇]/(𝑃))[𝑋] ; c’est un polynôme unitaire de degré 𝑛 − 1.

2.9.3.3 Lemme

Les 𝐴-algèbres S𝐴(𝑃) et S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. Écrivons 𝑄 = 𝑋𝑛−1 + 𝛼𝑛−2𝑋𝑛−2 +⋯ + 𝛼0 ; on a alors

S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) = (𝐴[𝑇]/(𝑃))[𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛]/((−1)𝑛−𝑗𝛴𝑛−𝑗(𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛) − 𝛼𝑗)1⩽𝑗⩽𝑛−1.

Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Se donner un morphisme de 𝐴-algèbres de S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) dans 𝐵
revient à se donner un diagramme commutatif

S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) 𝐵

𝐴[𝑇]/(𝑃)

𝐴

(la flèche de 𝐴[𝑇]/(𝑃) vers 𝐵 est en effet uniquement déterminée par les autres flèches

et la commutativité du diagramme). En dévissant ce diagramme en ses deux triangles,

on voit que cela revient à effectuer deux choix successifs.
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Première étape (le triangle inférieur). On choisit un morphisme de 𝐴-algèbres de

𝐴[𝑇]/(𝑃) dans 𝐵, c’est-à-dire un élément 𝑏1 de 𝐵 tel que 𝑃(𝑏1) = 0 (l’image de ̅̅𝑇) ;

notons que ce morphisme fait de 𝐵 une 𝐴[𝑇]/(𝑃)-algèbre.

Seconde étape (le triangle supérieur). On choisit un morphisme de 𝐴[𝑇]/(𝑃)-algèbres

de S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) dans 𝐵, c’est-à-dire un scindage (𝑏2,⋯ , 𝑏𝑛) de 𝑄 dans 𝐵 (l’image

de (̅̅ ̅̅𝑆2,⋯ , ̅̅ ̅̅𝑆𝑛)).
Mais par définition, un scindage de 𝑄 dans 𝐵 est la même chose qu’un scindage de �̃�
dans 𝐵, où �̃� désigne l’image de 𝑄 dans 𝐵[𝑋] ; et l’on déduit par ailleurs de l’égalité

(𝑋 − ̅̅𝑇)𝑄 = 𝑃 que (𝑋 − 𝑏1)�̃� = 𝑃 dans 𝐵[𝑋], ou encore que �̃� = 𝑃/(𝑋 − 𝑏1).

On a donc finalement montré que 𝜑 ↦ (𝜑(̅̅𝑇),𝜑(̅̅ ̅̅𝑆2),⋯ ,𝜑(̅̅ ̅̅𝑆𝑛)) établit une bijection

entre Hom𝐴(S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄),𝐵) et l’ensemble des éléments (𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛) de 𝐵𝑛 tels que

𝑃(𝑏1) = 0 et tels que (𝑏2,⋯ , 𝑏𝑛) soit un scindage de 𝑃/(𝑋 − 𝑏1), ensemble qui n’est

autre que celui des scindages de 𝑃 dans 𝐵 ; et cette bijection et clairement fonctorielle

en 𝐵. Il résulte alors du lemme de Yoneda qu’il existe un (unique) isomorphisme de

𝐴-algèbres de S𝐴(𝑃) sur S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) qui envoie ̅̅̅𝑇1 sur ̅̅𝑇 et ̅̅ ̅𝑇𝑖 sur ̅̅ ̅𝑆𝑖 pour 𝑖 ⩾ 2.

2.9.3.4 Corollaıre

Le 𝐴-module S𝐴(𝑃) est libre de rang 𝑛! .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 𝑛. Si 𝑛 = 0 alors 𝑃 = 1 et S𝐴(𝑃) = 𝐴, et

l’assertion est vraie. Supposons maintenant que 𝑛 > 0 et l’assertion démontrée au rang

𝑛−1, et reprenons les notations du lemme 2.9.3.3 ci-dessus. On a S𝐴(𝑃) ≃ S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄).
L’algèbre 𝐴[𝑇]/(𝑃) est libre de rang 𝑛 comme 𝐴-module (une base étant donnée par

1̅,⋯ , ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑇𝑛−1). Le polynôme 𝑄 étant unitaire de degré 𝑛 − 1, l’hypothèse de récurrence

assure que S𝐴[𝑇]/(𝑃)(𝑄) est libre de rang (𝑛 − 1)! sur 𝐴[𝑇]/(𝑃). Par le principe de la

base télescopique, le 𝐴-module S𝐴(𝑃) est libre de rang 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1)! = 𝑛!, ce qu’il fallait

démontrer.

2.9.4 Soit maintenant 𝐏 = (𝑃𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de polynômes unitaires à coefficient dans 𝐴 ;

pour tout 𝑖, on écrit

𝑃𝑖 = 𝑋𝑛𝑖 + 𝑎𝑖,𝑛𝑖−1𝑋
𝑛𝑖−1 +⋯ + 𝑎𝑖,0.

Si 𝐵 est une 𝐴-algèbre, on appellera scindage de 𝐏 dans 𝐵 toute famille (𝑏𝑖,𝑗)𝑖∈𝐼,1⩽𝑗⩽𝑛𝑖
d’éléments de 𝐵 telle que (𝑏𝑖,𝑗)1⩽𝑗⩽𝑛𝑖 soit pour tout 𝑖 ∈ 𝐼 un scindage de 𝑃𝑖.

Pour tout indice 𝑖 ∈ 𝐼 et tout entier 𝑗 compris entre 1 et 𝑛𝑖 , on se donne 𝑛𝑖 indéterminées

𝑇𝑖,1,⋯ ,𝑇𝑖,𝑛𝑖 et l’on note 𝑄𝑖,𝑗 le polynôme (−1)𝑛𝑖−𝑗𝛴𝑛𝑖−𝑗(𝑇𝑖,1,⋯ ,𝑇𝑖,𝑛𝑖)−𝑎𝑖,𝑗 en ces dernières.

On pose alors

S𝐴(𝐏) = 𝐴[𝑇𝑖,ℓ]𝑖∈𝐼,1⩽ℓ⩽𝑛𝑖/(𝑄𝑖,𝑗)𝑖∈𝐼,1⩽𝑗⩽𝑛𝑖 .

2.9.4.1 Par construction, la famille (̅̅̅̅𝑇𝑖,𝑗)𝑖∈𝐼,1⩽𝑗⩽𝑛𝑖 engendre S𝐴(𝐏) comme 𝐴-algèbre, est un

scindage de 𝐏 dans celle-ci, et pour toute 𝐴-algèbre 𝐵 la flèche 𝜑 ↦ (𝜑(̅̅̅̅𝑇𝑖,𝑗)𝑖,𝑗) établit

une bijection fonctorielle en 𝐵 entre Hom𝐴(S𝐴(𝐏),𝐵) et l’ensemble des scindages de

𝐏 dans 𝐵.
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2.9.4.2 Dans le cas d’une famille singleton, on retrouve l’algèbre construite au 2.9.3.1, et sa

propriété universelle.

2.9.4.3 Soit 𝑖0 un élément de 𝐼 et soit 𝐏′ la famille (𝑃𝑖)𝑖≠𝑖0. Il résulte immédiatement des

définitions que S𝐴(𝐏) ≃ SS𝐴(𝐏′)(𝑃𝑖0) ; en vertu du corollaire 2.9.3.4, S𝐴(𝐏) est libre

de rang 𝑛𝑖0! sur S𝐴(𝐏′). Si 𝐼 est fini, on déduit de ce qui précède, en raisonnant par

récurrence sur le cardinal de 𝐼, que S𝐴(𝐏) est libre de rang ∏𝑖 𝑛𝑖! sur 𝐴.

2.9.4.4 Supposons que l’anneau 𝐴 est non nul. L’algèbre S𝐴(𝐏) est alors non nulle. En effet,

supposons qu’elle soit nulle ; cela signifierait que 1 appartient à l’idéal engendré

par les 𝑄𝑖,𝑗 , et donc qu’on peut écrire 1 = ∑𝐴𝑖,𝑗𝑄𝑖,𝑗 pour une certaine famille (𝐴𝑖𝑗)
de polynômes presque tous nuls. Soit 𝐽 le sous-ensemble de 𝐼 formé des indices 𝑖 pour

lesquels il y a au moins un terme𝐴𝑖𝑗 non nul ; l’égalité 1 = ∑𝐴𝑖,𝑗𝑄𝑖,𝑗 implique que l’idéal

(𝑄𝑖,𝑗)𝑖∈𝐽,1⩽𝑗⩽𝑛𝑖 de l’algèbre 𝐴[𝑇𝑖,ℓ]𝑖∈𝐽,1⩽ℓ⩽𝑛𝑖 contient 1, et donc que l’algèbre S𝐴(𝑃𝑖)𝑖∈𝐽 est

nulle. Mais c’est absurde car en vertu de 2.9.4.3 cette algèbre est, en tant que𝐴-module,

libre de rang ∏𝑖∈𝐽 𝑛𝑖! (qui est strictement positif), et est en particulier non nulle.

Extensıons algébrıques

2.9.5 Soit 𝑘 ↪ 𝐿 une extension de corps. L’ensemble des éléments de 𝐿 algébriques sur 𝑘
est une 𝑘-algèbre d’après le corollaire 2.8.6, qui est intègre et entière sur 𝑘 ; c’est donc

un corps en vertu du lemme 2.8.11 (on retrouve ainsi un résultat classique, que vous

connaissiez certainement). On l’appelle la fermeture algébrique de 𝑘 dans 𝐿.

2.9.6 Lemme

Soit 𝑘 un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) tout polynôme irréductible de 𝑘[𝑋] est de degré 1 ;

2) tout polynôme non constant de 𝑘[𝑋] a une racine dans 𝑘 ;

3) tout polynôme non nul de 𝑘[𝑋] est scindé dans 𝑘 ;

4) toute extension algébrique de 𝑘 est triviale.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝑘 est algébriquement clos.

Démonstration. Comme tout polynôme non constant admet au moins un diviseur

irréductible, 1)⇒ 2). L’implication 2)⇒ 3) se démontre par une récurrence immédiate

sur le degré.

Supposons que 3) soit vraie, et soit 𝐿 une extension algébrique de 𝑘. Soit 𝑥 un élément

de 𝐿 ; son polynôme minimal sur 𝑘 étant scindé dans 𝑘 en vertu de l’hypothèse 3),

l’élément 𝑥 appartient en fait à 𝑘. Par conséquent, 𝐿 = 𝑘 et 4) est vraie.

Enfin, supposons 4) vraie et soit 𝑃 un polynôme irréductible de 𝑘[𝑋]. Le quotient

𝑘[𝑋]/(𝑃) est une extension finie de 𝑘 de degré deg𝑃. Elle est triviale en vertu de

l’hypothèse 4), ce qui entraîne que deg𝑃 = 1.

2.9.6.1 Le corps ℂ est algébriquement clos.
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2.9.6.2 On appelle clôture algébrique d’un corps 𝑘 toute extension algébrique de 𝑘 qui est

algébriquement close.

2.9.6.3 Soit 𝑘 un corps et soit 𝐿 une extension algébriquement close de 𝑘. La fermeture

algébrique 𝐾 de 𝑘 dans 𝐿 est alors une clôture algébrique de 𝑘. En effet, 𝐾 est par

définition une extension algébrique de 𝑘. Soit 𝑃 un polynôme non nul de 𝐾[𝑋]. Comme

𝐿 est algébriquement clos, 𝑃 est scindé dans 𝐿 et s’écrit donc 𝑎∏(𝑋 − 𝑎𝑖) avec les 𝑎𝑖
dans 𝐿, et 𝑎 ∈ 𝐾×. Mais chaque 𝑎𝑖 est algébrique sur 𝐾 et partant sur 𝑘 (puisque 𝐾
est algébrique sur 𝑘). Par conséquent, les 𝑎𝑖 appartiennent à 𝐾 et ce dernier est donc

algébriquement clos.

Ainsi, la fermeture algébrique ̅̅ℚ̅ de ℚ dans ℂ est une clôture algébrique de ℚ.

2.9.7 Corps de décomposıtıon d’une famılle de polynômes sur 𝑘. Soit 𝐏 = (𝑃𝑖)𝑖∈𝐼 une

famille de polynômes non nuls de 𝑘[𝑋]. Si 𝐿 est une extension de 𝑘, nous dirons qu’un

élément de 𝐿 est une racine de 𝐏 si c’est une racine de l’un des 𝑃𝑖 ; nous dirons que 𝐏
est scindé dans 𝐿 si tous les 𝑃𝑖 sont scindés dans 𝐿.

Nous appellerons corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘 toute extension de 𝑘 dans laquelle 𝐏
est scindée et qui est engendrée comme extension de 𝑘 par les racines de 𝐏 ; notons

qu’une telle extension est automatiquement algébrique, et finie si 𝐏 est finie.

2.9.8 Exemples.

2.9.8.1 Le corps 𝑘 est un corps de décomposition de la famille vide sur 𝑘.

2.9.8.2 Lorsque 𝐏 est une famille singleton {𝑃}, on parle simplement de corps de décomposi-

tion du polynôme 𝑃.

Notez que si 𝐏 = (𝑃𝑖) est finie, un corps de décomposition de 𝐏 est simplement un

corps de décomposition de ∏𝑖 𝑃𝑖.

2.9.8.3 Soit 𝐏 = (𝑃𝑖) la famille de tous les polynômes unitaires à coefficients dans 𝑘 et soit 𝐿
une extension de 𝑘. C’est un corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘 si et seulement si c’est

une clôture algébrique de 𝑘.

En effet, supposons que 𝐿 soit un corps de décomposition de 𝐏. C’est alors une ex-

tension algébrique de 𝑘. De plus, soit 𝐿′ une extension algébrique de 𝐿 et soit 𝑥 ∈ 𝐿′.
Comme 𝑥 est algébrique sur 𝐿, il est algébrique sur 𝑘. Comme son polynôme minimal

sur 𝑘 est l’un des 𝑃𝑖 , il est scindé dans 𝐿 ; par conséquent, 𝑥 ∈ 𝐿 et 𝐿′ = 𝐿 ; ainsi, 𝐿 est

algébriquement clos et est donc une clôture algébrique de 𝑘.

Réciproquement, soit 𝐿 une clôture algébrique de 𝑘. Comme 𝐿 est algébriquement clos,

chacun des 𝑃𝑖 est scindé dans 𝐿. Par ailleurs, 𝐿 est constitué d’éléments algébriques

sur 𝑘, et chacun d’eux est une racine de l’un des 𝑃𝑖 (son polynôme minimal, par

exemple). En conséquence, 𝐿 est un corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘.

112 Algèbre commutatıve



2.9.9 Proposıtıon

Soient 𝑘 ↪ 𝐹 et 𝑘 ↪ 𝐿 deux extensions de corps. Il existe alors un corps 𝐾 et deux

plongements 𝐹 ↪ 𝐾 et 𝐿 ↪ 𝐾 tels que le diagramme

𝐹

𝑘 𝐾

𝐿
commute.

Démonstration. Les 𝑘-espaces vectoriels 𝐹 et 𝐿 sont non nuls, puisque ce sont des corps.

Comme ils sont libres sur 𝑘 (c’est le cas de tout espace vectoriel), leur produit tensoriel

est non nul. La 𝑘-algèbre 𝐹 ⊗𝑘 𝐿 étant non nulle, elle possède un idéal maximal. Si l’on

note 𝐾 le corps quotient correspondant, les flèches composées 𝐹 → 𝐹 ⊗𝑘 𝐿 → 𝐾 et

𝐿 → 𝐹 ⊗𝑘 𝐿 → 𝐾 satisfont les conditions requises.

2.9.10 Théorème

Soit 𝑘 un corps et soit 𝐏 = (𝑃𝑖) une famille de polynômes non nuls à coefficients dans 𝑘.
Il existe un corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘, et deux tels corps sont isomorphes

comme extensions de 𝑘.

Démonstration. Nous allons prouver séparément l’existence et l’unicité à isomorphisme

près.

2.9.10.1 Existence d’un corps de décomposition. Quitte à diviser chacun des 𝑃𝑖 par son coefficient

dominant (ce qui ne change pas la notion de corps de décomposition de 𝐏), on peut

supposer qu’ils sont tous unitaires. Soit 𝑅 la 𝑘-algèbre S𝑘(𝐏) (2.9.4). Les propriétés de

𝑅 que nous allons utiliser ici sont les suivantes : c’est une 𝑘-algèbre non nulle (2.9.4.4),

engendrée par une famille (𝑟𝑖𝑗)𝑖∈𝐼,1⩽𝑗⩽deg𝑃𝑖 qui est un scindage de 𝐏, ce qui signifie que

𝑃𝑖 est égal à ∏1⩽𝑗⩽deg𝑃𝑖(𝑋 − 𝑟𝑖𝑗) pour tout 𝑖.

Puisque 𝑅 est non nulle, elle possède un idéal maximal ; en d’autres termes, il existe

une surjection de 𝑅 vers un corps 𝐾, que nous voyons comme une extension de 𝑘 via
la flèche composée 𝑘 → 𝑅 → 𝐾. Pour tout (𝑖, 𝑗), on note 𝑠𝑖𝑗 l’image de 𝑟𝑖𝑗 dans 𝐾 ; par

construction, les 𝑠𝑖𝑗 engendrent𝐾 comme extension de 𝑘, et l’on a 𝑃𝑖 = ∏1⩽𝑗⩽deg𝑃𝑖(𝑋−𝑠𝑖𝑗)
pour tout 𝑖. Ainsi, 𝐏 est scindée dans 𝐾 et celui-ci est engendré comme extension de 𝑘
par les racines de 𝐏. Autrement dit, 𝐾 est un corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘.

2.9.10.2 Unicité à isomorphisme près. Soient 𝐹 et 𝐿 deux corps de décomposition de 𝐏 sur 𝑘. La

proposition 2.9.9 assure l’existence d’une extension 𝐾 de 𝑘 et de deux 𝑘-plongements

𝑖 ∶ 𝐹 ↪ 𝐾 et 𝑗 ∶ 𝐿 ↪ 𝐾. L’image 𝑖(𝐹) est isomorphe à 𝐹, et est donc un corps de

décomposition de 𝐏. Il s’ensuit que 𝐏 est scindée dans 𝐾, et que 𝑖(𝐹) est le sous-corps

de 𝐾 engendré par 𝑘 et les racines de 𝐏. Pour la même raison, 𝑗(𝐿) est le sous-corps

de 𝐾 engendré par 𝑘 et les racines de 𝐏. Par conséquent, 𝑗(𝐿) = 𝑖(𝐾). On a donc deux

𝑘-isomorphismes 𝐹 ≃ 𝑖(𝐹) et 𝑖(𝐹) = 𝑗(𝐿) ≃ 𝐿, d’où un 𝑘-isomorphisme 𝐹 ≃ 𝐿.
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2.9.11 Corollaıre

Soit 𝑘 un corps. Il possède une clôture algébrique, et deux clôtures algébriques de 𝑘
sont isomorphes comme extensions de 𝑘.

Démonstration. Il suffit en vertu de 2.9.8.3 d’appliquer le théorème 2.9.10 à la famille

de tous les polynômes unitaires de 𝑘[𝑋].

2.9.12 Commentaıres.

2.9.12.1 La démonstration que nous avons donnée de l’existence d’un corps de décomposition

de 𝐏 est naturelle : elle consiste à scinder les 𝑃𝑖 « par décret ».

Celle de son unicité à isomorphisme près peut apparaître plus déroutante et le lecteur

pourrait se demander à son propos à quel moment « il se passe vraiment quelque

chose ». C’est en fait lors du choix d’un idéal maximal de 𝐹 ⊗𝑘 𝐿, effectué lorsqu’on

veut exhiber une extension 𝐾 dans laquelle se plongent 𝐹 et 𝐿 (cf. la preuve de la

proposition 2.9.9).

2.9.12.2 Si l’existence d’un idéal maximal dans un anneau non nul 𝐴 quelconque requiert

l’axiome du choix, il n’est pas nécessaire d’invoquer ce dernier si 𝐴 est une algèbre

finie sur un corps : il suffit alors de prendre un idéal strict de𝐴 de dimension maximale.

Par conséquent, notre preuve du théorème 2.9.10 ne nécessite pas l’axiome du choix

lorsque 𝐏 est finie, puisqu’elle ne fait appel à l’existence d’idéaux maximaux que dans

S𝑘(𝐏) qui est alors une 𝑘-algèbre finie (2.9.4.3), et dans 𝐹⊗𝑘 𝐿 qui est par exemple une

𝐹-algèbre finie puisque 𝐿 est finie sur 𝑘 (en l’occurrence, 𝐹 est aussi finie sur 𝑘 mais la

finitude de l’un des deux facteurs du produit tensoriel est ici suffisante).

2.9.13 Lemme

Soit 𝑘 un corps, soit 𝐹 une extension algébrique de 𝑘, et soit 𝐿 une extension algébri-

quement close de 𝑘. Il existe alors un 𝑘-plongement de 𝐹 dans 𝐿.

Démonstration. La proposition 2.9.9 assure l’existence d’une extension𝐾de 𝑘 et de deux

𝑘-plongements 𝑖 ∶ 𝐹 ↪ 𝐾 et 𝑗 ∶ 𝐿 ↪ 𝐾. L’image 𝑗(𝐿) est un sous-corps algébriquement

clos de 𝐾 contenant 𝑘. Par ailleurs, tout élément de 𝑖(𝐹) est algébrique sur 𝑘, et a fortiori
sur 𝑗(𝐿) ; puisque ce dernier est algébriquement clos, il vient 𝑖(𝐹) ⊂ 𝑗(𝐿). Si l’on note 𝑗−1

l’isomorphisme réciproque de 𝑗 ∶ 𝐿 ≃ 𝑗(𝐿), la composée 𝑗−1 ∘ 𝑖 est alors un 𝑘-plongement

de 𝐹 dans 𝐿.

Degré de transcendance

2.9.14 Soit 𝑘 un corps, soit 𝐴 une 𝑘-algèbre, et soit (𝑥𝑖) une famille d’éléments de 𝐴. On dit

que les 𝑥𝑖 sont algébriquement indépendants sur 𝑘, ou que la famille (𝑥𝑖) est algébriquement

indépendante sur 𝑘, si le morphisme

𝑘[𝑋𝑖]𝑖 → 𝑘[𝑥𝑖]𝑖
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qui envoie 𝑋𝑖 sur 𝑥𝑖 pour tout 𝑖 est bijectif. Il est toujours surjectif ; par conséquent, les

𝑥𝑖 sont algébriquement indépendants si et seulement s’il est injectif, c’est-à-dire si et

seulement si les 𝑥𝑖 n’annulent aucun polynôme non trivial à coefficients dans 𝑘. Dans

ce cas 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 dès que 𝑖 ≠ 𝑗, et toute sous-famille de (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 est encore algébriquement

indépendante.

Si 𝐴 est non nulle il existe toujours au moins une famille d’éléments de 𝐴 algébri-

quement indépendants sur 𝑘 : la famille vide. Notons par contre que si 𝐴 = {0} elle

ne possède aucune famille d’éléments algébriquement indépendants puisque 𝑘 ne

s’injecte pas dans {0}.

2.9.15 Exemple. Soit 𝑘 un corps et soit 𝐿 une extension de 𝑘. Si 𝑥 ∈ 𝐿, la famille singleton {𝑥}
est algébriquement indépendante sur 𝑘 si et seulement si 𝑥 n’est pas algébrique sur 𝑘.
On dit alors que 𝑥 est transcendant sur 𝑘.

2.9.16 Soit 𝑘 un corps et soit 𝐿 une extension de 𝑘. Si 𝑆 est une partie de 𝐿 on note 𝑘(𝑆) la

sous-extension de 𝐿 engendrée par 𝑆, c’est-à-dire encore le sous-corps de 𝐿 engendré

par 𝑘 et 𝑆 ; c’est aussi le corps des fractions de l’algèbre 𝑘[𝑆]. Si (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille

d’éléments de 𝐿, on écrira 𝑘(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 plutôt que 𝑘({𝑥𝑖 }𝑖∈𝐼), et si 𝑥 ∈ 𝐿 on écrira 𝑘(𝑥) plutôt

que 𝑘({𝑥}).

Si les 𝑥𝑖 sont algébriquement indépendants sur 𝑘, le corps 𝑘(𝑥𝑖)𝑖 s’identifie au corps

𝑘(𝑋𝑖)𝑖 des fractions rationnelles en les indéterminées 𝑋𝑖.

2.9.17 On fixe pour toute la suite de la section un corps 𝑘 et une extension 𝐿 de 𝑘. Soit ≺ la

relation entre éléments et parties de 𝐿 telle que 𝑥 ≺ 𝑆 si et seulement si 𝑥 est algébrique

sur 𝑘(𝑆).

La relation ≺ est une relation de dépendance au sens de la définition 0.4.2. L’axiome

1) de loc. cit. est en effet clairement vérifié ; l’axiome 2) résulte de la transitivité de

l’algébricité, et l’axiome 3) du fait qu’un polynôme n’a qu’un nombre fini de coefficients

non nuls. Montrons pour terminer l’axiome 4). Soit donc 𝑆 un sous-ensemble de 𝐿,
soit 𝑦 un élément de 𝑆, soit 𝑇 l’ensemble 𝑆 ⧵ {𝑦} et soit 𝑥 un élément de 𝐿 tel que 𝑥 ≺ 𝑆
et 𝑥 ⊀ 𝑇. Puisque 𝑥 ≺ 𝑆, il existe une famille (𝑎0,⋯ , 𝑎𝑛) d’éléments de 𝑘(𝑆) avec 𝑎𝑛 ≠ 0
tels que∑𝑖 𝑎𝑖𝑥

𝑖 = 0 ; et quitte à multiplier les 𝑎𝑖 par un élément convenable et non nul de

𝑘[𝑆], on peut supposer qu’ils appartiennent tous à 𝑘[𝑆] = 𝑘[𝑇][𝑦] ; écrivons 𝑎𝑖 = ∑𝑗 𝛼𝑖𝑗𝑦
𝑗

avec 𝛼𝑖𝑗 ∈ 𝑘[𝑇]. On a

∑
𝑗

⎛⎜
⎝
∑
𝑖

𝛼𝑖𝑗𝑥𝑖⎞⎟
⎠
𝑦𝑗 = ∑

𝑖,𝑗

𝛼𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 = ∑
𝑖

𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0.

Nous allons montrer qu’il existe 𝑗 tel que ∑𝑗 𝛼𝑖𝑗𝑥
𝑖 soit non nul, ce qui entraînera au

vu de ce qui précède que 𝑦 est algébrique sur 𝑘(𝑇 ∪ {𝑥}) et donc que l’axiome 4) est

satisfait. Supposons par l’absurde que ∑𝑖 𝛼𝑖𝑗𝑥
𝑖 soit nul pour tout 𝑗. Comme 𝑥 est par

hypothèse transcendant sur 𝑘(𝑇), il s’ensuit que 𝛼𝑖𝑗 = 0 pour tout (𝑖, 𝑗), puis que 𝑎𝑖 = 0
pour tout 𝑖, ce qui est absurde.
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2.9.18 Puisque ≺ est une relation de dépendance, les résultats généraux de la section 0.4

s’appliquent ici ; nous allons voir concrètement comment ils se déclinent. Soit (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼
une famille d’éléments de 𝐿.

2.9.18.1 La famille (𝑥𝑖) est libre au sens de 0.4.4.1 si et seulement si elle est algébriquement indépen-

dante.

En effet, supposons que (𝑥𝑖) soit libre au sens de 0.4.4.1 et montrons par l’absurde

que les 𝑥𝑖 sont algébriquement indépendants ; on les suppose donc algébriquement

liés. Comme un polynôme n’a qu’un nombre fini de monômes non nuls, il existe

un sous-ensemble fini 𝐼′ de 𝐼 tel que les 𝑥𝑖 pour 𝑖 ∈ 𝐼′ soient algébriquement liés ;

on peut de surcroît supposer 𝐼′ minimal pour cette propriété. Par définition de 𝐼′,
il existe un polynôme 𝑃 non nul dans 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈𝐼′ s’annulant sur (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼′ ; puisque 𝐿 est

non nul, 𝑃 est non constant et il existe donc 𝑗 ∈ 𝐼′ tel que la variable 𝑋𝑗 apparaisse

effectivement dans 𝑃, c’est-à-dire encore tel que 𝑃 soit non constant lorsqu’on l’écrit

comme un polynôme ∑𝐴ℓ𝑋ℓ
𝑗 appartenant à 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗[𝑋𝑗]. Il existe donc 𝑚 > 0 tel que

l’élément 𝐴𝑚 de 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗 soit non nul ; par minimalité de 𝐼′, les 𝑥𝑖 pour 𝑖 parcourant

𝐼′ ⧵ { 𝑗} sont algébriquement indépendants, et 𝐴𝑚(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗 est dès lors non nul. Le

polynôme∑𝐴ℓ(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗𝑋ℓ
𝑗 est alors un polynôme non nul à coefficients dans 𝑘(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼′,𝑖≠𝑗

et annulant 𝑥𝑗 ; ce dernier est par conséquent algébrique sur 𝑘(𝑥𝑖)𝑖≠𝑗 , contredisant le

fait que (𝑥𝑖) est libre au sens de 0.4.4.1.

Réciproquement, supposons que (𝑥𝑖) soit algébriquement indépendante, et montrons

que cette famille est libre au sens de 0.4.4.1. Soit 𝑗 ∈ 𝐼 ; il s’agit de s’assurer que

𝑥𝑗 ⊀ {𝑥𝑖 }𝑖≠𝑗. On raisonne par l’absurde ; on suppose donc que 𝑥𝑗 annule un polynôme

non nul ∑𝛼ℓ𝑋ℓ à coefficients dans 𝑘(𝑥𝑖)𝑖≠𝑗. En multipliant ce polynôme par un élément

convenable de 𝑘[𝑥𝑖]𝑖≠𝑗 on peut supposer que chacun des 𝛼ℓ appartient à 𝑘[𝑥𝑖]𝑖≠𝑗 , c’est-
à-dire qu’il est de la forme 𝐴ℓ[𝑥𝑖]𝑖≠𝑗 pour un certain polynôme 𝐴ℓ ∈ 𝑘[𝑋𝑖]𝑖≠𝑗. Mais

alors ∑𝐴ℓ𝑋ℓ
𝑗 est un polynôme non nul de 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈𝐼 qui s’annule en (𝑥𝑖), contredisant le

caractère algébriquement indépendant de cette famille.

2.9.18.2 Il résulte immédiatement des définitions que la famille (𝑥𝑖) est génératrice au sens de

0.4.4.2 si et seulement si 𝐿 est algébrique sur son sous-corps 𝑘(𝑥𝑖)𝑖∈𝐼.

2.9.18.3 On appellera base de transcendance de 𝐿 sur 𝑘 toute famille (𝑥𝑖)𝑖 d’éléments de 𝐿 qui

est une base au sens de 0.4.4.3. Au vu de 2.9.18.1 et 2.9.18.2, cela revient à demander

que les 𝑥𝑖 soient algébriquement indépendants et que 𝐿 soit algébrique sur 𝑘(𝑥𝑖)𝑖.

2.9.19 Les faits suivants résultent de ce qui précède et des corollaires 0.4.8.1, 0.4.8.2 et 0.4.8.3.

2.9.19.1 Soit (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’éléments de 𝐿 algébriquement indépendants sur 𝑘, et soit

(𝑦𝑗)𝑗∈𝐽 une famille d’éléments de 𝐿 tels que 𝐿 soit algébrique sur 𝑘(𝑦𝑗)𝑗. Il existe alors un

sous-ensemble 𝐽′ de 𝐽 tel que (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ⨿ (𝑦𝑗)𝑗∈𝐽′ soit une base de transcendance de 𝐿 sur 𝑘.

2.9.19.2 Toute famille d’éléments de 𝐿 algébriquement indépendants sur 𝑘 est contenue dans

une base de transcendance de 𝐿 sur 𝑘. Toute famille d’éléments de 𝐿 engendrant une

sous-extension de 𝐿 sur laquelle 𝐿 est algébrique contient une base de transcendance

de 𝐿 sur 𝑘.
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2.9.19.3 Le corps 𝐿 possède une base de transcendance sur 𝑘 et toutes les base de transcendance

de 𝐿 sur 𝑘 ont même cardinal, que nous notons 𝑁.

Le cardinal de toute famille d’éléments de 𝐿 algébriquement indépendants sur 𝑘 est

inférieur ou égal à 𝑁, et si 𝑁 est fini, ce cardinal est égal à 𝑁 si et seulement si la famille

en question est une base de transcendance de 𝐿 sur 𝑘.

Le cardinal de toute famille d’éléments de 𝐿 engendrant une sous-extension sur laquelle

𝐿 est algébrique est supérieur ou égal à 𝑁, et si 𝑁 est fini, ce cardinal est égal à 𝑁 si et

seulement si la famille en question est une base de transcendance de 𝐿 sur 𝑘.

2.9.20 Défınıtıon (degré de transcendance)
On appelle degré de transcendance de 𝐿 sur 𝑘 le cardinal commun à toutes les bases de

transcendance de 𝐿 sur 𝑘 (2.9.19.3).

2.9.21 Exemples. Le degré de transcendance de 𝑘(𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛) sur 𝑘 est égal à 𝑛, et (𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛)
en est une base de transcendance.

Soit 𝑓 une fraction rationnelle non constante dans 𝑘(𝑋). L’élément 𝑋 est alors algé-

brique sur 𝑘(𝑓) (exercice facile). En conséquence, 𝑓 est transcendant (sinon, 𝑋 serait

algébrique sur 𝑘), et {𝑓 } est une base de transcendance de 𝑘(𝑋) sur 𝑘.

2.10 Algèbres de type fını sur un corps : normalısatıon de Noether,

Nullstellensatz

On fixe pour toute cette section un corps 𝑘.

Le lemme de normalısatıon de Noether

2.10.1 Notre premier objectif est de démontrer le « lemme de normalisation de Noether »,

qui permet dans certaines situations de ramener l’étude d’une 𝑘-algèbre de type fini 𝐴
à celle d’une algèbre de polynôme (le fait de savoir écrire 𝐴 comme un quotient d’une

telle algèbre est le plus souvent insuffisant, tant la théorie des idéaux de 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]
est complexe dès que 𝑛 > 1).

Pour ce faire, nous avons choisi d’isoler le cœur technique de la démonstration en lui

donnant un statut de proposition indépendante, par laquelle nous allons commencer.

2.10.2 Proposıtıon

Soit 𝑛 ⩾ 0 et soit 𝐼 un idéal strict de 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]. Il existe 𝑛 éléments 𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛 de

𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] tels que les propriétés suivantes soient satisfaites :

1) les 𝑌𝑖 sont algébriquement indépendants sur 𝑘 ;

2) 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] est entière sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] ;
3) l’idéal 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] est engendré par (𝑌1,𝑌2,⋯ ,𝑌𝑚) pour un

certain entier 𝑚 compris entre 0 et 𝑛.

Démonstration. On procède en plusieurs étapes.

2.10 Algèbres de type fini sur un corps : normalisation de Noether,
Nullstellensatz
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2.10.2.1 Remarque préalable. Supposons avoir construit une famille (𝑌𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 d’éléments de

𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] telle que 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] soit entière sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]. Le corps 𝑘(𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛)
est alors engendré par des éléments algébriques sur 𝑘(𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛), et est donc lui-

même algébrique sur 𝑘(𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛). En conséquence, (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛) contient une base

de transcendance de 𝑘(𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛) sur 𝑘 ; mais comme le degré de transcendance de

𝑘(𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛) sur 𝑘 vaut 𝑛, cela signifie que (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛) est une base de transcendance

de 𝑘(𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛) sur 𝑘. En particulier, les 𝑌𝑖 sont algébriquement indépendants. Ainsi,

si l’on prouve 2), l’assertion 1) sera automatiquement vérifiée.

2.10.2.2 Pour démontrer la proposition, on procède par récurrence sur 𝑛. Si 𝑛 = 0 alors

𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] = 𝑘. Comme 𝐼 est strict, il est nécessairement nul. On vérifie alors aussitôt

qu’on peut prendre pour (𝑌𝑖) la famille vide.

Supposons maintenant 𝑛 > 0, et la proposition vraie au rang 𝑛 − 1. Si 𝐼 = {0} on peut

prendre 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖 pour tout 𝑖. On se place désormais dans le cas où 𝐼 ≠ {0}. On choisit

alors un élément 𝑃 ≠ 0 dans 𝐼 ; comme 𝐼 est strict, 𝑃 est non constant.

2.10.2.3 On pose 𝑍1 = 𝑃. La prochaine étape de la preuve consiste à construire 𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛 de

sorte que 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] soit entier sur 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛].

Nous allons en fait chercher les 𝑍𝑖 sous une forme très particulière. Plus précisément,

donnons-nous une famille 𝑟2,⋯ , 𝑟𝑛 d’entiers > 0. Nous allons chercher des conditions

suffisantes sur les 𝑟𝑖 pour que 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] soit entier sur 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛] avec 𝑍𝑖 = 𝑋𝑖+𝑋
𝑟𝑖
𝑖

pour 𝑖 ⩾ 2.

Notons déjà que comme 𝑋𝑖 = 𝑍𝑖 − 𝑋𝑟𝑖
1 pour tout 𝑖 ⩾ 2, et comme 𝑍𝑖 est évidemment

entier sur 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛] pour tout 𝑖 il suffit, pour obtenir ce qu’on souhaite, de faire en

sorte que 𝑋1 soit entier sur 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛].

Lorsqu’on remplace dans l’écriture de 𝑃 chacun des 𝑋𝑖 pour 𝑖 ⩾ 2 par 𝑍𝑖 − 𝑋𝑟𝑖
1 , un mo-

nôme donné de multi-degré (𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛) donne lieu à un polynôme en 𝑋1 à coefficients

dans 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛] dont le terme dominant est de la forme 𝛼𝑋𝑖1+𝑟2𝑖2+⋯+𝑟𝑛𝑖𝑛
1 , avec 𝛼 ∈ 𝑘×.

2.10.2.4 Supposons que lorsque (𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛) parcourt l’ensemble des multi-degré des monômes

de 𝑃, les entiers 𝑖1 + 𝑟2𝑖2 +⋯ + 𝑟𝑛𝑖𝑛 soient deux à deux distincts. Dans ce cas, le maxi-

mum 𝑁 de ces entiers est atteint pour un et un seul multi-degré (𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛), et 𝑁 est

nécessairement non nul puisque 𝑃 n’est pas constant. Il résulte alors de ce qui précède

que l’égalité 𝑃 − 𝑍1 = 0 peut se récrire

𝛼𝑋𝑁
1 +𝑄(𝑋1) − 𝑍1 = 0,

où 𝛼 ∈ 𝑘× et où𝑄 est un polynôme de degré < 𝑁 en𝑋1 , à coefficients dans 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛].
Comme 𝑁 > 0, le polynôme 𝑄(𝑋1) − 𝑍1 est encore un polynôme de degré < 𝑁 en 𝑋1 ,

à coefficients dans 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛]. En multipliant l’égalité ci-dessus par 𝛼−1, on obtient

𝑋𝑁
1 + 𝛼−1(𝑄(𝑋1) − 𝑍1) = 0,

et 𝑋1 est entier sur 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛].
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2.10.2.5 Il suffit donc, pour construire des polynômes 𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛 satisfaisant la propriété sou-

haitée, d’exhiber une famille (𝑟2,⋯ , 𝑟𝑛) d’entiers strictement positifs telle que 𝑖1 +
𝑟2𝑖2 +⋯ + 𝑟𝑛𝑖𝑛 soient deux à deux distincts lorsque (𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛) parcourt l’ensemble des

multi-degré des monômes de 𝑃.

Soit 𝑝 un entier strictement supérieur au maximum des degrés intervenant dans les

monômes de 𝑃. On peut alors prendre 𝑟2 = 𝑝, 𝑟3 = 𝑝2, ... , 𝑟𝑛 = 𝑝𝑛−1 : en effet, ils satisfont

la condition exigée en vertu de l’unicité du développement d’un entier en base 𝑝.

2.10.2.6 Construction des 𝑌𝑖 et conclusion. On déduit de 2.10.2.1 que les 𝑍𝑖 sont algébriquement

indépendants sur 𝑘. En particulier, 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛] est une algèbre de polynômes en 𝑛 − 1
variables. Comme 𝐼 est strict, 1 ∉ 𝐼 ∩ 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛] et ce dernier est donc un idéal strict

de 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛]. Il s’ensuit, par l’hypothèse de récurrence, qu’il existe une famille

(𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛) d’éléments de 𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛], algébriquement indépendants sur 𝑘 et tels

que :

𝑘[𝑍2,⋯ ,𝑍𝑛] est entier sur 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛] ;
l’idéal 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛] de 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛] est engendré par (𝑌2,⋯ ,𝑌𝑚) pour un

certain 𝑚.

Posons 𝑌1 = 𝑍1. L’anneau 𝑘[𝑍1,⋯ ,𝑍𝑛] est alors engendré par des éléments entiers sur

𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]. Il est donc entier sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] ; par transitivité, 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] est entier

sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]. Cela force les 𝑌𝑖 à être algébriquement indépendants sur 𝑘 (2.10.2.1).

Pour conclure, il suffit de montrer que l’idéal 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] est

engendré par (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑚). On a 𝑌1 = 𝑍1 = 𝑃 ∈ 𝐼, et 𝑌𝑗 ∈ 𝐼 pour 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 par choix

des 𝑌𝑗. Par conséquent, l’idéal de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] engendré par les 𝑌𝑗 pour 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 est

contenu dans 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛].

Il reste à vérifier l’inclusion réciproque. Soit 𝑅 ∈ 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]. On peut écrire

𝑅 = 𝑌1𝑆 + 𝑇, où 𝑇 ∈ 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛] (on met à part les monômes contenant 𝑌1). Comme

𝑅 ∈ 𝐼 et 𝑌1 ∈ 𝐼, on a 𝑇 ∈ 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛]. Par conséquent, 𝑇 s’écrit ∑2⩽𝑖⩽𝑚𝐴𝑖𝑌𝑖 avec

𝐴𝑖 ∈ 𝑘[𝑌2,⋯ ,𝑌𝑛] pour tout 𝑖, et on a alors 𝑅 = 𝑆𝑌1 +∑2⩽𝑖⩽𝑚𝐴𝑖𝑌𝑖. Ainsi, 𝑅 appartient à

l’idéal de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] engendré par (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑚), ce qui achève la démonstration.

2.10.3 Lemme de normalısatıon de Noether

Soit 𝐴 une 𝑘-algèbre de type fini non nulle. Il existe une famille (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑) d’éléments

de 𝐴 algébriquement indépendants sur 𝑘 et tels que 𝐴 soit entière sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑].

Démonstration. Comme 𝐴 est de type fini, elle s’identifie à 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]/𝐼 pour un

certain 𝑛 et un certain idéal 𝐼 de 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛], qui est strict puisque 𝐴 est non nulle.

On peut donc appliquer la proposition 2.10.2 ci-dessus. Elle assure l’existence d’une

famille (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛) d’éléments de 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] algébriquement indépendants sur 𝑘 et

d’un entier 𝑚 ⩽ 𝑛 tels que 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] soit entière sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛], et tels que l’idéal

𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] soit engendré par 𝑌1,⋯ ,𝑌𝑚.

L’isomorphisme de 𝑘-algèbre (𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]/𝐼) ≃ 𝐴 induit une injection 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]/(𝐼∩
𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]) ↪ 𝐴, donc un isomorphisme de 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]/(𝐼∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]) sur une
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sous-algèbre 𝐴0 de 𝐴 ; comme 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] est entier sur 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛], l’anneau 𝐴 est

entier sur 𝐴0.

Par ailleurs, l’intersection 𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] étant égale à l’idéal (𝑌1,⋯ ,𝑌𝑚) de

𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛], la flèche composée

𝑘[𝑌𝑚+1,⋯ ,𝑌𝑛] → 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛] → 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛]/(𝐼 ∩ 𝑘[𝑌1,⋯ ,𝑌𝑛])

est un isomorphisme. Il en résulte que l’isomorphisme (𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]/𝐼) ≃ 𝐴 induit

un isomorphisme de 𝑘-algèbres 𝑘[𝑌𝑚+1,⋯ ,𝑌𝑛] ≃ 𝐴0. Soient 𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑 les images res-

pectives de 𝑌𝑚+1,⋯ ,𝑌𝑛 dans 𝐴 (avec donc 𝑑 = 𝑛 −𝑚) ; par ce qui précède, les 𝑦𝑖 sont

algébriquement indépendants sur 𝑘 et la sous-algèbre 𝐴0 de 𝐴 est égale à 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] ;
ceci achève la démonstration, puisqu’on a vu plus haut que 𝐴 est entier sur 𝐴0.

2.10.4 Commentaıres.

2.10.4.1 Comme 𝐴 est de type fini comme 𝑘-algèbre, elle est de type fini comme 𝐵-algèbre pour

toute sous-algèbre 𝐵 de 𝐴. Il résulte alors de la proposition 2.8.5 que l’on obtiendrait

un énoncé équivalent à celui du lemme de normalisation de Noether en remplaçant

« entière sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] » par « finie sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] ». Nous avons opté pour l’épithète

« entière » car ce que notre preuve du lemme de normalisation de Noether montre

effectivement, c’est bien le caractère entier de 𝐴 sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑].

2.10.4.2 Supposons𝐴 intègre. Dans ce cas, son corps des fractions est engendré par des éléments

algébriques sur 𝑘(𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑) et est donc lui-même algébrique sur 𝑘(𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑). En

conséquence, (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑) est une base de transcendance de Frac𝐴 sur 𝑘, et l’entier 𝑑 est

dès lors nécessairement égal au degré de transcendance de Frac𝐴 sur 𝑘.

Le Nullstellensatz

2.10.5 Nous allons maintenant donner trois variantes du Nullstellensatz4, également appelé

« théorème des zéros de Hilbert ». Les deux premières s’énoncent dans un langage

purement algébrique, la troisième évoque la géométrie algébrique et justifiera l’appel-

lation du théorème.

2.10.6 Premıère varaınte du Nullstellensatz

Soit 𝐴 une 𝑘-algèbre de type fini. Si 𝐴 est un corps, c’est une extension finie de 𝑘.

Démonstration. Le lemme de normalisation de Noether assure qu’il existe des éléments

𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑 de 𝐴, algébriquement indépendants sur 𝑘 et tels que 𝐴 soit entière (ou finie,

cf. 2.10.4.1) sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑].

Si 𝐴 est un corps, l’anneau de polynôme 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] est lui aussi un corps d’après le

lemme 2.8.11, ce qui force 𝑑 à être nul, et 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] à être égale à 𝑘 ; le corps 𝐴 est

alors une 𝑘-algèbre finie, ce qu’il fallait démontrer.

4En allemand : théorème du lieu des zéros.
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2.10.7 Deuxıème varaınte du Nullstellensatz

Soit𝐴 une 𝑘-algèbre de type fini et soit 𝔭 un idéal premier de𝐴. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1) 𝐴/𝔭 est une extension finie de 𝑘 ;

2) Frac(𝐴/𝔭) est une extension finie de 𝑘 ;

3) 𝔭 est maximal.

Démonstration. Il est clair que 1) ⇒ 2). Supposons que 2) soit vraie. L’algèbre 𝐴/𝔭
est alors, en tant que sous-algèbre de Frac(𝐴/𝔭), une algèbre intègre et entière sur 𝑘.
D’après le lemme 2.8.11, c’est un corps et 𝔭 est maximal.

Enfin, si 𝔭 est maximal alors 𝐴/𝔭 est une 𝑘-algèbre de type fini qui est un corps, et

c’est donc une extension finie de 𝑘 en vertu de la variante précédente du Nullstellensatz

(2.10.6).

2.10.8 Troısıème varaınte du Nullstellensatz

Soit 𝑛 ∈ ℕ et soit (𝑃𝑖)𝑖∈𝐼 une famille de polynômes appartenant à 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Les

assertions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une extension finie 𝐿 de 𝑘 et un 𝑛-uplet (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿𝑛 tel que

𝑃𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0 pour tout 𝑖.
2) Il existe une extension 𝐿 de 𝑘 et un 𝑛-uplet (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿𝑛 tel que 𝑃𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0

pour tout 𝑖.
3) Pour toute famille (𝑄𝑖)𝑖∈𝐼 de polynômes presque tous nuls appartenant à

𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛], on a ∑𝑄𝑖𝑃𝑖 ≠ 1.

Démonstration. L’implication 1) ⇒ 2) est évidente. Supposons que 2) soit vraie,

et donnons-nous une famille (𝑄𝑖) de polynômes presque tous nuls appartenant à

𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. On a

(∑𝑄𝑖𝑃𝑖) (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = ∑𝑄𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)𝑃𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0,

ce qui entraîne que ∑𝑄𝑖𝑃𝑖 ≠ 1.

Supposons enfin que 3) soit vraie. Cela signifie que l’idéal 𝐽 de 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛] en-

gendré par les 𝑃𝑖 ne contient pas 1 ; autrement dit, il est strict. L’algèbre quotient

𝐴 ≔ 𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑛]/𝐽 est alors non nulle, et elle admet de ce fait un idéal maximal 𝔪.

Comme 𝐴 est de type finie sur 𝑘 par construction, le corps quotient 𝐿 ≔ 𝐴/𝔪 est une

extension finie de 𝑘 en vertu de la deuxième variante du Nullstellensatz (2.10.7). Si l’on

note 𝑥𝑖 l’image de ̅̅ ̅̅𝑋𝑖 par la surjection canonique 𝐴 → 𝐿, le 𝑛-uplet (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) annule

par construction chacun des 𝑃𝑖 , d’où 1).

2.10.9 Commentaıres.

2.10.9.1 Si le corps 𝑘 est algébriquement clos, l’assertion 1) ci-dessus peut se reformuler

en disant qu’il existe un 𝑛-uplet (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) d’éléments du corps 𝑘 lui-même tels que

𝑃𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0 pour tout 𝑖.
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2.10.9.2 Supposons que les trois conditions équivalentes 1), 2) et 3) ci-dessus soient satisfaites,

et soit 𝐹une extension algébriquement closede 𝑘. Il existe alors un 𝑛-uplet (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐹𝑛

tel que 𝑃𝑖(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0 pour tout 𝑖.

En effet, commençons par choisir 𝐿 et (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) comme dans 1). Comme 𝐿 est une

extension finie de 𝑘, elle admet un 𝑘-plongement dans 𝐹 (le lemme 2.9.13). Ce plonge-

ment permet de voir 𝐿 comme un sous-corps de 𝐹, et (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) comme un 𝑛-uplet

d’éléments de 𝐹, d’où l’assertion.

Un calcul de dımensıon de Krull

2.10.10 Le but de cette section est de calculer explicitement la dimension de Krull d’une

𝑘-algèbre intègre de type fini, en se fondant de manière cruciale sur le lemme de

normalisation de Noether. On désigne toujours par 𝑘 un corps.

2.10.11 Théorème

Soit 𝐴 une 𝑘-algèbre intègre de type fini. La dimension de Krull de 𝐴 est finie, et

coïncide avec le degré de transcendance de Frac𝐴 sur 𝑘.

Démonstration. Le lemme de normalisation de Noether assure l’existence d’éléments

𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑 de 𝐴, algébriquement indépendants sur 𝑘 et tels que 𝐴 soit entière sur

𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]. De plus, l’entier 𝑑 est nécessairement égal au degré de transcendance

de Frac𝐴 sur 𝑘 (2.10.4.2). On raisonne désormais par récurrence sur 𝑑.

2.10.11.1 Si 𝑑 = 0 alors 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] = 𝑘, et 𝐴 est donc une algèbre intègre entière sur 𝑘. C’est

dès lors un corps en vertu du lemme 2.8.11 ; par conséquent, sa dimension de Krull

est nulle.

2.10.11.2 Supposons 𝑑 > 0 et la proposition vraie pour les entiers < 𝑑. Comme 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]
s’injecte dans 𝐴 comme 𝐴 est entière sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑], il résulte de la proposition 2.8.16

que la dimension de Krull de 𝐴 est égale à celle de l’algèbre de polynômes 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑].
Il suffit donc de montrer que la dimension de Krull de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] est égale à 𝑑.

Pour tout 𝑖 ⩽ 𝑑, notons 𝔭𝑖 l’idéal (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑖) de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]. Il est premier (le quo-

tient 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]/𝔭𝑖 est l’anneau intègre 𝑘[𝑦𝑗]𝑖<𝑗⩽𝑑), et l’on a ainsi construit une chaîne

strictement croissante d’idéaux premiers

(0) = 𝔭0 ⊊ 𝔭1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔭𝑑

(que les inclusions soient strictes résulte du fait évident que 𝑦𝑖 ∉ 𝔭𝑖−1 pour tout 𝑖 ⩾ 1).
Par conséquent, la dimension de Krull de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] est au moins égale à 𝑑.

Nous allons montrer maintenant qu’elle vaut au plus 𝑑. Soit

𝔮0 ⊊ 𝔮1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝔮𝑚

une chaîne strictement croissante d’idéaux premiers de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] ; nous allons prou-

ver que 𝑚 ⩽ 𝑑, ce qui permettra de conclure.
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Quitte à rajouter (0) en début de chaîne, on peut toujours supposer que l’on a 𝔮0 = (0).
Si 𝑚 = 0 alors 𝑚 ⩽ 𝑑 ; on suppose maintenant que 𝑚 > 0. L’idéal 𝔮1 est alors non nul,

il possède donc un élément 𝑓 ∈ 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] qui est non constant (puisque 𝔮1 est strict).

Comme 𝔮1 est premier, il existe un diviseur irréductible 𝑔 de 𝑓 qui appartient à 𝔮1.

La chaîne

𝔮1/(𝑔) ⊊ 𝔮2/(𝑔) ⊊ ⋯ ⊊ 𝔮𝑚/(𝑔)

est une chaîne strictement croissantes d’idéaux premiers de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]/(𝑔). Il suffit

maintenant pour obtenir la majoration souhaitée de prouver que la dimension de

Krull de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]/(𝑔) est majorée par 𝑑 − 1.

L’anneau 𝐵 ≔ 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]/(𝑔) est intègre (puisque 𝑔 est irréductible, et puisque

𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] est factoriel). Il est engendré par les ̅̅ ̅𝑦𝑖 comme 𝑘-algèbre. Le corps Frac𝐵 est

donc engendré par les ̅̅ ̅𝑦𝑖 comme extension de 𝑘 ; en particulier, la famille (̅̅ ̅𝑦𝑖) contient

une base de transcendance de Frac𝐵 sur 𝑘.

Par ailleurs, les ̅̅ ̅𝑦𝑖 ne sont pas algébriquement indépendants sur 𝑘, puisque

𝑔( ̅̅̅𝑦1,⋯ , ̅̅̅𝑦𝑑) = 0 par construction. En conséquence, (̅̅ ̅𝑦𝑖) n’est pas elle-même une base

de transcendance de Frac𝐵 sur 𝑘. Le degré de transcendance 𝛿 de Frac𝐵 sur 𝑘 est donc

strictement inférieur à 𝑑. En vertu de l’hypothèse de récurrence, la dimension de Krull

de 𝐵 est égale à 𝛿 ⩽ 𝑑 − 1, ce qui achève la démonstration.

2.10.12 Commentaıres.

2.10.12.1 Le théorème ci-dessus assure en particulier que la dimension de Krull de la 𝑘-algèbre

𝑘[𝑋1,⋯ ,𝑋𝑑] (qui n’est autre du point de vue de la géométrie algébrique que « l’anneau

des fonctions sur l’espace affine de dimension 𝑑 ») est égale à 𝑑 ; on a d’ailleurs démontré

explicitement cette égalité au cours de la preuve.

2.10.12.2 Exercıce

En reprenant les notations du 2.10.11.2 ci-dessus, montrez que le degré de transcen-

dance de Frac𝐵 est exactement égal à 𝑑 − 1.

2.10.13 Corollaıre

Soit 𝐴 une 𝑘-algèbre non nulle de type fini.

1) La dimension de Krull 𝛿 de 𝐴 est finie.

2) Si (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑) est une famille d’éléments de 𝐴 algébriquement indépendants sur 𝑘
telle que 𝐴 soit entière sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑] alors 𝑑 = 𝛿.

Démonstration. Le lemme de normalisation de Noether assure l’existence d’une fa-

mille finie (𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑) d’éléments de 𝐴 algébriquement indépendants sur 𝑘 telle que

𝐴 soit entière sur 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑]. Il résulte alors de la proposition 2.8.16 que la dimen-

sion de Krull de 𝐴 est égale à celle de 𝑘[𝑦1,⋯ , 𝑦𝑑], laquelle est égale à 𝑑 en vertu du

théorème 2.10.11.
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3 Théorıe des faısceaux

3.1 Préfaısceaux et faısceaux

3.1.1 Nous allons définir dans ce qui suit les notions de préfaisceau, puis plus tard de faisceau,

sur un espace topologique. Il en existe plusieurs variantes : on peut manipuler des

faisceaux ou préfaisceaux d’ensembles, mais aussi de groupes, d’anneaux... Aussi, afin

d’éviter des répétitions fastidieuses ou une profusion pénible d’abréviations « resp. »,

nous fixons une catégorie 𝒞, qui peut être Ens, Gp, Ann, 𝐴-Mod ou 𝐴-Alg pour un

certain anneau 𝐴.

Nous utiliserons relativement souvent des constructions faisant appel à la notion

de colimite filtrante (cf. 1.6.11) dans la catégorie 𝒞. Nous attirons votre attention sur

le fait qu’une telle limite est « indépendante » de la catégorie 𝒞, dans le sens précis

suivant : son ensemble sous-jacent coïncide avec la colimite ensembliste du diagramme

considéré.

Préfaısceaux

3.1.2 Soit 𝑋 un espace topologique. Soulignons qu’on ne fait aucune hypothèse sur 𝑋 : on ne

suppose pas qu’il est séparé, ni même que tous ses points sont fermés... Cette généralité

ne complique ni les définitions, ni les preuves, et elle est indispensable en géométrie

algébrique : en effet, le plus souvent, un schéma possède des points non fermés, et

n’est a fortiori pas topologiquement séparé.

3.1.3 Défınıtıon (préfaisceau)
Un préfaisceau F sur 𝑋 à valeurs dans 𝒞 consiste en les données suivantes.

Pour tout ouvert𝑈 de𝑋, un objet F(𝑈) de 𝒞 dont les éléments sont parfois appelés

les sections de F sur 𝑈 ;

Pour tout couple (𝑈,𝑉) d’ouverts de 𝑋 avec 𝑉 ⊂ 𝑈, un morphisme

𝑟𝑈→𝑉 ∶ F(𝑈) → F(𝑉)

dit de restriction, et parfois notée 𝑠 ↦ 𝑠|𝑉.

Ces données sont sujettes aux deux axiomes suivants :

𝑟𝑈→𝑈 = IdF(𝑈) pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 ;

𝑟𝑉→𝑊 ∘ 𝑟𝑈→𝑉 = 𝑟𝑈→𝑊 pour tout triplet (𝑈,𝑉,𝑊) d’ouverts de 𝑋 avec 𝑊 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑈.
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3.1.3.1 Convention terminologique. Lorsqu’il sera nécessaire de préciser la catégorie dans la-

quelle nos préfaisceaux prennent leurs valeurs, nous parlerons de préfaisceaux de

groupes, d’ensembles, etc. Lorsque nous dirons « préfaisceaux » sans référence à une

catégorie particulière, cela signifiera « préfaisceaux à valeurs dans 𝒞 ».

3.1.3.2 On peut définir un préfaisceau de façon plus concise, qui vous paraîtra peut-être un

peu pédante (mais a l’avantage de se généraliser à bien d’autres cadres que celui de la

topologie). Soit Ouv𝑋 la catégorie dont les objets sont les ouverts de 𝑋 et les flèches

les inclusions ; un préfaisceau sur 𝑋 est alors simplement un foncteur contravariant de

Ouv𝑋 vers 𝒞, c’est-à-dire encore un foncteur covariant de Ouvop𝑋 vers 𝒞.

3.1.4 Exemples. Nous allons donner quelques exemples de préfaisceaux, que nous allons

décrire en nous contentant de donner leurs valeurs sur les ouverts : la définition des

flèches de restriction est à chaque fois évidente.

3.1.4.1 Si 𝑋 est un espace topologique, 𝑈 ↦ C 0(𝑈,ℝ) est un préfaisceau de ℝ-algèbres sur 𝑋.

3.1.4.2 Si 𝑋 est un variété différentielle, 𝑈 ↦ C∞(𝑈,ℝ) est un préfaisceau de ℝ-algèbres

sur 𝑋.

3.1.4.3 Si 𝑋 est un variété analytique complexe, 𝑈 ↦ H (𝑈,ℂ) est un préfaisceau de ℂ-algè-

bres sur 𝑋, où H (𝑈,ℂ) désigne l’anneau des fonctions holomorphes sur 𝑈.

3.1.4.4 Si𝑋 est un espace topologique et 𝐸 un ensemble,𝑈 ↦ 𝐸 est un préfaisceau d’ensembles

sur𝑋, appelé le préfaisceau constant associé à𝐸. Si𝐸 est un groupe (resp. ...), le préfaisceau

constant associé hérite d’une structure naturelle de préfaisceau de groupes (resp. ...).

3.1.4.5 Terminons par un exemple un peu plus artificiel que les précédents : si 𝑋 est un espace

topologique, les formules

𝑈 ↦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℤ si 𝑈 = 𝑋
{0} sinon

définissent un préfaisceau de groupes abéliens sur 𝑋.

3.1.5 Soit 𝑋 un espace topologique, soit F un préfaisceau sur 𝑋, soit 𝑥 un point de 𝑋 et

soit V l’ensemble des voisinages ouverts de 𝑥, qui est filtrant pour l’ordre opposé à

l’inclusion. Soit D le diagramme commutatif filtrant

D = ((F(𝑈))𝑈∈V , (𝑟𝑈→𝑉)𝑉⊂𝑈)

dans la catégorie 𝒞. La colimite de D est notée F𝑥 et est appelée la fibre de F en 𝑥.

Concrètement, on peut identifier F𝑥 au quotient de l’ensemble des couples (𝑈, 𝑠),
où 𝑈 ∈ V et où 𝑠 est une section de F sur 𝑈, par la relation d’équivalence ≃ définie

comme suit : (𝑈, 𝑠) ≃ (𝑉, 𝑡) si et seulement s’il existe un voisinage ouvert 𝑊 de 𝑥 dans

𝑈 ∩ 𝑉 tel que 𝑠|𝑊 = 𝑡|𝑊.

De manière un peu plus informelle, F𝑥 est l’ensemble des sections de F définies au

voisinage de 𝑥, deux sections appartenant à F𝑥 étant considérées comme égales si

elles coïncident au voisinage de 𝑥.

126 Théorıe des faısceaux



3.1.5.1 Soit 𝑈 un voisinage ouvert de 𝑥 et soit 𝑠 ∈ F(𝑈). L’image de 𝑠 dans F𝑥 est appelée le

germe de 𝑠 en 𝑥 et est notée 𝑠𝑥.

3.1.5.2 Exemples de fibres. Si F est le préfaisceau constant associé à un ensemble 𝐸 alors

F𝑥 ≃ 𝐸.

Supposons que 𝑋 = ℂ , que 𝑥 est l’origine et que F est le préfaisceau des fonctions

holomorphes. La fibre F𝑥 s’identifie alors à la ℂ-algèbre ℂ{𝑧} des séries formelles en 𝑧
de rayon > 0.

3.1.6 Soit 𝑋 un espace topologique. Les préfaisceaux sur 𝑋 forment une catégorie Pref𝑋 , les

flèches se décrivant comme suit. Si F et G sont deux tels préfaisceaux, un morphisme

de F vers G consiste en la donnée, pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, d’un morphisme 𝜑(𝑈)
de F(𝑈) vers G (𝑈), de sorte que le diagramme

F(𝑈) G (𝑈)

F(𝑉) G (𝑉)

𝜑(𝑈)

𝜑(𝑉)

𝑟𝑈→𝑉 𝑟𝑈→𝑉

commute pour tout couple (𝑈,𝑉) d’ouverts de 𝑋 tels que 𝑉 ⊂ 𝑈.

On dit que 𝜑 est injectif (resp. surjectif ) si 𝜑(𝑈) est injectif (resp. surjectif) pour tout 𝑈.

3.1.6.1 Si l’on considère les préfaisceaux F et G comme des foncteurs de Ouvop𝑋 vers 𝒞, un

morphisme de F vers G n’est autre qu’un morphisme de foncteurs de F vers G .

Il s’ensuit qu’un morphisme 𝜑 est un isomorphisme si et seulement si 𝜑(𝑈) est bijectif

pour tout 𝑈.

3.1.6.2 Si 𝜑∶ F → G est un morphisme de préfaisceaux, si 𝑈 est un ouvert de 𝑋 et si 𝑠 est une

section de F sur 𝑈, on écrira souvent 𝜑(𝑠) au lieu de 𝜑(𝑈)(𝑠).

3.1.6.3 Si 𝜑∶ F → G est un morphisme de préfaisceaux sur 𝑋, il induit pour tout 𝑥 un

morphisme 𝜑𝑥 ∶ F𝑥 → G𝑥.

3.1.6.4 Soit 𝜑∶ F → G un morphisme de préfaisceaux sur 𝑋. On définit le préfaisceau Im𝜑
par la formule

𝑈 ↦ Im𝜑(𝑈)

pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋. On dit que Im𝜑 est l’image de 𝜑 ; c’est un sous-préfaisceau

de G , en un sens évident ; il est égal à G si et seulement si 𝜑 est surjectif.

3.1.6.5 On suppose que 𝒞 = Gp ou 𝐴-Mod. Soit 𝜑∶ F → G un morphisme de préfaisceaux de

groupes sur 𝑋. On définit le préfaisceau Ker𝜑 par la formule

𝑈 ↦ Ker𝜑(𝑈)

pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋. On dit que Ker𝜑 est le noyau de 𝜑 ; c’est un sous-préfaisceau

de F , et 𝜑 est injectif si et seulement si son noyau est le préfaisceau trivial.
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3.1.6.6 Soit D un diagramme dans Pref𝑋 ; pour tout ouvert𝑈de𝑋, on note D(𝑈) le diagramme

dans 𝒞 déduit de D par évaluation en 𝑈 de ses constituants. Il est immédiat que

𝑈 ↦ limD(𝑈) et 𝑈 ↦ colimD(𝑈)

définissent deux préfaisceaux sur 𝑋, et que ceux-ci sont respectivement les limite et

colimite de D .

3.1.7 Soit 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 une application continue entre espaces topologiques.

3.1.7.1 Soit G un préfaisceau sur 𝑌. La formule

𝑈 ↦ G (𝑓−1(𝑈))

définit un préfaisceau sur 𝑋, que l’on note 𝑓∗G .

3.1.7.2 Soit F un préfaisceau sur 𝑋. Si 𝑉 est un ouvert de 𝑌, on note 𝔈𝑉 l’ensemble des

voisinages ouverts de 𝑓(𝑉), et D𝑉 le diagramme commutatif filtrant

((F(𝑈))𝑈∈𝔈𝑉, (𝑟𝑈→𝑈′)𝑈′⊂𝑈).

On note alors 𝑓−1F le préfaisceau 𝑉 ↦ colimD𝑉.

Si 𝑉 est un ouvert de 𝑌 et si 𝑈 ∈ 𝔈𝑉 on dispose d’une application naturelle de F(𝑈)
dans 𝑓−1F(𝑉) qu’on note souvent 𝑓−1 (sans mentionner explicitement 𝑈 et 𝑉 s’il n’y

a pas d’ambiguïté à leur propos).

3.1.7.3 On vérifie aussitôt que 𝑓∗ est de façon naturelle un foncteur covariant de Pref𝑌 vers

Pref𝑋 , et que 𝑓−1 est de façon naturelle un foncteur covariant de Pref𝑋 vers Pref𝑌. On

notera que ces foncteurs sont « indépendants de 𝒞 » : pour 𝑓∗ , c’est évident par sa

définition même, et pour 𝑓−1, cf. 3.1.1.

3.1.7.4 Si 𝑍 est un espace topologique et 𝑔 ∶ 𝑍 → 𝑌 une application continue, il existe des

isomorphismes canoniques de foncteurs (construisez-les à titre d’exercice !)

(𝑓 ∘ 𝑔)∗ ≃ 𝑓∗ ∘ 𝑔∗ et (𝑓 ∘ 𝑔)−1 ≃ 𝑔−1 ∘ 𝑓−1.

3.1.8 Deux cas partıculıers ıntéressants.

3.1.8.1 Soit𝑋un espace topologique, soit𝑈un ouvert de𝑋 et soit 𝑗 l’inclusion𝑈 ↪ 𝑋. Il résulte

immédiatement de la définition que pour tout préfaisceau F sur 𝑋, le préfaisceau

𝑗−1F n’est autre que la restriction F |𝑈 de F à 𝑈, c’est-à-dire le préfaisceau 𝑉 ↦ F(𝑉)
où 𝑉 se contente de parcourir l’ensemble des ouverts de 𝑈.

3.1.8.2 Soit 𝑋 un espace topologique, soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝑖 la flèche canonique {𝑥} ↪ 𝑋. Il résulte

immédiatement des définitions que l’on a pour tout préfaisceau F sur 𝑋 l’égalité

𝑖−1F({𝑥}) = F𝑥.
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3.1.9 Soit 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 une application continue entre espaces topologiques. La définition du

foncteur 𝑓−1 est sensiblement plus compliquée que celle de 𝑓∗ , mais 𝑓−1 se comporte

plus simplement que 𝑓∗ en ce qui concerne les fibres. En effet, si 𝑦 ∈ 𝑌 et si 𝑥 désigne

son image sur𝑋, on dispose pour tout préfaisceau F sur𝑋 d’un isomorphisme naturel

𝑓−1F𝑦 ≃ F𝑥 ; le lecteur le déduira à peu près formellement de 3.1.7.4 et 3.1.8.2.

Par contre, si G est un préfaisceau sur 𝑌, la fibre 𝑓∗G𝑥 n’admet pas à notre connaissance

de description maniable.

3.1.10 Soit 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 une application continue entre espaces topologiques. Nous allons

démontrer que (𝑓−1, 𝑓∗) est un couple de foncteurs adjoints. À cette fin, nous allons

construire pour tout couple (F , G ) formé d’un préfaisceau sur 𝑋 et d’un préfaisceau

sur 𝑌 un ensemble « intermédiaire » H(F , G ) et exhiber deux isomorphismes

H(F , G ) ≃ Hom(𝑓−1F , G ) et H(F , G ) ≃ Hom(F , 𝑓∗G )

fonctoriels en F et G .

Soient donc F un préfaisceau sur 𝑋 et G un préfaisceau sur 𝑌. On note 𝔈 l’ensemble

des couples (𝑈,𝑉) où𝑈 est un ouvert de𝑋 et où𝑉 est un ouvert de 𝑌 tel que 𝑓(𝑉) ⊂ 𝑈.

On munit 𝔈 de la relation d’ordre partiel pour laquelle on a (𝑈′,𝑉 ′) ⩽ (𝑈,𝑉) si𝑈′ ⊂ 𝑈
et 𝑉 ′ ⊂ 𝑉.

Si 𝑉 est un ouvert de 𝑌 on note 𝔈𝑉 l’ensemble des ouverts 𝑈 de 𝑋 tels que (𝑈,𝑉) ∈ 𝔈
(cette notation est compatible avec celle introduite au 3.1.7.2).

3.1.10.1 Définition deH(F , G ). On définitH(F , G ) comme l’ensemble des familles (ℎ𝑈,𝑉)(𝑈,𝑉)∈𝔈
telles que :

ℎ𝑈,𝑉 est pour tout (𝑈,𝑉) ∈ 𝔈 un élément de Hom(F(𝑈), G (𝑉)) ;

pour tout (𝑈,𝑉) ∈ 𝔈 et (𝑈′,𝑉 ′) ∈ 𝔈 tel que (𝑈′,𝑉 ′) ⩽ (𝑈,𝑉) le diagramme

F(𝑈) G (𝑈)

F(𝑉) G (𝑉)

ℎ𝑈,𝑉

ℎ𝑈′,𝑉′

𝑟𝑈→𝑈′ 𝑟𝑉→𝑉′

commute.

3.1.10.2 Construction d’un isomorphisme H(F , G ) → Hom(𝑓−1F , G ). Soit (ℎ𝑈,𝑉) un élément de

H(F , G ). Les faits suivants découlent de la définition de H(F , G ) :

pour tout ouvert 𝑉 de 𝑌, la famille (ℎ𝑈,𝑉)𝑈∈𝔈𝑉 est un morphisme du diagramme

D𝑉 défini en 3.1.7.2 vers G (𝑉) et induit donc un morphisme 𝜑(𝑉) de 𝑓−1F(𝑉)
dans G (𝑉) ;

lorsque 𝑉 parcourt l’ensemble des ouverts de 𝑌, la famille des 𝜑(𝑉) se comporte

bien vis-à-vis des restrictions, et définit dès lors un morphisme 𝜑 de 𝑓−1F vers G .
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En envoyant (ℎ𝑈,𝑉) sur𝜑, on définit une application 𝑎 deH(F , G ) versHom(𝑓−1F , G )
qui est manifestement fonctorielle en F et G .

Réciproquement, soit 𝜑 un morphisme de 𝑓−1F vers G , et soit (𝑈,𝑉) ∈ 𝔈. On dis-

pose par définition de 𝑓−1F d’une flèche naturelle F(𝑈) → 𝑓−1F(𝑉) ; sa composée

avec 𝜑(𝑉) est un morphisme ℎ𝑈,𝑉 de F(𝑈) vers G (𝑉). On vérifie sans difficulté

que (ℎ𝑈,𝑉) ∈ H(F , G ). En envoyant 𝜑 sur (ℎ𝑈,𝑉) on définit une application 𝑏 de

Hom(𝑓−1F , G ) vers H(F , G ), fonctorielle en F et G .

Nous laissons le lecteur s’assurer que 𝑎 et 𝑏 sont inverses l’une de l’autre.

3.1.10.3 Construction d’un isomorphisme H(F , G ) → Hom(F , 𝑓∗G ). Soit (ℎ𝑈,𝑉) un élément de

H(F , G ). Pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, on pose 𝜓(𝑈) = ℎ𝑈,𝑓−1(𝑈). C’est par définition un

morphisme de F(𝑈) dans G (𝑓−1(𝑈)) = 𝑓∗G (𝑈). Lorsque 𝑈 parcourt l’ensemble des

ouverts de 𝑋, la famille des 𝜓(𝑈) se comporte bien vis-à-vis des restrictions, et définit

dès lors un morphisme 𝜓 de F dans 𝑓∗G .

En envoyant (ℎ𝑈,𝑉) sur 𝜓, on définit une application 𝛼 de H(F , G ) vers Hom(F , 𝑓∗G )
qui est manifestement fonctorielle en F et G .

Réciproquement, soit 𝜓 un morphisme de F vers 𝑓∗G , et soit (𝑈,𝑉) ∈ 𝔈. Par défini-

tion, 𝜓(𝑈) est une flèche de F(𝑈) vers 𝑓∗G (𝑈) = G (𝑓−1(𝑈)) ; sa composition avec

la restriction G (𝑓−1(𝑈)) → G (𝑉) est un morphisme ℎ𝑈,𝑉 de F(𝑈) vers G (𝑉). On

vérifie sans difficulté que (ℎ𝑈,𝑉) ∈ H(F , G ). En envoyant 𝜓 sur (ℎ𝑈,𝑉) on définit une

application 𝛽 de Hom(F , 𝑓∗G ) vers H(F , G ), fonctorielle en F et G .

Nous laissons le lecteur s’assurer que 𝛼 et 𝛽 sont inverses l’une de l’autre.

Faısceaux

3.1.11 Défınıtıon (faisceau)
Soit 𝑋 un espace topologique. On dit qu’un préfaisceau F sur 𝑋 (à valeurs, comme

d’habitude, dans la catégorie 𝒞 de 3.1.1), est un faisceau s’il satisfait la condition

suivante : pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, pour tout recouvrement ouvert (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 de 𝑈 et toute

famille (𝑠𝑖) ∈ ∏𝑖∈𝐼 F(𝑈𝑖) telle que 𝑠𝑖|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 = 𝑠𝑗|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗), il existe une et une
seule section 𝑠 de F sur 𝑈 telle que 𝑠|𝑈𝑖 = 𝑠𝑖 pour tout 𝑖.

3.1.11.1 Si 𝑠 et les 𝑠𝑖 sont comme ci-dessus, on dit que 𝑠 est obtenue par recollement des 𝑠𝑖.

3.1.11.2 Soit F un faisceau sur 𝑋. L’ouvert vide de 𝑋 est alors recouvert par la famille vide

d’ouverts ; en appliquant à celle-ci et à la famille vide de sections la définition d’un

faisceau, on voit qu’il existe une et une seule section de F sur ∅. Ainsi F(∅) est un

singleton. Lorsque 𝒞 = Gp (resp. 𝐴-Mod, Ann ou 𝐴-Alg) cela signifie que F(∅) est le

groupe trivial (resp. le module, l’anneau ou l’algèbre nuls).

Le lecteur que rebuterait (bien à tort) ce style de gymnastique mentale peut prendre

l’égalité F(∅) = { ∗ } comme un axiome supplémentaire à rajouter à la définition

d’un faisceau.
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3.1.12 On voit les faisceaux sur 𝑋 comme une sous-catégorie pleine Faisc𝑋 de celle des

préfaisceaux sur 𝑋 : si F et G sont deux faisceaux sur 𝑋, un morphisme de faisceaux

de F vers G est simplement un morphisme de préfaisceaux de F vers G .

3.1.13 Soit 𝑋 un espace topologique. Il résulte immédiatement de la définition qu’une section

𝑠 d’un faisceau sur 𝑋 est entièrement déterminée par une famille (𝑠𝑥)𝑥∈𝑋 de ses germes.

On en déduit qu’un morphisme d’un préfaisceau F sur 𝑋 vers un faisceau G sur 𝑋 est

entièrement déterminé par la famille (F𝑥 → G𝑥)𝑥∈𝑋 de morphismes induits au niveau

des fibres.

3.1.14 Exemples.

3.1.14.1 Si 𝑋 est un espace topologique, 𝑈 ↦ C 0(𝑈,ℝ) est un faisceau de ℝ-algèbres sur 𝑋.

3.1.14.2 Si 𝑋 est un variété différentielle, 𝑈 ↦ C∞(𝑈,ℝ) est un faisceau de ℝ-algèbres sur 𝑋.

3.1.14.3 Si 𝑋 est un variété analytique complexe, 𝑈 ↦ H (𝑈,ℂ) est un faisceau de ℂ-algèbres

sur 𝑋, où H (𝑈,ℂ) désigne l’anneau des fonctions holomorphes sur 𝑈.

3.1.14.4 Si 𝑋 est un espace topologique et { ∗ } un singleton, le préfaisceau constant 𝑈 ↦ { ∗ }
est un faisceau d’ensembles (et aussi d’ailleurs de groupes, anneaux, 𝐴-modules ou

𝐴-algèbres si l’on y tient).

3.1.14.5 Si 𝜑∶ F → G est un morphisme de faisceaux de groupes sur un espace topologique 𝑋,

le préfaisceau noyau Ker𝜑 (défini au 3.1.6.5) est un faisceau.

3.1.14.6 Soit 𝑋 un espace topologique. Pour tout faisceau F sur 𝑋, et tout ouvert 𝑈 de 𝑋, la

restriction de F à 𝑈 est un faisceau sur 𝑈.

3.1.15 Contre-exemples.

3.1.15.1 Soit𝑋 un espace topologique. Si𝑋 admet un recouvrement (𝑈𝑖) par des ouverts stricts1,

le préfaisceau de groupes

𝑈 ↦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℤ si 𝑈 = 𝑋
{0} sinon

n’est pas un faisceau : les sections globales 1 et 0 sont distinctes, mais ont toutes deux

mêmes restrictions à chacun des 𝑈𝑖.

3.1.15.2 Soit 𝑋 un espace topologique et soit 𝐸 un ensemble non singleton. Le préfaisceau

d’ensembles constant associé à 𝐸 envoie en particulier ∅ sur 𝐸 et n’est donc pas un

faisceau en vertu de 3.1.11.2.

1Il existe des espaces topologiques naturels du point de vue de la géométrie algébrique qui sont non
vides et pour lesquels cette condition n’est pas vérifiée : par exemple l’espace {𝑎, 𝑏} dont les ouverts sont
∅, {𝑎} et {𝑎, 𝑏}. Notons toutefois que si 𝑋 est de cardinal au moins 2 et si tous ses points sont fermés, 𝑋 est
bien recouvert par des ouverts stricts.
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3.1.16 Autour des ımages préfaısceautıques. Soit 𝑋 un espace topologique et soit F un

faisceau sur 𝑋. On vérifie immédiatement qu’un sous-préfaisceau F ′ de F est un

faisceau si et seulement si « l’appartenance à F ′ est une propriété locale », i. e. si pour

tout ouvert 𝑈 de 𝑋 et tout recouvrement ouvert (𝑈𝑖) de 𝑈, une section 𝑠 de F sur 𝑈
appartient à F ′(𝑈) dès que 𝑠|𝑈𝑖 appartient à F ′(𝑈𝑖) pour tout 𝑖.

3.1.16.1 Si 𝜑∶ F → G est un morphisme de faisceaux, et soit 𝑠 une section de G sur un ouvert

𝑈 de 𝑋 ; soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de 𝑈 tel que 𝑠|𝑈𝑖 appartiennent à Im𝜑 pour

tout 𝑖. Choisissons pour tout 𝑖 un antécédent 𝑡𝑖 de 𝑠|𝑈𝑖 dans F(𝑈𝑖).

Supposons que 𝜑 est injective (il n’y a alors qu’un choix possible pour les 𝑡𝑖). Dans ce cas,

𝑡𝑖|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 et 𝑡𝑗|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 coïncident pour tout (𝑖, 𝑗), puisque ce sont deux antécédents de

𝑠|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 par une flèche injective. Il s’ensuit que les 𝑡𝑖 se recollent en une section 𝑡 de F

sur 𝑈, qui satisfait par construction l’égalité 𝜑(𝑡) = 𝑠. Ainsi, Im𝜑 est un sous-faisceau

de G .

On ne suppose plus 𝜑 injective. Dans ce cas, rien ne garantit a priori que le système (𝑡𝑖)
d’antécédents puisse être choisi de sorte que les 𝑡𝑖 se recollent, et le contre-exemple

ci-dessous montre que Im𝜑 n’est pas un faisceau en général.

3.1.16.2 Soit H le faisceau des fonctions holomorphes sur ℂ , et soit 𝑑 la dérivation 𝑓 ↦ 𝑓′,

qui est un endomorphisme du faisceau de ℂ-espaces vectoriels H . La fonction 𝑧 ↦
1/𝑧 appartient à H (ℂ×). Comme n’importe quelle fonction holomorphe, elle admet

localement des primitives et appartient donc localement à Im 𝑑. Par contre, elle n’admet

pas de primitive sur ℂ× (il n’existe pas de logarithme complexe continu sur ℂ×) ; elle

n’appartient donc pas à Im 𝑑(ℂ×). En conséquence, Im 𝑑 n’est pas un faisceau.

3.1.17 On observe là un cas particulier d’un phénomène général : lorsqu’on applique aux

faisceaux des constructions « naïves » (c’est-à-dire définies ouvert par ouvert), on

obtient des préfaisceaux qui n’ont en général aucune raison d’être des faisceaux. Qu’à

cela ne tienne : on y remédie grâce au procédé de faisceautisation, que nous allons

maintenant décrire. Il consiste grosso modo à modifier un préfaisceau donné pour en

faire un faisceau, sans l’altérer davantage que ne le requiert cet objectif ; cela va se

traduire rigoureusement en terme de foncteur à représenter.

La faısceautısatıon

3.1.18 Proposıtıon-Défınıtıon (faisceautisé)
Soit 𝑋 un espace topologique et soit F un préfaisceau sur 𝑋. Le foncteur covariant de

Faisc𝑋 vers Ens qui envoie un faisceau G sur HomPref𝑋(F , G ) est représentable par

un couple (F̂ ,𝜋∶ F → F̂). Le faisceau F̂ est appelé le faisceautisé de F , ou encore le

faisceau associé à F .

3.1.19 Formulatıon équıvalente. Il revient au même de dire qu’il existe un faisceau F̂

sur 𝑋 et un morphisme de préfaisceaux 𝜋∶ F → F̂ tel que pour tout faisceau G sur
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𝑋 et tout morphisme de préfaisceaux 𝜑∶ F → G , il existe un unique morphisme

𝜓∶ F̂ → G faisant commuter le diagramme

F G .

F̂

𝜑

𝜋
𝜓

3.1.20 Démonstration de la proposition 3.1.18. L’idée qui préside à la construction de F̂ est

simple : puisqu’une section d’un faisceau est caractérisée par ses germes, on va définir

une section de F̂ comme une collection « raisonnable » de germes de sections de F .

Plus précisément, soit 𝔊 l’ensemble ∐𝑥∈𝑋 F𝑥. Pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, on note F̂(𝑈)
l’ensemble des applications 𝑓 ∶ 𝑈 → 𝔊 satisfaisant les conditions suivantes :

1) 𝑓(𝑥) ∈ F𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑈 ;

2) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈 il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 et une section 𝑠 de F

sur 𝑉 telle que 𝑓(𝑦) = 𝑠𝑦 pour tout 𝑦 ∈ 𝑉.

Il est immédiat que F̂ est un faisceau (de fonctions à valeurs dans 𝔊). On note 𝜋 le

morphisme de préfaisceaux de F vers F̂ qui pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 associe à un

élément 𝑠 de F(𝑈) l’élément (𝑥 ↦ 𝑠𝑥) de F̂(𝑈).

Si 𝑈 est un ouvert de 𝑋, si 𝑥 ∈ 𝑈 et si 𝑓 ∈ F̂(𝑈), il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥
dans 𝑈 et une section 𝑡 ∈ F(𝑈) telle que 𝑓|𝑉 = 𝜋(𝑡) : c’est une reformulation de 2).

3.1.20.1 Nous allons maintenant établir un résultat qui nous sera utile pour établir la propriété

universelle de (F̂ ,𝜋) et qui présente par ailleurs un intérêt intrinsèque : pour tout

𝑥 ∈ 𝑋, la flèche 𝜋𝑥 ∶ F𝑥 → F̂𝑥 est bijective. Soit donc 𝑥 ∈ 𝑋.

Surjectivité de 𝜋𝑥. Soit 𝜎 ∈ F̂𝑥 ; par définition, 𝜎 est le germe en 𝑥 d’une section 𝜏 de

F̂ définie sur un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥, et l’on peut restreindre 𝑈 de sorte qu’il

existe 𝑡 ∈ F(𝑈) vérifiant l’égalité 𝜋(𝑡) = 𝜏. On a alors 𝜋𝑥(𝑡𝑥) = 𝜏𝑥 = 𝜎 ; ainsi, 𝜋𝑥 est

surjective.

Injectivité de 𝜋𝑥. Soient 𝑠 et 𝑠′ deux éléments de F𝑥 dont les images dans F̂𝑥 coïncident.

Il existe un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 et deux sections 𝑡 et 𝑡′ de F sur 𝑈 telles que

𝑡𝑥 = 𝑠 et 𝑡′𝑥 = 𝑠′ ; comme 𝜋(𝑡)𝑥 = 𝜋(𝑡′)𝑥 par hypothèse, on peut restreindre 𝑈 de sorte

que 𝜋(𝑡) = 𝜋(𝑡′). Par définition de 𝜋, cela signifie que 𝑡𝑦 = 𝑡′𝑦 pour tout 𝑦 ∈ 𝑈. En

appliquant ceci avec 𝑦 = 𝑥, il vient 𝑠 = 𝑠′, et la flèche F𝑥 → F̂𝑥 est injective.

Calcul des germes d’une section de F̂ . Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋, soit 𝑓 ∈ F̂(𝑈) et soit 𝑥 ∈ 𝑈.

Il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 et une section 𝑡 de F sur 𝑉 telle que

𝑓|𝑉 = 𝜋(𝑡). On a alors 𝑓𝑥 = 𝜋𝑥(𝑡𝑥) ; et par ailleurs la définition même de 𝜋 assure que

𝑡𝑥 = 𝑓(𝑥).

En conséquence, 𝑓𝑥 = 𝜋𝑥(𝑓(𝑥)) ; on peut reformuler cette égalité en disant que 𝑓𝑥 = 𝑓(𝑥)
modulo la bijection naturelle 𝜋𝑥 ∶ F𝑥 ≃ F̂𝑥.
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3.1.20.2 Prouvons maintenant que (F̂ ,𝜋) satisfait la propriété universelle requise. Soit G un

faisceau sur 𝑋, et soit 𝜑∶ F → G un morphisme de préfaisceaux. Il s’agit de montrer

l’existence et l’unicité de 𝜓∶ F̂ → G tel que le diagramme

F G

F̂

𝜑

𝜋
𝜓

commute.

Unicité de 𝜓. Si 𝜓 est un morphisme faisant commuter le diagramme, on a pour tout 𝑥 ∈
𝑋 l’égalité 𝜓𝑥 ∘ 𝜋𝑥 = 𝜑𝑥 , et donc 𝜓𝑥 = 𝜑𝑥 ∘ 𝜋−1

𝑥 (rappelons que 𝜋𝑥 est bijective, cf. 3.1.20.1

supra). L’unicité de 𝜓 découle alors du fait qu’un morphisme d’un préfaisceau vers un

faisceau est entièrement déterminé par son effet sur les fibres.

Existence de𝜓. Soit𝑈un ouvert de𝑋 et soit 𝑓 ∈ F̂(𝑈). Nous allons tout d’abord montrer

qu’il existe une section 𝑡 de G sur 𝑈, nécessairement unique, telle que 𝑡𝑥 = 𝜑𝑥(𝑓(𝑥))
pour tout 𝑥 ∈ 𝑈.

Il existe un recouvrement ouvert (𝑈𝑖) de 𝑈 et pour tout 𝑖 une section 𝑠𝑖 de F sur 𝑈𝑖
telle que 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖. Posons 𝑡𝑖 = 𝜑(𝑠𝑖). On a alors par construction

pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 l’égalité 𝑡𝑖,𝑥 = 𝜑𝑥(𝑠𝑖,𝑥) = 𝜑𝑥(𝑓(𝑥)). Cette dernière écriture ne dépend

plus de 𝑖. Il s’ensuit que si 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 alors 𝑡𝑖,𝑥 = 𝑡𝑗,𝑥. Comme G est un faisceau, ceci

entraîne que 𝑡𝑖|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 = 𝑡𝑗|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗), puis que les 𝑡𝑖 se recollent en une section

𝑡 de G ; on a bien par construction 𝑡𝑥 = 𝜑𝑥(𝑓(𝑥)) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈.

On pose alors 𝜓(𝑓) = 𝑡. Si 𝑉 est un ouvert de 𝑈, on a 𝑡𝑥 = 𝜑𝑥(𝑓(𝑥)) pour tout 𝑥 ∈ 𝑉, et

𝑡|𝑉 est donc l’unique section de G sur 𝑉 dont le germe en tout point 𝑥 de 𝑉 est égal à

𝜑𝑥(𝑓(𝑥)) ; il vient 𝜓(𝑓|𝑉) = 𝑡|𝑉, ce qui signifie que 𝜓 est un morphisme de préfaisceaux.

On a pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, tout point 𝑥 de 𝑈 et toute section 𝑓 ∈ F̂(𝑈) les égalités

𝜓𝑥(𝑓𝑥) = 𝜑𝑥(𝑓(𝑥))⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
par construction de 𝜓

= 𝜑𝑥(𝜋−1
𝑥 (𝑓𝑥)).

On a donc 𝜓𝑥 = 𝜑𝑥 ∘𝜋−1
𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, soit encore 𝜓𝑥 ∘𝜋𝑥 = 𝜑𝑥. Comme un morphisme

d’un préfaisceau vers un faisceau est entièrement déterminé par son effet sur les fibres,

on a 𝜓 ∘ 𝜋 = 𝜑, ce qui achève la démonstration.

3.1.21 Soit F un préfaisceau sur 𝑋, et soit G un faisceau sur 𝑋. On a une bijection naturelle

HomPref𝑋(F , G ) ≃ HomFaisc𝑋(F̂ , G ),

fonctorielle en F et G . En conséquence, F ↦ F̂ est l’adjoint à gauche du foncteur

d’inclusion de Faisc𝑋 dans Pref𝑋.
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3.1.22 Exemples.

3.1.22.1 Si F est un faisceau sur un espace topologique 𝑋 alors F̂ = F ; on le déduit ou bien

de la construction de F̂ , ou bien du fait que (F , IdF ) satisfait visiblement la propriété

universelle requise.

3.1.22.2 Soit 𝐸 un ensemble et soit 𝑋 un espace topologique. Pour tout 𝑥 appartenant à 𝑋, la

fibre en 𝑥 du préfaisceau d’ensembles constant 𝑈 ↦ 𝐸 est égale à 𝐸. Son faisceautisé

s’identifie donc, d’après notre construction, au faisceau des applications localement

constantes sur 𝑋 à valeurs dans 𝐸. On l’appelle le faisceau constant associé à 𝐸, et on le

note 𝐸.

Notez que si 𝑋 est localement connexe, le faisceau 𝐸 envoie un ouvert 𝑈 de 𝑋 sur

𝐸𝜋0(𝑈), où 𝜋0(𝑈) est l’ensemble des composantes connexes de 𝑈. Mais en général la

description de 𝐸 est un peu plus compliquée : se donner une section de 𝐸 sur un ouvert

𝑈 revient à se donner une partition de 𝑈 en ouverts fermés, et à assigner à chacun

d’eux un élément de 𝐸.

3.1.22.3 Soit F un faisceau, et soit G un sous-préfaisceau de F . L’inclusion G ↪ F induit un

morphisme Ĝ → F .

La flèche Ĝ → F est injective. En effet, soit𝑈 un ouvert de𝑋 et soient 𝑠 et 𝑡 deux sections

de Ĝ sur 𝑈 dont les images dans F(𝑈) coïncident. Soit 𝑥 ∈ 𝑈. D’après la construction

de Ĝ , il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 et deux sections 𝑠′ et 𝑡′ de G sur 𝑉
dont les images dans Ĝ (𝑉) sont respectivement égales à 𝑠|𝑉 et 𝑡|𝑉. Comme G → F se

factorise par Ĝ , les images de 𝑠′ et 𝑡′ dans F(𝑉) sont égales, ce qui entraîne que 𝑠′ = 𝑡′

puisque G est un sous-préfaisceau de F ; en conséquence, 𝑠|𝑉 = 𝑡|𝑉. Les sections 𝑠 et 𝑡
du faisceau Ĝ coïncident donc au voisinage de tout point de 𝑈, et sont dès lors égales,

d’où notre assertion.

Puisque Ĝ → F est une injection par laquelle G → F se factorise, on peut voir Ĝ

comme un sous-faisceau de F contenant G , et la flèche canonique G → Ĝ comme

l’inclusion ; c’est ce que nous faisons désormais.

Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. Nous allons montrer que Ĝ (𝑈) est le sous-ensemble de F(𝑈)
formé des sections 𝑠 qui appartiennent localement à G , c’est-à-dire qui satisfont la condi-

tion suivante : pour tout 𝑥 ∈ 𝑈, il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 tel que

𝑠|𝑉 ∈ G (𝑉).

Soit 𝑠 ∈ Ĝ (𝑈). Soit 𝑥 ∈ 𝑈. D’après la construction de Ĝ , il existe un voisinage ouvert

𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 tel que 𝑠|𝑉 provienne de, c’est-à-dire ici appartienne à, G (𝑉) ; ainsi,

𝑠 appartient localement à G .

Réciproquement, soit 𝑠 une section de F sur 𝑈 appartenant localement à G . Il existe

alors un recouvrement ouvert (𝑈𝑖) de 𝑈 tel que 𝑠𝑖 ≔ 𝑠|𝑈𝑖 appartienne pour tout 𝑖 à

G (𝑈𝑖) ⊂ Ĝ (𝑈𝑖). On a 𝑠𝑖|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 = 𝑠𝑗|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 = 𝑠|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗) ; comme Ĝ est un

faisceau, les sections 𝑠𝑖 se recollent en une section 𝑡 ∈ Ĝ (𝑈) ⊂ F(𝑈). Par définition,

𝑡|𝑈𝑖 = 𝑠𝑖 = 𝑠|𝑈𝑖 pour tout 𝑖 ; en conséquence, 𝑡 = 𝑠 et 𝑠 ∈ Ĝ (𝑈).
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Images faısceautıques et défaut d’exactıtude

3.1.23 Image faısceautıque. Soit 𝑋 un espace topologique. Soit 𝜑∶ F → G un morphisme

de faisceaux sur 𝑋. Ce qu’on notera désormais Im𝜑, ce sera l’image faisceautique de 𝜑,

c’est-à-dire le faisceau associé à son image préfaisceautique 𝑈 ↦ {𝜑(𝑠) | 𝑠 ∈ F(𝑈)} ⊂
G (𝑈). D’après le 3.1.22.3 ci-dessus, une section de Im𝜑 sur un ouvert 𝑈 de 𝑋 est une

section de G sur 𝑈 qui admet localement un antécédent par 𝜑.

3.1.24 Exemples.

3.1.24.1 Si 𝜑 est un morphisme injectif entre deux faisceaux sur un espace topologique, Im𝜑
coïncide avec l’image préfaisceautique de 𝜑, puisque celle-ci est déjà un faisceau

(3.1.16.1).

3.1.24.2 Ce n’est pas le cas en général : on a vu au 3.1.16.2 que si H désigne le faisceau des

fonctions holomorphes sur ℂ et 𝑑 ∶ H → H la dérivation, l’image préfaisceautique

de 𝑑 n’est pas un faisceau.

Par ailleurs, comme toute fonction holomorphe admet localement une primitive, on a

Im 𝑑 = H .

3.1.25 Soit 𝑋 un espace topologique et soit 𝜑∶ F → G un morphisme de faisceaux sur 𝑋. De

même qu’on a modifié la définition de l’image, on modifie celle de la surjectivité : on

dira désormais que 𝜑 est surjectif si son image (faisceautique !) est égale à G . Ainsi, la

dérivation est un endomorphisme surjectif du faisceau des fonctions holomorphes sur ℂ.

3.1.25.1 Insistons sur le fait qu’on n’a par contre pas modifié la définition de l’injectivité, ni

celle du noyau pour un morphisme de faisceaux de groupes : elles restent définies

ouvert par ouvert comme pour les morphismes de préfaisceaux.

3.1.25.2 Rappelons que 𝜑 est un isomorphisme si et seulement si la flèche F(𝑈) → G (𝑈) est

bijective pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 (3.1.6.1). Il s’ensuit, en vertu de 3.1.24.1, que 𝜑 est

un isomorphisme si et seulement s’il est à la fois injectif et surjectif.

3.1.25.3 Exercıce

Soit ℬ une base d’ouverts de 𝑋. Montrez que pour que 𝜑 soit un isomorphisme, il

suffit que F(𝑈) → G (𝑈) soit un isomorphisme pour tout 𝑈 ∈ ℬ.

3.1.25.4 Le lemme suivant a l’avantage de remettre injectivité et surjectivité sur le même

plan, alors qu’on pouvait avoir l’impression d’une certaine dissymétrie entre elles –

l’injectivité étant définie de manière naïve quand la surjectivité ne se teste qu’après

faisceautisation de l’image.

3.1.26 Lemme

Soit 𝑋 un espace topologique et soit 𝜑∶ F → G un morphisme de faisceaux sur 𝑋. Le

morphisme 𝜑 est injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) si et seulement si 𝜑𝑥 ∶ F𝑥 → G𝑥
est injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) pour tout 𝑥 ∈ 𝑋.
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Démonstration. Nous allons démontrer séparément les assertions relative à l’injectivité

et à la surjectivité – dont la conjonction entraîne l’assertion relative à la bijectivité.

3.1.26.1 Le cas de l’injectivité. Supposons 𝜑 injectif et soit 𝑥 ∈ 𝑋. Soient 𝛼 et 𝛽 deux éléments de

F𝑥 ayant même image dans G𝑥. Choisissons un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 tel que 𝛼 et 𝛽
soient les germes respectifs de deux sections 𝑠 et 𝑡 de F sur 𝑈. On a alors

𝜑(𝑠)𝑥 = 𝜑𝑥(𝑠𝑥) = 𝜑𝑥(𝛼) = 𝜑𝑥(𝛽) = 𝜑𝑥(𝑡𝑥) = 𝜑(𝑡)𝑥

et l’on peut dès lors restreindre 𝑈 de sorte que 𝜑(𝑠) = 𝜑(𝑡) ; comme 𝜑 est injectif il

vient 𝑠 = 𝑡, puis 𝛼 = 𝛽 ; ainsi, 𝜑𝑥 est injectif.

Réciproquement, supposons que 𝜑𝑥 soit injectif pour tout 𝑥. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋
et soient 𝑠 et 𝑡 deux sections de F sur 𝑈 telles que 𝜑(𝑠) = 𝜑(𝑡). On a alors pour tout

𝑥 ∈ 𝑈 les égalités

𝜑𝑥(𝑠𝑥) = 𝜑(𝑠)𝑥 = 𝜑(𝑡)𝑥 = 𝜑𝑥(𝑡𝑥),

et partant 𝑠𝑥 = 𝑡𝑥 par injectivité de 𝜑𝑥. Comme ceci vaut pour tout 𝑥 ∈ 𝑈, et puisque F

est un faisceau, on a 𝑠 = 𝑡 et 𝜑 est injectif.

3.1.26.2 Le cas de la surjectivité. Supposons 𝜑 surjectif et soit 𝑥 ∈ 𝑋. Soit 𝛼 un élément de G𝑥.

Choisissons un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 tel que 𝛼 soit le germe d’une section 𝑠 de G

sur 𝑈. Par définition de la surjectivité faisceautique, on peut restreindre 𝑈 de sorte

que 𝑠 soit l’image par 𝜑 d’une section 𝑡 de F(𝑈). On a alors 𝛼 = 𝑠𝑥 = 𝜑(𝑡)𝑥 = 𝜑𝑥(𝑡𝑥)
et 𝜑𝑥 est surjectif.

Réciproquement, supposons que 𝜑𝑥 soit surjectif pour tout 𝑥. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et

soit 𝑠 une section de G sur 𝑈. Soit 𝑥 ∈ 𝑈. Puisque 𝜑𝑥 est surjectif, il existe 𝛼 ∈ F𝑥 tel

que 𝜑𝑥(𝛼) = 𝑠𝑥. Soit 𝑉 un voisinage ouvert de 𝑥 dans 𝑈 tel que 𝛼 soit le germe d’une

section 𝑡 de F sur 𝑈. On a alors 𝜑(𝑡)𝑥 = 𝜑𝑥(𝑡𝑥) = 𝜑𝑥(𝛼) = 𝑠𝑥 , ce qui signifie qu’on

peut restreindre 𝑉 de sorte que 𝜑(𝑡) = 𝑠|𝑉. Il s’ensuit que 𝜑 est surjectif.

3.1.27 Soit 𝑋 un espace topologique et soit F un faisceau sur 𝑋.

3.1.27.1 Soit F ′ un sous-faisceau de F . Le lemme 3.1.26 assure que F ′
𝑥 s’injecte dans F𝑥

pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, ce qui permet de considérer F ′
𝑥 comme un sous-objet (au sens de la

catégorie 𝒞) de F𝑥.

Soit 𝑠 une section de F sur un ouvert 𝑈 de 𝑋. Comme l’appartenance à F ′ est une

propriété locale, on voit que 𝑠 ∈ F ′(𝑈) si et seulement si 𝑠𝑥 ∈ F ′
𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑈.

Il en résulte que si F ′′ est un (autre) sous-faisceau de F alors F ′′ ⊂ F ′ si et seulement

si F ′′
𝑥 ⊂ F ′

𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 ; en raisonnant par double inclusion, on en déduit que

F ′′ = F ′ si et seulement si F ′′
𝑥 = F ′

𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋.

3.1.27.2 Soit G un faisceau sur 𝑋 et soit 𝜑∶ F → G un morphisme. Soit I l’image de 𝜑. Le

morphisme 𝜑 est la composée de la surjection F → I et de l’inclusion I ↪ G .

Il découle du lemme 3.1.26 que pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, la flèche F𝑥 → I𝑥 est surjective. Il en

résulte que I𝑥 , que l’on voit comme un sous-objet de G𝑥 en vertu de 3.1.27.1, est égal

à l’image de 𝜑𝑥.
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3.1.27.3 On conserve les notations G et 𝜑 du 3.1.27.2 ci-dessus, en supposant de plus que

𝒞 = Gp ; soit K le noyau de 𝜑.

Soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝑠 une section de F sur un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥. Si 𝑠 ∈ K (𝑈) alors

𝜑(𝑠) = 𝑒, et l’on a donc 𝜑𝑥(𝑠𝑥) = 𝜑(𝑠)𝑥 = 𝑒 ; ainsi, 𝑠𝑥 appartient à Ker𝜑𝑥.

Réciproquement, supposons que le germe 𝑠𝑥 appartient à Ker𝜑𝑥 , c’est-à-dire que

𝜑𝑥(𝑠𝑥) = 𝜑(𝑠)𝑥 = 𝑒. Il existe alors un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 tel que 𝜑(𝑠)|𝑉 =
𝜑(𝑠|𝑉) = 𝑒. Par conséquent, 𝑠|𝑉 ∈ K (𝑉) et 𝑠𝑥 ∈ K𝑥.

Il découle de ce qui précède que K𝑥 = Ker𝜑𝑥 pour tout 𝑥.

3.1.28 Suıtes exactes de faısceaux de groupes. Soit 𝑋 un espace topologique, soient 𝐴 et

𝐵 deux éléments de ℤ ∪ {−∞,+∞} et soit

𝑆 = ⋯ → F𝑖 → F𝑖+1 → F𝑖+2 → ⋯

une suite de morphismes de faisceaux de groupes sur 𝑋, où 𝑖 parcourt l’ensembles 𝐼
des entiers relatifs compris entre 𝐴 et 𝐵.

Soit 𝑖 un élément de 𝐼 tel que 𝑖 − 1 et 𝑖 + 1 appartiennent à 𝐼. On dit que la suite 𝑆 est

exacte en F𝑖 si le noyau de F𝑖 → F𝑖+1 est égal à l’image de F𝑖−1 → F𝑖. On dit que 𝑆
est exacte si elle est exacte en F𝑖 pour tout 𝑖 tel que 𝑖 − 1 et 𝑖 + 1 appartiennent à 𝐼 (les

indices extrêmes, s’ils existent, ne comptent donc pas).

Il résulte de la définition que dans une suite exacte, la composée de deux flèches

successives est toujours nulle.

3.1.28.1 On déduit de 3.1.27 et seq. que l’exactitude d’une suite de faisceaux de groupes en

l’un de ses termes se teste sur les fibres.

3.1.28.2 La suite

F ′ 𝑓
F

𝑔
F ′′ 0

est exacte si et seulement si 𝑔 est surjective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

3.1.28.3 La suite

0 F ′ 𝑓
F

𝑔
F ′′

est exacte si et seulement si 𝑓 est injective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

3.1.28.4 La suite

0 F ′ 𝑓
F

𝑔
F ′′ 0

est exacte si et seulement si 𝑓 est injective, 𝑔 est surjective et Ker 𝑔 = Im 𝑓.

3.1.29 Exemples. On note H le faisceau des fonctions holomorphes sur ℂ , et H × celui des

fonctions holomorphes inversibles.

3.1.29.1 On a vu au 3.1.24.2 que la dérivation 𝑑 est un endomorphisme surjectif de H (vu

comme faisceau de ℂ-espaces vectoriels). Par ailleurs, une fonctions holomorphe sur
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un ouvert 𝑈 de ℂ a une dérivée nulle si et seulement si elle est constante sur chaque

composante connexe de𝑈. On a donc une suite exacte naturelle de faisceaux deℂ-espaces

vectoriels sur l’espace topologique ℂ :

0 ℂ H 𝑑 H 0.

Décrivons la suite exacte qui lui correspond au niveau des fibres. Soit 𝑥 un point de ℂ.

Le développement en série entière en la variable 𝑢 = 𝑧 − 𝑥 fournit un isomorphisme

de ℂ-algèbres entre H𝑥 et l’anneau ℂ{𝑢} des séries entières de rayon > 0. La fibre en 𝑥
de la suite exacte précédente est la suite exacte de ℂ-espaces vectoriels

0 ℂ ℂ{𝑢} ∂/∂𝑢 ℂ{𝑢} 0.

3.1.29.2 Toute fonction holomorphe inversible est localement le logarithme d’une fonction

holomorphe. Par ailleurs, l’exponentielle d’une fonction holomorphe 𝑓 sur un ouvert

𝑈 de ℂ est égale à 1 si et seulement si 𝑓 est constante de valeur appartenant à 2i𝜋ℤ sur

chaque composante connexe de 𝑈. On a donc une suite exacte naturelle de faisceaux

de groupes abéliens sur l’espace topologique ℂ , appelée suite exponentielle :

0 2i𝜋ℤ H
exp

H × 1.

Décrivons la suite exacte qui lui correspond au niveau des fibres. Soit 𝑥 un point de ℂ.

Le développement en série entière en la variable 𝑢 = 𝑧 − 𝑥 fournit un isomorphisme

de ℂ-algèbres entre H𝑥 et l’anneau ℂ{𝑢} des séries entières de rayon > 0. La fibre en 𝑥
de la suite exacte précédente est la suite exacte de groupes abéliens

0 2i𝜋ℤ ℂ{𝑢} exp ℂ{𝑢}× 1.

3.1.30 Soit 𝑋 un espace topologique et soit

1 F ′ 𝑢 F 𝑣 F ′′

une suite exacte de faisceaux de groupes sur 𝑋. Pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, la suite

1 → F ′(𝑈) → F(𝑈) → F ′′(𝑈)

est exacte. En effet :

F ′(𝑈) → F(𝑈) est injective par définition de l’injectivité d’un morphisme de

faisceaux ;

l’exactitude en F signifie queKer 𝑣 = Im 𝑢. Mais comme 𝑢 est injective, Im 𝑢 coïncide

avec l’image préfaisceautique de 𝑢, et l’exactitude en F(𝑈) en découle aussitôt.

3.1.30.1 Ainsi, le foncteur F ↦ F(𝑈) est exact à gauche. Il n’est pas exact en général, car il ne

transforme pas nécessairement les surjections en surjections, comme en atteste notre

sempiternel contre-exemple : si H désigne le faisceau des fonctions holomorphes surℂ
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la dérivation 𝑑 ∶ H → H est surjective, mais l’application induite H (ℂ×) → H (ℂ×)
ne l’est pas, puisque son image ne contient pas 𝑧 ↦ 1/𝑧.

Donnons-en un autre, qui traduit le même phénomène (l’absence de logarithme continu

sur ℂ×) : la flèche exp ∶ H → H × est surjective, mais l’application induite H (ℂ×) →
H ×(ℂ×) ne l’est pas, car son image ne contient pas l’identité.

3.1.30.2 Ce défaut d’exactitude – dont la mesure précise constitue l’objet de ce qu’on appelle la

cohomologie – est, en un sens, le principal intérêt de la théorie des faisceaux : il traduit

en effet les difficultés de recollement d’antécédents, elles-mêmes liées à la « forme »

de l’espace topologique considéré (présence ou non de « trous », etc.) ; il permet donc

d’une certaine manière de décrire cette forme algébriquement.

Ainsi, les deux contre-exemples du 3.1.30.1 ci-dessus sont intimement liés au fait que

ℂ× n’est pas simplement connexe.

3.1.31 Quotıents. Soit 𝑋 un espace topologique, soit G un faisceau de groupes sur 𝑋, et

soit H un sous-faisceau de groupes de G . Le faisceau quotient G /H est le faisceau

d’ensembles associé au préfaisceau 𝑈 ↦ G (𝑈)/H (𝑈), et l’on dispose d’une surjection

naturelle G → G /H .

Supposons que H est distingué dans G (i. e.H (𝑈) est distingué dans G (𝑈) pour tout ouvert
𝑈). Le faisceau quotient G /H hérite alors d’une structure naturelle de faisceau de

groupes, et G → G /H est un morphisme de faisceaux de groupes ; nous laissons au

lecteur le soin d’énoncer et prouver la propriété universelle du couple (G /H , G →
G /H ) sous ces hypothèses. Indiquons simplement que la suite

1 → H → G → G /H → 1

est exacte ; et qu’inversement, si

1 → H → G → G ′ → 1

est une suite exacte de faisceaux de groupes, H est distingué dans G et le groupe G ′

s’identifie naturellement à G /H .

3.1.32 Lımıtes et colımıtes dans la catégorıe des faısceaux. Soit 𝑋 un espace topolo-

gique et soit D un diagramme dans Faisc𝑋 ; pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, on note D(𝑈) le

diagramme de 𝒞 obtenu en évaluant en 𝑈 les constituants de D .

Les limites et colimites de D existent ; nous allons brièvement indiquer leur construc-

tion, en laissant le détail des vérifications au lecteur – elles sont élémentaires.

3.1.32.1 Construction de la limite. Elle est on ne peut plus simple : le préfaisceau 𝑈 ↦ limD(𝑈)
a le bon goût d’être un faisceau, qui s’identifie à limD .

3.1.32.2 Construction de la colimite. Elle est un tout petit peu moins simple : le préfaisceau 𝑈 ↦
colimD(𝑈) n’est pas un faisceau en général, mais son faisceautisé s’identifie à colimD
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(combiner la propriété universelle de la colimite préfaisceautique 𝑈 ↦ colimD(𝑈) et

celle du faisceautisé).

3.1.32.3 Exercıce

Traduire en termes de colimite (resp. limite) l’exactitude de la suite de 3.1.28.2 (resp.

3.1.28.3), dans l’esprit de 2.4.13.1 et 2.4.13.2 ; montrez que le faisceau quotient G /H

de 3.1.31 peut s’interpréter comme la colimite d’un diagramme convenable.

3.1.32.4 Il peut arriver dans certains cas qu’il ne soit pas nécessaire de faisceautiser pour obtenir

une colimite : par exemple, le lecteur vérifiera que la somme directe préfaisceautique

d’une famille finie de faisceaux de 𝐴-modules est un faisceau. Nous l’invitons à mon-

trer par un contre-exemple que cette assertion est fausse en général sans hypothèse

de finitude.

3.1.32.5 Le fait que la limite préfaisceautique soit toujours un faisceau peut se reformuler, si l’on

prend pour acquise l’existence de limites dans Faisc𝑋 , en disant que le foncteur d’inclusion

𝐼𝑋 ∶ Faisc𝑋 ↪ Pref𝑋 commute aux limites. Et remarquons qu’il a une excellente raison

pour ce faire : il admet un adjoint à gauche, à savoir la faisceautisation.

Le foncteur 𝐼𝑋 n’admet pas d’adjoint à droite en général, faute de commuter aux colimites

(cf. supra). Il peut toutefois en admettre dans certains cas très simples : par exemple,

si 𝑋 = ∅ et si 𝒞 = 𝐴-Mod, la catégorie Pref𝑋 s’identifie à celle des 𝐴-modules, et la

catégorie Faisc𝑋 à la catégorie Nul dont le seul objet est le module nul ; et le foncteur

𝑀 ↦ {0} est à la fois adjoint à gauche et à droite à l’inclusion Nul ↪ 𝐴-Mod.

Notons par contre que si 𝒞 = Ens, le foncteur 𝐼𝑋 n’admet jamais d’adjoint à droite : en

effet, l’objet initial de Faisc𝑋 envoie 𝑈 sur ∅ si 𝑈 ≠ ∅ et sur { ∗ } sinon, alors que l’objet

initial de Pref𝑋 envoie tout ouvert y compris ∅ sur ∅. Le foncteur 𝐼𝑋 ne commute donc

pas aux colimites, et n’admet dès lors pas d’adjoint à droite.

3.1.33 Fonctorıalıté. Soit 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 une application continue entre espaces topologiques.

3.1.33.1 Si G est un faisceau sur 𝑌, on vérifie immédiatement que le préfaisceau 𝑓∗G est un

faisceau.

3.1.33.2 Par contre, si F est un faisceau sur 𝑋, le préfaisceau 𝑓−1F n’est pas un faisceau en

général. C’est désormais son faisceautisé que l’on désignera par 𝑓−1F . Comme la faisceau-

tisation ne modifie pas les fibres, on a encore pour tout 𝑦 ∈ 𝑌 d’image 𝑥 sur 𝑋 un

isomorphisme 𝑓−1F𝑦 ≃ F𝑥.

Puisqu’un préfaisceau est muni d’un morphisme canonique dans son faisceautisé,

on dispose encore dans ce contexte pour tout ouvert 𝑉 de 𝑌 et tout ouvert 𝑈 de 𝑋
contenant 𝑓(𝑉) d’une application 𝑓−1 ∶ F(𝑈) → 𝑓−1F(𝑉).

3.1.33.3 On a ainsi défini deux foncteurs : le foncteur 𝑓−1 de Faisc𝑋 vers Faisc𝑌 , et le foncteur

𝑓∗ de Faisc𝑌 vers Faisc𝑋.
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Si 𝑍 est un espace topologique et si 𝑔 ∶ 𝑍 → 𝑌 est une application continue, on a des

isomorphismes naturels de foncteurs

(𝑓 ∘ 𝑔)∗ ≃ 𝑓∗ ∘ 𝑔∗ et (𝑓 ∘ 𝑔)−1 ≃ 𝑔−1 ∘ 𝑓−1.

C’est en effet évident pour les images directes ; et en ce qui concerne les images

réciproques, les définitions fournissent un morphisme naturel de (𝑓 ∘𝑔)−1 vers 𝑔−1 ∘𝑓−1,

dont on vérifie sur les fibres que c’est un isomorphisme.

3.1.33.4 Soit F un faisceau sur 𝑋 et soit G un faisceau sur 𝑌. Reprenons la notation H(F , G )
introduite au 3.1.10.1. On a construit en 3.1.10.3 une bijection entre H(F , G ) et

Hom(F , 𝑓∗G ), fonctorielle en F et G .

Introduisons par ailleurs pour un instant la notation 𝑓−1Fpref pour l’image inverse

préfaisceautique de F par 𝑓. On a construit en 3.1.10.2 une bijection entre H(F , G )
et Hom(𝑓−1Fpref , G ), fonctorielle en F et G . Mais la propriété universelle du fais-

ceautisé fournit par ailleurs un isomorphisme canonique entre Hom(𝑓−1Fpref , G ) et

Hom(𝑓−1F , G ). Ainsi, Hom(𝑓−1F , G ) et Hom(F , 𝑓∗G ) sont tous deux isomorphes à

H(F , G ), fonctoriellement en F et G .

En particulier, il existe un isomorphisme Hom(𝑓−1F , G ) ≃ Hom(F , 𝑓∗G ) qui est

fonctoriel en F et G , et (𝑓−1, 𝑓∗) est donc un couple de foncteurs adjoints.

3.1.33.5 Si 𝑈 est un ouvert de 𝑋 et si 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 est la flèche d’inclusion, on vérifie que pour

tout faisceau F sur 𝑋, le faisceau 𝑗−1F n’est autre que la restriction de F à 𝑈.

3.1.33.6 Si 𝑥 ∈ 𝑋 et si 𝑖 ∶ {𝑥} ↪ 𝑋 est l’inclusion, on vérifie que pour tout faisceau F sur 𝑋, le

faisceau 𝑖−1F envoie {𝑥} sur F𝑥 (et ∅ sur { ∗ }, nécessairement).

3.2 Espaces annelés

Défınıtıon, exemples, premıères proprıétés

3.2.1 Défınıtıon (espace annelé)
Un espace annelé est un couple (𝑋, O𝑋) où𝑋 est un espace topologique et O𝑋 un faisceau

d’anneaux sur 𝑋, que l’on appelle parfois le faisceau structural.

3.2.2 Exemples.

3.2.2.1 Soit 𝑋 un espace topologique, et soit O𝑋 le faisceau des fonctions continues à valeurs

réelles sur 𝑋. Le couple (𝑋, O𝑋) est un espace annelé (en ℝ-algèbres).

3.2.2.2 Soit𝑋 une variété différentielle, et soit O𝑋 le faisceau des fonctions C∞ sur𝑋. Le couple

(𝑋, O𝑋) est un espace annelé (en ℝ-algèbres).

3.2.2.3 Soit 𝑋 une variété analytique complexe, et soit O𝑋 le faisceau des fonctions holo-

morphes sur 𝑋. Le couple (𝑋, O𝑋) est un espace annelé (en ℂ-algèbres).
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3.2.2.4 Soit 𝑋 un espace topologique et soit O𝑋 le faisceau constant ℤ sur 𝑋. Le couple (𝑋, O𝑋)
est un espace annelé.

3.2.2.5 Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé, et soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. Le couple (𝑈, O𝑋|𝑈) est un

espace annelé ; sauf mention expresse du contraire, on considèrera toujours 𝑈 comme

étant muni de cette structure d’espace annelé, et on écrira à l’occasion O𝑈 au lieu

de O𝑋|𝑈.

3.2.3 Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé et soit 𝑓 appartenant à O𝑋(𝑋).

3.2.3.1 Soit (𝑈𝑖) une famille d’ouverts de 𝑋 tels que 𝑓|𝑈𝑖 soit inversible pour tout 𝑖, et soit

𝑈 la réunion des 𝑈𝑖. La restriction de 𝑓 à 𝑈 est alors inversible. En effet, désignons

pour tout 𝑖 par 𝑔𝑖 l’inverse de 𝑓|𝑈𝑖 dans O𝑋(𝑈𝑖). Par unicité de l’inverse de 𝑓|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 ,

les restrictions 𝑔𝑖|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 et 𝑔𝑗|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 coïncident pour tout couple (𝑖, 𝑗) ; par conséquent,

les sections 𝑔𝑖 de O𝑋 se recollent en une section 𝑔 de O𝑋 sur 𝑈. On a par construction

(𝑔𝑓)|𝑈𝑖 = 1 pour tout 𝑖, si bien que 𝑔𝑓 = 1 dans O𝑋(𝑈).

3.2.3.2 Notons𝐷(𝑓) la réunion de tous les ouverts de𝑋 en restriction auxquels 𝑓 est inversible.

En vertu de 3.2.3.1, la restriction de 𝑓 à𝐷(𝑓) est inversible ; ainsi,𝐷(𝑓) apparaît comme

le plus grand ouvert de 𝑋 en restriction auquel 𝑓 est inversible.

On déduit de cette caractérisation de 𝐷(𝑓) que si 𝑉 est un ouvert de 𝑋 alors 𝐷(𝑓|𝑉) =
𝐷(𝑓) ∩ 𝑉.

3.2.3.3 Soit 𝑥 ∈ 𝑋. L’image de 𝑓 dans O𝑋,𝑥 est inversible si et seulement s’il existe un voisinage

ouvert de 𝑥 dans 𝑋 en restriction auquel 𝑓 est inversible ; par ce qui précède, cela

revient à demander que 𝑥 appartienne à 𝐷(𝑓).

3.2.4 Défınıtıon (morphisme d’espaces annelés)
Soient (𝑌, O𝑌) et (𝑋, O𝑋) deux espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés de

(𝑌, O𝑌) vers (𝑋, O𝑋) est constitué d’une application continue 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 et d’une

donnée supplémentaire que l’on peut présenter de trois façons différentes, dont l’équi-

valence résulte de 3.1.33.4 :

1) un morphisme de faisceaux d’anneaux de O𝑋 vers 𝜑∗O𝑌 ;

2) un morphisme de faisceaux d’anneaux de 𝜑−1O𝑋 vers O𝑌 ;

3) pour tout couple (𝑈,𝑉) formé d’un ouvert 𝑈 de 𝑋 et d’un ouvert 𝑈 de 𝑌 tel que

𝜑(𝑉) ⊂ 𝑈, un morphisme d’anneaux de O𝑋(𝑈) → O𝑌(𝑉) traditionnellement

noté 𝜑∗, en exigeant que si 𝑈 et 𝑈′ sont deux ouverts de 𝑋 avec 𝑈′ ⊂ 𝑈, et 𝑉 et 𝑉 ′

deux ouverts de 𝑌 avec 𝑉 ′ ⊂ 𝑉, 𝜑(𝑉) ⊂ 𝑈 et 𝜑(𝑉 ′) ⊂ 𝑈′ alors le diagramme

O𝑋(𝑈) O𝑌(𝑉)

O𝑋(𝑈′) O𝑌(𝑉 ′)

𝜑∗

𝜑∗

commute.
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3.2.4.1 On prendra garde que si (𝑈,𝑉) est comme au 3) l’application 𝜑 va de 𝑉 vers 𝑈, mais

l’application 𝜑∗ entre anneaux de sections va « dans l’autre sens », à savoir de O𝑋(𝑈)
vers O𝑌(𝑉).

3.2.4.2 Les espaces annelés constituent ainsi une catégorie notée EspAnn – la définition des

identités et de la composition des morphismes est laissée au lecteur.

3.2.5 Exemples.

3.2.5.1 Soient 𝑌 et 𝑋 deux espaces topologiques, respectivement munis de leurs faisceaux de

fonctions continues à valeurs réelles, et soit𝜑 une application continue de𝑌 vers𝑋. Elle

induit naturellement un morphisme d’espaces annelés entre 𝑌 et 𝑋 : pour tout ouvert

𝑈 de 𝑋, tout ouvert 𝑉 de 𝑌 tel que 𝜑(𝑉) ⊂ 𝑈 et toute fonction continue 𝑓 ∶ 𝑈 ↦ ℝ , on

pose 𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑.

3.2.5.2 Soient 𝑌 et 𝑋 deux variétés différentielles, respectivement munies de leurs faisceaux

de fonctions continues à valeurs réelles, et soit 𝜑 une application C∞ de 𝑌 vers 𝑋. Elle

induit naturellement un morphisme d’espaces annelés entre 𝑌 et 𝑋 : pour tout ouvert

𝑈 de 𝑋, tout ouvert 𝑉 de 𝑌 tel que 𝜑(𝑉) ⊂ 𝑈 et toute fonction C∞ 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ , on pose

𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑.

3.2.5.3 Soient 𝑌 et 𝑋 deux variétés analytiques complexes, respectivement munies de leurs

faisceaux de fonctions holomorphes, et soit 𝜑 une application holomorphe de 𝑌 vers 𝑋.

Elle induit naturellement un morphisme d’espaces annelés entre 𝑌 et 𝑋 : pour tout

ouvert 𝑈 de 𝑋, tout ouvert 𝑉 de 𝑌 tel que 𝜑(𝑉) ⊂ 𝑈 et toute fonction holomorphe

𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ , on pose 𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑.

3.2.5.4 Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé, et soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. L’immersion 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 est

sous-jacente à un morphisme naturel d’espaces annelés : si 𝑈′ est un ouvert de 𝑈 et

𝑋′ un ouvert de 𝑋 contenant 𝑈′, le morphisme 𝑗∗ ∶ O𝑋(𝑋′) → O𝑈(𝑈′) = O𝑋(𝑈′) est

simplement la restriction.

Soit 𝜑∶ (𝑌, O𝑌) → (𝑋, O𝑋) un morphisme d’espaces annelés tel que 𝜑(𝑌) soit contenu

dans 𝑈. L’application continue 𝑌 → 𝑈 induite par 𝜑 est sous-jacente à un morphisme

d’espaces annelés de (𝑌, O𝑌) vers (𝑈, O𝑈) : si𝑊 est un ouvert de 𝑌 et si𝑉 est un ouvert

de 𝑈 contenant 𝜑(𝑊), le morphisme d’anneaux correspondant O𝑈(𝑊) = O𝑋(𝑊) →
O𝑌(𝑉) n’est autre que 𝜑∗.

En d’autres termes, toute factorisation ensembliste par 𝑈 est automatiquement mor-

phique.

On vérifie aisément que ce morphisme d’espaces annelés (𝑌, O𝑌) → (𝑈, O𝑈) est le

seul dont la comoisée avec 𝑗 soit égale à 𝜑. Cela signifie que ((𝑈, O𝑈), 𝑗) représente le

foncteur qui envoie un espace annelé (𝑌, O𝑌) sur

{𝜑 ∈ HomEspAnn((𝑌, O𝑌), (𝑋, O𝑋)) | 𝜑(𝑌) ⊂ 𝑈 }.

3.2.5.5 Nous dirons qu’un morphisme d’espaces annelés 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 est une immersion ouverte

s’il induit un isomorphisme entre 𝑌 et un ouvert de 𝑋.
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3.2.5.6 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme d’espaces annelés et soit 𝑓 ∈ O𝑋(𝑋). Comme 𝜑∗𝑓 est

inversible sur 𝜑−1(𝐷(𝑓)) il vient 𝜑−1(𝐷(𝑓)) ⊂ 𝐷(𝜑∗𝑓).

3.2.5.7 Soit𝜑∶ (𝑌, O𝑌) → (𝑋, O𝑋) un morphisme d’espaces annelés ; soit 𝑦 un point de𝑌 et soit

𝑥 son image sur 𝑋. Le morphisme 𝜑 induit alors de manière naturelle un morphisme

d’anneaux de O𝑋,𝑥 vers O𝑌,𝑦 , souvent encore noté 𝜑∗.

3.2.6 Lımıtes d’espaces annelés. Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie

des espaces annelés. Il admet une limite que nous allons décrire brièvement, les

justifications étant laissées au lecteur. Soit 𝑋 la limite du diagramme D dans la catégorie

des espaces topologiques, décrite au 1.6.8.2 ; pour tout 𝑖, notons 𝑝𝑖 l’application continue

structurale 𝑋 → 𝑋𝑖. Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices et soit 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. Le morphisme naturel

𝑓−1O𝑋𝑗 → O𝑋𝑖 induit par application du foncteur 𝑝−1𝑖 un morphisme

𝜇(𝑓) ∶ 𝑝−1𝑗 O𝑋𝑗 → 𝑝−1𝑖 O𝑋𝑖.

Le diagramme ((𝑝−1𝑖 O𝑋𝑖)𝑖, (𝜇(𝐸𝑖𝑗))𝑗,𝑖) admet une colimite O𝑋 dans la catégorie des fais-

ceaux d’anneaux sur 𝑋 : on construit d’abord ouvert par ouvert la colimite correspon-

dante dans la catégorie des anneaux (2.6.9 et seq.), puis on faisceautise le préfaisceau

ainsi obtenu. L’espace annelé (𝑋, O𝑋) est alors la limite de D dans la catégorie des

espaces annelés.

3.2.7 Colımıtes d’espaces annelés. Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie

des espaces annelés. Il admet une colimite que nous allons décrire brièvement, les

justifications étant laissées au lecteur. Soit 𝑋 la colimite du diagramme D dans la

catégorie des espaces topologiques, décrite au 1.6.10.2 ; pour tout 𝑖, notons 𝜆𝑖 l’application

continue structurale 𝑋𝑖 → 𝑋. Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices et soit 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. Le morphisme

naturel O𝑋𝑗 → 𝑓∗O𝑋𝑖 induit par application du foncteur 𝜆𝑗,∗ un morphisme

𝜇(𝑓) ∶ 𝜆𝑗,∗O𝑋𝑗 → 𝜆𝑖,∗O𝑋𝑖.

Le diagramme ((𝜆𝑖,∗O𝑋𝑖)𝑖, (𝜇(𝐸𝑖𝑗))𝑗,𝑖) admet une limite O𝑋 dans la catégorie des fais-

ceaux d’anneaux sur 𝑋 : il suffit de construire ouvert par ouvert la limite correspon-

dante dans la catégorie des anneaux, et le préfaisceau ainsi obtenu est directement

un faisceau. L’espace annelé (𝑋, O𝑋) est alors la colimite de D dans la catégorie des

espaces annelés.

Nous allons maintenant donner une description un peu plus tangible de 𝑋.

3.2.7.1 La famille des 𝜆𝑖 identifie topologiquement 𝑋 au quotient de ∐𝑋𝑖 par la relation d’équi-

valence R la plus fine telle que 𝑥R 𝑓(𝑥) pour tout (𝑖, 𝑗), pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗.

Cette relation R peut être explicitée. Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices, soit 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 et soit 𝑦 ∈ 𝑋𝑗.

On a alors 𝑥R 𝑦 si et seulement s’il existe une chaîne (de relations élémentaires) reliant

𝑥 et 𝑦, c’est-à-dire la donnée :

d’une famille finie d’indices 𝑖 = 𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛 = 𝑗 ;
pour tout ℓ entre 1 et 𝑛, d’un élément 𝑥ℓ de 𝑋𝑖ℓ avec 𝑥1 = 𝑥 et 𝑥𝑛 = 𝑦 ;
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pour tout ℓ entre 1 et 𝑛 − 1, d’un élément 𝜀ℓ ∈ {−1, 1} et d’une flèche 𝑔ℓ telle que :

1) si 𝜀ℓ = 1 alors 𝑔ℓ ∈ 𝐸𝑖ℓ,𝑖ℓ+1 et 𝑔ℓ(𝑥ℓ) = 𝑥ℓ+1 ;

2) si 𝜀ℓ = −1 alors 𝑔ℓ ∈ 𝐸𝑖ℓ+1,𝑖ℓ et 𝑔ℓ(𝑥ℓ+1) = 𝑥ℓ.

3.2.7.2 Par définition du quotient topologique par une relation d’équivalence, 𝑈 ↦ (𝜆−1
𝑖 (𝑈))𝑖

établit une bijection croissante entre l’ensemble des ouverts de 𝑋 et l’ensemble des

familles (𝑈𝑖) telles que :

𝑈𝑖 est pour tout 𝑖 un ouvert de 𝑋𝑖 ;

on a pour tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 l’égalité 𝑈𝑖 = 𝑓−1(𝑈𝑗).
La réciproque de cette bijection envoie la famille (𝑈𝑖) sur ⋃𝜆𝑖(𝑈𝑖).

Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. Il résulte de la définition du faisceau O𝑋 que la flèche 𝑔 ↦
(𝜆∗

𝑖 𝑔) établit un isomorphisme d’anneaux entre O𝑋(𝑈) et l’ensemble des familles (𝑔𝑖)
telles que :

1) 𝑔𝑖 ∈ O𝑋𝑖(𝜆
−1
𝑖 (𝑈)) pour tout indice 𝑖 ;

2) on a 𝑔𝑖 = 𝑓∗𝑔𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗.

3.2.8 L’exemple de la somme dısjoınte. Soit (𝑋𝑖) une famille d’espaces annelés. Il découle

de ce qui précède que la somme disjointe des 𝑋𝑖 dans la catégorie des espaces annelés

est leur somme disjointe topologique 𝑋, munie de l’unique structure d’espace annelé

faisant de chacun des 𝑋𝑖 ↪ 𝑋 une immersion ouverte.

3.2.9 Les recollements. On désigne toujours par D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans

la catégorie des espaces annelés, par 𝑋 sa colimite, et par 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 les flèches

structurales (pour 𝑖 variable). Pour tout (𝑖, 𝑗), on note 𝑈𝑖𝑗 l’ensemble des points de 𝑋𝑖

qui sont en relation via R avec un point de 𝑋𝑗 (en d’autres termes, 𝑈𝑖𝑗 = 𝜆−1
𝑖 (𝜆𝑗(𝑋𝑗))).

On se propose maintenant de montrer que si les flèches de D sont toutes des immer-

sions ouvertes et si D est de surcroît « simplement connexe » (voir 3.2.9.3 ci-dessous

pour la définition), les 𝜆𝑖 sont elles-mêmes des immersions ouvertes, ce qui permet de

voir 𝑋 comme un recollement des 𝑋𝑖.

Ce passage n’est pas difficile mais est un peu laborieux. On pourra l’omettre en pre-

mière lecture, admettre ses conclusions (3.2.9.5) et se reporter directement à 3.2.12 et

3.2.13 pour voir comment elles se déclinent dans deux cas particuliers importants de

tels recollements – les seuls dont nous aurons besoin en pratique.

3.2.9.1 On suppose à partir de maintenant que les ensembles 𝐸𝑖𝑗 sont constitués d’immersions ouvertes.

Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices, soit 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 et soit 𝑦 ∈ 𝑋𝑗 tel que 𝑥R𝑦. Remarquons tout d’abord

que dans ce contexte, une chaîne 𝑐 = ((𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛), (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛), (𝜀1,⋯ , 𝜀𝑛−1), (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛−1))
reliant 𝑥 à 𝑦 est entièrement déterminée par ((𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛), (𝜀1,⋯ , 𝜀𝑛−1), (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛−1)) :

la condition 𝑥1 = 𝑥 et l’injectivité des 𝑔ℓ (qui ne sert que pour les indices ℓ
tels que 𝜀ℓ = −1) permettent en effet de reconstruire sans ambiguïté la suite

des 𝑥ℓ , y compris le point 𝑦. Par conséquent, nous écrirons désormais simplement

𝑐 = ((𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛), (𝜀1,⋯ , 𝜀𝑛−1), (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛−1)) sans mentionner les 𝑥ℓ ; et puisque cette

chaîne détermine 𝑦, ce dernier est le seul point de 𝑋𝑗 relié à 𝑥 par 𝑐.
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Soit donc 𝑐 = ((𝑖1,⋯ , 𝑖𝑛), (𝜀1,⋯ , 𝜀𝑛−1), (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛−1)) une chaîne reliant 𝑥 à 𝑦. On défi-

nit pour tout ℓ compris entre 1 et 𝑛 un ouvert 𝑉ℓ de 𝑋𝑖ℓ , par récurrence descendante

sur ℓ : on pose 𝑉𝑛 = 𝑋𝑖𝑛 , et si ℓ ⩽ 𝑛 − 1 et si 𝑉ℓ+1 est supposé construit, on pose

𝑉ℓ = 𝑔−1ℓ (𝑉ℓ+1) si 𝜀ℓ = 1, et 𝑉ℓ = 𝑔ℓ(𝑉ℓ+1) sinon. Pour tout ℓ le morphisme 𝑔ℓ est une im-

mersion ouverte et induit donc une immersion ouverte de 𝑉ℓ dans 𝑉ℓ+1 (directement si

𝜀ℓ = 1, après inversion si 𝜀ℓ = −1, cette immersion étant alors en fait un isomorphisme) ;

par composition, on en déduit une immersion ouverte 𝑔 de 𝑉1 dans 𝑋𝑗 , qui vérifie

𝑔(𝑥) = 𝑦. Par construction, 𝑣 et 𝑔(𝑣) sont reliés par la même chaîne 𝑐 pour tout 𝑣 ∈ 𝑉1 ;

plus précisément, 𝑉1 est exactement l’ensemble des points de 𝑋𝑖 reliés à un point de 𝑋𝑗
(uniquement déterminé) par la chaîne 𝑐. En particulier, 𝑣 R 𝑔(𝑣) pour tout 𝑣 ∈ 𝑉1 ;

il s’ensuit que 𝑉 ⊂ 𝑈𝑖𝑗 , puis que 𝑈𝑖𝑗 est un ouvert de 𝑋𝑖.

Si ℓ est tel que 𝜀ℓ = 1 on a évidemment 𝜆𝑖ℓ+1 ∘ 𝑔ℓ = 𝜆𝑖ℓ|𝑉ℓ ; et si 𝜀ℓ = −1, on a 𝜆𝑖ℓ ∘ 𝑔ℓ =
𝜆𝑖ℓ+1|𝑉ℓ+1 ; en composant cette égalité avec 𝑔−1ℓ ∶ 𝑉ℓ → 𝑉ℓ+1 , il vient 𝜆𝑖ℓ+1 ∘ 𝑔

−1
ℓ = 𝜆𝑖ℓ|𝑉ℓ.

On en déduit que 𝜆𝑗 ∘ 𝑔 = 𝜆𝑖|𝑉1.

3.2.9.2 Récapitulation. Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices et soit 𝑐 une chaîne reliant un point de 𝑋𝑖 à

un point de 𝑋𝑗. D’après le 3.2.9.1 ci-dessus l’ensemble des points de 𝑋𝑖 reliés à un

point de 𝑋𝑗 par la chaîne 𝑐 est un ouvert 𝑉𝑐 de 𝑋𝑖 , et il existe une immersion ouverte

𝑔𝑐 ∶ 𝑉𝑐 → 𝑋𝑗 telle que 𝑔𝑐(𝑥) soit le seul point de 𝑋𝑗 relié à 𝑥 par 𝑐 pour tout 𝑥 ∈ 𝑉𝑐.

Les faits suivants résultent de notre construction :

1) on a 𝜆𝑗 ∘ 𝑔𝑐 = 𝜆𝑖|𝑉𝑐 ;
2) si 𝑖 = 𝑗 et si 𝑐 est la chaîne triviale, 𝑉𝑐 = 𝑋𝑖 et 𝑔𝑐 = Id𝑋𝑖 ;

3) si 𝑛 = 2, la chaîne 𝑐 consiste en une flèche 𝑔1 de 𝑉𝑖 vers 𝑉𝑗 si 𝜀1 = 1 et de 𝑉𝑗 vers 𝑉𝑖
si 𝜀1 = −1 ; dans le premier cas on a 𝑉𝑐 = 𝑉𝑖 et 𝑔𝑐 = 𝑔1 ; dans le second cas on a

𝑉𝑐 = 𝑔1(𝑉𝑗) et 𝑔𝑐 est la réciproque de l’isomorphisme de 𝑉𝑗 sur 𝑔1(𝑉𝑗) induit par 𝑔1 ;

4) si l’on désigne par c’ la chaîne déduite de 𝑐 en « renversant l’ordre de parcours »,

𝑔𝑐(𝑉𝑐) = 𝑉𝑐′ et 𝑔𝑐′ s’obtient en composant la réciproque de 𝑔𝑐 ∶ 𝑉𝑐 ≃ 𝑉𝑐′ et l’inclusion

de 𝑉𝑐 dans 𝑋𝑖 ;

5) si 𝑘 est un indice, si 𝑧 un point de 𝑋𝑘 et si 𝑑 est une chaîne reliant 𝑦 à 𝑧 alors

𝑉𝑐⨿ 𝑑 = 𝑔−1𝑐 (𝑉𝑑) et 𝑔𝑐⨿ 𝑑 = 𝑔𝑑 ∘ 𝑔𝑐.

3.2.9.3 Nous supposons de surcroît que si 𝑖, 𝑗 et 𝑐 sont comme ci-dessus alors pour tout 𝑥 ∈ 𝑉𝑐 le

germe de 𝑔𝑐 en 𝑥 ne dépend que de 𝑖, 𝑥 et 𝑗, et pas de 𝑐. Précisons ici que lorsque nous parlons

du germe de 𝑔𝑐 , nous voyons 𝑔𝑐 comme une section du faisceau 𝑈 ↦ Hom(𝑈,𝑋𝑗) sur

l’espace 𝑋𝑖. Notre énoncé signifie donc que si l’on se donne une chaîne 𝑐′ reliant 𝑥 à un

point de 𝑋𝑗 alors il existe un voisinage ouvert 𝑊 de 𝑥 dans 𝑉𝑐 ∩𝑉𝑐′ tel que 𝑔𝑐|𝑊 = 𝑔𝑐′|𝑊.

Nous pensons à cette hypothèse comme assurant l’unicité locale du chemin (mor-

phique) de 𝑋𝑖 à 𝑋𝑗 qu’on peut construire à partir des flèches de D ; pour cette raison,

nous la résumerons en disant que D est simplement connexe.

Donnons une première conséquence de la simple connexité de D . Si 𝑥, 𝑖, 𝑗, 𝑐 et 𝑐′ sont

comme ci-dessus alors 𝑔𝑐(𝑥) = 𝑔𝑐′(𝑥). Autrement dit, pour tout (𝑖, 𝑗) et tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 il y

a au plus un point 𝑦 ∈ 𝑋𝑗 en relation avec 𝑥.
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Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices. Pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 il existe par ce qui précède un unique 𝑦𝑥 ∈ 𝑋𝑗
en relation avec 𝑥 ; choisissons une chaîne 𝑐𝑥 reliant 𝑥 à 𝑦𝑥. Puisque D est simplement

connexe, le germe en 𝑥 de 𝑔𝑐𝑥 ne dépend pas de 𝑐𝑥.

Soient 𝑥 et 𝑥′ deux points de𝑈𝑖𝑗 et soit 𝑧 un point de𝑉𝑐𝑥∩𝑉𝑐𝑥′ . Les chaînes 𝑐𝑥 et 𝑐𝑥′ relient

toutes deux 𝑧 à 𝑦𝑧 , si bien que les germes en 𝑧 de 𝑔𝑐𝑥 et 𝑔𝑐𝑥′ sont égaux ; autrement dit,

𝑔𝑐𝑥 et 𝑔𝑐𝑥′ coïncident au voisinage de 𝑧 dans 𝑉𝑐𝑥 ∩ 𝑉𝑐𝑥′ .

Il résulte de ce qui précède que lorsque 𝑥 varie, les 𝑔𝑐𝑥 se recollent en un morphisme

𝑔𝑖𝑗 de 𝑈𝑖𝑗 dans 𝑋𝑗. Il est caractérisé par le fait que son germe en tout point 𝑥 de 𝑈𝑖𝑗
est égal à celui de 𝑔𝑐 pour n’importe quelle chaîne 𝑐 reliant 𝑥 à 𝑦𝑥 ; on a en particulier

𝑔𝑖𝑗(𝑥) = 𝑦𝑥 , ce qui veut dire que 𝑔𝑖𝑗 envoie un point 𝑥 de 𝑈𝑖𝑗 sur l’unique point de 𝑋𝑗
avec lequel il est en relation via R.

Comme un point de 𝑋𝑗 ne peut être en relation avec deux points distincts de 𝑋𝑖 (par

application de ce qui précède en intervertissant les rôles de 𝑖 et 𝑗), le morphisme 𝑔𝑖𝑗 est
ensemblistement injectif ; puisque c’est localement une immersion ouverte (il coïncide

au voisinage de tout point avec 𝑔𝑐 pour une chaîne 𝑐 convenable), c’en est une globale-

ment ; par construction, 𝑔𝑖𝑗(𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖. Autrement dit, 𝑔𝑖𝑗 induit un isomorphisme de

𝑈𝑖𝑗 sur 𝑈𝑗𝑖. Les faits suivants se déduisent des assertions 1), 2), 3), 4) et 5) de 3.2.9.2 :

1) on a 𝜆𝑗 ∘ 𝑔𝑖𝑗 = 𝜆𝑖|𝑈𝑖𝑗 ;

2) on a 𝑈𝑖𝑖 = 𝑋𝑖 et 𝑔𝑖𝑖 = Id𝑋𝑖 pour tout 𝑖 ;
3) si 𝐸𝑖𝑗 est non vide alors 𝑈𝑖𝑗 = 𝑋𝑖 , 𝐸𝑖𝑗 = {𝑔𝑖𝑗 } et 𝑈𝑗𝑖 = 𝑔𝑖𝑗(𝑋𝑖) ;

4) pour tout (𝑖, 𝑗) la réciproque de 𝑔𝑖𝑗 ∶ 𝑈𝑖𝑗 ≃ 𝑈𝑗𝑖 est (induit par) 𝑔𝑗𝑖 ;
5) si 𝑘 est un indice alors 𝑈𝑖𝑗 ∩𝑈𝑖𝑘 = 𝑔−1𝑖𝑗 (𝑈𝑗𝑘 ∩𝑈𝑗𝑖) et on a l’égalité

𝑔𝑖𝑘 = 𝑔𝑗𝑘 ∘ 𝑔𝑖𝑗

entre isomorphismes de 𝑈𝑖𝑗 ∩𝑈𝑖𝑘 sur 𝑈𝑘𝑗 ∩𝑈𝑘𝑖.

Notons en particulier qu’en vertu de 3) chaque ensemble 𝐸𝑖𝑗 comprend au plus

une flèche.

3.2.9.4 Nous allons maintenant montrer que les 𝜆𝑖 sont des immersions ouvertes. Fixons 𝑖.
Pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 , il y a un unique point de 𝑋𝑖 en relation avec 𝑥 via R, qui n’est

évidemment autre que 𝑥 lui-même. Par conséquent, 𝜆𝑖 est injective.

Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋𝑖. Pour tout 𝑗, posons 𝑉𝑗 = 𝜆−1
𝑗 (𝜆𝑖(𝑈)) ; notons que 𝑉𝑖 = 𝑈 par

injectivité de 𝜆𝑖. Par définition, 𝑉𝑗 est constitué des points de 𝑋𝑗 qui ont même image

dans la colimite 𝑋 qu’un point de 𝑈, c’est-à-dire encore qui sont équivalents à un point

de 𝑈 ; il vient

𝑉𝑗 = 𝑔𝑖𝑗(𝑈𝑖𝑗 ∩𝑈).

Il s’ensuit que𝑉𝑗 est un ouvert de𝑋𝑗. Pour tout (𝑗, 𝑘, 𝑓) avec 𝑓 ∈ 𝐸𝑗𝑘 on a par construction

𝑉𝑗 = 𝑓−1(𝑉𝑘) ; il en résulte que 𝜆𝑖(𝑈) est un ouvert de 𝑋. L’injection continue 𝜆𝑖 est en

conséquence ouverte, si bien que 𝜆𝑖 est topologiquement une immersion ouverte.
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Pour montrer que 𝜆𝑖 est une immersion ouverte, il reste à s’assurer que (𝑠𝑗)𝑗 ↦ 𝑠𝑖 induit

un isomorphisme d’anneaux entre

𝐴 ≔
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(𝑠𝑗) ∈ ∏
𝑗

O𝑋𝑗(𝑉𝑗)
|||||
|
𝑠𝑗 = 𝑓∗𝑠𝑘 pour tout (𝑗, 𝑘, 𝑓) avec 𝑓 ∈ 𝐸𝑗𝑘

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

et O𝑋𝑖(𝑉𝑖) = O𝑋𝑖(𝑈).

Soit (𝑠𝑖) ∈ 𝐴. Il existe une unique fonction 𝑠 ∈ O𝑋(𝜆𝑖(𝑈)) telle que 𝑠𝑗 = 𝜆∗
𝑗 𝑠 pour tout 𝑗.

On a en particulier pour tout 𝑗 les égalités

𝑠𝑗 = 𝜆∗
𝑗 𝑠𝑖 = 𝑔∗

𝑗𝑖 𝜆∗
𝑖 𝑠 = 𝑔∗

𝑗𝑖 𝑠𝑖.

Ainsi, la famille (𝑠𝑗) est uniquement déterminée par 𝑠𝑖.

Réciproquement, fixons 𝜎 ∈ O𝑋𝑖(𝑈), et pour tout indice 𝑗 notons 𝑠𝑗 la fonction 𝑔∗
𝑗𝑖 𝜎 sur

l’ouvert 𝑉𝑗 ; remarquons que 𝑠𝑖 = 𝜎. Soient 𝑗 et 𝑘 deux indices tels que 𝐸𝑗𝑘 soit non vide,

ce qui veut dire qu’il est égal au singleton {𝑔𝑗𝑘 }. On a alors

𝑔∗
𝑗𝑘 𝑠𝑘 = 𝑔∗

𝑗𝑘 𝑔∗
𝑘𝑖 𝑠𝑖 = 𝑔∗

𝑗𝑖 𝑠𝑖 = 𝑠𝑗.

Ainsi, (𝑠𝑗) ∈ 𝐴, et c’est un antécédent de 𝜎 puisque 𝑠𝑖 = 𝜎, ce qui termine la démons-

tration.

3.2.9.5 Conclusion. Chacune des flèches 𝜆𝑖 est donc sous nos hypothèses une immersion

ouverte, et 𝑋 est par ailleurs réunion des 𝜆𝑖(𝑋𝑖). Si 𝑖 et 𝑗 sont deux indices, on a

𝜆𝑖(𝑋𝑖) ∩ 𝜆𝑗(𝑋𝑗) = 𝜆𝑖(𝑈𝑖𝑗) = 𝜆𝑗(𝑈𝑗𝑖),

puisque 𝑈𝑖𝑗 (resp. 𝑈𝑗𝑖) est précisément le sous-ensemble de 𝑋𝑖 (resp. 𝑋𝑗) formé des

points en relation avec un point de 𝑋𝑗 (resp. 𝑋𝑖).

On peut ainsi identifier 𝑋𝑖 et 𝑋𝑗 via 𝜆𝑖 et 𝜆𝑗 à deux ouverts de 𝑋, dont l’intersection

correspond à 𝑈𝑖𝑗 en tant qu’ouvert de 𝑋𝑖 , et à 𝑈𝑗𝑖 en tant qu’ouvert de 𝑋𝑗 ; cette inter-

section induit ainsi elle-même une identification entre 𝑈𝑖𝑗 et 𝑈𝑗𝑖 , qui n’est autre que 𝑔𝑖𝑗 ,
comme en atteste la formule 𝜆𝑗 ∘ 𝑔𝑖𝑗 = 𝜆𝑖|𝑈𝑖𝑗.

La construction de 𝑋 consiste donc bien en un sens à recoller les 𝑋𝑖 le long des isomor-

phismes 𝑔𝑖𝑗 ∶ 𝑈𝑖𝑗 ≃ 𝑈𝑗𝑖.

3.2.10 Remarques à propos des recollements.

3.2.10.1 Si (𝑋𝑖) est une famille d’espaces annelés, leur somme disjointe est la colimite du

diagramme D = ((𝑋𝑖),∅). Les flèches de D sont toutes des immersions ouvertes (puis-

qu’il n’a pas de flèches !) et il est immédiat que D est simplement connexe. On est donc

dans un cas particulier de la situation générale étudiée aux 3.2.9 et seq., avec 𝑈𝑖𝑗 = ∅
dès que 𝑖 ≠ 𝑗. Les conclusions de 3.2.9.5 s’appliquent par conséquent ici (la somme

3.2 Espaces annelés 149



disjointe est en quelque sorte un recollement sans conditions de recollement !), mais il

n’y a évidemment pas besoin de faire appel à tout ce formalisme pour décrire ∐𝑋𝑖 ,

ce que nous avons fait d’emblée en 3.2.8.

3.2.10.2 Soit 𝑋 l’espace topologique ℝ muni du faisceau des fonctions C∞, et soit 𝜑 l’homéo-

morphisme 𝑥 ↦ −𝑥 de 𝑋. On fait de 𝜑 un isomorphisme d’espaces annelés en posant

𝜑∗𝑓 = 𝑓∘𝜑 pour toute section 𝑓 de O𝑋. Toutes les flèches du diagramme D = ({𝑋 }, {𝜑})
sont alors des immersions ouvertes, mais si 𝑌 désigne sa colimite la flèche structurale

𝜆 ∶ 𝑋 → 𝑌 n’est pas une immersion ouverte (et D n’est donc pas simplement connexe).

En effet, on vérifie immédiatement à l’aide de la description générale des colimites

(3.2.7.1 et 3.2.7.2) que 𝜆 identifie topologiquement 𝑌 au quotient de 𝑋 par l’action de

{Id𝑋,−Id𝑋 }, c’est-à-dire à ℝ+ (et que O𝑌(𝑈) est pour tout ouvert 𝑈 de 𝑌 l’anneau des

fonctions C∞ paires sur 𝜆−1(𝑈)).

3.2.11 Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie des espaces annelés. Nous

avons décrit aux 3.2.9 et seq. la colimite de D comme un recollement des 𝑋𝑖 lorsque les

𝐸𝑖𝑗 sont constitués d’immersions ouvertes et que D est simplement connexe au sens

de 3.2.9.3. Nous allons donner un critère qui permet de s’assurer de cette dernière

propriété ; il peut sembler délicat à mettre en œuvre, puisqu’il requiert essentiellement

de deviner ce que vont être les ouverts 𝑈𝑖𝑗 et les morphisme 𝑔𝑖𝑗 (ou plus précisément

leur germe en tout point), mais nous verrons qu’en pratique il est exploitable.

On suppose que chaque ensemble 𝐸𝑖𝑗 comprend au plus un élément qui est le cas

échéant noté 𝑓𝑖𝑗 et est une immersion ouverte, et qu’il existe pour tout couple (𝑖, 𝑗)
d’indices un ouvert 𝑈𝑖𝑗 de 𝑋𝑖 et, pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 , un germe 𝛾𝑖𝑗,𝑥 d’immersion ouverte

d’un voisinage de 𝑋 vers 𝑋𝑗 , de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites

pour tout (𝑖, 𝑗, 𝑘) :

1) 𝑈𝑖𝑖 = 𝑋𝑖 et 𝛾𝑖𝑗,𝑥 = Id𝑋𝑖,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ;

2) si 𝐸𝑖𝑗 est non vide alors 𝑈𝑖𝑗 = 𝑋𝑖 et 𝛾𝑖𝑗,𝑥 = 𝑓𝑖𝑗,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖 ;

3) si 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 alors 𝑦 ≔ 𝛾𝑖𝑗,𝑥(𝑥) appartient à 𝑈𝑗𝑖 et 𝛾𝑗𝑖,𝑦 = 𝛾−1
𝑖𝑗,𝑥 (ce qui a un sens car une

immersion ouverte induit un isomorphisme de sa source sur un ouvert de son but,

si bien que son germe en tout point est inversible) ;

4) si 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 et si 𝑥′ ≔ 𝛾𝑖𝑗,𝑥(𝑥) appartient à𝑈𝑗𝑘 alors 𝑥 appartient à𝑈𝑖𝑘 et 𝛾𝑖𝑘,𝑥 = 𝛾𝑗𝑘,𝑥′ ∘𝛾𝑖𝑗,𝑥 ;

5) pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 le germe 𝛾𝑖𝑗,𝑥 est composé d’un nombre fini de germes de la forme

𝑓𝑘ℓ,𝑧 ou 𝑓−1
𝑘ℓ,𝑧.

Sous ces conditions, les 𝐸𝑖𝑗 sont constitués d’immersions ouvertes par hypothèse, et D

est simplement connexe : si 𝑖 et 𝑗 sont deux indices et si 𝑐 est une chaîne reliant un point

𝑥 de 𝑋𝑖 à un point de 𝑋𝑗 il découle en effet de 2), 3) et 4) que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 et que l’immersion

ouverte 𝑔𝑐 de 3.2.9.2 a pour germe 𝛾𝑖𝑗,𝑥 en 𝑥, germe qui ne dépend pas de 𝑐.

Remarquons que la condition 5) assure que l’ouvert 𝑈𝑖𝑗 est précisément l’ensemble

des points de 𝑋𝑖 en relation avec un point de 𝑋𝑗 , et que l’isomorphisme 𝑔𝑖𝑗 ∶ 𝑈𝑖𝑗 ≃ 𝑈𝑗𝑖
construit en 3.2.9.3 est caractérisé par le fait que son germe en tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑗 est égal à 𝛾𝑖𝑗,𝑥.
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3.2.12 Recollement d’espaces annelés : un premıer exemple. Soit 𝐼 un ensemble ordonné

et soit D un diagramme commutatif induit par un foncteur de 𝐼 dans la catégorie

des espaces annelés (1.6.11.1). Pour tout indice 𝑖 appartenant à 𝐼 on note 𝑋𝑖 l’objet

correspondant de D ; pour tout couple (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼2 avec 𝑖 ⩽ 𝑗, on note 𝑓𝑖𝑗 la flèche 𝑋𝑖 → 𝑋𝑗
de D . Nous faisons les hypothèses suivantes :

les 𝑓𝑖𝑗 sont toutes des immersions ouvertes ;

pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 et tout ℓ majorant 𝑖 et 𝑗, l’ouvert 𝑓𝑖ℓ(𝑋𝑖) ∩ 𝑓𝑗ℓ(𝑋𝑗) de 𝑋ℓ est la

réunion des 𝑓𝛼ℓ(𝑋𝛼) pour 𝛼 minorant 𝑖 et 𝑗.

Soit 𝑋 la colimite de D ; on notera 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 les flèches structurales (pour 𝑖 variable).

Nous allons vérifier au 3.2.12.1 ci-dessous que D est simplement connexe, en utilisant

le critère énoncé en 3.2.11. Cela conduira à la description de colimD comme recolle-

ment des 𝑋𝑖 (3.2.12.2) ; on pourra en première lecture se contenter de cette description,

qui est tout de dont nous aurons besoin en pratique pour travailler avec ce type de

recollement.

3.2.12.1 Vérification du critère 3.2.11. Soient 𝑖 et 𝑗 dans 𝐼. On note 𝑈𝑖𝑗 la réunion des ouverts

𝑓𝑎𝑖(𝑋𝑎) pour 𝑎 minorant 𝑖 et 𝑗.

Soit 𝑥 un point de 𝑋𝑖 appartenant à 𝑈𝑖𝑗. Choisissons un minorant 𝑎 de 𝑖 et 𝑗 tel que

𝑥 ∈ 𝑓𝑎𝑖(𝑋𝑎), et soit 𝑦 l’antécédent de 𝑥 sur 𝑋𝑎. Le germe 𝑓𝑎𝑗,𝑦 ∘ 𝑓−1
𝑎𝑖,𝑦 d’immersion ouverte

en 𝑥 (de but 𝑉𝑗) ne dépend alors pas de 𝑎. En effet, soit 𝑏 un (autre) minorant de 𝑖 et 𝑗 tel
que 𝑥 soit l’image d’un élément 𝑧 de 𝑋𝑏𝑗. Il existe alors un indice 𝑐 minorant 𝑎 et 𝑏 tel

que 𝑥 soit l’image d’un élément 𝑡 de 𝑋𝑐 (qui est donc aussi un antécédent de 𝑧 et 𝑦).
On a alors

𝑓𝑐𝑗,𝑡 ∘ 𝑓−1
𝑐𝑖,𝑡 = 𝑓𝑎𝑗,𝑦 ∘ 𝑓𝑐𝑎,𝑡 ∘ 𝑓−1

𝑐𝑎,𝑡 ∘ 𝑓−1
𝑎𝑖,𝑦

= 𝑓𝑎𝑗,𝑦 ∘ 𝑓−1
𝑎𝑖,𝑦

et de même 𝑓𝑐𝑗,𝑡 ∘𝑓−1
𝑐𝑖,𝑡 = 𝑓𝑏𝑗,𝑧 ∘𝑓−1

𝑏𝑖,𝑧 puisque (𝑎, 𝑦) et (𝑏, 𝑧) jouent exactement le même rôle,

d’où notre assertion. Il est donc licite de noter ce germe 𝛾𝑖𝑗,𝑥. Si 𝑥′ désigne l’image de 𝑦
sur 𝑋𝑗 il résulte des définitions que 𝛾𝑖𝑗,𝑥(𝑥) = 𝑥′, que 𝑥′ ∈ 𝑉𝑗𝑖 et que 𝛾𝑗𝑖,𝑥′ = 𝛾−1

𝑖𝑗,𝑥. Notons

par ailleurs que si 𝑖 ⩽ 𝑗 alors 𝑖 minore à la fois 𝑖 et 𝑗, d’où l’on déduit que 𝑈𝑖𝑗 = 𝑋𝑖 et

𝛾𝑖𝑗,𝑥 = 𝑓𝑖𝑗,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖. En particulier 𝑈𝑖𝑖 = 𝑋𝑖 et 𝛾𝑖𝑖,𝑥 = Id𝑋𝑖,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖.

Soit 𝑘 un indice tel que 𝑥′ ∈ 𝑈𝑗𝑘. Il existe alors 𝑏 minorant 𝑗 et 𝑘 tel que 𝑥′ provienne

de 𝑋𝑏. Comme 𝑥′ provient aussi de 𝑋𝑎 , il existe 𝑐 minorant 𝑎 et 𝑏 tel que 𝑥′ provienne

de 𝑋𝑐. Quitte à remplacer 𝑎 et 𝑏 par 𝑐 on peut alors supposer que 𝑎 minore 𝑖, 𝑗 et 𝑘.
Il s’ensuit que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖𝑘 , et l’on a

𝛾𝑖𝑘,𝑥 = 𝑓𝑎𝑘,𝑦 ∘ 𝑓−1
𝑎𝑖,𝑥 = 𝑓𝑎𝑘,𝑦 ∘ 𝑓−1

𝑎𝑗,𝑦 ∘ 𝑓𝑎𝑗,𝑦 ∘ 𝑓−1
𝑎𝑖,𝑥 = 𝛾𝑗𝑘,𝑥′ ∘ 𝛾𝑖𝑗,𝑥.

3.2.12.2 Le critère énoncé en 3.2.11 est donc satisfait. Le diagramme D est par conséquent

simplement connexe, et on peut dès lors appliquer les conclusions générales de 3.2.9.5.
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Déclinées dans notre cas particulier, elles se résument comme suit, en remarquant

que pour tout couple d’indices (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ⩽ 𝑗 on a 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 ∘ 𝑓𝑖𝑗 , si bien que 𝜆𝑖(𝑋𝑖) =
𝜆𝑗(𝑓𝑖𝑗(𝑋𝑖)) ⊂ 𝜆𝑗(𝑋𝑗).

Pour tout 𝑖, la flèche canonique 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 est une immersion ouverte, et 𝑋 est la

réunion des 𝜆𝑖(𝑋𝑖).
Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices. L’intersection 𝜆𝑖(𝑋𝑖) ∩ 𝜆𝑗(𝑋𝑗) est la réunion des 𝜆𝛼(𝑋𝛼)
pour 𝛼 minorant 𝑖 et 𝑗.

On dit que 𝑋 est l’espace annelé obtenu en recollant les 𝑋𝑗 le long des 𝑓𝑖𝑗.

3.2.13 Recollement d’espaces annelés : un deuxıème exemple. Soit 𝐼 un ensemble (quel-

conque) d’indices. Pour tout 𝑖, soit 𝑋𝑖 un espace annelé. Pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’élé-

ments de 𝐼 avec 𝑖 ≠ 𝑗 on se donne un ouvert (𝑋𝑖𝑗) de𝑋𝑖 et un isomorphisme 𝜄𝑖𝑗 ∶ 𝑋𝑖𝑗 ≃ 𝑋𝑗𝑖.

On suppose que les 𝜄𝑖𝑗 satisfont les conditions suivantes :

1) 𝜄𝑖𝑗 = 𝜄−1𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗 ;
2) si (𝑖, 𝑗, 𝑘) sont trois indices deux à deux distincts alors

𝜄𝑖𝑗(𝑋𝑖𝑘 ∩ 𝑋𝑖𝑗) = 𝑋𝑗𝑖 ∩ 𝑋𝑗𝑘

et

𝜄𝑗𝑘 ∘ 𝜄𝑖𝑗 = 𝜄𝑖𝑘 ,

les deux membres étant vus comme des isomorphismes de 𝑋𝑖𝑗 ∩ 𝑋𝑖𝑘 sur 𝑋𝑘𝑖 ∩ 𝑋𝑘𝑗.

Soit D le diagramme dont les objets sont les 𝑋𝑖 et les 𝑋𝑖𝑗 , et dont les flèches sont les

isomorphismes 𝜄𝑖𝑗 et les immersions ouvertes 𝑋𝑖𝑗 ↪ 𝑋𝑖. Soit 𝑋 la colimite de D ; on

notera 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 et 𝜆𝑖𝑗 ∶ 𝑋𝑖𝑗 → 𝑋 les flèches structurales (pour 𝑖 et 𝑗 variables).

Nous allons vérifier au 3.2.13.1 ci-dessous que D est simplement connexe, en utilisant

le critère énoncé en 3.2.11. Cela conduira à la description de 𝑋 comme recollement

des 𝑋𝑖 (3.2.13.2) ; on pourra en première lecture se contenter de cette description,

qui est tout de dont nous aurons besoin en pratique pour travailler avec ce type de

recollement.

3.2.13.1 Vérification du critère 3.2.11. Donnons-nous deux indices 𝑎 et 𝑏, chacun d’eux étant ou

bien un élément de 𝐼, ou bien un couple de deux éléments distincts de 𝐼. Nous allons

définir des ouverts 𝑈𝑎𝑏 et des germes 𝛾𝑎𝑏,𝑥 en distinguant différents cas.

si 𝑎 = 𝑏 alors 𝑈𝑎𝑎 = 𝑋𝑎 et 𝛾𝑎𝑎,𝑥 = Id𝑋𝑎,𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑎 ;

si 𝑎 = 𝑖 et 𝑏 = 𝑗, où 𝑖 et 𝑗 sont deux éléments distincts de 𝐼, alors 𝑈𝑎𝑏 = 𝑋𝑖𝑗 et 𝛾𝑎𝑏,𝑥 est

le germe en 𝑥 de 𝜄𝑖𝑗 (composé avec l’inclusion de 𝑋𝑗𝑖 dans 𝑋𝑗) pour tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖𝑗 ;

si 𝑎 = 𝑖 et 𝑏 = (𝑖, 𝑗) avec 𝑗 ≠ 𝑖 alors 𝑈𝑎𝑏 = 𝑋𝑖𝑗 et 𝛾𝑎𝑏,𝑥 est le germe en 𝑥 de Id𝑋𝑖𝑗 pour

tout 𝑥 ∈ 𝑋𝑖𝑗 ;

si 𝑎 = 𝑖 et 𝑏 = (𝑗, 𝑘) avec 𝑗 ≠ 𝑖 et 𝑘 ≠ 𝑗 (mais éventuellement 𝑘 = 𝑖) alors 𝑈𝑎𝑏 =
𝜄−1𝑖𝑗 (𝑋𝑖𝑗 ∩ 𝑋𝑗𝑘), et 𝛾𝑎𝑏,𝑥 est pour tout 𝑥 ∈ 𝑈𝑎𝑏 le germe de 𝜄𝑖𝑗 ;
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si 𝑎 = (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗 et si 𝑏 est quelconque, on pose 𝑈𝑎𝑏 = 𝑈𝑖𝑏 ∩ 𝑋𝑖𝑗 , et pour tout

𝑥 ∈ 𝑈𝑎𝑏 on pose 𝛾𝑎𝑏,𝑥 = 𝛾𝑖𝑏,𝑥 (l’ouvert 𝑈𝑖𝑏 et le germe 𝛾𝑖𝑏,𝑥 sont bien définis car ils

relèvent de l’un des cas précédemment traités).

Les conditions 1), 2), 3), 4) et 5) de 3.2.11 sont alors satisfaites : cela découle directe-

ment des définitions pour 1), 2) et 5), et pour 3) et 4) cela découle respectivement

des conditions 1) et 2) de 3.2.13.

3.2.13.2 Le critère énoncé en 3.2.11 est donc satisfait. Le diagramme D est par conséquent

simplement connexe, et on peut dès lors appliquer les conclusions générales de 3.2.9.5.

Déclinées dans notre cas particulier, elles se résument comme suit, en remarquant que

𝜆𝑖𝑗 est pour tout (𝑖, 𝑗) la composée de 𝜆𝑖 et de l’immersion ouverte 𝑋𝑖𝑗 ↪ 𝑋𝑖 , si bien

que 𝜆𝑖𝑗(𝑋𝑖𝑗) = 𝜆𝑖(𝑋𝑖𝑗) ⊂ 𝜆𝑖(𝑋𝑖).

Pour tout 𝑖, la flèche canonique 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 est une immersion ouverte, et 𝑋 est la

réunion des 𝜆𝑖(𝑋𝑖).
Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices avec 𝑖 ≠ 𝑗. On a

𝜆𝑖(𝑋𝑖) ∩ 𝜆𝑗(𝑋𝑗) = 𝜆𝑖(𝑋𝑖𝑗) = 𝜆𝑗(𝑋𝑗𝑖)

et

𝜆𝑖|𝑋𝑖𝑗 = 𝜆𝑗|𝑋𝑗𝑖 ∘ 𝜄𝑖𝑗 et 𝜆𝑗|𝑋𝑗𝑖 = 𝜆𝑖|𝑋𝑖𝑗 ∘ 𝜄𝑗𝑖.
On dit que 𝑋 est l’espace annelé obtenu en recollant les 𝑋𝑗 le long des 𝜄𝑖𝑗.

Les O𝑋-modules

3.2.14 Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé. Un O𝑋-module M est un faisceau en groupes abéliens

M sur 𝑋 muni, pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, d’une loi externe O𝑋(𝑈) × M (𝑈) → M (𝑈)
qui fait du groupe abélien M (𝑈) un O𝑋(𝑈)-module, ces données étant sujettes à

la condition suivante : pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, tout ouvert 𝑉 de 𝑈, toute section

𝑠 ∈ M (𝑈) et toute 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈), on a

(𝑓𝑠)|𝑉 = (𝑓|𝑉)(𝑠|𝑉).

Un morphisme de O𝑋-modules est un morphisme de faisceaux en groupes qui est

O𝑋-linéaire en un sens évident.

3.2.15 Donnons un premier exemple venu de la géométrie différentielle : si (𝑋, O𝑋) est une

variété différentielle munie de son faisceau des fonctions C∞, alors le faisceau des

champs de vecteurs, qui associe à un ouvert 𝑈 de 𝑋 les sections du fibré tangent de 𝑋
au-dessus de 𝑈 (ou, de façon équivalente, les dérivations de la ℝ-algèbre O𝑋(𝑈)) est

de manière naturelle un O𝑋-module.

3.2.16 Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé et soit M un O𝑋-module. Pour tout 𝑥 appartenant à 𝑋,

la fibre M𝑥 hérite d’une structure naturelle de O𝑋,𝑥-module.
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3.2.17 Faısceautısatıon d’opératıons usuelles sur les modules. Les notions usuelles

en théorie des modules se faisceautisent souvent, donnant ainsi lieu à des notions

analogues en théorie des O𝑋-modules. Donnons quelques exemples ; on fixe un espace

annelé (𝑋, O𝑋).

3.2.17.1 Limites et colimites. Soit D un diagramme dans O𝑋-Mod ; pour tout 𝑈, notons D(𝑈) le

diagramme de O𝑋(𝑈)-Mod obtenu par évaluation en 𝑈 des constituants de D .

Il admet une limite et une colimite, construites comme à la section précédente : le

préfaisceau 𝑈 ↦ limD(𝑈) est naturellement un faisceau, admettant une structure

évidente de O𝑋-module, et il s’identifie à limD ; le préfaisceau 𝑈 ↦ colimD(𝑈) n’est

quant à lui en général pas un faisceau, mais quand on le faisceautise on obtient un

O𝑋-module qui s’identifie à colimD .

Il peut arriver que pour certaines colimites l’opération de faisceautisation ne soit pas

nécessaire : on vérifie par exemple que la somme directe préfaisceautique d’une famille

finie de O𝑋-modules est déjà un faisceau.

3.2.17.2 Soient M et N deux O𝑋-modules. Le préfaisceau

𝑈 ↦ M (𝑈) ⊗O𝑋(𝑈) N (𝑈)

n’est pas un faisceau en général ; son faisceautisé est noté M ⊗O𝑋 N , et hérite d’une

structure naturelle de O𝑋-module.

Le lecteur établira sans la moindre difficulté les faits suivants (en raisonnant ouvert

par ouvert, et en appliquant la propriété universelle du faisceautisé). On dispose d’un

morphisme bi-O𝑋-linéaire canonique de M ×N dans M ⊗O𝑋 N , notée (𝑓, 𝑔) ↦ 𝑓⊗ 𝑔 ;

pour tout O𝑋-module P et tout morphisme bi-O𝑋-linéaire 𝑏 ∶ M × N → P , il existe

une unique application O𝑋-linéaire ℓ ∶ M ⊗O𝑋 N → P telle que ℓ(𝑓 ⊗ 𝑔) = 𝑏(𝑓, 𝑔)
pour tout (𝑓, 𝑔).

3.2.17.3 Soit 𝑛 un entier. Le préfaisceau 𝑈 ↦ M (𝑈) ⊗O𝑋(𝑈) O𝑋(𝑈)𝑛 est un faisceau, qui s’iden-

tifie à M 𝑛 ; le produit tensoriel M ⊗O𝑋 O𝑛
𝑋 s’obtient donc directement, sans faisceauti-

sation, et est naturellement isomorphe à M 𝑛.

3.2.17.4 On a pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 un isomorphisme canonique

(M ⊗O𝑋 N )𝑥 ≃ M𝑥 ⊗O𝑋,𝑥 N𝑥.

Pour s’en convaincre, on peut ou bien procéder « à la main » à l’aide des constructions

explicites de la colimite filtrante et du produit tensoriel, ou bien remarquer que les

deux O𝑋,𝑥-modules en jeu représentent le même foncteur covariant, à savoir celui qui

envoie un O𝑋,𝑥-module 𝑃 sur

limBilO𝑋(𝑈)(M (𝑈) × N (𝑈),𝑃)

où 𝑈 parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de 𝑥.
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3.2.17.5 Une O𝑋-algèbre A est un faisceau d’anneaux sur 𝑋 muni d’un morphisme de faisceaux

d’anneaux O𝑋 → A . Une O𝑋-algèbre hérite d’une structure naturelle de O𝑋-module.

Si A et B sont deux O𝑋-algèbres, un morphisme de O𝑋-algèbres de A vers B est un

morphisme de faisceaux d’anneaux de A vers B faisant commuter le diagramme

A B .

O𝑋

Si A est une O𝑋-algèbre et si N est un A -module, N hérite via la flèche O𝑋 → A

d’une structure naturelle de O𝑋-module. On dit que cette structure est obtenue par

restriction des scalaires de A à O𝑋.

Si A est une O𝑋-algèbre et si M est un O𝑋-module, le produit tensoriel A ⊗O𝑋 M

hérite d’une structure naturelle de A -module ; on dit que le A -module A ⊗O𝑋 M

est déduit de M par extension des scalaires de O𝑋 à A . Nous vous laissons en exercice

la démonstration du fait suivant : l’extension des scalaires de O𝑋 à A est l’adjoint à

gauche de la restriction des scalaires de A à O𝑋.

Si A et B sont deux O𝑋-algèbres, leur produit tensoriel A ⊗O𝑋 B est de manière

naturelle une O𝑋-algèbre ; nous vous invitons à prouver que A ⊗O𝑋 B est la somme

disjointe de A et B dans la catégorie des O𝑋-algèbres.

3.2.18 Fonctorıalıté. Soit 𝜑∶ (𝑌, O𝑌) → (𝑋, O𝑋) un morphisme d’espaces annelés. Soit

N un O𝑌-module et soit M un O𝑋-module.

3.2.18.1 La structure de O𝑌-module sur N induit de manière naturelle une structure de

𝜑∗O𝑌-module sur 𝜑∗N . Le morphisme 𝜑 est par définition fourni avec un morphisme

de faisceaux d’anneaux O𝑋 → 𝜑∗O𝑌 , par le biais duquel le 𝜑∗O𝑌-module 𝜑∗N peut

être vu comme un O𝑋-module.

3.2.18.2 Les choses se passent un peu moins bien concernant le foncteur 𝜑−1 : le faisceau 𝜑−1M

hérite d’une structure naturelle de 𝜑−1(O𝑋)-module, mais la flèche 𝜑−1(O𝑋) → O𝑌 va

dans le mauvais sens et ne permet pas de faire de 𝜑−1M un O𝑌-module. Elle permet

par contre de la transformer de manière universelle en un O𝑌-module, par tensorisation ;

le O𝑌-module O𝑌 ⊗𝜑−1(O𝑋) 𝜑
−1M ainsi obtenu est noté 𝜑∗M . Si 𝑉 est un ouvert de 𝑌, si

𝑈 est un ouvert de 𝑋 contenant 𝑓(𝑉) et si 𝑚 est une section de M sur 𝑈, nous noterons

𝜑∗𝑚 l’image de 1 ⊗ 𝜑−1(𝑚) dans 𝜑∗M (𝑉).

Si 𝑦 ∈ 𝑌 et si 𝑥 désigne son image sur 𝑋, il existe un isomorphisme naturel (𝜑∗M )𝑦 ≃
O𝑌,𝑦 ⊗O𝑋,𝑥 M𝑥 : on le voit en combinant le bon comportement vis-à-vis des fibres de

𝜑−1 (3.1.33.2) et du produit tensoriel (3.2.17.4).

3.2.18.3 On vérifie que 𝜑∗ est de façon naturelle un foncteur de O𝑌-Mod vers O𝑋-Mod, et que

𝜑∗ est de façon naturelle un foncteur de O𝑋-Mod vers O𝑌-Mod.
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3.2.18.4 Si 𝑍 est un espace annelé et 𝜓∶ 𝑍 → 𝑌 un morphisme, on dispose d’isomorphismes

naturels de foncteurs

(𝜑 ∘ 𝜓)∗ ≃ 𝜑∗ ∘ 𝜓∗ et (𝜑 ∘ 𝜓)∗ ≃ 𝜓∗ ∘ 𝜑∗.

C’est en effet évident pour les images directes ; et en ce qui concerne les images

réciproques, les définitions fournissent un morphisme de (𝑓 ∘ 𝑔)∗ vers 𝑔∗ ∘ 𝑓∗, dont on

vérifie sur les fibres que c’est un isomorphisme.

3.2.18.5 Soient M et N deux O𝑋-modules ; on a un isomorphisme naturel

𝜑∗M ⊗O𝑌 𝜑
∗N ≃ 𝜑∗(M ⊗O𝑋 N ).

En effet, les définitions fournissent un morphisme naturel du terme de gauche vers

celui de droite, et l’on vérifie sur les fibres que c’est un isomorphisme.

3.2.18.6 Le couple (𝜑∗,𝜑∗) est un couple de foncteurs adjoints : c’est une conséquence formelle

des propriétés d’adjonction du couple (𝜑−1,𝜑∗), et du couple formé de l’extension des

scalaires et de la restriction des scalaires (faisceautiques).

3.2.18.7 Il résulte immédiatement de la définition que 𝜑∗O𝑋 = O𝑌. Par ailleurs, comme 𝜑∗ a

un adjoint à droite, il commute aux colimites et en particulier aux sommes directes

quelconques (le lecteur pourra le vérifier directement). En particulier, 𝜑∗(O𝑛
𝑋) = O𝑛

𝑌
pour tout entier 𝑛.

3.2.19 Le faısceau des homomorphısmes. Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé. Si F et G sont

deux O𝑋-modules, on vérifie immédiatement que

𝑈 ↦ Hom(F |𝑈, G |𝑈)

est un faisceau, qui possède lui-même une structure naturelle de O𝑋-module ; on

le note Hom(F , G ). Le faisceau Hom(F , F) sera également noté EndF ; il a une

structure naturelle (via la composition des endomorphismes ouvert par ouvert) de

O𝑋-algèbre non commutative en général.

3.2.19.1 La flèche (F , G ) ↦ Hom(F , G ) est de manière naturelle un foncteur covariant en G

et un foncteur contravariant en F .

3.2.19.2 Exemple. Soit F un O𝑋-module et soit 𝑛 ∈ ℕ. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soient 𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛
des sections de F sur 𝑈. La formule

(𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛) ↦ ∑ 𝑎𝑖𝑒𝑖

définit un morphisme de O𝑈-modules de O𝑛
𝑈 vers F |𝑈 , que l’on dira induit par les 𝑒𝑖.

Réciproquement, tout morphisme𝜑 de O𝑈-modules de O𝑛
𝑈 vers F |𝑈 est de cette forme :

prendre 𝑒𝑖 = 𝜑(0,⋯ , 1,⋯ , 0⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
le 1 est à la place 𝑖

).
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En faisant varier 𝑈 dans cette construction, on obtient un isomorphisme canonique

Hom(O𝑛
𝑋, F) ≃ F 𝑛. En particulier, Hom(O𝑛

𝑋, O𝑚
𝑋 ) ≃ O𝑛𝑚

𝑋 pour tout 𝑚.

3.2.19.3 Soit F un O𝑋-module. À toute section 𝑓 de O𝑋 sur un ouvert 𝑈 de 𝑋 est associée

de manière naturelle un endomorphisme de F |𝑈 , à savoir l’homothétie de rapport 𝑓,
donnée par la formule 𝑠 ↦ 𝑓𝑠.

En faisant varier 𝑈 dans cette construction, on obtient un morphisme canonique de

O𝑋-algèbres O𝑋 → EndF . Lorsque F = O𝑋 , ce morphisme est un isomorphisme en

vertu de 3.2.19.2.

3.2.20 Soit F un O𝑋-module. On note F∨ le O𝑋-module Hom(F , O𝑋), que l’on appelle aussi

le dual de F .

3.2.20.1 Soit F un O𝑋-module. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soit 𝑠 ∈ F(𝑈). La section 𝑠 définit de

manière naturelle un morphisme de F∨|𝑈 vers O𝑈 , donné par la formule 𝜑 ↦ 𝜑(𝑠).

En faisant varier 𝑈 dans cette construction, on obtient un morphisme canonique de F

dans son bidual F∨∨.

On vérifie immédiatement à l’aide de 3.2.19.2 que O𝑛
𝑋 → (O𝑛

𝑋)∨∨ est un isomorphisme

pour tout 𝑛.

3.2.20.2 Soient F et G deux O𝑋-modules. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋, soit 𝜑 appartenant à F∨(𝑈)
et soit 𝑠 ∈ G (𝑈). Le couple (𝜑, 𝑠) définit un morphisme de F |𝑈 vers G |𝑈 , donné par

la formule 𝑡 ↦ 𝜑(𝑡)𝑠.

En faisant varier 𝑈 dans cette construction, on obtient un morphisme bi-O𝑋-linéaire

de F∨ × G vers Hom(F , G ), qui induit un morphisme de O𝑋-modules de F∨ ⊗O𝑋 G

vers Hom(F , G ).

3.2.20.3 Soient 𝑛 et 𝑚 deux entiers. En vertu de 3.2.19.2, la flèche naturelle

(O𝑛
𝑋)∨(𝑈) ⊗O𝑋(𝑈) O𝑚

𝑋 (𝑈) → Hom(O𝑛
𝑈, O𝑚

𝑈)

est un isomorphisme pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋. En conséquence,

(O𝑛
𝑋)∨ ⊗O𝑋(𝑈) O𝑚

𝑋 → Hom(O𝑛
𝑋, O𝑚

𝑋 )

est un isomorphisme.

3.2.21 Exercıce

Soit F un O𝑋-module. Montrez que

H ↦ Hom(F , H )

est adjoint à droite à

G ↦ G ⊗O𝑋 F .
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3.3 Espaces localement annelés

Défınıtıon, exemples, premıères proprıétés

3.3.1 Défınıtıon (espace localement annelé)
On appelle espace localement annelé un espace annelé (𝑋, O𝑋) tel que O𝑋,𝑥 soit pour tout

𝑥 ∈ 𝑋 un anneau local.

3.3.2 Exemples.

3.3.2.1 Le cas des faisceaux de fonctions. Soit 𝑘 un corps, soit 𝑋 un espace topologique, et soit

O𝑋 un sous-faisceau de 𝑘-algèbres du faisceau de toutes les fonctions de 𝑋 vers 𝑘
(en particulier, O𝑋 contient les fonctions constantes). Supposons que O𝑋 possède la

propriété suivante : pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 et tout 𝑥 ∈ 𝑈, une fonction 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈) telle
que 𝑓(𝑥) ≠ 0 admet un inverse dans O𝑋(𝑉) pour un certain voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈.

Sous ces hypothèses, (𝑋, O𝑋) est localement annelé ; pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, l’idéal maximal

de O𝑋,𝑥 est le noyau de la surjection 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) de O𝑋,𝑥 sur 𝑘.

La preuve est mutatis mutandis celle donnée au 2.2.11 lorsque 𝑘 = ℝ et lorsque O𝑋 est

le faisceau des fonctions continues de 𝑋 dans ℝ , mais l’assertion plus générale que

nous présentons ici s’applique dans bien d’autres cas intéressants :

le corps 𝑘 est égal à ℝ , l’espace 𝑋 est une variété différentielle et O𝑋 est le faisceau

des fonctions C∞ sur 𝑋 ;

le corps 𝑘 est égal à ℂ , l’espace 𝑋 est une variété analytique complexe et O𝑋 est le

faisceau des fonctions holomorphes sur 𝑋 ;

le corps 𝑘 est algébriquement clos, 𝑋 est une variété algébrique sur 𝑘 au sens des

articles FAC et GAGA de Serre (qui est aussi celui adopté par Perrin dans son cours

de géométrie algébrique), et O𝑋 est le faisceau des fonctions régulières sur 𝑋.

3.3.2.2 Stabilité par restriction à un ouvert. Soit (𝑋, O𝑋) un espace localement annelé, et soit 𝑈
un ouvert de 𝑋. L’espace annelé (𝑈, O𝑈 = O𝑋|𝑈) est localement annelé : cela provient

du fait que l’on a pour tout 𝑥 ∈ 𝑈 l’égalité O𝑈,𝑥 = O𝑋,𝑥.

3.3.3 Une caractérısatıon des espaces localement annelés. Soit (𝑋, O𝑋) un espace

annelé. Il est localement annelé si et seulement si pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 l’anneau O𝑋,𝑥 est

local, c’est-à-dire si et seulement si l’ensemble des éléments non inversibles de O𝑋,𝑥 en

est un idéal ; notons que comme cet ensemble est visiblement stable par multiplication

externe, il suffit pour que ce soit un idéal qu’il contienne 0 et qu’il soit stable par somme.

Or on sait que si 𝑈 est un ouvert de 𝑋, si 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈) et si 𝑥 ∈ 𝑈 alors l’image de 𝑓 dans

O𝑋,𝑥 est inversible si et seulement si 𝑥 appartient à l’ouvert 𝐷(𝑓) (le plus grand ouvert

de 𝑈 en restriction auquel 𝑓 est inversible, cf. 3.2.3.2).

Il s’ensuit que l’espace annelé 𝑋 est localement annelé si et seulement si les deux

conditions suivantes sont satisfaites :
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𝐷(0) = ∅ ;

pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 et tout couple (𝑓, 𝑔) d’éléments de O𝑋(𝑈), on a 𝐷(𝑓+𝑔) ⊂
𝐷(𝑓) ∪𝐷(𝑔).

3.3.4 Soit (𝑋, O𝑋) un espace localement annelé.

3.3.4.1 Soit 𝑥 ∈ 𝑋. Notons 𝜅(𝑥) le corps résiduel de l’anneau local O𝑋,𝑥. On dit aussi que c’est le

corps résiduel du point 𝑥, et l’on dispose d’une surjection canonique O𝑋,𝑥 → 𝜅(𝑥). Pour
des raisons psychologiques, on choisit de noter cette surjection 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥), et d’appeler ce

morphisme « évaluation en 𝑥 ». On a ainsi l’équivalence

𝑓(𝑥) ≠ 0 ⟺ 𝑓 est inversible dans O𝑋,𝑥.

3.3.4.2 Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soit 𝑥 ∈ 𝑈. La flèche composée

O𝑋(𝑈) → O𝑋,𝑥 → 𝜅(𝑥)

sera encore notée 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥). Remarquons que si 𝑓 est un élément inversible de O𝑋(𝑈),
son image 𝑓(𝑥) par le morphisme d’évaluation est un élément inversible du corps

𝜅(𝑥), et est en particulier non nulle.

3.3.4.3 Si 𝑋 = ∅ on a O𝑋(𝑋) = {0} puisque O𝑋 est un faisceau. Supposons maintenant que 𝑋
soit non vide, et soit 𝑥 ∈ 𝑋. L’évaluation en 𝑥 fournit un morphisme de O𝑋(𝑋) vers

le corps 𝜅(𝑥), ce qui force O𝑋(𝑋) à être non nul : si 1 était nul dans O𝑋(𝑋) on aurait

1(𝑥) = 0, c’est-à-dire 1 = 0 dans 𝜅(𝑥), ce qui est absurde.

3.3.4.4 Soit 𝑓 ∈ O𝑋(𝑋). L’ouvert 𝐷(𝑓) (3.2.3.2) coïncide en vertu de 3.3.4.1 et de 3.2.3.3 avec

l’ensemble des 𝑥 ∈ 𝑋 tels que 𝑓(𝑥) ≠ 0.

3.3.5 Commentaıres. On voit que la faisceau structural d’un espace localement annelé

quelconque ressemble par certains aspects aux faisceaux de fonctions à valeurs dans un

corps tels que décrites en 3.3.2.1 : ses sections peuvent être évaluées en tout point (le

résultat vivant dans un corps), le lieu des points en lesquels une sections ne s’annule

pas est un ouvert, et une section est inversible si et seulement si elle ne s’annule pas.

Pour cette raison, on pense assez souvent aux sections du faisceau structural comme à

des fonctions, et il arrive fréquemment d’ailleurs qu’on les qualifie (un peu abusive-

ment) ainsi.

Nous attirons toutefois l’attention sur deux points importants qui montrent les limites

de l’intuition « fonctionnelle » appliquée aux espaces localement annelés généraux.

3.3.5.1 Premier point. Dans un espace localement annelé (𝑋, O𝑋), le corps 𝜅(𝑥) dépend a priori

de 𝑥. Dans la situation considérée au 3.3.2.1 il était constant mais en général, il peut

effectivement varier.

Nous n’avons pas pour le moment d’exemple naturel (c’est-à-dire non construit exprès)

d’espace localement annelé sur lequel cela se produit. Indiquons simplement que cela
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arrive fréquemment sur un schéma, et donnons en attendant un exemple « artificiel »

très simple : on prend pour𝑋 un ensemble à deux éléments 𝑥 et 𝑦, muni de la topologie

discrète et du faisceau

∅ ↦ {0}, {𝑥} ↦ ℂ, {𝑦} ↦ ℤ/2ℤ, et {𝑥, 𝑦} ↦ ℂ × ℤ/2ℤ.

On vérifie immédiatement que 𝑋 est un espace localement annelé, que 𝜅(𝑥) = ℂ et

que 𝜅(𝑦) = ℤ/2ℤ.

3.3.5.2 Second point. Si (𝑋, O𝑋) est un espace localement annelé, si 𝑈 est un ouvert de 𝑋 et si

𝑓 ∈ O𝑋(𝑈), il se peut que 𝑓(𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ 𝑈 sans que 𝑓 soit nulle.

Par exemple, supposons que 𝑓 soit nilpotente et non nulle. Dans ce cas, 𝑓(𝑥) est pour

tout 𝑥 ∈ 𝑋 un élément nilpotent d’un corps, et est donc trivial.

Nous allons donner un exemple très simple où une telle 𝑓 existe. Fixons un corps 𝑘,
et considérons un espace topologique singleton {𝑥}. Se donne une structure d’espace

localement annelé sur {𝑥} revient à choisir un anneau local. Soit O le quotient 𝑘[𝑇]/(𝑇2)
et soit 𝑓 la classe de 𝑇 ; elle est non nulle.

L’ensemble des idéaux premiers de O est en bijection avec l’ensemble des idéaux

premiers de 𝑘[𝑇] contenant (𝑇2) ; il n’y en a qu’un, à savoir (𝑇). L’anneau O est donc

local, son unique idéal maximal est (𝑓), et son corps résiduel est 𝑘[𝑇]/(𝑇) = 𝑘.

On a ainsi bien défini une structure d’espace localement annelé sur 𝑥. Comme 𝑓
est nilpotente, on a 𝑓(𝑥) = 0. On pouvait d’ailleurs le voir directement ici, puisque

l’évaluation en 𝑥 est la réduction modulo l’idéal maximal de O , c’est-à-dire justement

modulo (𝑓). D’une manière générale, si 𝑔 est un élément de O , il s’écrit 𝑎 + 𝑏𝑓, où 𝑎 et

𝑏 sont deux éléments uniquement déterminés de 𝑘, et on a alors 𝑔(𝑥) = 𝑎.

3.3.5.3 Commentaires. On peut se demander pourquoi autoriser ce genre d’horreurs, alors

qu’on a fait en sorte, pour ce qui concerne la non-annulation, que les propriétés usuelles

soient satisfaites. La raison est que la présence de « fonctions » nilpotentes non nulles

peut avoir un sens géométrique profond, et c’est notamment le cas dans l’exemple que

l’on vient de traiter.

En effet, considérons, dans le plan affine sur 𝑘 en coordonnées 𝑆 et 𝑇, la parabole

𝑃 d’équation 𝑇2 = 𝑆 et la droite 𝐷 d’équation 𝑆 = 0. Leur intersection naïve est

le point 𝑥 de coordonnées (0, 0). En théorie des schémas, cette intersection est un

peu plus riche que {𝑥} : on garde en mémoire le corps de base et les équations, et

l’intersection sera donc l’espace topologique {𝑥} muni du faisceau (ou de l’anneau, si

l’on préfère) 𝑘[𝑆,𝑇]/(𝑆,𝑇2 − 𝑆) ≃ 𝑘[𝑇]/(𝑇2) : on retrouve l’espace localement annelé

évoqué plus haut.

La présence de nilpotents non triviaux parmi les fonctions sur 𝑃 ∩ 𝐷 s’interprète

intuitivement comme suit : l’intersection 𝑃 ∩𝐷 est égale au point 𝑥 infinitésimalement

épaissi parce que 𝑃 et 𝐷 sont tangentes en 𝑥 ; le point d’intersection 𝑥 est en quelque
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sorte double, et c’est cette multiplicité qui est codée algébriquement par l’existence de

nilpotents non triviaux.

Cet exemple est significatif : c’est pour prendre en compte les multiplicités dans la

théorie que Grothendieck a décidé d’admettre les « fonctions » nilpotentes non nulles.

Cela se révèle un outil extraordinairement souple, mais il y a un prix à payer : il faut

autoriser une « fonction » à s’annuler en tout point sans être globalement nulle. D’où

le choix du formalisme abstrait des espaces localement annelés, qui mime en partie

le point de vue fonctionnel classique, mais permet ce genre de fantaisies finalement

très utiles.

3.3.6 Dıgressıon algébrıque. Soient 𝐴 et 𝐵 deux anneaux locaux d’idéaux maximaux

respectifs 𝔪 et 𝔫. Soit 𝑓 un morphisme de 𝐴 vers 𝐵. Si 𝑎 ∈ 𝐴 et si 𝑓(𝑎) ∈ 𝔫 alors 𝑓(𝑎)
n’est pas inversible, et 𝑎 n’est donc pas inversible non plus ; autrement dit, 𝑎 ∈ 𝔪.

On dit que 𝑓 est local si la réciproque est vraie, c’est-à-dire si 𝑓(𝔪) ⊂ 𝔫, ou encore si

𝑓−1(𝔫) = 𝔪.

3.3.7 Défınıtıon (morphisme d’espaces localement annelés)
Soient (𝑌, O𝑌) et (𝑋, O𝑋) deux espaces localement annelés. Un morphisme d’espaces

localement annelés de (𝑌, O𝑌) vers (𝑋, O𝑋) est un morphisme 𝜑 d’espaces annelés tel

que O𝑋,𝜑(𝑦) → O𝑌,𝑦 soit pour tout 𝑦 ∈ 𝑌 un morphisme local.

3.3.7.1 Nous allons récrire cette condition de façon plus suggestive. Soit 𝑦 un point de 𝑌.

Dire que O𝑋,𝜑(𝑦) → O𝑌,𝑦 est local signifie que si 𝑓 est un élément de O𝑋,𝜑(𝑦) , alors 𝑓
apppartient à l’idéal maximal de O𝑋,𝜑(𝑦) si et seulement si 𝑓∗𝜑 appartient à l’idéal

maximal de O𝑌,𝑦. En termes plus imagés, cela se traduit par l’équivalence

𝑓(𝜑(𝑦)) = 0 ⟺ (𝜑∗𝑓)(𝑦) = 0.

3.3.7.2 On peut reformuler ce qui précède en disant qu’un morphisme 𝜑 d’espaces annelés

de 𝑌 vers 𝑋 est un morphisme d’espaces localement annelés si et seulement si pour

tout ouvert 𝑈 de 𝑋 et toute 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈), l’image réciproque de l’ouvert 𝐷(𝑓) ⊂ 𝑈
est égale à l’ouvert 𝐷(𝜑∗𝑓) ⊂ 𝜑−1(𝑈) (rappelons qu’en général on a simplement

𝜑−1(𝐷(𝑓)) ⊂ 𝐷(𝜑∗𝑓)).

3.3.7.3 Exemples. Dans chacun des exemples classiques 3.2.5.1, 3.2.5.2 et 3.2.5.3, l’application

𝜑∗ est simplement 𝑓 ↦ 𝑓∘𝜑 : on a donc tautologiquement (𝜑∗𝑓)(𝑦) = 0⇔ 𝑓(𝜑(𝑦)) = 0,
et 𝜑 est dès lors à chaque fois un morphisme d’espaces localement annelés.

3.3.7.4 Soit 𝜑∶ (𝑌, O𝑌) → (𝑋, O𝑋) un morphisme d’espaces localement annelés. On ne peut

pas espérer que le formule 𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑 soit valable sans hypothèse supplémentaire :

celle-ci n’a en effet simplement aucun sens en général, puisque O𝑋 n’est pas nécessai-

rement un faisceau de fonctions à valeur dans un corps fixé, pour les deux raisons

évoquées ci-dessus (3.3.5.1 et 3.3.5.2). Mais on va voir qu’elle est tout de même, d’une

certaine manière, aussi valable qu’il est possible.
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Soit 𝑦 un point de 𝑌. Comme 𝜑 est un morphisme d’espaces localement annelés, on a

𝑓(𝜑(𝑦)) = 0 ⇔ (𝜑∗𝑓)(𝑦) = 0 pour tout 𝑓 ∈ O𝑋,𝜑(𝑦). En conséquence, 𝜑∗ ∶ O𝑋,𝜑(𝑦) →
O𝑌,𝑦 induit par passage au quotient un plongement 𝜅(𝜑(𝑦)) ↪ 𝜅(𝑦), de sorte que

le diagramme

O𝑌,𝑦 𝜅(𝑦)

O𝑋,𝜑(𝑦) 𝜅(𝜑(𝑦))

commute. Autrement dit, modulo le plongement de 𝜅(𝜑(𝑦)) dans 𝜅(𝑦), on a pour

toute 𝑓 ∈ O𝑋,𝜑(𝑦) l’égalité

(𝜑∗𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝜑(𝑦)).

Elle évoque irrésistiblement, comme annoncé, l’égalité 𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑 ; mais répétons

qu’il serait illicite de la traduire ainsi puisque 𝑓 ne peut pas en général s’interpréter

comme une vraie fonction naïvement composable avec 𝜑.

3.3.7.5 Par contre, si 𝑘 est un corps et si O𝑌 et O𝑋 sont des faisceaux de fonctions à valeurs dans

𝑘 comme dans 3.3.2.1, alors l’égalité ci-dessus signifie précisément que 𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑.

Dans ce contexte, un morphisme d’espaces localement annelés est donc simplement

une application continue 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 telle que la fonction 𝑓 ∘ 𝜑 appartienne à O𝑌 pour

toute fonction 𝑓 appartenant à O𝑋 , et 𝜑∗ est obligatoirement donné par la formule

𝜑∗𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜑.

3.3.7.6 Les espaces localement annelés constituent une sous-catégorie EspLocAnn de EspAnn,

qui n’est pas pleine.

3.3.8 Soit 𝑋 un espace localement annelé et soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. L’immersion canonique

d’espaces annelés 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 (cf. 3.2.5.4) est alors un morphisme d’espaces localement

annelés (les morphismes induits au niveau des fibres sont des isomorphismes, car si

𝑥 ∈ 𝑈 l’anneau local O𝑈,𝑥 s’identifie canoniquement à O𝑋,𝑥).

Si𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 est un morphisme d’espaces localement annelés tel que 𝜑(𝑌) soit contenu

dans 𝑈, l’unique morphisme d’espaces annelés 𝜓∶ 𝑌 → 𝑈 tel que 𝑗 ∘ 𝜓 = 𝜑 est en fait

un morphisme d’espaces localement annelés (là encore parce que O𝑈,𝑥 = O𝑋,𝑥 pour

tout 𝑥 ∈ 𝑈).

Autrement dit, dans la catégorie des espaces localement annelés, on observe le phéno-

mène déjà constaté dans la catégorie des espaces annelés : toute factorisation ensemblist

par un ouvert est automatiquement morphique.

Le morphisme 𝜓 est le seul morphisme d’espaces localement annelés dont la composée

avec 𝑗 soit égale à 𝜑 (puisque c’est déjà le cas dans la catégorie des espaces annelés,

cf. 3.2.5.4). Cela signifie que ((𝑈, O𝑈), 𝑗) représente le foncteur qui envoie un espace

localement annelé (𝑌, O𝑌) sur

{𝜑 ∈ HomEspLocAnn((𝑌, O𝑌), (𝑋, O𝑋)) | 𝜑(𝑌) ⊂ 𝑈 }.
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3.3.8.1 Un morphisme d’espaces localement annelés 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 est appelé une immersion

ouverte s’il induit un isomorphisme entre 𝑌 et un ouvert de 𝑋.

3.3.9 Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie des espaces localement annelés.

Soit 𝑋 sa colimite dans la catégorie des espaces annelés (elle est décrite en 3.2.7 et seq.) ;

pour tout 𝑖, soit 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 le morphisme structural.

3.3.9.1 Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soit 𝑔 ∈ O𝑋(𝑈). Pour tout indice 𝑖, on pose 𝑔𝑖 = 𝜆∗
𝑖 𝑔 ∈

O𝑋𝑖(𝜆
−1
𝑖 (𝑈)). Comme les flèches du diagramme D sont des morphismes d’espaces

localement annelés, on a 𝑓−1(𝐷(𝑔𝑗)) = 𝐷(𝑔𝑖) pour tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗. Il existe

donc un unique ouvert 𝑉 de 𝑈 tel que l’on ait 𝜆−1
𝑖 (𝑉) = 𝐷(𝑔𝑖) quel que soit 𝑖 (3.2.7.2).

On a par ailleurs 𝑔−1𝑖 = 𝑓∗𝑔−1𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗) et toute 𝑓 ∈ 𝐸𝑖𝑗 , où chaque 𝑔−1𝑖 est vue

comme fonction sur𝐷(𝑔𝑖) ; il existe donc d’après 3.2.7.2 une unique fonction ℎ ∈ O𝑋(𝑉)
telle que 𝜆∗

𝑖 ℎ = 𝑔−1𝑖 pour tout 𝑖 ; on a alors ℎ𝑔 = 1 dans O𝑋(𝑉). Ainsi, 𝑔 est inversible

sur 𝑉, et il est clair là encore d’après 3.2.7.2 que 𝑉 est le plus grand ouvert de 𝑋 ayant

cette propriété ; autrement dit, 𝑉 = 𝐷(𝑔).

3.3.9.2 Les faits suivants résultent de ce qui précède et de la caractérisation des espaces

localement annelés et des morphismes d’espaces localement annelés au moyen des

ouverts de la forme 𝐷(𝑔) (3.3.3, 3.3.7.2) :

l’espace 𝑋 est localement annelé ;

les morphismes 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 sont des morphismes d’espaces localement annelés ;

pour tout espace localement annelé 𝑌 et tout morphisme de D vers 𝑌 dans la

catégorie des espaces localement annelés, le morphisme induit d’espaces annelés

𝑋 → 𝑌 est en fait un morphisme d’espaces localement annelés.

Autrement dit, 𝑋 est la colimite de D dans la catégorie des espaces localement annelés.

3.3.10 Nous verrons plus bas (5.1.24.4) que tout diagramme dans la catégorie des espaces

localement annelés admet une limite, mais sa construction est plus compliquée.

3.3.11 Exactement comme dans le cas des espaces annelés, on déduit de 3.3.8 que si 𝑋 est un

espace localement annelé et si 𝑈 et 𝑉 sont deux ouverts de 𝑋 alors 𝑈∩𝑉 s’identifie au

produit fibré 𝑈 ×𝑋 𝑉.

Une conséquence géométrıque du lemme de Nakayama

3.3.12 Soit (𝑋, O𝑋) un espace localement annelé. Si F est un O𝑋-module, si 𝑥 ∈ 𝑋 et si 𝑓 est

une section de F sur un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥, on se permettra, lorsque le contexte

est clair, de noter encore 𝑓 l’image 𝑓𝑥 de F dans F𝑥.

3.3.13 Soit F un O𝑋-module, et soit 𝑥 ∈ 𝑋. On désigne par 𝔪𝑥 l’idéal maximal de O𝑋,𝑥. Le

𝜅(𝑥)-espace vectoriel 𝜅(𝑥) ⊗O𝑋,𝑥 F𝑥 = F𝑥/𝔪𝑥F𝑥 sera plus simplement noté 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F .

Si 𝑓 est une section de F définie au voisinage de 𝑥, son image dans 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F sera

notée 𝑓(𝑥) (cette notation est compatible avec celle déjà utilisée lorsque F = O𝑋).

L’application 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) induit par sa définition même une surjection de F𝑥 vers

𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F .
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3.3.14 Soit (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛) une famille de sections de F sur 𝑋, et soit 𝜑∶ O𝑛
𝑋 → F le morphisme

induit. On dit que (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛) engendreF si𝜑 est surjectif. Ce signifie que le morphisme

induit O𝑛
𝑋,𝑥 → F𝑥 est surjectif pour tout 𝑥, c’est-à-dire encore que les 𝑒𝑖 engendrent le

O𝑋,𝑥-module F𝑥 pour tout 𝑥. Si c’est le cas, les 𝑒𝑖(𝑥) engendrent pour tout 𝑥 l’espace

vectoriel 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F = F𝑥/𝔪𝑥F𝑥 , qui est donc de dimension au plus 𝑛.

3.3.15 Défınıtıon (O𝑋-module localement de type fini)
Un O𝑋-module est dit localement de type fini si pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 il existe un voisinage

ouvert 𝑈 de 𝑥 et une famille finie de sections de F sur 𝑈 qui engendrent F |𝑈.

Si c’est le cas, il résulte de 3.3.14 que 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F est de dimension finie pour tout 𝑥.

3.3.16 Proposıtıon

Soit F un O𝑋-module localement de type fini, et soit 𝑥 un point de 𝑋. Soit (𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛)
une famille de sections de F sur un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1) les 𝑒𝑖(𝑥) engendrent le 𝜅(𝑥)-espace vectoriel 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F ;

2) il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑈 tel que les 𝑒𝑖 engendrent F |𝑉.

Démonstration. L’implication 2) ⇒ 1) a été vue au 3.3.14. Supposons maintenant que

1) soit vraie. Les 𝑒𝑖(𝑥) engendrant 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F = F𝑥/𝔪𝑥F𝑥 , le lemme de Nakayama

assure que les 𝑒𝑖 engendrent le O𝑋,𝑥-module F𝑥.

Par ailleurs, comme F est localement de type fini, il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥
dans 𝑈, et une famille (𝑓1,⋯ , 𝑓𝑚) de sections de F sur 𝑉 qui engendrent F |𝑉.

Comme les 𝑒𝑖 engendrent F𝑥 , il existe une famille (𝑎𝑖𝑗) d’éléments de O𝑋,𝑥 tels que

𝑓𝑗 = ∑𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 pour tout 𝑗. Quitte à restreindre𝑉, on peut supposer que les 𝑎𝑖𝑗 sont définies

sur 𝑉, et que l’égalité 𝑓𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 vaut dans F(𝑉).

Soit 𝑦 ∈ 𝑉. L’égalité 𝑓𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 vaut dans F𝑦 ; ce dernier étant engendré par les 𝑓𝑗
(puisqu’elle engendrent F |𝑉), il est dès lors également engendré par les 𝑒𝑖. Ceci étant

vrai pour tout 𝑦 ∈ 𝑉, les 𝑒𝑖 engendrent F |𝑉 , ce qui achève la démonstration.

3.3.16.1 Commentaires. L’étape cruciale de la preuve ci-dessus, celle durant laquelle « il se

passe vraiment quelque chose », est l’utilisation du lemme de Nakayama pour garantir

que les 𝑒𝑖 engendrent F𝑥 ; le reste n’est qu’une application directe de la définition des

germes en 𝑥, couplée à un tout petit peu d’algèbre linéaire.

On peut donc considérer la proposition 3.3.16 comme une traduction géométrique du

lemme de Nakayama, traduction qui se présente essentiellement sous la forme d’un

passage du ponctuel au local (pour le caractère générateur d’une famille finie de sections).

3.3.16.2 Mentionnons un cas particulier important de la proposition 3.3.16, qui met particuliè-

rement bien en lumière ce passage du ponctuel au local : l’espace vectoriel 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F

est nul si et seulement s’il existe un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑥 dans 𝑋 tel que F |𝑉 soit

nul (appliquer la proposition à la famille vide de sections).

164 Théorıe des faısceaux



3.3.17 Corollaıre

Soit (𝑋, O𝑋) un espace localement annelé et soit F un O𝑋-module localement de type

fini. La fonction

𝑟 ∶ 𝑥 ↦ dim𝜅(𝑥)(𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F)

est semi-continue supérieurement, c’est-à-dire que pour tout entier 𝑑, l’ensemble des

points 𝑥 de 𝑋 tels que 𝑟(𝑥) ⩽ 𝑑 est ouvert.

Démonstration. Soit 𝑥 un point de𝑋 en lequel 𝑟(𝑥) ⩽ 𝑑. Choisissons une famille 𝑒1,⋯ , 𝑒𝑛
de sections de F , définies sur un voisinage ouvert𝑈 de 𝑥, et telles que les 𝑒𝑖(𝑥) forment

une base de 𝜅(𝑥)⊗𝑥F . Comme 𝑟(𝑥) ⩽ 𝑑, on a 𝑛 ⩽ 𝑑. En vertu de la proposition 3.3.16, il

existe un voisinage ouvert𝑉 de 𝑥 dans𝑈 tel que les 𝑒𝑖 engendrent F |𝑉 ; en conséquence,

on a 𝑟(𝑦) ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑑 pour tout 𝑦 ∈ 𝑉 (3.3.14).

3.3.17.1 Notons un cas particulier fondamental, dont l’énoncé peut apparaître contre-intuitif

au premier abord : le sous-ensemble 𝑈 de 𝑋 formé des point 𝑥 tels que 𝑟(𝑥) = 0, c’est-

à-dire encore tels que 𝜅(𝑥) ⊗𝑥 F = {0}, est un ouvert. Remarquons de surcroît que le

faisceau F |𝑈 a toutes ses fibres nulles d’après le cas particulier de la proposition 3.3.16

signalé au 3.3.16.2, et est donc lui-même nul.

3.3.17.2 Un exemple. Soit 𝑋 une variété différentielle munie du faisceau O𝑋 des fonctions C∞.

Soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. On note I (𝑈) l’idéal de O𝑋(𝑈) défini comme

suit :

si 𝑥 ∈ 𝑈 alors I (𝑈) est l’ensemble des fonctions appartenant à O𝑋(𝑈) et s’annulant

en 𝑥 ;

si 𝑥 ∉ 𝑈 alors I (𝑈) = O𝑋(𝑈).

Il est immédiat que I est un sous-faisceau de O𝑋 ; soit F le quotient O𝑋/I . Il est

(localement) de type fini par construction ; nous allons déterminer la fonction 𝑟 ∶ 𝑦 ↦
dimℝℝ ⊗𝑦 F (notez que 𝜅(𝑦) = ℝ pour tout 𝑦 ∈ 𝑋).

Soit 𝑖 l’inclusion de {𝑥} dans 𝑋. Le faisceau 𝑖∗ℝ envoie un ouvert 𝑈 de 𝑋 sur ℝ si 𝑈
contient 𝑥, et sur {0} sinon (c’est un « faisceau gratte-ciel supporté en 𝑥 »). Il hérite

d’une structure naturelle de O𝑋-module, définie comme suit : sur un ouvert 𝑈 ne

contenant pas 𝑥, il n’y a rien à faire ; sur un ouvert 𝑈 contenant 𝑥, on fait agir O𝑋(𝑈)
sur 𝑖∗ℝ(𝑈) = ℝ par la formule (𝑓,𝜆) ↦ 𝑓(𝑥)𝜆.

On dispose d’une surjection O𝑋-linéaire naturelle de O𝑋 sur 𝑖∗ℝ : là encore, sur un

ouvert 𝑈 ne contenant pas 𝑥, il n’y a rien à faire ; et sur un ouvert 𝑈 contenant 𝑥, on

envoie une fonction 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈) sur 𝑓(𝑥) ∈ ℝ = 𝑖∗ℝ(𝑈). Par construction, le noyau de

cette surjection est I . En conséquence, F ≃ 𝑖∗ℝ. Il s’ensuit que ℝ ⊗𝑦 F = {0} si 𝑦 ≠ 𝑥,
et que ℝ ⊗𝑥 F = ℝ ; il vient

𝑟(𝑦) = 0 si 𝑦 ≠ 𝑥 et 𝑟(𝑥) = 1.
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3.4 Faısceaux localement lıbres de rang 1

Défınıtıon, exemples, premıères proprıétés

3.4.1 Soit 𝑋 un espace localement annelé et soit 𝑛 un entier. Un O𝑋-module F est dit

localement libre de rang fini (resp. de rang 𝑛) si tout point de 𝑋 possède un voisinage

ouvert 𝑈 tel que F |𝑈 soit isomorphe à O𝑚
𝑈 pour un certain entier 𝑚 (resp. à O𝑛

𝑈).

3.4.1.1 Soit F un O𝑋-module localement libre de rang 𝑛. Il est dit trivial s’il est isomorphe

à O𝑛
𝑋. On dira qu’une famille (𝑈𝑖) d’ouverts de 𝑋 trivialise F si F |𝑈𝑖 est trivial pour

tout 𝑖.

3.4.1.2 Soit F un O𝑋-module localement libre de rang fini sur 𝑋, et soit 𝑥 ∈ 𝑋. Par hypothèse,

il existe un voisinage ouvert𝑈 de 𝑥 dans𝑋, un entier𝑚 et un isomorphisme F |𝑈 ≃ O𝑚
𝑈 .

On a alors F𝑥 ≃ O𝑚
𝑋,𝑥 , et 𝜅(𝑥)⊗F ≃ 𝜅(𝑥)𝑚. L’entier𝑚 est ainsi uniquement déterminé :

c’est le rang du module libre F𝑥 sur l’anneau non nul O𝑋,𝑥 , ou encore la dimension

du 𝜅(𝑥)-espace vectoriel 𝜅(𝑥) ⊗ F ; on dit que 𝑚 est le rang de F en 𝑥. Le rang de

F en tout point de 𝑈 est encore égal à 𝑚 par définition ; le rang de F apparaît ainsi

comme une fonction localement constante de 𝑋 dans ℕ. Si 𝑋 est connexe, cette fonction

est nécessairement constante, et a donc une valeur bien définie si 𝑋 est de surcroît non

vide, valeur que l’on appelle encore le rang de F .

3.4.1.3 Soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme d’espaces localement annelés. Si F est un O𝑋-module

localement libre de rang fini (resp. de rang 𝑛) alors 𝜓∗F est un O𝑌-module localement

libre de rang fini (resp. 𝑛) : c’est une conséquence immédiate de 3.2.18.7.

3.4.2 Nous allons donner un premier exemple de O𝑋-module localement libre non trivial,

dans le context de la géométrie analytique complexe – nous en rencontrerons d’autres

plus loin en théorie des schémas.

Soit 𝑆 la sphère de Riemann ℂ∪{∞}, munie du faisceau O𝑆 des fonctions holomorphes.

Soit I ⊂ O𝑆 le faisceau d’idéaux défini comme suit : si𝑈 est un ouvert de 𝑆ne contenant

pas 0 (resp. contenant 0) alors I (𝑈) = O𝑆(𝑈) (resp. I (𝑈) est l’ensemble des fonctions

𝑓 ∈ O𝑆(𝑈) s’annulant en 0).

3.4.2.1 Le O𝑆-module I est localement libre de rang 1. En effet, on a d’une part par définition

I |𝑆⧵{0} = O𝑆⧵{0} ; et d’autre part, 𝑓 ↦ 𝑧𝑓 définit un isomorphisme de Oℂ sur I |ℂ (une

fonction holomorphe au voisinage de l’origine s’y annule si et seulement si elle est

multiple de 𝑧).

3.4.2.2 Le O𝑆-module localement libre I n’est pas trivial. En effet, rappelons que les seules

fonctions holomorphes définies sur 𝑆 toute entière sont les constantes (c’est le « principe

du maximum »).Autrement dit, on a O𝑆(𝑆) = ℂ , et I (𝑆) = {0} (une fonction constante

s’annule à l’origine si et seulement si elle est nulle !). Par conséquent, I n’est pas

isomorphe à O𝑆.
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3.4.3 Soient F et G deux O𝑋-modules localement libres de rang fini.

3.4.3.1 On déduit de 3.2.19.2 que le O𝑋-module Hom(F , G ) est localement libre de rang fini

et que son rang (comme fonction sur 𝑋, cf. supra) est égal au produit des rangs de F

et G .

En particulier, le dual F∨ est localement libre de même rang que F .

3.4.3.2 Il est immédiat que le produit tensoriel F⊗O𝑋G est localement libre de rang égal au pro-

duit des rangs de F et G : c’est une simple conséquence du fait que O𝑛
𝑋 ⊗O𝑋 O𝑚

𝑋 ≃ O𝑛𝑚
𝑋 .

On déduit par ailleurs de 3.2.20.3 que F∨⊗O𝑋 G → Hom(F , G ) est un isomorphisme,

puisque cette propriété se teste localement.

3.4.3.3 On déduit de même de 3.2.20.1 que F → F∨∨ est un isomorphisme.

3.4.4 Soit L un O𝑋-module localement libre de rang 1. Il résulte de 3.2.19.3 (toujours via

un raisonnement local) que la flèche naturelle O𝑋 → EndL est un isomorphisme de

O𝑋-algèbres. En composant sa réciproque avec l’isomorphisme entre L ⊗O𝑋 L ∨ et

EndL fourni par 3.4.3.2, on obtient un isomorphisme

L ⊗O𝑋 L ∨ ≃ O𝑋.

Il découle immédiatement des définitions des différentes flèches en jeu que cet iso-

morphisme est simplement donné par la formule

𝑠 ⊗ 𝜑 ↦ 𝜑(𝑠).

On peut bien entendu vérifier directement que celle-ci définit bien un isomorphisme :

en raisonnant localement on se ramène au cas où F = O𝑋 , pour lequel c’est évident.

3.4.5 Si L et L ′ sont deux O𝑋-modules localement libres de rang 1, le O𝑋-module L ⊗O𝑋 L ′

est lui aussi localement libre de rang 1 d’après 3.4.3.2.

Le produit tensoriel induit de ce fait une loi de composition sur l’ensemble Pic𝑋 des

classes d’isomorphie de O𝑋-modules localement libres de rang 1. Elle est associative,

commutative, et possède un élément neutre : la classe de O𝑋. Il résulte de 3.4.4 que la

classe [L ] d’un O𝑋-module localement libre L admet un symétrie, à savoir [L ∨]. En

conséquence, Pic𝑋 est un groupe abélien, appelé le groupe de Picard de l’espace localement

annelé 𝑋.

Sectıons ınversıbles et trıvıalısatıons

3.4.6 Soit L un O𝑋-module localement libre de rang 1. Si 𝑠 est une section globale de L ,

on note 𝐷(𝑠) l’ensemble des points 𝑥 tels que 𝑠(𝑥) ≠ 0 ; cette notation est compatible

avec celle déjà utilisée lorsque L = O𝑋. Notons que 𝐷(𝑠) est un ouvert de 𝑋 : il suffit

en effet de le vérifier localement, ce qui permet de supposer que L = O𝑋 auquel cas

l’assertion est évidente.
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3.4.6.1 Soit L ′ un second O𝑋-module localement libre de rang 1, et soient 𝑠 et 𝑠′ des sections

globale respectives de L et L ′. Le produit tensoriel 𝑠⊗ 𝑠′ est une section de L ⊗O𝑋 L ′,

et l’on a 𝐷(𝑠⊗ 𝑠′) = 𝐷(𝑠)∩𝐷(𝑠′). En effet, comme la propriété est locale sur 𝑋, on peut

supposer L = L ′ = O𝑋. Comme le morphisme canonique

O𝑋 ⊗O𝑋 O𝑋 → O𝑋

𝑓 ⊗ 𝑔 ↦ 𝑓𝑔

est un isomorphisme, il en résulte que 𝐷(𝑠 ⊗ 𝑠′) = 𝐷(𝑠𝑠′) = 𝐷(𝑠) ∩ 𝐷(𝑠′), comme

annoncé.

3.4.6.2 Soit 𝑠 une section globale de L . Il existe un unique morphisme ℓ de O𝑋 vers L qui

envoie 1 sur 𝑠 : celui donné par la formule 𝑓 ↦ 𝑓𝑠. Nous allons montrer que ℓ est

un isomorphisme si et seulement si 𝐷(𝑠) = 𝑋 ; si c’est le cas, nous dirons que 𝑠 est

inversible.

Si ℓ est un isomorphisme, on a 𝐷(𝑠) = 𝐷(1) = 𝑋. Réciproquement, supposons que

𝐷(𝑠) = 𝑋. Pour montrer que ℓ est un isomorphisme, on peut raisonner localement et

donc supposer que L = O𝑋. Dans ce cas, 𝑠 est une fonction inversible, et ℓ est donc

bien un isomorphisme de réciproque 𝑓 ↦ 𝑓/𝑠.

3.4.6.3 La flèche ℓ ↦ ℓ(1) établit donc une bijection entre l’ensemble des isomorphismes

de O𝑋 vers L et l’ensemble des sections inversibles de L . Si 𝑠 est une telle section,

l’isomorphisme qui lui correspond est 𝑓 ↦ 𝑓𝑠, et sa réciproque sera notée 𝑡 ↦ 𝑡/𝑠.

Soit 𝑠 une section inversible de L et soit 𝑠′ une section inversible de L ′. La section

𝑠⊗ 𝑠′ de L ⊗O𝑋 L ′ est inversible d’après 3.4.6.1. Si 𝑓 et 𝑔 sont deux sections de O𝑋 (sur

un ouvert de 𝑋) on a 𝑓𝑠 ⊗ 𝑔𝑠′ = 𝑓𝑔(𝑠 ⊗ 𝑠′) ; il en résulte que si 𝑡 et 𝑡′ sont des sections

respectives de L et L ′ alors

(𝑡 ⊗ 𝑡′)/(𝑠 ⊗ 𝑠′) = (𝑡/𝑠) ⋅ (𝑡′/𝑠′).

3.4.6.4 Soit 𝑠 une section inversible de L et soit 𝑠′ une section de L ′. Il est immédiat qu’il

existe un et un seul morphisme de L vers L ′ envoyant 𝑠 sur 𝑠′, donné par la formule

𝑡 ↦ (𝑡/𝑠)𝑠′. Ce morphisme est un isomorphisme si et seulement si 𝑠′ est inversible.

Cette condition est en effet clairement nécessaire, et si elle est satisfaite on vérifie

aussitôt que 𝜏 ↦ (𝜏/𝑠′)𝑠 est un inverse à gauche et à droite du morphisme considéré.

3.4.7 On peut penser à un O𝑋-module L localement libre de rang 1 comme à une famille d’es-

paces vectoriels de dimension 1 (celle des 𝜅(𝑥) ⊗ L lorsque 𝑥 parcourt 𝑋), les sections

inversibles correspondant aux familles d’éléments non nuls, c’est-à-dire aux bases.

3.4.7.1 Un O𝑋-module localement libre de rang 1 n’admet pas nécessairement de section inver-

sible (puisqu’il n’est pas forcément trivial, cf. 3.4.2). Modulo l’interprétation donnée

au 3.4.7, cela correspond au fait que si un espace vectoriel abstrait de dimension 1 sur

un corps admet toujours une base, il n’en admet aucune qui soit canonique – et il n’y a
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donc en général aucune raison de pouvoir faire un choix « cohérent » de bases dans

une famille de tels espaces vectoriels.

3.4.7.2 Plusieurs faits mentionnés ci-dessus (3.4.6.1, 3.4.6.3) font apparaître une certaine

parenté entre le produit tensoriel des sections de O𝑋-modules localement libres de

rang 1 et le produit classique des fonctions. C’est, là encore, la déclinaison en famille

d’un phénomène qui existe déjà au niveau des espaces vectoriels de dimension 1, que

nous allons maintenant expliquer.

Soient 𝐿 et 𝐿′ deux espaces vectoriels de dimension 1 sur un corps 𝑘. Si l’on choisit

une base de 𝐿 et une base de 𝐿′, on obtient deux isomorphismes 𝐿 ≃ 𝑘 et 𝐿′ ≃ 𝑘, modulo

lesquels il devient possible de multiplier un élément de 𝐿 par un élément de 𝐿′ (on

obtient un scalaire). Cette opération est évidemment hautement non canonique : elle

dépend de façon cruciale du choix des bases.

Pour « multiplier » les éléments de 𝐿 par ceux de 𝐿′ de manière intrinsèque, on utilise

le produit tensoriel

⊗∶ 𝐿 × 𝐿′ → 𝐿 ⊗𝑘 𝐿′.

Il y a bien entendu un lien entre nos deux constructions d’un produit : si 𝑣 est une

base de 𝐿 et 𝑣′ une base de 𝐿′ alors 𝑣 ⊗ 𝑣′ est une base de 𝐿 ⊗𝑘 𝐿′ ; chacune de ces bases

identifie l’espace vectoriel correspondant à 𝑘, et le diagramme

𝐿 × 𝐿′ 𝐿 ⊗𝑘 𝐿′

𝑘 × 𝑘 𝑘

(𝜆,𝜇)↦𝜆⊗𝜇

(𝑎,𝑏)↦ 𝑎𝑏

≃(𝑎,𝑏)↦ (𝑎𝑣,𝑏𝑣′) ≃ 𝑎↦ 𝑎𝑣⊗ 𝑣′

commute.

Vous avez déjà maintes fois rencontré, probablement de façon implicite, ce genre de

considérations en... physique. La mesure d’une grandeur y est un effet le plus souvent

non un scalaire bien déterminé, mais un élément d’un ℝ-espace vectoriel réel de

dimension 1 (celui des temps, celui des longueurs...), dont le choix d’une base revient

à celui d’une unité de référence. Une phrase courante comme « lorsqu’on multiple

deux longueurs, on obtient une aire » évoque une opération qui, conceptuellement, ne

consiste pas à multiplier deux nombres réels (même si en pratique, c’est évidemment ce

que l’on fait, une foix choisi un système d’unités), mais à appliquer le produit tensoriel

𝐿 × 𝐿 → 𝐿⊗ 2, où 𝐿 est l’espace vectoriel des longeurs (et 𝐿⊗ 2 celui des aires). Si l’on

note 𝑚 la base de 𝐿 correspondant au choix du mètre comme unité de longueur, la

base 𝑚 ⊗𝑚 de 𝐿⊗ 2 est celle qui correspond au mètre carré comme unité d’aire.

La division d’une longueur par un temps (non nul) pour obtenir une vitesse est un

tout petit peu plus délicate à décrire en termes intrinsèques : si 𝑇 désigne l’espace des

temps, elle consiste à associer à un couple (ℓ, 𝑡) de 𝐿 × (𝑇 ⧵ {0}) l’élément 𝑙 ⊗ 𝑡−1 de

l’espace des vitesses 𝐿⊗ℝ𝑇∨, où 𝑡−1 est la forme linéaire 𝜏 ↦ 𝜏/𝑡 sur l’espace vectoriel 𝑇
(si l’on préfère, on peut décrire 𝑡−1 comme la base duale de 𝑡). Si 𝑠 désigne la base
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de 𝑇 correspondant au choix de la seconde comme unité de temps, la base 𝑚 ⊗ 𝑠−1 de

𝐿 ⊗ℝ 𝑇∨ est celle qui correspond au mètre par second comme unité de vitesse.

Cocycles

3.4.8 Nous allons maintenant définir des objets (qui sont des cas particuliers de construc-

tions cohomologiques très générales) dont nous nous servirons pour fabriquer des

O𝑋-modules localement libres de rang 1 par recollement.

3.4.8.1 Soit (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement ouvert de 𝑋. Un cocycle subordonné au recouvrement 𝑈𝑖 est

la donnée, pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’indices, d’un élément 𝑓𝑖𝑗 ∈ O𝑋(𝑈𝑖∩𝑈𝑗)×, satisfaisant

les conditions suivantes (on pourrait déduire 2) de 1) et 3), mais nous avons préféré

la faire figurer explicitement) :

1) 𝑓𝑖𝑖 = 1 pour tout 𝑖 ;
2) 𝑓𝑖𝑗 = 𝑓−1

𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗) ;

3) 𝑓𝑖𝑗 ⋅𝑓𝑗𝑘 = 𝑓𝑖𝑘 pour tout (𝑖, 𝑗, 𝑘) là où cette égalité a un sens, c’est-à-dire sur𝑈𝑖∩𝑈𝑗∩𝑈𝑘.

L’ensemble 𝑍(𝑈𝑖) des cocycles subordonnés à (𝑈𝑖) hérite d’une structure naturelle de

groupe, induite par la multiplication des fonctions.

3.4.8.2 Un premier exemple : les cobords. Donnons-nous pour tout 𝑖 un élément 𝑎𝑖 ∈ O𝑋(𝑈𝑖)×.
Pour tout (𝑖, 𝑗), on note 𝑓𝑖𝑗 l’élément inversible (𝑎𝑖/𝑎𝑗) de O𝑋(𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗)×. La famille

(𝑓𝑖𝑗) est alors un cocycle subordonné à (𝑈𝑖). Les cocycles de cette forme sont appelés

cobords ; l’ensemble 𝐵(𝑈𝑖) des cobords subordonnés à (𝑈𝑖) est un sous-groupe de 𝑍(𝑈𝑖).

3.4.9 Cocycles etO𝑋-modules localement lıbres de rang 1. On fixe un O𝑋-module L0 ,

localement libres de rang 1. Soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de𝑋. Le but de ce qui suit

est de construire une bijection entre le groupe 𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖) et l’ensemble 𝐺(𝑈𝑖),L0 ⊂ Pic𝑋
des classes d’isomorphie de O𝑋-module L localement libres de rang 1 et tels que

L |𝑈𝑖 = L0|𝑈𝑖 pour tout 𝑖 ; nous dirons plus simplement qu’un tel L est L0-trivialisé

par (𝑈𝑖). Notons qu’un O𝑋-module localement libre de rang 1 est O𝑋-trivialisé par

(𝑈𝑖) si et seulement s’il est trivialisé par (𝑈𝑖) au sens de 3.4.1.1.

3.4.9.1 Soit donc L un O𝑋-module localement libre de rang 1 qui est L0-trivialisé par (𝑈𝑖) ;

nous allons expliquer comment lui associer un élément de 𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖).

Choisissons pour tout 𝑖 un isomorphisme ℓ𝑖 ∶ L0|𝑈𝑖 → L |𝑈𝑖. Pour tout couple (𝑖, 𝑗), la

composée ℓ𝑖 ∘ℓ−1𝑗 est un automorphisme de L |𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 , c’est-à-dire, en vertu de 3.4.4, une

homothétie de rapport 𝑓𝑖𝑗 pour une certaine fonction 𝑓𝑖𝑗 ∈ O𝑋(𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗)×, uniquement

déterminée. On vérifie immédiatement que (𝑓𝑖𝑗) est un cocycle subordonné à (𝑈𝑖).

Donnons-nous une seconde collection d’isomorphismes 𝜆𝑖 ∶ L0|𝑈𝑖 → L |𝑈𝑖 , et soit

(𝑔𝑖𝑗) le cocycle qui lui est associé par le procédé ci-dessus. Pour tout 𝑖, la composée

ℓ𝑖 ∘ 𝜆−1
𝑖 est un automorphisme de L |𝑈𝑖 , c’est-à-dire, en vertu de 3.4.4, une homothétie

de rapport 𝑎𝑖 pour une certaine fonction 𝑎𝑖 ∈ O𝑋(𝑈𝑖)×, uniquement déterminée. On

vérifie alors aussitôt que 𝑓𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 ⋅ (𝑎𝑖/𝑎𝑗) pour tout (𝑖, 𝑗).

Ainsi, la classe du cocycle (𝑓𝑖𝑗) modulo 𝐵(𝑈𝑖) ne dépend pas du choix du système (ℓ𝑖),
mais seulement de L ; on la note 𝔥(L ).
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3.4.9.2 Remarque. Si L ′ est un autre O𝑋-module localement libre de rang 1 et si 𝜃 ∶ L → L ′

est un isomorphisme, il résulte aussitôt des définitions que le cocycle associé par

la collection d’isomorphismes (𝜃 ∘ ℓ𝑖 ∶ L0|𝑈𝑖 ≃ L ′|𝑈𝑖) est égal à (𝑓𝑖𝑗). Ainsi, 𝔥(L )
ne dépend que de la classe d’isomorphie de L . On peut donc voir 𝔥 comme une

application de 𝐺(𝑈𝑖),L0 vers 𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖).

3.4.9.3 Nous allons maintenant construire une application 𝔩 de 𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖) vers 𝐺(𝑈𝑖),L0 , puis

montrer que 𝔩 et 𝔥 sont deux bijections réciproques l’une de l’autre.

Soit (𝑓𝑖𝑗) un cocycle subordonné à (𝑈𝑖). Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. On définit L (𝑈)
comme l’ensemble des familles (𝑠𝑖) appartenant à ∏𝑖 L0(𝑈 ∩𝑈𝑖) telles que 𝑠𝑖 = 𝑓𝑗𝑖 𝑠𝑗
pour tout (𝑖, 𝑗) là où cette égalité a un sens, c’est-à-dire sur 𝑈 ∩ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 (en termes

informels, on « tord » la condition de coïncidence usuelle par le cocycle (𝑓𝑖𝑗)).

On voit aussitôt que L est un faisceau, qui possède une structure naturelle de O𝑋-

module (la multiplication externe se fait composante par composante). Fixons un

indice 𝑘. Pour tout ouvert 𝑈 ⊂ 𝑈𝑘 et toute section 𝑠 appartenant à L0(𝑈), la famille

(𝑠𝑖) ∈ ∏L0(𝑈 ∩𝑈𝑖) définie par la formule 𝑠𝑖 = 𝑓𝑘𝑖 𝑠 est une section de L sur 𝑈 (nous

laissons le lecteur le vérifier – cela repose de manière essentielle sur le fait que (𝑓𝑖𝑗) est

un cocycle).

On définit par ce biais un morphisme ℓ𝑘 ∶ L0|𝑈𝑘 ≃ L |𝑈𝑘. Il est immédiat que ℓ𝑘 est un

isomorphisme de réciproque (𝑠𝑖) ↦ 𝑠𝑘. Autrement dit, sur l’ouvert 𝑈𝑘 on peut identifier

L à L0 en ne regardant que la composante d’indice 𝑘. Ainsi, L est L0-trivialisé par (𝑈𝑖).
On dit que L est obtenu en tordant L0 par le cocycle (𝑓𝑖𝑗).

3.4.9.4 Remarque. Il résulte des définitions que le cocycle associé au système d’isomorphismes

(ℓ𝑖) par le procédé décrit au 3.4.9.1 est précisément (𝑓𝑖𝑗).

3.4.9.5 Donnons-nous pour tout 𝑖 une fonction inversible 𝑎𝑖 sur 𝑈𝑖. Soit (𝑔𝑖𝑗) le cocycle défini

par la formule 𝑔𝑖𝑗 = (𝑎𝑖/𝑎𝑗)𝑓𝑖𝑗 , et soit M le O𝑋-module localement libre de rang 1
associé à (𝑔𝑖𝑗) par le procédé décrit ci-dessus. On montre sans difficulté que la formule

(𝑠𝑖) ↦ (𝑎−1𝑖 𝑠𝑖) définit un isomorphisme de L sur M , de réciproque (𝑡𝑖) ↦ (𝑎𝑖𝑡𝑖).

La construction du 3.4.9.3 permet ainsi d’associer à toute classe ℎ appartenant à

𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖) une classe 𝔩(ℎ) ∈ 𝐺(𝑈𝑖),L0. La remarque 3.4.9.4 ci-dessus assure que 𝔥 ∘ 𝔩 =
Id𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖)

.

3.4.9.6 Il reste à montrer que 𝔩 ∘ 𝔥 = Id𝐺(𝑈𝑖),L0
.

Soit L un O𝑋-module localement libre de rang 1 qui est L0-trivialisé par (𝑈𝑖). On se

donne un système d’isomorphismes

(ℓ𝑖 ∶ L0|𝑈𝑖 ≃ L |𝑈𝑖) ;

on lui associe un cocycle (𝑓𝑖𝑗) comme au 3.4.9.1, puis on associe à (𝑓𝑖𝑗) un O𝑋-module

L ′ par le procédé décrit au 3.4.9.3. Il suffit pour conclure de démontrer que L ′ ≃ L .
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Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soit (𝑠𝑖) une section de L ′ sur 𝑈. Par construction, on a pour

tout (𝑖, 𝑗) l’égalité ℓ𝑖(𝑠𝑖) = ℓ𝑗(𝑠𝑗) là où elle a un sens, c’est-à-dire sur 𝑈 ∩ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗. Les

ℓ𝑖(𝑠𝑖) se recollent donc en une section de L sur 𝑈. En faisant varier 𝑈, on obtient un

morphisme L ′ → L ; nous laissons le lecteur vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme,

de réciproque 𝑠 ↦ (ℓ−1𝑖 (𝑠))𝑖.

3.4.9.7 Les applications 𝔩 et 𝔥 mettent donc comme annoncé 𝑍(𝑈𝑖)/𝐵(𝑈𝑖) et 𝐺(𝑈𝑖),L0 en bijection.

Supposons que L0 = O𝑋. Il est immédiat que 𝐺(𝑈𝑖),O𝑋 est un sous-groupe de Pic𝑋.

Nous laissons au lecteur le soin de prouver que 𝔥 et 𝔩 sont alors des isomorphismes

de groupes ; cela repose essentiellement sur le bon comportement du produit tensoriel

vis-à-vis de la multiplication des fonctions (3.4.6.1-3.4.6.3).
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4 Le spectre comme espace topologıque

4.1 Spectre d’un anneau

Motıvatıon et défınıtıon

4.1.1 Soit𝐴 un anneau. La géométrie algébrique à la Grothendieck se propose de lui associer

un objet de nature géométrique, en partant du postulat suivant, conforme à l’intuition

provenant de théories classiques (géométrie différentielle, géométrie analytique com-

plexe, géométrie algébrique au sens des articles FAC et GAGA de Serre...) : en géométrie,

un « point » est quelque chose en lequel on peut évaluer des fonctions, le résultat étant à valeurs

dans un corps.

4.1.2 On décide donc d’associer à tout morphisme 𝐴 → 𝐾, où 𝐾 est un corps, un point de

notre objet géométrique à construire – l’idée étant qu’on doit penser au morphisme en

question comme à l’évaluation en le point correspondant.

4.1.2.1 Mais il y a beaucoup trop de tels morphismes 𝐴 → 𝐾, lorsque 𝐾 varie (au point que

ceux-ci ne constituent même pas un ensemble). Il faut donc en identifier certains pour

obtenir un objet raisonnable. On décide ainsi que pour tout diagramme commutatif

𝐾′

𝐴 𝐾

les morphismes 𝐴 → 𝐾 et 𝐴 → 𝐾′ définissent le même point. C’est naturel : il s’agit

simplement de dire qu’on ne change pas un point en agrandissant artificiellement le

corps sur lequel il est défini.

Par exemple, l’évaluation𝑃 ↦ 𝑃(0) est un morphisme deℝ[𝑇]dansℝ ; on peut toujours

s’amuser à le voir comme un morphisme de ℝ[𝑇] dans ℂ , mais il s’agira encore de

l’évaluation en l’origine : qu’on considère celle-ci comme un point réel ou un point

complexe importe peu, c’est le « même » point.

4.1.2.2 L’objet que l’on souhaite associer à 𝐴 peut donc être défini comme le quotient de

{𝐴 → 𝐾 }𝐾 corps par la relation qu’engendrent les identifications mentionnées ci-dessus.
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Ce n’est certes pas une définition très tangible. Mais il résulte de 2.2 que ce quotient

est en bijection naturelle avec l’ensemble Spec𝐴 des idéaux premiers de 𝐴, de la façon

suivante :

à la classe d’un morphisme 𝐴 → 𝐾 on associe le noyau de 𝐴 → 𝐾 ;

à un idéal premier 𝔭 on fait correspondre la classe de la flèche composée 𝐴 →
𝐴/𝔭 ↪ Frac𝐴/𝔭.

De plus, d’après loc. cit., 𝐴 → Frac𝐴/𝔭 est le plus petit morphisme de sa classe :

tout morphisme 𝐴 → 𝐾 appartenant à celle-ci admet une unique factorisation 𝐴 →
Frac𝐴/𝔭 ↪ 𝐾.

4.1.3 L’objet de base associé à un anneau 𝐴 par la théorie des schémas est donc l’ensemble

Spec𝐴 de ses idéaux premiers. Toutefois, pour favoriser l’intuition géométrique, il

est préférable de penser aux éléments de Spec𝐴 comme à des points, et de se rappeler

qu’à tout point 𝑥 de Spec𝐴 correspond, selon les besoins :

un idéal premier 𝔭 de 𝐴 ;

une classe de morphismes 𝐴 → 𝐾, où 𝐾 est un corps, qui admet un plus petit

élément 𝐴 → 𝜅(𝑥) que l’on note suggestivement 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥).
Le lien entre les deux se déduit de 4.1.2.2 : on a

𝔭 = {𝑓 ∈ 𝐴 | 𝑓(𝑥) = 0},

le corps 𝜅(𝑥) est égal à Frac𝐴/𝔭 et𝐴 → 𝜅(𝑥) est la flèche canonique de𝐴 vers Frac𝐴/𝔭,

composée de la flèche quotient 𝐴 → 𝐴/𝔭 et de l’injection de 𝐴/𝔭 dans son corps des

fractions. On dit que 𝜅(𝑥) est le corps résiduel du point 𝑥.

4.1.4 Ainsi, 𝐴 apparaît comme une sorte d’anneaux de fonctions sur Spec𝐴, au moins dans

le sens où l’on dispose pour tout 𝑥 ∈ Spec𝐴 d’un morphisme d’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥),
à valeurs dans le corps 𝜅(𝑥) qui dépend a priori de 𝑥.

4.1.4.1 Inversibilité : tout se passe bien. Soit 𝑓 ∈ 𝐴. L’élément 𝑓 appartient à𝐴× si et seulement s’il

n’appartient à aucun idéal premier de 𝐴 ; autrement dit, 𝑓 est inversible si et seulement

si 𝑓(𝑥) ≠ 0 pour tout 𝑥 ∈ Spec𝐴 : en ce qui concerne l’inversibilité, 𝐴 se comporte

effectivement comme un anneau de fonctions classiques sur Spec𝐴.

4.1.4.2 Annulation en tout point : les limites du point de vue fonctionnel. Soit 𝑓 ∈ 𝐴. On a 𝑓(𝑥) = 0
pour tout 𝑥 ∈ Spec𝐴 si et seulement si 𝑓 appartient à tous les idéaux premiers de 𝐴,

c’est-à-dire si et seulement si 𝑓 est nilpotent (le lemme 2.2.16).

Ainsi, lorsque 𝐴 n’est pas réduit, 𝑓 peut s’annuler en tout point sans être elle-même

nulle, et il est donc abusif de qualifier les éléments de 𝐴 de fonctions ; on le fait tout

de même parfois en pratique, soit parce qu’on travaille avec des anneaux réduits, soit

pour le confort de l’analogie – mais il faut garder en tête le problème des nilpotents !

La topologıe de Zarıskı

Nous allons maintenant définir une topologie sur Spec𝐴, et établir ses propriétés de

base, avant d’en venir aux premiers exemples de spectres.
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4.1.5 Soit 𝐸 une partie de 𝐴. On note 𝑉(𝐸) l’ensemble des points 𝑥 de Spec𝐴 tels que

𝑓(𝑥) = 0 pour tout 𝑓 ∈ 𝐸.

4.1.6 Si (𝐸𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille de sous-ensembles de 𝐴, on voit immédiatement que

⋂𝑉(𝐸𝑖) = 𝑉(⋃𝐸𝑖). Supposons maintenant que 𝐼 est fini, et soit 𝐹 l’ensemble des

éléments de 𝐴 de la forme ∏𝑖∈𝐼 𝑓𝑖 où 𝑓𝑖 ∈ 𝐸𝑖 pour tout 𝑖 ; on vérifie là encore sans

problèmes que 𝑉(𝐹) = ⋃𝑉(𝐸𝑖).

4.1.7 Soit 𝐸 ∈ 𝐴. Les faits suivants découlent sans difficulté des définitions.

4.1.7.1 Si 𝐼 désigne l’idéal engendré par 𝐸 alors 𝑉(𝐸) = 𝑉(𝐼).

4.1.7.2 Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴 et soit 𝔭 l’idéal premier correspondant. Le point 𝑥 appartient à 𝑉(𝐸) si

et seulement si 𝐸 ⊂ 𝔭.

4.1.8 Il résulte de 4.1.6 que les parties de la forme 𝑉(𝐸) pour 𝐸 ⊂ 𝐴 sont les fermés d’une

topologie sur Spec𝐴, dite de Zariski. Par construction, les ouverts de Spec𝐴 sont les

parties qui sont réunion de sous-ensembles de la forme

𝐷(𝑓) ≔ {𝑥 ∈ Spec𝐴 | 𝑓(𝑥) ≠ 0}

où 𝑓 ∈ 𝐴. Notons que 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓) ∩𝐷(𝑔) pour tout (𝑓, 𝑔) ∈ 𝐴2, et que si 𝑥 est un

point de Spec𝐴 correspondant à un idéal premier 𝔭 alors 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) si et seulement si

𝑓 ∉ 𝔭.

4.1.9 La topologie de Zariski ne ressemble guère aux topologies usuelles. Par exemple,

en général les points de Spec𝐴 ne sont pas tous fermés (et Spec𝐴 n’est a fortiori pas

séparé).

Plus précisément, soit 𝑥 ∈ Spec𝐴 et soit 𝔭 l’idéal premier correspondant. Il découle

tautologiquement de la définition de la topologie de Zariski que ̅̅̅̅̅{𝑥} est l’ensemble des

points 𝑦 tels que 𝑓(𝑦) = 0 pour toute 𝑓 ∈ 𝐴 s’annulant en 𝑥. Autrement dit, ̅̅̅̅̅{𝑥} = 𝑉(𝔭).
Cela signifie que si 𝑦 est un point de Spec𝐴 correspondant à un idéal premier 𝔮, le

point 𝑦 appartient à ̅̅̅̅̅{𝑥} si et seulement si 𝔭 ⊂ 𝔮. En particulier, le point 𝑥 est fermé si et

seulement si 𝔭 est maximal (et on a alors {𝑥} = 𝑉(𝔭)).

4.1.10 Défınıtıon (espace topologique quasi-compact)
On dit qu’un espace topologique 𝑋 est quasi-compact si de tout recouvrement ouvert

de 𝑋 on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Attention : la différence entre « quasi-compact » et « compact » est que l’on ne requiert

pas qu’un espace quasi-compact soit séparé.

4.1.11 Lemme

Soit (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 une famille d’éléments de 𝐴. Les ouverts 𝐷(𝑓𝑖) recouvrent Spec𝐴 si et

seulement si l’idéal engendré par les 𝑓𝑖 est égal à 𝐴.

Démonstration. On a Spec𝐴 = ⋃𝐷(𝑓𝑖) si et seulement si pour tout 𝑥 appartenant à

Spec𝐴, il existe 𝑖 tel que 𝑓𝑖(𝑥) ≠ 0. En termes d’idéaux premiers, cela se traduit comme
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suit : pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴, il existe 𝑖 tel que 𝑓𝑖 ∉ 𝔭. Cela revient à demander

que l’idéal (𝑓𝑖) ne soit contenu dans aucun idéal premier de 𝐴, c’est-à-dire encore que

l’idéal (𝑓𝑖) soit égal à 𝐴.

4.1.12 Corollaıre

L’espace topologique Spec𝐴 est quasi-compact.

Démonstration. Soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de Spec𝐴. Pour montrer qu’on peut

en extraire un sous-recouvrement fini, on peut le raffiner, ce qui autorise à supposer

que 𝑈𝑖 est pour tout 𝑖 égal à 𝐷(𝑓𝑖) pour un certain 𝑓𝑖 ∈ 𝐴.

Puisque les𝐷(𝑓𝑖) recouvrent Spec𝐴, le lemme 4.1.11 assure que l’idéal (𝑓𝑖) est égal à𝐴.

Cela signifie que 1 ∈ (𝑓𝑖). Autrement dit, 1 s’écrit comme une combinaison finie∑ 𝑎𝑖𝑓𝑖.
Si 𝐽 désigne l’ensemble des indices apparaissant effectivement dans cette écriture, on a

1 ∈ (𝑓𝑖)𝑖∈𝐽 , ce qui veut dire que idéal engendré par les 𝑓𝑖 pour 𝑖 ∈ 𝐽 est déjà égal à 𝐴.

Il résulte alors de loc. cit. que Spec𝐴 = ⋃𝑖∈𝐽𝐷(𝑓𝑖).

4.1.13 Commentaıres. La quasi-compacité est une propriété de finitude qui n’est pas un

avatar schématique raisonnable de la compacité. Un tel avatar existe, c’est la propreté

que nous rencontrerons plus bas, et qui ne peut pas être définie en termes purement

topologiques.

Premıers exemples

4.1.14 Si 𝐴 est un anneau, Spec𝐴 = ∅ si et seulement si 𝐴 n’a pas d’idéal premier, c’est-à-dire

si et seulement si 𝐴 = {0}. Dans le cas contraire, 𝐴 admet un idéal maximal, et Spec𝐴
possède donc au moins un point fermé (4.1.9).

4.1.15 Soit 𝑘 un corps. Il possède un unique idéal premier, à savoir {0}. Son spectre est donc

un singleton {𝑥}, et 𝜅(𝑥) = Frac(𝑘/{0}) = 𝑘 ; l’évaluation en 𝑥 est bien entendu l’identité

de 𝑘.

4.1.16 Descrıptıon de Specℤ. Donnons la liste des idéaux premiers de ℤ.

4.1.16.1 Les idéaux maximaux. Ils sont de la forme (𝑝) avec 𝑝 premier. À tout nombre premier 𝑝
est donc associé un point fermé 𝑥𝑝 de Specℤ , qui vérifié l’égalité 𝑉(𝑝) = {𝑥𝑝 } : c’est

donc l’unique point d’annulation de 𝑝 vu comme fonction sur Specℤ.

On a 𝜅(𝑥𝑝) = 𝔽𝑝 , et 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥𝑝) est simplement la réduction modulo 𝑝.

4.1.16.2 L’idéal (0). Soit 𝜂 le point correspondant de Specℤ. On a

̅̅̅̅̅{𝜂} = 𝑉(0) = Specℤ.

Le point 𝜂 est donc dense dans Specℤ ; on dit aussi qu’il est générique.

On a 𝜅(𝜂) = ℚ , et 𝑓 ↦ 𝑓(𝜂) est simplement l’injection canonique ℤ ↪ ℚ.
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4.1.17 Les fermés de Specℤ. Soit 𝐹 un fermé de Specℤ. Il est de la forme 𝑉(𝐼) pour un

certain idéal 𝐼, que l’on peut écrire (𝑎) avec 𝑎 ∈ ℕ (puisque ℤ est principal) ; on a

𝐹 = 𝑉(𝑎).

4.1.17.1 Si 𝑎 = 0 alors 𝐹 = Specℤ.

4.1.17.2 Si 𝑎 ⩾ 1, on peut écrire 𝑎 = ∏ 𝑝𝑛𝑖𝑖 où les 𝑝𝑖 sont des nombres premiers deux à deux

distincts et les 𝑛𝑖 des entiers strictement positifs. On a alors 𝐹 = {𝑥𝑝1,⋯ , 𝑥𝑝𝑛 }.

4.1.17.3 En conclusion les fermés de Specℤ sont d’une part Specℤ lui-même, d’autre part les

ensembles finis de points fermés.

4.1.18 Descrıptıon de Spec 𝑘[𝑇]. Soit 𝑘 un corps. Nous allons maintenant décrire le spectre

de 𝑘[𝑇], qui est l’avatar schématique d’une variété algébrique sur 𝑘 (au sens naïf)

particulièrement simple : la droite affine 𝑘. Commençons par donner la liste des idéaux

premiers de 𝑘[𝑇].

4.1.18.1 Les idéaux maximaux. Ils sont de la forme (𝑃) avec 𝑃 irréductible unitaire. À tout

polynôme irréductible unitaire 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇] est donc associé un point fermé 𝑥𝑃 de Spec 𝑘[𝑇],
qui vérifié l’égalité 𝑉(𝑃) = {𝑥𝑃 } : c’est donc l’unique point d’annulation de 𝑃 vu comme

fonction sur Spec 𝑘[𝑇].

On a 𝜅(𝑥𝑃) = 𝑘[𝑇]/(𝑃), et 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥𝑃) est simplement la réduction modulo 𝑃.

4.1.18.2 L’idéal (0). Soit 𝜂 le point correspondant de Spec 𝑘[𝑇]. On a

̅̅̅̅̅{𝜂} = 𝑉(0) = Spec 𝑘[𝑇].

Le point 𝜂 est donc dense dans Spec 𝑘[𝑇] ; on dit aussi qu’il est générique.

On a 𝜅(𝜂) = 𝑘(𝑇), et 𝑓 ↦ 𝑓(𝜂) est l’injection canonique 𝑘[𝑇] ↪ 𝑘(𝑇).

4.1.18.3 Les points classiques. Soit 𝜆 un élément de 𝑘. L’unique point d’annulation de 𝑇 − 𝜆 sur

Spec 𝑘[𝑇] est 𝑥𝑇−𝜆 , et l’on dispose d’un isomorphisme

𝜅(𝑥𝑇−𝜆) = 𝑘[𝑇]/(𝑇 − 𝜆) ≃ 𝑘

modulo lequel l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥𝑇−𝜆) est simplement l’évaluation usuelle en 𝜆. On

peut donc penser à 𝑥𝑇−𝜆 comme au point classique 𝜆 de la droite affine 𝑘 ; pour cette

raison, nous écrirons le plus souvent 𝜆 au lieu de 𝑥𝑇−𝜆.

Lorsque 𝑘 est algébriquement clos, tout polynôme irréductible de 𝑘[𝑇] est de la forme

𝑇 − 𝜆, et tous les points fermés de Spec 𝑘[𝑇] sont donc des points classiques : hormis le

point générique, tous les points de Spec 𝑘[𝑇] sont des « vrais » points.

4.1.19 Les fermés de Spec 𝑘[𝑇]. Soit 𝐹 un fermé de Spec 𝑘[𝑇]. Il est de la forme 𝑉(𝐼) pour

un certain idéal 𝐼, que l’on peut écrire (𝑄) où 𝑄 est un élément de 𝑘[𝑇] nul ou unitaire

(puisque 𝑘[𝑇] est principal) ; on a 𝐹 = 𝑉(𝑄).

4.1.19.1 Si 𝑄 = 0 alors 𝐹 = Spec 𝑘[𝑇].
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4.1.19.2 Si 𝑄 ⩾ 0, on peut écrire 𝑄 = ∏𝑛
𝑖=1 𝑃

𝑛𝑖
𝑖 où les 𝑃𝑖 sont des polynômes irréductibles

unitaires deux à deux distincts et les 𝑛𝑖 des entiers strictement positifs. On a alors

𝐹 = {𝑥𝑃1,⋯ , 𝑥𝑃𝑛 }.

4.1.19.3 En conclusion les fermés de Spec 𝑘[𝑇] sont d’une part Spec 𝑘[𝑇] lui-même, d’autre part

les ensembles finis de points fermés.

4.1.20 Un exemple de poınt fermé non naïf. Le polynôme 𝑇2+1 de ℝ[𝑇] étant irréductible,

il définit un point fermé 𝑥𝑇2+1 de Specℝ[𝑇], qui est l’unique point en lequel 𝑇2 + 1
s’annule. Son corps résiduel ℝ[𝑇]/(𝑇2 + 1) est isomorphe à ℂ (comme extension de ℝ)

de deux manières différentes : on peut envoyer𝑇 sur i ou−i ; le morphisme d’évaluation

𝑓 ↦ 𝑓(𝑥𝑇2+1) s’identifie à l’évaluation classique 𝑓 ↦ 𝑓(i) dans le premier cas, et à

𝑓 ↦ 𝑓(−i) dans le second cas.

On voit que les points classques i et −i de la droite affine complexe induisent le

même point fermé de Specℝ[𝑇] : cela traduit le fait que i et −i sont en quelque sorte

ℝ-indiscernables.

4.1.21 Spectre d’une 𝑘-algèbre de type fını. Soit 𝑘 un corps. Nous allons maintenant

généraliser ce que nous venons de voir pour 𝑘[𝑇] à toutes les 𝑘-algèbres de type fini.

Soit donc 𝐴 une telle algèbre.

On fixe une présentation 𝐴 ≃ 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃1,⋯ ,𝑃𝑟) de 𝐴. On note 𝑋 le spectre de 𝐴 ;

c’est l’avatar schématique de la « variété algébrique sur 𝑘 définie par le système d’équa-

tions 𝒮 ≔ {𝑃1 = 0,⋯ ,𝑃𝑟 = 0} ».

4.1.21.1 Remarque. Tout morphisme de 𝐴 vers un corps 𝐿 fait naturellement de ce dernier

une extension de 𝑘 via la flèche composée 𝐴 → 𝐿 → 𝑘 ; notons que 𝐴 → 𝐿 est alors

tautologiquement un 𝑘-morphisme.

En particulier, pour tout point 𝑥 de 𝐴, le morphisme d’évaluation 𝐴 → 𝜅(𝑥) fait de

𝜅(𝑥) une extension de 𝑘.

4.1.21.2 Soit 𝑋0 l’ensemble des points fermés de 𝑋 ; il est non vide dès que 𝐴 est non nulle

(4.1.14). On déduit du Nullstellensatz, et plus précisément de sa variante donnée par

l’énoncé 2.10.7, que 𝑋0 est l’ensemble des points 𝑥 ∈ 𝑋 tels que 𝜅(𝑥) soit une extension

finie de 𝑘.

4.1.21.3 Pour toute extension 𝐿 de 𝑘 on note 𝑋(𝐿) l’ensemble Hom𝑘(𝐴, 𝐿). Cela peut paraître

abusif, puisque 𝑋 semble dès lors désigner à la fois l’espace topologique Spec𝐴 et

un foncteur 𝐿 ↦ 𝑋(𝐿), mais nous verrons plus loin qu’une telle notation est tout à

fait justifiée ; nous nous permettons donc de l’utiliser dès maintenant, car elle va être

commode et n’entraînera aucune confusion.

Pour toute extension 𝐿 de 𝑘 les formules

𝜑 ↦ (𝜑( ̅̅̅𝑇1),⋯ ,𝜑(̅̅̅𝑇𝑛))
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et

(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ↦ [𝑓 ↦ 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)]

établissent une bijection entre 𝑋(𝐿) et le sous-ensemble de 𝐿𝑛 formé des solutions du

système 𝒮. Selon les circonstances, nous verrons donc les éléments de 𝑋(𝐿) comme

des morphismes aussi bien que comme des 𝑛-uplets d’éléments de 𝐿.

4.1.21.4 Soit 𝐿 une extension de 𝑘 et soit 𝐴 → 𝐿 un élément de 𝑋(𝐿). Le morphisme d’anneaux

𝐴 → 𝐿 induit un point 𝑥 de 𝑋 et 𝐴 → 𝐿 admet une factorisation canonique sous

la forme 𝐴 → 𝜅(𝑥) ↪ 𝐿 (cf. 4.1.2.2 et 4.1.3) ; il est immédiat que 𝜅(𝑥) ↪ 𝐿 est un

𝑘-morphisme.

Si 𝑥 ∈ 𝑋, il est induit d’après 4.1.2.2 et 4.1.3 par un morphisme 𝐴 → 𝐿 pour un certain

corps 𝐿 ; ce morphisme fait de 𝐿 une 𝑘-extension et appartient dès lors à Hom𝑘(𝐴, 𝐿) =
𝑋(𝐿) (4.1.21.1).

On a ainsi défini pour toute extension 𝐿 de 𝐾 une application de𝑋(𝐿) vers𝑋, et montré

que tout point de 𝑋 appartient à l’image de 𝑋(𝐿) → 𝑋 pour une certaine 𝐿.

En un sens, 𝑋 est donc constitué des solutions de 𝒮 à valeurs dans toutes les extensions

de 𝑘. Mais attention : 𝑋(𝐿) → 𝑋 n’est pas injective en général ; la définition de 𝑋 met en

effet en jeu certaines relations d’identifications, décrites en toute généralité en 4.1.2.1.

Nous allons voir plus précisément ce qu’il en est lorsque 𝐿 = 𝑘 et lorsque 𝐿 est une

clôture algébrique de 𝑘.

4.1.21.5 Nous allons démontrer que la flèche 𝑋(𝑘) → 𝑋 est injective, et que son image est

exactement l’ensemble des points 𝑥 tels que 𝜅(𝑥) = 𝑘.

Preuve de l’injectivité. Soit (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑘) et soit 𝑥 son image sur 𝑋. Pour tout 𝑖, le
scalaire 𝑥𝑖 est le seul élément 𝜆 ∈ 𝑘 tel que (𝑇𝑖 − 𝜆)(𝑥) = 0 ; ceci montre que (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛)
peut se reconstituer à partir de 𝑥, et 𝑋(𝑘) → 𝑋 est donc injective.

Description de l’image de 𝑋(𝑘). Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝑘 un élément de 𝑋(𝑘) et soit 𝑥 son image

sur 𝑋. Le corps 𝜅(𝑥) est alors une extension de 𝑘 qui se plonge dans 𝑘, d’où l’égalité

𝜅(𝑥) = 𝑘.

Réciproquement, si 𝑥 ∈ 𝑋 est tel que 𝜅(𝑥) = 𝑘, l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) est un 𝑘-mor-

phisme de 𝐴 dans 𝑘 qui induit 𝑥 ; ainsi, l’image de 𝑋(𝑘) dans 𝑋 est exactement l’en-

semble des points de 𝑋 de corps résiduel 𝑘.

4.1.21.6 L’ensemble 𝑋(𝑘), qui n’est autre que la variété algébrique sur 𝑘 (au sens naïf) définie

par le système 𝒮, s’identifie donc canoniquement au sous-ensemble de 𝑋0 constitué

des points de corps résiduel 𝑘 ; ce sont les points de 𝑋 que l’on peut considérer comme

« classique ». Notons qu’ils sont fermés : on peut pour le voir ou bien invoquer 4.1.21.2,

ou bien remarquer directement que si 𝑥 est un point de 𝑋 tel que 𝜅(𝑥) = 𝑘 l’évaluation

𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) est surjective (grâce aux constantes).

Dans la suite de ce livre nous ne distinguerons plus sauf exception un élément

(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑘) du point fermés 𝑥 correspondant sur 𝑋, cet abus n’induisant le
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plus souvent aucune confusion : l’évaluation en 𝑥 n’est en effet autre que la surjection

𝑓 ↦ 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ; et l’on vérifie aisément que son noyau est l’idéal maximal (̅̅ ̅𝑇𝑖 − 𝑥𝑖)𝑖
(se ramener par une translation au cas où les 𝑥𝑖 sont tous nuls, dans lequel l’assertion

est évidente), ce qui montre que {𝑥} = 𝑉( ̅̅̅𝑇1 − 𝑥1,⋯ , ̅̅̅𝑇𝑛 − 𝑥𝑛).

4.1.21.7 Fixons une clôture algébrique �̅� de 𝑘 ; soit 𝐺 le groupe de Galois de �̅�/𝑘, c’est-à-dire le

groupe des 𝑘-automorphismes de �̅�. Soit 𝑥 ∈ 𝑋0. Comme 𝜅(𝑥) est une extension finie

de 𝑘, il admet un 𝑘-plongement dans �̅� (le lemme 2.9.13). La composée 𝐴 → 𝜅(𝑥) ↪ �̅�
est un élément de 𝑋(�̅�) dont l’image sur 𝑋 est par construction égale à 𝑥.

Réciproquement, donnons-nous un 𝑘-morphisme 𝐴 → �̅�. Comme 𝐴 est de type fini,

son image est engendrée par un nombre fini d’éléments, et est donc une extension

finie 𝐿 de 𝑘. Le morphisme 𝐴 → �̅� se factorisant par la flèche surjective 𝐴 → 𝐿, son

image 𝑥 sur 𝑋 appartient à 𝑋0 et vérifie 𝜅(𝑥) = 𝐿.

Ainsi, la flèche canonique 𝑋(�̅�) → 𝑋 a pour image 𝑋0.

4.1.21.8 Le but est maintenant de décrire le « noyau » de cette flèche, ou plus précisément son

défaut d’injectivité.

Pour commencer, remarquons qu’il y a une action naturelle de 𝐺 sur 𝑋(�̅�), donnée

par la formule 𝑔 ⋅ 𝜑 = 𝑔 ∘ 𝜑 lorsqu’on voit 𝑋(�̅�) comme égal à Hom𝑘(𝐴, 𝑘), et par

𝑔 ⋅ (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = (𝑔(𝑥1),⋯ , 𝑔(𝑥𝑛)) lorsqu’on le voit comme l’ensemble des solutions

de 𝒮 dans �̅�𝑛(si (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) est solution de 𝒮 le 𝑛-uplet (𝑔(𝑥1),⋯ , 𝑔(𝑥𝑛)) l’est encore

car 𝒮 est constitué de polynômes à coefficients dans 𝑘).

Nous allons maintenant démontrer que 𝑋(�̅�) → 𝑋0 identifie 𝑋0 au quotient 𝑋(�̅�)/𝐺.

On retrouve le phénomène entrevu au 4.1.20 : deux points de 𝑋(�̅�) induisent le

même point de 𝑋 si et seulement s’ils sont conjugués sous 𝐺, c’est-à-dire en un sens

𝑘-indiscernables.

Deux éléments de 𝑋(�̅�) conjugués sous l’action de 𝐺 ont même image sur 𝑋0. En effet,

donnons-nous 𝜑∶ 𝐴 → �̅� et 𝑔 ∈ 𝐺. L’existence du diagramme commutatif

�̅�

𝐴 �̅�
𝜑

𝑔 ∘ 𝜑
𝑔 ≃

assure que les images de 𝜑 et 𝑔 ∘ 𝜑 sur 𝑋 coïncident, ce qu’on souhaitait établir.

Deux éléments de 𝑋(�̅�) qui ont même image sur 𝑋0 sont conjugués sous l’action de 𝐺. En

effet, donnons-nous deux 𝑘-morphismes 𝜑 et 𝜓 de 𝐴 vers �̅� qui ont même image 𝑥
sur 𝑋. Cela signifie que 𝜑 et 𝜓 se factorisent tous deux par la surjection canonique

𝐴 → 𝜅(𝑥) ; autrement dit, 𝜑 est induit par un 𝑘-plongement 𝜑′ ∶ 𝜅(𝑥) ↪ �̅�, et 𝜓
par un 𝑘-plongement 𝜓′ ∶ 𝜅(𝑥) ↪ �̅�. Chacun de ses deux plongements fait de �̅� une

clôture algébrique de 𝜅(𝑥). Comme deux telles clôtures algébriques sont isomorphes

(le lemme 2.9.13), il existe un automorphisme 𝑔 de �̅� tel que 𝑔 ∘ 𝜑′ = 𝜓′ ; un tel 𝑔 est
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automatiquement un 𝑘-morphisme (car 𝜑′ et 𝜓′ sont des 𝑘-isomorphismes), ce qui

veut dire qu’il appartient à 𝐺. On a par construction 𝜓 = 𝑔 ∘ 𝜑, ce qui achève la

démonstration.

4.1.21.9 Comme 𝐺 fixe 𝑘, il agit trivialement sur le sous-ensemble 𝑋(𝑘) de 𝑋(�̅�) ; on retrouve

ainsi le fait que 𝑋(𝑘) s’injecte dans 𝑋 (4.1.21.5).

Mentionnons incidemment que l’ensemble des éléments de 𝑋(�̅�) fixes sous l’action

de 𝐺 est égal à 𝑋(𝐿), où 𝐿 est le sous-corps de �̅� formé des éléments fixés par 𝐺. Si

𝑘 est parfait (e.g. si 𝑘 est de caractéristique nulle ou finie) alors 𝐿 = 𝑘 par (la partie

facile de) la théorie de Galois. Mais en général, ce n’est pas le cas. Plus précisément,

supposons 𝑘 de caractéristique 𝑝 > 0. Le corps 𝐿 est alors la plus grande extension

purement inséparable de 𝑘 dans �̅�, c’est-à-dire l’ensemble des éléments 𝜆 ∈ �̅� tels que

𝜆𝑝𝑛 ∈ 𝑘 pour un certain 𝑛 ; si 𝑘 n’est pas parfait, 𝐿 est donc une extension stricte de 𝑘.

Fonctorıalıté du spectre

4.1.22 Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. On a mentionné en 2.2.8 fait que 𝜑 induit

une application 𝜓 de Spec𝐵 vers Spec𝐴, que l’on peut décrire de deux façons :

au niveau des idéaux premiers, elle envoie 𝔮 sur 𝜑−1(𝔮) ;

au niveau des morphismes dont le but est un corps, elle envoie la classe de 𝐵 → 𝐾
vers celle de la flèche composée 𝐴 → 𝐵 → 𝐾.

Il résulte immédiatement de l’une ou l’autre de ces définitions que si 𝑦 est un point de

Spec𝐵 d’image 𝑥 sur Spec𝐴, le morphisme 𝜑 induit un plongement 𝜅(𝑥) ↪ 𝜅(𝑦) tel

que le diagramme

𝐵 𝜅(𝑦)

𝐴 𝜅(𝑥)

𝜑

𝑔↦ 𝑔(𝑦)

𝑓↦ 𝑓(𝑥)

commute, c’est-à-dire encore module lequel 𝜑(𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑥) pour tout 𝑓 ∈ 𝐴. En

particulier, on a pour tout 𝑓 ∈ 𝐴 l’équivalence

𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 𝜑(𝑓)(𝑦) = 0.

En conséquence, on a 𝜓−1(𝑉(𝐸)) = 𝑉(𝜑(𝐸)) pour toute partie 𝐸 ⊂ 𝐴, et 𝜓−1(𝐷(𝑓)) =
𝐷(𝜑(𝑓)) pour tout 𝑓 ∈ 𝐴. Il s’ensuit que l’application 𝜓 est continue.

Ainsi, 𝐴 ↦ Spec𝐴 apparaît comme un foncteur contravariant de la catégorie des

anneaux vers celle des espaces topologiques.

4.1.23 Un premıer exemple. Soit 𝐴 → 𝐾 un morphisme d’un anneau 𝐴 vers un corps 𝐾,

soit 𝑥 le point correspondant de Spec𝐴 et soit 𝜉 l’unique point de Spec𝐾. La flèche

𝐴 → 𝐾 induit une application Spec𝐾 → Spec𝐴. L’image de 𝜉 est simplement par

définition la classe du morphisme 𝐴 → 𝐾, c’est-à-dire 𝑥 ; et la flèche 𝜅(𝑥) ↪ 𝜅(𝜉) = 𝐾
est l’injection canonique de 𝜅(𝑥) dans 𝐾.
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4.1.24 Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) il existe une partie multiplicative 𝑆 de 𝐴 et un idéal 𝐼 de 𝐴 tels que 𝐵 soit isomorphe

comme 𝐴-algèbre à 𝑆−1𝐴/(𝐼 ⋅ 𝑆−1𝐴) ;

2) tout élément de 𝐵 est de la forme 𝜑(𝑎)/𝜑(𝑠) où 𝑎 et 𝑠 appartiennent à 𝐴 et où 𝜑(𝑠)
est inversible dans 𝐵.

En effet, 1) ⇒ 2) est évidente ; pour 2) ⇒ 1), nous laissons au lecteur le soin de vérifier

qu’on peut prendre 𝑆 = 𝜑−1(𝐵×) et 𝐼 = Ker𝜑.

4.1.25 Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneau vérifiant les conditions équivalentes 1) et

2) du 4.1.24 ci-dessus, et soit 𝑆 et 𝐼 comme dans 1) ; notons que 𝐼 ⊂ Ker𝜑 et que

𝑆 ⊂ 𝜑−1(𝐵×). Soit 𝜓∶ Spec𝐵 → Spec𝐴 la flèche induite par 𝜑. Nous allons démontrer

que 𝜑 induit un homéomorphisme

Spec𝐵 ≃ {𝑥 ∈ Spec𝐴 | 𝑥 ∈ 𝑉(𝐼) et 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠),∀𝑠 ∈ 𝑆},

et que 𝜅(𝜓(𝑦)) = 𝜅(𝑦) pour tout 𝑦 ∈ Spec𝐵.

4.1.25.1 On vérifie immédiatement que 𝐵 représente le foncteur covariant de Ann dans Ens
qui envoie 𝐶 sur le sous-ensemble de HomAnn(𝐴,𝐶) constitué des morphismes 𝑓 tels

que 𝑓(𝑎) = 0 pour tout 𝑎 ∈ 𝐼 et tels que 𝑓(𝑠) soit inversible pour tout 𝑠 ∈ 𝑆.

4.1.25.2 La flèche 𝜓∶ Spec𝐵 → Spec𝐴 induit un homéomorphisme de Spec𝐵 sur 𝜓(Spec𝐵). En

effet, soit 𝑏 ∈ 𝐵 ; écrivons 𝑏 = 𝜑(𝑎)/𝜑(𝑠) avec 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝐴 et 𝜑(𝑠) ∈ 𝐵×. Soit 𝑦 ∈ Spec𝐵
et soit 𝑥 son image sur Spec𝐴. On a les équivalences

𝑏(𝑦) = 0
⟺ (𝜑(𝑎)/𝜑(𝑠))(𝑦) = 0
⟺ 𝜑(𝑎)(𝑦) = 0
⟺ 𝑎(𝑥) = 0.

On en déduit que le noyau de 𝑏 ↦ 𝑏(𝑦), qui caractérise entièrement le point 𝑦, ne

dépend que de 𝑥 ; autrement dit, 𝑦 est le seul antécédent de 𝑥 sur Spec𝐵, et 𝜓 est

injective.

Par ailleurs, la chaîne d’équivalence ci-dessus entraîne que 𝑦 ∈ 𝐷(𝑏) si et seulement

si 𝑥 ∈ 𝐷(𝑎). En conséquence, 𝜓(𝐷(𝑏)) = 𝐷(𝑎) ∩ 𝜓(Spec𝐵), et l’injection continue

Spec𝐵 → 𝜓(Spec𝐵) induite par 𝜓 est dès lors ouverte ; c’est donc un homéomor-

phisme, ce qu’il fallait démontrer.

4.1.25.3 Soit 𝑦 ∈ Spec𝐵 et soit 𝑥 son image sur Spec𝐴. Si 𝑎 est un élément de 𝐼 on a 𝑎(𝑥) =
𝜑(𝑎)(𝑦) = 0 puisque 𝐼 ⊂ Ker𝜑 ; et si 𝑠 est un élément de 𝑆 on a 𝑠(𝑥) = 𝜑(𝑠)(𝑦) ≠ 0 ;

ainsi, 𝑥 ∈ 𝑉(𝐼), et 𝑥 ∈ 𝐷(𝑠) pour tout 𝑠 ∈ 𝑆.

Réciproquement, soit 𝑥 un point de Spec𝐴 situé sur 𝑉(𝐼) et sur 𝐷(𝑠) pour tout 𝑠 ∈ 𝑆.

Le morphisme d’évaluation 𝐴 → 𝜅(𝑥) envoie alors tout élément de 𝐼 sur 0, et tout

élément de 𝑆 sur un élément non nul et donc inversible de 𝜅(𝑥). Il en résulte d’après
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la propriété universelle énoncé au 4.1.25.1 que 𝐴 → 𝜅(𝑥) admet une factorisation

𝐴 → 𝐵 → 𝜅(𝑥). Le morphisme 𝐵 → 𝜅(𝑥) induit un point 𝑦 de 𝐵 sur Spec𝐵 et une

factorisation 𝐵 → 𝜅(𝑦) ↪ 𝜅(𝑥).

On a par construction 𝜓(𝑦) = 𝑥 ; de plus, la flèche 𝐴 → 𝜅(𝑥) étant égale à la composée

𝐴 → 𝐵 → 𝜅(𝑥), elle se factorise par la composée 𝐴 → 𝐵 → 𝜅(𝑦). Comme 𝐴 → 𝜅(𝑥)
est le plus petit élément de la classe de morphismes de source 𝐴 et de but un corps

qui correspond à 𝑥, il vient 𝜅(𝑦) = 𝜅(𝑥).

4.1.26 Exemples. Nous allons décliner 4.1.25 dans un certain nombre de cas particuliers

importants. Soit 𝐴 un anneau.

4.1.26.1 Soit 𝐼 un idéal de 𝐴. En appliquant 4.1.25 avec 𝑆 = {1}, on voit que le morphisme

quotient 𝐴 → 𝐴/𝐼 induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels de

Spec𝐴/𝐼 sur le fermé 𝑉(𝐼) de Spec𝐴.

Notons qu’on peut avoir 𝑉(𝐼) = Spec𝐴 sans que l’idéal 𝐼 soit nul : comme 𝑉(𝐼) =
⋂𝑓∈𝐼𝑉(𝑓), le fermé 𝑉(𝐼) est plus précisément égal à Spec𝐴 si et seulement si 𝑉(𝑓) =
Spec𝐴pour tout 𝑓 ∈ 𝐼, c’est-à-dire si et seulement si 𝐼 est constitué d’éléments nilpotents

(4.1.4.2).

Dans ce cas, la flèche 𝐴 → 𝐴/𝐼 induit en vertu de ce qui précède un homéomorphisme

Spec𝐴/𝐼 ≃ Spec𝐴.

4.1.26.2 Soit 𝑓 un élément de 𝐴. Si 𝑥 ∈ Spec𝐴, on a 𝑓(𝑥) ≠ 0 si et seulement si 𝑓𝑛(𝑥) ≠ 0 pour

tout 𝑛. En appliquant 4.1.25 avec 𝑆 = {𝑓𝑛 }𝑛 et 𝐼 = {0}, on voit que le morphisme de

localisation 𝐴 → 𝐴𝑓 induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels de

Spec𝐴𝑓 sur l’ouvert 𝐷(𝑓) de Spec𝐴.

4.1.26.3 Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴 et soit 𝑥 le point correspondant de Spec𝐴. En appliquant

4.1.25 avec 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭 et 𝐼 = {0}, on voit que le morphisme de localisation 𝐴 → 𝐴𝔭
induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels de Spec𝐴𝔭 sur

{𝑦 ∈ Spec𝐴 | 𝑓(𝑦) ≠ 0 ∀𝑓 ∉ 𝔭}.

Ce dernier ensemble peut se décrire d’une manière un peu plus géométrique, en

remarquant que l’implication (𝑓 ∉ 𝔭) ⇒ (𝑓(𝑦) ≠ 0) équivaut à sa contraposée (𝑓(𝑦) =
0) ⇒ (𝑓 ∈ 𝔭). En se rappelant que (𝑓 ∈ 𝔭) ⇔ (𝑓(𝑥) = 0), et en utilisant la description

de ̅̅̅̅̅{𝑦} donnée au 4.1.9, on en déduit que l’image de Spec𝐴𝔭 est précisément l’ensemble

des générisations de 𝑥, c’est-à-dire des éléments 𝑦 tels que 𝑥 ∈ ̅̅̅̅̅{𝑦}.

4.1.26.4 Soit 𝔭 un idéal premier de 𝐴 et soit 𝑥 le point correspondant de Spec𝐴. En appliquant

4.1.25 avec 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭 et 𝐼 = 𝔭, on voit que le morphisme canonique 𝐴 → Frac𝐴/𝔭
induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels de Spec(Frac𝐴/𝔭) sur

{𝑦 ∈ Spec𝐴 | 𝑓(𝑦) ≠ 0 ∀𝑓 ∉ 𝔭 et 𝑓(𝑦) = 0 ∀𝑓 ∈ 𝔭},

qui n’est autre que l’ensemble des points 𝑦 tels que le noyau de l’évaluation en 𝑦 soit

exactement 𝔭 ; c’est donc le singleton {𝑥}.
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On retrouve ainsi l’exemple 4.1.23 dans le cas particulier du morphisme canonique

𝐴 → 𝜅(𝑥).

4.1.27 Fıbres d’une applıcatıon entre spectres. Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux

et soit 𝜓∶ Spec𝐵 → Spec𝐴 l’application continue induite. Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴, et soit 𝔭
l’idéal premier correspondant. On se propose de donner une description de la fibre

𝜓−1(𝑥).

Posons 𝑆 = 𝐴 ⧵ 𝔭. Le point 𝑥 peut se décrire comme

{𝑦 ∈ Spec𝐴 | 𝑓(𝑦) ≠ 0 ∀𝑓 ∉ 𝔭 et 𝑓(𝑦) = 0 ∀𝑓 ∈ 𝔭},

(cf. 4.1.26.4 ci-dessus). En conséquence,

𝜓−1(𝑥) = {𝑧 ∈ Spec𝐵 | 𝜑(𝑓)(𝑧) ≠ 0 ∀𝑓 ∉ 𝔭 et 𝜑(𝑓)(𝑧) = 0 ∀𝑓 ∈ 𝔭},

que l’on peut récrire

{𝑧 ∈ Spec𝐵 | 𝑔(𝑧) ≠ 0 ∀𝑔 ∈ 𝜑(𝑆) et 𝑔(𝑧) = 0 ∀𝑔 ∈ 𝜑(𝔭)}.

Il résulte alors de 4.1.25 que 𝐵 → 𝜑(𝑆)−1𝐵/(𝜑(𝔭) ⋅ 𝜑(𝑆)−1𝐵) induit un homéomor-

phisme présenvant les corps résiduels entre Spec(𝜑(𝑆)−1𝐵/(𝜑(𝔭)⋅𝜑(𝑆)−1𝐵)) et𝜓−1(𝑥).
Par ailleurs, la commutation du produit tensoriel à la localisation et au quotient garantit

que

𝜑(𝑆)−1𝐵/(𝜑(𝔭) ⋅ 𝜑(𝑆)−1𝐵) ≃ 𝐵 ⊗𝐴 𝑆−1𝐴/(𝔭 ⋅ 𝑆−1𝐴)
= 𝐵 ⊗𝐴 Frac𝐴/𝔭 = 𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝑥).

Récapitulons : on a finalement montré que 𝐵 → 𝐵⊗𝐴 𝜅(𝑥) induit un homéomorphisme

Spec(𝐵 ⊗𝐴 𝜅(𝑥)) ≃ 𝜓−1(𝑥)

qui préserve les corps résiduels.

4.1.28 Spectre d’un produıt. Soient 𝐴 et 𝐵 deux anneaux. On note respectivement 𝑒 et 𝑓
les idempotents (1, 0) et (0, 1) de 𝐴 × 𝐵.

4.1.28.1 On a 𝑒𝑓 = 0 et 𝑒 + 𝑓 = 1 ; on en déduit aussitôt que Spec(𝐴 × 𝐵) est la réunion disjointe

des ouverts fermés 𝐷(𝑒) = 𝑉(𝑓) et 𝐷(𝑓) = 𝑉(𝑒).

4.1.28.2 Le noyau de la projection 𝐴 × 𝐵 → 𝐴 est égal à (𝑓) ; en conséquence, cette projection

induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels Spec𝐴 ≃ 𝑉(𝑓) ; de même,

la seconde projection induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels

Spec𝐵 ≃ 𝑉(𝑒).

4.1.28.3 On peut décrire ces homéomorphismes d’une manière en quelque sorte duale de la

précédente. Pour cela, on remarque que la projection𝐴×𝐵 → 𝐴 envoie 𝑒 sur un élément

inversible de 𝐴 (en l’occurrence, elle l’envoie sur 1) et qu’un morphisme de 𝐴 × 𝐵
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dans un anneau 𝐶 qui envoie 𝑒 sur un élément inversible de 𝐶 envoie nécessairement

𝑓 sur 0 (puisque 𝑒𝑓 = 0), et se factorise donc d’une unique manière par 𝐴 × 𝐵 → 𝐴.

Il en résulte que 𝐴 × 𝐵 → 𝐴 identifie 𝐴 au localisé (𝐴 × 𝐵)𝑒 ; en conséquence, cette

projection induit un homéomorphisme préservant les corps résiduels Spec𝐴 ≃ 𝐷(𝑒).
De même la seconde projection induit un homéomorphisme préservant les corps

résiduels Spec𝐵 ≃ 𝐷(𝑓).

Bien entendu, tout ceci est compatible avec 4.1.28.2 puisque 𝐷(𝑒) = 𝑉(𝑓) et 𝐷(𝑓) =
𝑉(𝑒).

4.1.28.4 En résumé, on a donc un homéomorphisme canonique

Spec(𝐴 × 𝐵) ≃ Spec𝐴 ⨿ Spec𝐵

modulo lequel Spec𝐴 = 𝐷(𝑒) = 𝑉(𝑓) et Spec𝐵 = 𝐷(𝑓) = 𝑉(𝑒).

4.1.29 Un exemple. Soit 𝜓∶ Specℂ[𝑇] → Specℝ[𝑇] le morphisme induit par le plongement

naturel ℝ[𝑇] ↪ ℂ[𝑇]. Nous allons étudier ses fibres. D’après 4.1.27, la fibre de 𝜓 en 𝑥
s’identifie pour tout 𝑥 ∈ Specℝ[𝑇] au spectre de l’anneau ℂ[𝑇] ⊗ℝ[𝑇] 𝜅(𝑥).

4.1.29.1 La fibre générique. Soit 𝜂 le point générique de Specℝ[𝑇]. Par ce qui précède, la fibre

𝜓−1(𝜂) s’identifie au spectre de

ℂ[𝑇] ⊗ℝ[𝑇] ℝ(𝑇) = ℝ[𝑇][𝑈]/(𝑈2 + 1) ⊗ℝ[𝑇] ℝ(𝑇) = ℝ(𝑇)[𝑈]/(𝑈2 + 1) = ℂ(𝑇).

La fibre 𝜓−1(𝜂) contient donc un unique point 𝜉 dont le corps résiduel est ℂ(𝑇), et

le morphisme d’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉) n’est autre que l’inclusion ℂ[𝑇] ↪ ℂ(𝑇) ; en

conséquence, 𝜉 est le point générique de Specℂ[𝑇].

4.1.29.2 La fibre en un point classique. Soit 𝑎 ∈ ℝ. On peut le voir comme un point de Specℝ[𝑇]
de corps résiduel ℝ qui vérifie l’égalité 𝑉(𝑇 − 𝑎) = {𝑎} (4.1.18.3, 4.1.21.6).

La fibre 𝜓−1(𝑎) est alors le lieu d’annulation de 𝑇 − 𝑎 sur Specℂ[𝑇], qui contient un

unique élément, à savoir le point 𝑎ℂ de corps résiduel ℂ qui correspond à 𝑎 vu comme

élément de ℂ.

Vérifions la compatibilité de ce qui précède avec la description « tensorielle » de𝜓−1(𝑎).
Le corps résiduel du point 𝑎 s’identifie en tant queℝ[𝑇]-algèbre à ℝ[𝑇]/(𝑇−𝑎). Il s’ensuit

que la fibre 𝜓−1(𝑎) s’identifie naturellement à

Spec(ℂ[𝑇] ⊗ℝ[𝑇] ℝ[𝑇]/(𝑇 − 𝑎)),

soit encore à Specℂ[𝑇]/(𝑇−𝑎). Commeℂ[𝑇]/(𝑇−𝑎) est isomorphe àℂ via l’évaluation

en 𝑎, on retrouve bien l’égalité

𝜓−1(𝑎) = {𝑎ℂ }.

4.1.29.3 La fibre en un point fermé non classique. Soit 𝑃 un polynôme irréductible de degré 2
sur ℝ. Il lui correspond un point fermé 𝑥 qui est tel que 𝑉(𝑃) = {𝑥}, et dont le corps
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résiduel ℝ[𝑇]/(𝑃) s’identifie à ℂ une fois choisie (arbitrairement) une racine 𝛼 de 𝑃 ;

l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) s’identifie alors à l’évaluation classique 𝑓 ↦ 𝑓(𝛼).

La fibre 𝜓−1(𝑥) est donc le lieu d’annulation de 𝑃 = (𝑇 − 𝛼)(𝑇 − ̅̅𝛼) sur Specℂ[𝑇], et

est dès lors égale à 𝑉(𝑇 − 𝛼) ∪ 𝑉(𝑇 − ̅̅𝛼). Elle comprend en conséquence deux points,

à savoir 𝛼 et ̅̅𝛼 ; le corps résiduel de chacun d’eux est ℂ.

Intuitivement, 𝛼 et ̅̅𝛼 sont indiscernables sur ℝ et ne définissent donc qu’un seul point

fermé sur Specℝ[𝑇] (un peu « gros » : son corps résiduel est de degré 2 sur le corps de

base ℝ) ; une fois les scalaires étendus à ℂ elles deviennent discernables et définissent

deux points distincts de corps résiduel ℂ.

Vérifions la compatibilité de ce qui précède avec la description « tensorielle » de𝜓−1(𝑥).
Celle-ci assure que 𝜓−1(𝑥) s’identifie naturellement au spectre de ℂ[𝑇] ⊗ℝ[𝑇] 𝜅(𝑥),
soit encore à celui de ℂ[𝑇] ⊗ℝ[𝑇] ℝ[𝑇]/(𝑃), et finalement à Specℂ[𝑇]/(𝑃). Comme

ℂ[𝑇]/(𝑃) = ℂ[𝑇]/(𝑇−𝛼)(𝑇− ̅̅𝛼) est isomorphe par le lemme des restes chinois à ℂ×ℂ
via l’évaluation en 𝛼 et ̅̅𝛼, on retrouve bien en vertu de 4.1.28.4 l’égalité

𝜓−1(𝑎) = {𝛼, ̅̅𝛼}.

4.2 Descrıptıon de Specℤ[𝑇] et Spec 𝑘[𝑆,𝑇] lorsque 𝑘 est algébrıque-
ment clos

Le spectre de ℤ[𝑇]

4.2.1 Le but de ce qui suit est de décrire le spectre de ℤ[𝑇] ; c’est un exemple qu’il est

fondamental de bien comprendre et méditer, car il offre un excellent échantillon des

bizarreries et curiosités schématiques.

Pour le décrire, nous allons recourir à une stratégie très fréquente en géométrie : nous

allons utiliser une application de source Specℤ[𝑇] dont nous comprenons bien le but

et les fibres.

Cette application sera simplement la flèche 𝜓∶ Specℤ[𝑇] → Specℤ induite par

l’unique morphisme deℤ dansℤ[𝑇]. Son but est Specℤ , que nous avons déjà décrit ; et

pour tout 𝑥 ∈ Specℤ , la fibre 𝜓−1(𝑥) s’identifie au spectre de ℤ[𝑇]⊗ℤ 𝜅(𝑥), c’est-à-dire

à Spec𝜅(𝑥)[𝑇], que nous avons décrit également.

4.2.2 La fıbre générıque. Soit 𝜂 le point générique de Specℤ. La fibre générique 𝜓−1(𝜂)
s’identifie à Specℚ[𝑇] et possède donc deux types de points.

4.2.2.1 Le point générique. Désignons par 𝜉𝜂 le point générique de Specℚ[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜂).

Lorsqu’on voit 𝜉𝜂 comme un point de Specℚ[𝑇], son corps résiduel est ℚ[𝑇], et l’éva-

luation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜂) est simplement le plongement ℚ[𝑇] ↪ ℚ(𝑇).
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En conséquence, lorsqu’on voit 𝜉𝜂 comme appartenant à Specℤ[𝑇], son corps résiduel

est ℚ(𝑇), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜂) est la flèche composée

ℤ[𝑇] ↪ ℚ[𝑇] ↪ ℚ(𝑇).

L’idéal premier correspondant à 𝜉𝜂 est le noyau de cette dernière flèche, c’est-à-dire

l’idéal nul. L’adhérence ̅̅̅ ̅̅ ̅̅{𝜉𝜂 } est alors égale à 𝑉(0), qui n’est autre que Specℤ[𝑇]
tout entier.

4.2.2.2 Les points fermés. Soit 𝑃 un polynôme irréductible unitaire à coefficients dans ℚ. Il

définit un point fermé 𝑦𝜂,𝑃 sur Specℚ[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜂).

Lorsqu’on voit 𝑦𝜂,𝑃 comme appartenant à Specℚ[𝑇], c’est l’unique point d’annulation

de 𝑃, son corps résiduel est ℚ[𝑇]/(𝑃), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑦𝜂,𝑃) est la flèche quotient

ℚ[𝑇] → ℚ[𝑇]/(𝑃).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝑦𝜂,𝑃 comme appartenant à Specℤ[𝑇], son corps résiduel

est ℚ[𝑇]/(𝑃), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑦𝜂,𝑃) est la flèche composée

ℤ[𝑇] ↪ ℚ[𝑇] → ℚ[𝑇]/(𝑃).

L’idéal premier correspondant à 𝑦𝜂,𝑃 est le noyau de cette dernière flèche. Un raison-

nement fondé sur la factorialité de ℤ (et que nous laissons au lecteur) assure que ce

noyau est l’idéal (𝑃0), où 𝑃0 est le produit de 𝑃 par le plus petit multiple commun des

dénominateurs de ses coefficients (écrits sous forme irréductible) ; c’est un polynôme

appartenant à ℤ[𝑇] dont le contenu vaut 1.

L’adhérence ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } est donc égale à 𝑉(𝑃0) ; nous en dirons quelques mots un peu

plus loin.

4.2.3 Les fıbres fermées. Soit 𝑝 un nombre premier et soit 𝑥𝑝 le point fermé correspondant

de Specℤ. La fibre fermée 𝜓−1(𝑥𝑝) s’identifie à Spec𝔽𝑝[𝑇] et possède donc deux types

de points.

4.2.3.1 Le point générique. Désignons par 𝜉𝑝 le point générique de Spec𝔽𝑝[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝑥𝑝).

Lorsqu’on voit 𝜉𝑝 comme un point de Spec𝔽𝑝[𝑇], son corps résiduel est 𝔽𝑝(𝑇), et le

morphisme d’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝑝) est simplement le plongement 𝔽𝑝[𝑇] ↪ 𝔽𝑝(𝑇).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝜉𝑝 comme appartenant à Specℤ[𝑇], son corps résiduel

est 𝔽𝑝(𝑇), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝑝) est la flèche composée

ℤ[𝑇] → 𝔽𝑝[𝑇] ↪ 𝔽𝑝(𝑇).

L’idéal premier correspondant à 𝜉𝑝 est le noyau de cette dernière flèche, c’est-à-dire (𝑝).
L’adhérence ̅̅̅ ̅̅ ̅̅{𝜉𝑝 } est alors égale à 𝑉(𝑝), qui n’est autre que 𝜓−1(𝑥𝑝) (puisque 𝑥𝑝 s’iden-

tifie lui-même à 𝑉(𝑝) ⊂ Specℤ).

Remarque. On aurait pu voir directement sans calculer le noyau de l’évaluation que
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̅̅̅ ̅̅ ̅̅{𝜉𝑝 } = 𝜓−1(𝑥𝑝), puisque 𝜉𝑝 est dense dans 𝜓−1(𝑥𝑝) et puisque cette dernière est fermée

dans Specℤ[𝑇].

4.2.3.2 Les points fermés. Soit 𝑃 un polynôme irréductible unitaire à coefficients dans 𝔽𝑝. Il

définit un point fermé 𝑦𝑝,𝑃 sur Spec𝔽𝑝[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝑥𝑝).

Lorsqu’on voit 𝑦𝑝,𝑃 comme appartenant à Spec𝔽𝑝[𝑇], c’est le lieu des zéros de 𝑃, son

corps résiduel est le corps fini 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑃) (de cardinal 𝑝deg𝑃), et l’évaluation en 𝑦𝑝,𝑃 est

la flèche quotient 𝔽𝑝[𝑇] → 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑃).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝑦𝑝,𝑃 comme appartenant à Specℤ[𝑇], son corps résiduel

est 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑃). L’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑦𝑝,𝑃) est la flèche composée

ℤ[𝑇] → 𝔽𝑝[𝑇] → 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑃),

qui est surjective puisque composée de deux surjections, et le point 𝑦𝑝,𝑃 est fermé (ce

qui était d’ailleurs évident a priori, puisqu’il est fermé dans une fibre fermée).

L’idéal maximal correspondant à 𝑦𝑝,𝑃 est le noyau de 𝑓 ↦ 𝑓(𝑦𝑝,𝑃). On vérifie aussitôt

que si 𝑃♯ désigne un relevé quelconque de 𝑃 dans ℤ[𝑇], ledit noyau est engendré par

𝑝 et 𝑃♯ ; on a en conséquence 𝑉(𝑝,𝑃♯) = {𝑦𝑝,𝑃 }.

Par exemple, considérons le cas où 𝑝 = 7, où 𝑃 = 𝑇 − 3 (et où l’on peut prendre

𝑃♯ = 𝑇 − 3). Lorsqu’on considère 𝑦7,𝑇−3 comme appartenant à 𝜓−1(𝑥7) ≃ Spec𝔽7[𝑇],
c’est l’unique point d’annulation de 𝑇 − 3 ; c’est donc simplement l’élément 3 de 𝔽7 , vu

comme point de Spec𝔽7[𝑇] de corps résiduel 𝔽7.

Lorsqu’on voit 𝑦7,𝑇−3 comme appartenant à Specℤ[𝑇] son corps résiduel est 𝔽7 , l’éva-

luation en 𝑦7,𝑇−3 envoie un polynôme 𝑃 ∈ ℤ[𝑇] sur la classe modulo 7 de 𝑃(3), et l’on a

{𝑦7,𝑇−3 } = 𝑉(7,𝑇 − 3).

4.2.4 Retour à l’étude de ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 }, où 𝑃 est un polynôme ırréductıble de ℚ[𝑇]. Nous

reprenons les notations 𝑃 et 𝑃0 du 4.2.2.2, et nous allons décrire un peu plus précisé-

ment l’adhérence 𝑉(𝑃0) de {𝑦𝜂,𝑃 }, en regardant sa trace sur chacune des fibres. Comme

𝑦𝜂,𝑃 est fermé dans 𝜓−1(𝜂), on a 𝑉(𝑃0) ∩ 𝜓−1(𝜂) = {𝑦𝜂,𝑃 }.

Écrivons 𝑃0 = ∑ 𝑎𝑖𝑇𝑖. Soit 𝑝 un nombre premier ; nous noterons 𝑎 ↦ 𝑎 la réduction

modulo 𝑝. L’intersection de 𝑉(𝑃0) avec 𝜓−1(𝑥𝑝) ≃ Spec𝔽𝑝[𝑇] s’identifie au fermé

𝑉(∑ ̅̅ ̅𝑎𝑖𝑇𝑖) de Spec𝔽𝑝[𝑇].

4.2.4.1 Par définition de 𝑃0 , les 𝑎𝑖 sont globalement premiers entre eux ; en particulier ils ne

peuvent être tous nuls modulo 𝑝, et ∑ ̅̅ ̅𝑎𝑖𝑇𝑖 est donc un élément non nul de 𝔽𝑝[𝑇] ; en
conséquence, 𝑉(𝑃0) ∩ 𝜓−1(𝑥𝑝) est un ensemble fini de points fermés.

Cet ensemble peut être vide : c’est le cas si et seulement si ∑ ̅̅ ̅𝑎𝑖𝑇𝑖 est inversible, c’est-à-

dire (compte-tenu du fait qu’il est non nul) si et seulement si ̅̅ ̅𝑎𝑖 = 0 pour tout 𝑖 ⩾ 1, ou

encore si et seulement si 𝑝 divise 𝑎𝑖 pour tout 𝑖 ⩾ 1.
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4.2.4.2 Il résulte de ce qui précède que l’ensemble des nombres premiers 𝑝 tels que ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } ∩
𝜓−1(𝑥𝑝) = ∅ est fini ; autrement dit, ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } rencontre presque toutes les fibres fermées

de 𝜓.

En particulier, ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } n’est pas réduit au singleton {𝑦𝜂,𝑃 } et le point 𝑦𝜂,𝑃 n’est pas fermé.

Il découle alors de toute l’étude menée ci-dessus que les points fermés de Specℤ[𝑇]
sont exactement les points fermés de ses fibres fermées au-dessus de Specℤ , ou encore

ses points à corps résiduel fini.

4.2.5 L’étude de ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } : deux exemples explıcıtes.

4.2.5.1 Le cas où 𝑃 = 𝑇2 + 1. Dans ce cas 𝑃0 = 𝑇2 + 1 aussi. Soit 𝑝 un nombre premier. Nous

allons décrire l’intersection de ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2+1 } = 𝑉(𝑇2 + 1) avec 𝜓−1(𝑥𝑝) ≃ Spec𝔽𝑝[𝑇]. Elle

s’identifie à 𝑉(𝑇2 + 1) ⊂ Spec𝔽𝑝[𝑇]. On distingue trois cas.

Supposons que 𝑝 ≡ −1 mod 4. Le polynôme 𝑇2+1 est alors irréductible dans𝔽𝑝[𝑇]. En

conséquence, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2+1 } ∩ 𝜓−1(𝑥𝑝) consiste en un point fermé dont le corps résiduel

est 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑇2 + 1) (qui compte 𝑝2 éléments).

Supposons que 𝑝 ≡ 1 mod 4. Le polynôme 𝑇2 + 1 de 𝔽𝑝[𝑇] s’écrit alors (𝑇 − 𝑎)(𝑇 + 𝑎)
pour un certain 𝑎 ∈ 𝔽×

𝑝 . En conséquence, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2+1 } ∩ 𝜓−1(𝑥𝑝) est le sous-ensemble

𝑉(𝑇 − 𝑎) ∪ 𝑉(𝑇 + 𝑎) de Spec𝔽𝑝[𝑇], qui est égal à {𝑎,−𝑎} ; ses deux points ont pour

corps résiduel 𝔽𝑝.

Supposons que 𝑝 = 2. Dans l’anneau 𝔽2[𝑇] on a 𝑇2 + 1 = (𝑇 − 1)2. En conséquence,
̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2+1 } ∩ 𝜓−1(𝑥2) est le sous-ensemble 𝑉(𝑇 − 1) de Spec𝔽2[𝑇] ; c’est donc le sin-

gleton {1}, dont l’unique point est de corps résiduel 𝔽2.

4.2.5.2 Le cas où 𝑃 = 𝑇 − (1/2). Le point 𝑦𝜂,𝑃 est alors simplement l’élément 1/2 de ℚ , vu

comme point de Specℚ[𝑇] de corps résiduel ℚ ; et le polynôme 𝑃0 est égal à 2𝑇 − 1.

Soit 𝑝 un nombre premier. Nous allons décrire l’intersection du fermé ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/2) } =
𝑉(2𝑇−1) avec la fibre 𝜓−1(𝑥𝑝) ≃ Spec𝔽𝑝[𝑇]. Cette intersection s’identifie à𝑉(2𝑇−1) ⊂
Spec𝔽𝑝[𝑇]. On distingue deux cas.

Supposons que 𝑝 est impair. Dans ce cas (1/2) existe dans 𝔽𝑝. En conséquence,
̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/2) } ∩ 𝜓−1(𝑥𝑝) est le sous-ensemble 𝑉(𝑇 − (1/2)) de Spec𝔽𝑝[𝑇], qui n’est

autre que le singleton {(1/2)}, dont l’unique point est de corps résiduel 𝔽𝑝.

Supposons que 𝑝 = 2. Le polynôme 2𝑇− 1 de 𝔽2[𝑇] est alors égal à 1. En conséquence,
̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/2) } ∩ 𝜓−1(𝑥2) est le sous-ensemble 𝑉(1) de Spec𝔽2[𝑇], qui est vide.

Le spectre de 𝑘[𝑆,𝑇]

4.2.6 On fixe un corps algébriquement clos 𝑘. Nous allons décrire dans ce qui suit le spectre de

𝑘[𝑆,𝑇] par une démarche parallèle à celle suivie supra à propos de Specℤ[𝑇]. Notons

toutefois que la situation traitée ici est un peu plus « géométrique », dans la mesure

où Spec 𝑘[𝑆] est l’avatar schématique de la droite affine 𝑘, et Spec 𝑘[𝑆,𝑇] celui du plan

affine 𝑘2 (cf. 4.1.21 et seq.).
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On note 𝜓∶ Spec 𝑘[𝑆,𝑇] → Spec 𝑘[𝑆] la flèche induite par le plongement 𝑘[𝑆] ↪ 𝑘[𝑆,𝑇].
Pour tout point 𝑥 de Spec 𝑘[𝑆,𝑇], la fibre 𝜓−1(𝑥) s’identifie au spectre de 𝑘[𝑆][𝑇] ⊗𝑘[𝑆]
𝜅(𝑥), c’est-à-dire à Spec𝜅(𝑥)[𝑇].

4.2.6.1 Tout élément𝜆de 𝑘peut être vu comme un point fermé de Spec 𝑘[𝑇]de corps résiduel 𝑘 ;

le morphisme d’évaluation correspondant est simplement la surjection 𝑓 ↦ 𝑓(𝜆), et
𝑉(𝑇 − 𝜆) = {𝜆}. Comme 𝑘 est algébriquement clos, on obtient ainsi tous les points

fermés de Spec 𝑘[𝑆] (4.1.18.3).

4.2.6.2 Rappelons quelques faits vus en 4.1.21 et seq. (cf. notamment 4.1.21.5). Tout point (𝜆,𝜇)
de 𝑘2 peut être identifié à un point fermé de Spec 𝑘[𝑆,𝑇] dont le corps résiduel est 𝑘 ; le

morphisme d’évaluation correspondant est simplement la surjection 𝑓 ↦ 𝑓(𝜆,𝜇) ; et

l’idéal maximal associé, c’est-à-dire le noyau de cette surjection, est (𝑆 − 𝜇,𝑇 − 𝜆).

Il résulte de 4.1.21.2, qui repose in fine sur le Nullstellensatz, que l’on obtient ainsi

tous les points fermés de Spec 𝑘[𝑆,𝑇] ; mais l’étude ci-dessous permettra de retrouver

directement ce fait de manière plus élémentaire.

4.2.7 La fıbre générıque. Soit 𝜂 le point générique de Spec 𝑘[𝑆]. La fibre générique 𝜓−1(𝜂)
s’identifie à Spec 𝑘(𝑆)[𝑇] et possède donc deux types de points.

4.2.7.1 Le point générique. Désignons par 𝜉𝜂 le point générique de Spec 𝑘(𝑆)[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜂).

Lorsqu’on voit 𝜉𝜂 comme un point de Spec 𝑘(𝑆)[𝑇], son corps résiduel est 𝑘(𝑆,𝑇), et le

morphisme d’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜂) est simplement le plongement 𝑘(𝑆)[𝑇] ↪ 𝑘(𝑆,𝑇).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝜉𝜂 comme appartenant à Spec 𝑘[𝑆,𝑇], son corps résiduel

est 𝑘(𝑆,𝑇), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜂) est la flèche composée

𝑘[𝑆,𝑇] ↪ 𝑘(𝑆)[𝑇] ↪ 𝑘(𝑆,𝑇).

L’idéal premier correspondant à 𝜉𝜂 est le noyau de cette dernière flèche, c’est-à-dire

l’idéal nul. L’adhérence ̅̅̅ ̅̅ ̅̅{𝜉𝜂 } est alors égale à 𝑉(0), qui n’est autre que Spec 𝑘[𝑆,𝑇]
tout entier.

4.2.7.2 Les points fermés. Soit 𝑃 ∈ 𝑘(𝑆)[𝑇] un polynôme irréductible unitaire. Il définit un point

fermé 𝑦𝜂,𝑃 sur Spec 𝑘(𝑆)[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜂).

Lorsqu’on voit 𝑦𝜂,𝑃 comme un point de Spec 𝑘(𝑆)[𝑇], c’est le lieu des zéros de 𝑃, son

corps résiduel est 𝑘(𝑆)[𝑇]/(𝑃), et l’évaluation en 𝑦𝜂,𝑃 est la flèche quotient 𝑘(𝑆)[𝑇] →
𝑘(𝑆)[𝑇]/(𝑃).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝑦𝜂,𝑃 comme appartenant à Spec 𝑘[𝑆,𝑇], son corps rési-

duel est 𝑘(𝑆)[𝑇]/(𝑃), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝑦𝜂,𝑃) est la flèche composée

𝑘[𝑆,𝑇] ↪ 𝑘(𝑆)[𝑇] → 𝑘(𝑆)[𝑇]/(𝑃).

L’idéal premier correspondant à 𝑦𝜂,𝑃 est le noyau de cette dernière flèche. Un rai-

sonnement fondé sur la factorialité de 𝑘[𝑆] assure que ce noyau est l’idéal (𝑃0), où
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𝑃0 est le produit de 𝑃 par le plus petit multiple commun des dénominateurs de ses

coefficients (écrits sous forme irréductible) ; c’est un polynôme appartenant à 𝑘[𝑆][𝑇]
dont le contenu (le plus grand diviseur commun des coefficients) vaut 1.

L’adhérence ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } est donc égale à 𝑉(𝑃0) ; nous en dirons quelques mots un peu

plus loin.

4.2.8 Les fıbres fermées. Soit 𝜆 un élément de 𝑘, que nous voyons comme un point

fermé de Spec 𝑘[𝑆] (4.2.6.1). Son corps résiduel est 𝑘 – il est le plus précisément égal

à 𝑘[𝑆]/(𝑆 − 𝜆) en tant que 𝑘[𝑆]-algèbre. La fibre fermée 𝜓−1(𝜆) s’identifie dès lors au

spectre de

𝑘 ⊗𝑘[𝑆] 𝑘[𝑆,𝑇]
𝑆↦𝜆
≃ 𝑘[𝑇].

4.2.8.1 Le point générique. Désignons par 𝜉𝜆 le point générique de Spec 𝑘[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜆).

Lorsqu’on voit 𝜉𝜆 comme un point de Spec 𝑘[𝑇], son corps résiduel est 𝑘(𝑇), et le

morphisme d’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜆) est simplement le plongement 𝑘[𝑇] ↪ 𝑘(𝑇).

En conséquence, lorsqu’on voit 𝜉𝜆 comme appartenant à Spec 𝑘[𝑆,𝑇], son corps résiduel

est 𝑘(𝑇), et l’évaluation 𝑓 ↦ 𝑓(𝜉𝜆) est la flèche composée

𝑘[𝑆,𝑇] 𝑆↦𝜆 𝑘[𝑇] ↪ 𝑘(𝑇).

L’idéal premier correspondant à 𝜉𝜆 est le noyau de cette dernière flèche, c’est-à-dire

(𝑆−𝜆). L’adhérence ̅̅̅̅̅̅̅{𝜉𝜆 } est alors égale à 𝑉(𝑆−𝜆), qui n’est autre que 𝜓−1(𝜆) (puisque

{𝜆} est lui-même égal à 𝑉(𝑆 − 𝜆) ⊂ Spec 𝑘[𝑆]).

Remarque. On aurait pu voir directement sans calculer le noyau de l’évaluation que
̅̅̅̅̅̅̅{𝜉𝜆 } = 𝜓−1(𝜆), puisque 𝜉𝜆 est dense dans 𝜓−1(𝜆) et puisque cette dernière est fermée

dans Spec 𝑘[𝑆,𝑇].

4.2.8.2 Les points fermés. Soit 𝜇 un élément de 𝑘. On peut le voir comme un point fermé de

corps résiduel 𝑘 sur Spec 𝑘[𝑇] ≃ 𝜓−1(𝜆) ; la flèche d’évaluation correspondante est

simplement 𝑓 ↦ 𝑓(𝜇).

En conséquence, lorsqu’on voit ce point comme appartenant à Spec 𝑘[𝑆,𝑇], son corps

résiduel est 𝑘, et l’évaluation correspondante est la flèche composée

𝑘[𝑆,𝑇] 𝑆↦𝜆 𝑘[𝑇] 𝑇↦𝜇 𝑘,

qui n’est autre que 𝑓 ↦ 𝑓(𝜆,𝜇). Ce point est donc simplement le point fermé (𝜆,𝜇).

4.2.9 Retour à l’étude de ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 }, où 𝑃 est un polynôme ırréductıble de 𝑘(𝑆)[𝑇]. Nous

reprenons les notations 𝑃 et 𝑃0 du 4.2.7.2, et nous allons décrire un peu plus préci-

sément l’adhérence 𝑉(𝑃0) de {𝑦𝜂,𝑃 }, en regardant sa trace sur chacune des fibres.

Comme 𝑦𝜂,𝑃 est fermé dans 𝜓−1(𝜂), on a 𝑉(𝑃0)∩𝜓−1(𝜂) = {𝑦𝜂,𝑃 }. Écrivons 𝑃0 = ∑ 𝑎𝑖𝑇𝑖.

Soit 𝜆 ∈ 𝑘. L’intersection de 𝑉(𝑃0) avec la fibre 𝜓−1(𝜆) ≃ Spec 𝑘[𝑇] s’identifie au fermé

𝑉(∑ 𝑎𝑖(𝜆)𝑇𝑖) de Spec 𝑘[𝑇].
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4.2.9.1 Par définition de 𝑃0 , les 𝑎𝑖 sont globalement premiers entre eux ; en particulier ils ne

peuvent être tous nuls modulo 𝑆 − 𝜆, et ∑ 𝑎𝑖(𝜆)𝑇𝑖 est donc un élément non nul de 𝑘[𝑇] ;
en conséquence, 𝑉(𝑃0) ∩ 𝜓−1(𝜆) est un ensemble fini de points fermés.

Cet ensemble peut être vide : c’est le cas si et seulement si ∑ 𝑎𝑖(𝜆)𝑇𝑖 est inversible,

c’est-à-dire (compte-tenu du fait qu’il est non nul) si et seulement si 𝑎𝑖(𝜆) = 0 pour

tout 𝑖 ⩾ 1, ou encore si et seulement si 𝑆 − 𝜆 divise 𝑎𝑖 pour tout 𝑖 ⩾ 1.

4.2.9.2 Il résulte de ce qui précède que l’ensemble des éléments 𝜆 de 𝑘 tels que ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 }∩𝜓−1(𝜆) =
∅ est fini ; autrement dit, ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } rencontre presque toutes les fibres fermées de 𝜓, et

donc une infinité de telles fibres (le corps 𝑘 est algébriquement clos, et partant infini).

En particulier, ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } n’est pas réduit au singleton {𝑦𝜂,𝑃 } et le point 𝑦𝜂,𝑃 n’est pas fermé.

Il découle alors de toute l’étude menée ci-dessus que les points fermés de Spec 𝑘[𝑆,𝑇]
sont exactement les points de la forme (𝜆,𝜇) avec 𝜆 et 𝜇 dans 𝑘 ; on retrouve ainsi

4.1.21.7 dans ce cas particulier, comme annoncé plus haut.

4.2.10 L’étude de ̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅{𝑦𝜂,𝑃 } : deux exemples explıcıtes.

4.2.10.1 Le cas où 𝑃 = 𝑇2 − 𝑆 et où 𝑘 est de caractéristique différente de 2. Dans ce cas 𝑃0 = 𝑇2 − 𝑆
aussi. Soit 𝜆 ∈ 𝑘. Nous allons décrire l’intersection de ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2−𝑆 } = 𝑉(𝑇2 − 𝑆) avec la

fibre 𝜓−1(𝜆) ≃ Spec 𝑘[𝑇]. Cette intersection s’identifie à 𝑉(𝑇2 − 𝜆) ⊂ Spec 𝑘[𝑇]. On

distingue deux cas.

Supposons que 𝜆 ≠ 0. Le polynôme 𝑇2 − 𝜆 de 𝑘[𝑇] est alors scindé à racines simples

(car la caractéristique de 𝑘 est différente de 2) ; il s’écrit (𝑇 − √𝜆)(𝑇 + √𝜆) où l’on

désigne par √𝜆 l’une des deux racines carrées de 𝜆. En conséquence, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2−𝑆 } ∩
𝜓−1(𝜆) est le sous-ensemble 𝑉(𝑇 − √𝜆) ∪ 𝑉(𝑇 + √𝜆) de Spec 𝑘[𝑇], qui consiste en

deux points fermés, à savoir √𝜆 et −√𝜆. Vus comme points de Spec 𝑘[𝑆,𝑇], ce sont

les points (𝜆,√𝜆) et (𝜆,−√𝜆).
Supposons que 𝜆 = 0. Dans ce cas, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇2−𝑆 } ∩ 𝜓−1(𝜆) est le sous-ensemble 𝑉(𝑇)
de Spec 𝑘[𝑇]. Il consiste en un seul point fermé, à savoir 0. Vu comme point de

Spec 𝑘[𝑆,𝑇], c’est l’origine (0, 0).

4.2.10.2 Le cas où 𝑃 = 𝑇 − (1/𝑆). Dans ce cas 𝑃0 = 𝑆𝑇 − 1. Soit 𝜆 ∈ 𝑘. Nous allons décrire l’inter-

section du fermé ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/𝑆) } = 𝑉(𝑆𝑇 − 1) avec la fibre 𝜓−1(𝜆) ≃ Spec 𝑘[𝑇], intersection

qui s’identifie à 𝑉(𝜆𝑇 − 1) ⊂ Spec 𝑘[𝑇]. On distingue deux cas.

Supposons que 𝜆 ≠ 0. Dans ce cas, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/𝑆) } ∩ 𝜓−1(𝜆) est le sous-ensemble 𝑉(𝑇 −
(1/𝜆)) de Spec 𝑘[𝑇]. Il consiste en un seul point fermé, à savoir (1/𝜆). Vu comme

point de Spec 𝑘[𝑆,𝑇], c’est le point (𝜆, 1/𝜆).
Supposons que 𝜆 = 0. Dans ce cas, ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/𝑆) } ∩ 𝜓−1(𝜆) est le sous-ensemble 𝑉(1)
de Spec 𝑘[𝑇], qui est vide.

4.2.11 Récapıtulatıon. On déduit de ce qui précède que Spec 𝑘[𝑆,𝑇] comprend trois types

de points.
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4.2.11.1 Il y a tout d’abord les points classiques, qui sont exactement les ponts fermés de

Spec 𝑘[𝑆,𝑇], ou encore ceux de corps résiduel 𝑘 ; ils constituent un ensemble en bijection

naturelle avec 𝑘2.

4.2.11.2 Il y a ensuite le point générique que nous avons noté 𝜉𝜂 , dont l’adhérence est

Spec 𝑘[𝑆,𝑇] tout entier, et dont le corps résiduel est 𝑘(𝑆,𝑇). L’idéal correspondant à 𝜉𝜂
est l’idéal nul, et l’évaluation en 𝜉𝜂 est le plongement 𝑘[𝑆,𝑇] ↪ 𝑘(𝑆)[𝑇].

4.2.11.3 Il y a enfin une famille de points « intermédiaires » : ceux que nous avons notés 𝜉𝜆 où

𝜆 ∈ 𝑘 et 𝑦𝜂,𝑃 où 𝑃 est un polynôme irréductible de 𝑘(𝑆)[𝑇]. Leur point commun est le

suivant : l’idéal premier correspondant à chacun d’eux est engendré par un polynôme

irréductible de 𝑘[𝑆,𝑇] (il s’agit de 𝑆 − 𝜆 pour 𝜉𝜆 , et de celui que nous avons noté 𝑃0
pour 𝑦𝜂,𝑃 – le lecteur vérifiera qu’on obtient ainsi tous les polynômes irréductibles de

𝑘[𝑆,𝑇]).

Si 𝑧 est l’un de ces points et si 𝑄 désigne le polynôme irréductible de 𝑘[𝑆,𝑇] qui lui

correspond, il résulte de 4.2.8.1, 4.2.9 et 4.2.9.1 que ̅̅̅ ̅̅{𝑧} = 𝑉(𝑄) ne comprend, hormis

le point 𝑧 lui-même, que des points fermés ; on a donc

̅̅̅ ̅̅{𝑧} = {𝑧} ∪ {(𝜆,𝜇) ∈ 𝑘2 |𝑄(𝜆,𝜇) = 0}.

L’ensemble 𝐸 ≔ {(𝜆,𝜇) ∈ 𝑘2 |𝑄(𝜆,𝜇) = 0}, qui n’est autre que la courbe algébrique

« naïve » d’équation 𝑄 = 0, est toujours infini :

si 𝑧 = 𝜉𝜆 pour un certain 𝜆 alors 𝑄 = (𝑆 − 𝜆) et 𝐸 = {(𝜆,𝜇)}𝜇∈𝑘 ;
si 𝑧 = 𝑦𝜂,𝑃 pour un certain 𝑃 alors 𝑄 = 𝑃0 et l’on a vu plus haut (4.2.9 et seq.) que

l’ensemble 𝐸𝜆 ≔ {𝜇 ∈ 𝑘 | (𝜆,𝜇) ∈ 𝐸} est fini pour tout 𝜆, et non vide pour presque

tout 𝜆.

Quant au corps résiduel 𝜅(𝑧) = Frac 𝑘[𝑆,𝑇]/(𝑄), il se décrit plus précisément comme

suit (4.2.7.2, 4.2.8.1) :

si 𝑧 = 𝜉𝜆 pour un certain 𝜆 alors 𝜅(𝑧) ≃ 𝑘[𝑇] ;
si 𝑧 = 𝑦𝜂,𝑃 pour un certain 𝑃 alors 𝜅(𝑧) = 𝑘(𝑆)[𝑇]/(𝑃).

Dans les deux cas, 𝜅(𝑧) est une extension de 𝑘 de degré de transcendance égal à 1.

4.2.12 Quelques commentaıres. Ce qui précède met bien en évidence l’analogie entre

Specℤ[𝑇] et Spec 𝑘[𝑆,𝑇]. Le lecteur pourra d’ailleurs se convaincre que nous aurions

pu nous contenter d’un paragraphe coiffant ces deux exemples, en étudiant Spec𝐴[𝑇]
via le morphisme 𝜓∶ Spec𝐴[𝑇] → Spec𝐴 induit par 𝐴 ↪ 𝐴[𝑇], où 𝐴 est un anneau

principal ayant un ensemble infini d’éléments irréductibles.

4.2.12.1 La condition sur l’existence d’une infinité d’éléments irréductibles sert simplement

à assurer que si 𝑦𝜂,𝑃 est un point fermé de la fibre générique 𝜓−1(𝜂), son adhérence

rencontre au moins une fibre fermée et n’est en particulier pas réduite à {𝑦𝜂,𝑃 }. Nous

allons esquisser ici un contre-exemple à ce fait lorsque 𝐴 n’a qu’un nombre fini d’irré-

ductibles ; les détails sont laissés au lecteur.
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Soit 𝑝 un nombre premier. On vérifie que le localisé ℤ(𝑝) de ℤ est principal, et a un

unique élément irréductible, à savoir 𝑝. L’adhérence ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅{𝑦𝜂,𝑇−(1/𝑝) } ne rencontre alors pas

la fibre fermée de 𝜓∶ Specℤ(𝑝)[𝑇] → Specℤ(𝑝) , et {𝑦𝜂,𝑇−(1/𝑝) } apparaît ainsi comme

un point fermé de Specℤ(𝑝)[𝑇] qui est situé sur la fibre générique de 𝜓. L’évaluation

correspondante n’est autre que la flèche naturelle de ℤ(𝑝)[𝑇] vers ℚ qui envoie 𝑇 sur

1/𝑝, et qui est effectivement surjective puisque ℚ = ℤ(𝑝)[1/𝑝].

4.2.12.2 Cette analogie entre Specℤ[𝑇] et Spec 𝑘[𝑆,𝑇] permet de penser en termes géométriques

à ℤ[𝑇], qui pouvait apparaître comme de nature davantage algébrique ou arithmé-

tique1. Nous attirons par exemple l’attention du lecteur sur la similitude des exemples

4.2.5.2 et 4.2.10.2 : le fermé 𝑉(2𝑇 − 1) de Specℤ[𝑇] ressemble beaucoup à l’hyperbole

𝑉(𝑆𝑇 − 1) ⊂ Spec 𝑘[𝑆,𝑇]. Cette dernière rencontre toutes les droites verticales, c’est-à-

dire les fibres fermées de 𝜓, à l’exception de la fibre en l’origine : comme 𝑆 s’annule en

l’origine, l’hyperbole ne coupe pas la fibre correspondante – en fait, elle la rencontre

plus précisément « à l’infini », en un sens que nous préciserons plus loin lorsque nous

aurons introduit la géométrie projective.

Le même phénomène vaut pour𝑉(2𝑇−1) ⊂ Specℤ[𝑇] : puisque 2, vu comme fonction

sur Specℤ , s’annule en 𝑥2 , le fermé 𝑉(2𝑇 − 1) ne rencontre pas la fibre 𝜓−1(𝑥2) – et là

encore, nous verrons plus bas qu’il la rencontre en fait « à l’infini », ce qui permettra

au lecteur imaginatif de penser à cette fibre comme à une asymptote de 𝑉(2𝑇 − 1).

4.3 Compléments sur la topologıe de Spec𝐴

Idéaux radıcaux et fermés de Zarıskı

4.3.1 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝐼 un idéal de 𝐴. On note √𝐼 l’image réciproque du nilradical

de 𝐴/𝐼 par la flèche quotient 𝐴 → 𝐴/𝐼 ; c’est un idéal de 𝐴, qu’on peut également

décrire comme l’ensemble des 𝑎 ∈ 𝐴 pour lesquels il existe 𝑛 ∈ ℕ tel que 𝑎𝑛 ∈ 𝐼. On dit

que √𝐼 est le radical de 𝐼.

4.3.1.1 Les faits suivants découlent immédiatement de la définition : si 𝐼 est un idéal de 𝐴
alors 𝐼 ⊂ √𝐼 et √√𝐼 = √𝐼 ; si 𝐽 est un idéal de 𝐴 tel que 𝐼 ⊂ 𝐽 alors √𝐼 ⊂ √𝐽 ; l’idéal √(0)
est le nilradical de 𝐴.

4.3.1.2 Il résulte de 4.3.1.1 que si 𝐽 est un idéal de 𝐴 tel que

𝐼 ⊂ 𝐽 ⊂ √𝐼

alors √𝐽 = √𝐼.

4.3.2 Nous dirons qu’un idéal 𝐼 de 𝐴 est radical s’il est égal à son radical ; cela revient à

demander que 𝐴/𝐼 soit réduit.

1Insistons sur le fait que, contrairement à une impression qu’on peut avoir à première vue (par
exemple face à la profusion de points étranges sur un objet censé jouer le rôle du plan affine), la théorie
des schémas est faite pour favoriser l’intuition géométrique à propos d’objets sur lesquels elle semblait
inopérante à première vue, et pas pour la chasser lorsqu’elle est naturellement présente !
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4.3.2.1 Si 𝐼 est un idéal de 𝐴 alors √𝐼 est radical (4.3.1.1).

4.3.2.2 Si 𝔭 est un idéal premier de 𝐴, il est radical (𝐴/𝔭 est intègre, et a fortiori réduit).

4.3.3 La formule 𝐼 ↦ 𝑉(𝐼) définit une surjection décroissante (pour l’inclusion) de l’ensemble

des idéaux de 𝐴 vers l’ensemble des fermés de Spec𝐴.

Par ailleurs, la formule

𝐹 ↦ I (𝐹) ≔ {𝑓 ∈ 𝐴 | ∀𝑥 ∈ 𝐹, 𝑓(𝑥) = 0}

définit une application décroissante de l’ensemble des fermés de Spec𝐴 vers l’ensemble

des idéaux de 𝐴.

Il résulte immédiatement des définitions que 𝐼 ⊂ I (𝑉(𝐼)) pour tout idéal 𝐼 de 𝐴, et

que 𝐹 ⊂ 𝑉(I (𝐹)) pour tout fermé 𝐹 de Spec𝐴.

4.3.3.1 Soit 𝐹 un fermé de Spec𝐴, et soit 𝑓 ∈ 𝐴 tel que 𝑓𝑛 ∈ I (𝐹) pour un certain entier 𝑛. On

a alors 𝑓𝑛(𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ 𝐹, et partant 𝑓(𝑥) = 0 pour tout 𝑥 ∈ 𝐹 ; ainsi, 𝑓 ∈ I (𝐹)
et I (𝐹) est radical.

4.3.3.2 Soit 𝐼 un idéal de 𝐴 et soit 𝑓 ∈ 𝐴. La flèche 𝐴 → 𝐴/𝐼 induit un homéomorphisme

de Spec𝐴/𝐼 sur 𝑉(𝐼). En conséquence, on a pour tout 𝑓 ∈ 𝐴 l’équivalence entre les

assertions suivantes :

1) 𝑓 ∈ I (𝑉(𝐼)), i. e., 𝑓 s’annule en tout point 𝑥 de 𝑉(𝐼) ;

2) la classe ̅̅𝑓 de 𝑓 modulo 𝐼 s’annule en tout point de Spec𝐴/𝐼.
Mais cette dernière condition revient à demander que ̅̅𝑓 soit nilpotente dans 𝐴/𝐼, donc

que 𝑓 ∈ √𝐼. On a ainsi démontré que

I (𝑉(𝐼)) = √𝐼.

4.3.4 Lemme

Les flèches 𝐼 ↦ 𝑉(𝐼) et 𝐹 ↦ I (𝐹) établissent une bijection décroissante d’ensembles

ordonnés entre l’ensemble des idéaux radicaux de𝐴 et l’ensemble des fermés de Spec𝐴.

Démonstration. Soit 𝐼 un idéal radical de 𝐴. On a alors I (𝑉(𝐼)) = √𝐼 = 𝐼 (la première

égalité est due à 4.3.3.2, la seconde à l’hypothèse de radicalité).

Soit 𝐹 un fermé de Spec𝐴 ; écrivons 𝐹 = 𝑉(𝐽) pour un certain idéal 𝐽 de 𝐴. On sait

que I (𝐹) est radical (4.3.3.1). On a 𝐹 ⊂ 𝑉(I (𝐹)). Par ailleurs, comme 𝐹 = 𝑉(𝐽),
il vient 𝐽 ⊂ I (𝐹) et donc 𝑉(I (𝐹)) ⊂ 𝑉(𝐽) = 𝐹. Ainsi, 𝑉(I (𝐹)) = 𝐹, ce qui achève la

démonstration.

4.3.5 Commentaıre. Le lemme 4.3.4 ci-dessus affirme en particulier que la restriction

de 𝐼 ↦ 𝑉(𝐼) à l’ensemble des idéaux radicaux est injective. Mais on peut également

en déduire une condition nécessaire et suffisante pour que deux idéaux 𝐼 et 𝐽 (non

nécessairement radicaux) vérifient l’égalité 𝑉(𝐼) = 𝑉(𝐽). En effet, comme 𝐹 ↦ I (𝐹)
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est injective en vertu de loc. cit., ce sera le cas si et seulement si I (𝑉(𝐼)) = I (𝑉(𝐽)),
c’est-à-dire si et seulement si √𝐼 = √𝐽 (4.3.3.2).

C’est vrai en particulier lorsque 𝐽 = 0. On a donc 𝑉(𝐼) = 𝑉(0) = Spec𝐴 si et seulement

si √𝐼 est égal au nilradical de 𝐴 ; on voit immédiatement que c’est le cas si et seulement

si 𝐼 lui-même est contenu dans le nilradical de 𝐴, et l’on retrouve ainsi ce qui avait été

mentionné en 4.1.26.1.

Le cas d’une algèbre de type fını sur un corps algébrıquement clos

4.3.6 Supposons maintenant que 𝐴 est une algèbre de type fini sur un corps algébriquement

clos 𝑘, et choisissons un isomorphisme de 𝑘-algèbres 𝐴 ≃ 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃1,⋯ ,𝑃𝑟). On

reprend les notations de 4.1.21 et seq. : on pose𝑋 = Spec𝐴, et l’on note𝑋(𝑘) l’ensemble

Hom𝑘(𝐴, 𝑘), qui coïncide avec l’ensemble 𝑋0 des points fermés de 𝑋. L’ensemble 𝑋(𝑘)
s’identifie par ailleurs à celui des 𝑛-uplets (𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑘𝑛 en lesquels les 𝑃𝑗 s’annulent.

4.3.7 On munit 𝑋(𝑘) de la topologie induite par celle de 𝑋, qu’on appelle encore topologie

de Zariski ; ses fermés sont les parties de la forme 𝑉(𝐸) ∩ 𝑋(𝑘) où 𝐸 est une partie

de 𝐴 (on peut d’ailleurs se limiter aux idéaux de 𝐴) et une base d’ouverts de 𝑋(𝑘) est

formée des parties de la forme 𝐷(𝑓) ∩ 𝑋(𝑘) où 𝑓 ∈ 𝐴.

Si l’on voit 𝑋(𝑘) comme un ensemble de 𝑛-uplets, alors pour tout 𝐸 ⊂ 𝐴 et tout 𝑓 ∈ 𝐴
on a

𝐸 ∩ 𝑋(𝑘) = {(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑘) | 𝑔(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0,∀𝑔 ∈ 𝐸}

et

𝐷(𝑓) ∩ 𝑋(𝑘) = {(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑘) | 𝑓(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ≠ 0}.

4.3.8 Soit 𝑇 un espace topologique. On notera C (𝑇) le plus petit sous-ensemble de P(𝑇)
contenant les fermés, les ouverts, et qui est stable par unions finies, intersections finies

et passage au complémentaire. On vérifie aussitôt que C (𝑇) est l’ensemble des parties

de 𝑇 de la forme ⋃𝑖∈𝐼𝑈𝑖 ∩ 𝐹𝑖 où 𝐼 est un ensemble fini, où les 𝑈𝑖 sont des ouverts et où

les 𝑇𝑖 sont des fermés.

4.3.9 Proposıtıon

L’application 𝐶 ↦ 𝐶(𝑘) ≔ 𝐶 ∩ 𝑋(𝑘) induit une bijection de C (𝑋) sur C (𝑋(𝑘)).

Démonstration. Par définition de la topologie induite, 𝐶(𝑘) ∈ C (𝑋(𝑘)) pour tout

𝐶 ∈ C (𝑋), et toute partie appartenant à C (𝑋(𝑘)) est de la forme 𝐶(𝑘) pour une telle 𝐶.

Il reste donc à s’assurer que 𝐶 ↦ 𝐶(𝑘) est injective.

4.3.9.1 Un cas particulier. Soit 𝐶 ∈ C (𝑋) telle que 𝐶(𝑘) = ∅ ; nous allons montrer que 𝐶 = ∅.

Comme 𝐶 est une union finie de parties de la forme 𝑈 ∩ 𝐹, où 𝑈 est ouvert et 𝐹 fermé,

on peut supposer que 𝐶 = 𝑈∩ 𝐹. Le fermé 𝐹 s’écrit 𝑉(𝐼) pour un certain 𝐼, et s’identifie

donc à Spec𝐴/𝐼. Quitte à remplacer 𝐴 par 𝐴/𝐼, on peut supposer 𝐹 = Spec𝐴 et 𝐶 = 𝑈.

Dans ce cas 𝐶 est réunion d’ouverts de la forme 𝐷(𝑓), avec 𝑓 ∈ 𝐴, et l’on est ainsi

ramené au cas où 𝐶 = 𝐷(𝑓). L’ouvert 𝐶 s’identifie alors au spectre de la 𝑘-algèbre de
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type fini 𝐴𝑓. Comme 𝐶(𝑘) = ∅, le spectre de 𝐴𝑓 n’a pas de point fermé, ce qui veut

dire que 𝐴𝑓 est nulle et que 𝐶 = Spec𝐴𝑓 = ∅.

4.3.9.2 Le cas général. Soient 𝐶 et 𝐷 deux parties appartenant à C (𝑋) telles que 𝐶(𝑘) = 𝐷(𝑘).
Soit 𝐶′ l’intersection de 𝐶 et du complémentaire de 𝐷, et soit 𝐷′ l’intersection de 𝐷 et

du complémentaire de 𝐶 ; les parties 𝐶′ et 𝐷′ appartiennent à C (𝑋). Par hypothèse,

𝐶′(𝑘) = 𝐷′(𝑘) = ∅ ; le cas particulier traité au 4.3.9.1 ci-dessus assure alors que

𝐶′ = 𝐷′ = ∅, et donc que 𝐶 = 𝐷.

4.3.10 Quelques conséquences.

4.3.10.1 Soient 𝐶 et 𝐷 deux parties appartenant à C (𝑋). On a les équivalences :

𝐶 ⊂ 𝐷 ⟺ 𝐶 ∩ (𝑋 ⧵𝐷) = ∅ ⟺ 𝐶(𝑘) ∩ (𝑋(𝑘) ⧵𝐷(𝑘)) = ∅ ⟺ 𝐶(𝑘) ⊂ 𝐷(𝑘)

(la deuxième équivalence découle de la proposition 4.3.9 ci-dessus, les autres sont

tautologiques).

4.3.10.2 Soit 𝐹 un fermé de Zariski de 𝑋(𝑘) ; on notera I (𝐹) l’idéal de 𝐴 formé des fonctions 𝑓
qui s’annulent en tout point de 𝐹.

Le fermé 𝐹 est de la forme 𝐺(𝑘), où 𝐺 est un fermé de Zariski de 𝑋 qui est uniquement

déterminé d’après la proposition 4.3.9 ci-dessus. Si 𝑓 ∈ 𝐴 on a les équivalences

𝑓 ∈ I (𝐹) ⟺ 𝐺(𝑘) ⊂ 𝑉(𝑓)(𝑘) ⟺ 𝐺 ⊂ 𝑉(𝑓) ⟺ 𝑓 ∈ I (𝐺),

la deuxième équivalence résultant de 4.3.10.1. Ainsi I (𝐹) = I (𝐺).

4.3.10.3 En combinant 4.3.10.2, la proposition 4.3.9 et le lemme 4.3.4, on voit que 𝐼 ↦ 𝑉(𝐼)(𝑘)
et 𝐹 ↦ I (𝐹) établissent une bijection entre l’ensemble des idéaux radicaux de 𝐴 et

l’ensemble des fermés de Zariski de 𝑋(𝑘).

4.3.11 La proposition 4.3.9 et ses conséquences signalées en 4.3.10 et seq. expliquent pourquoi

l’on peut, pour un grand nombre de questions, se passer du langage des schémas

lorsqu’on fait de la géométrie algébrique sur un corps algébriquement clos : dans ce

contexte, une partie définissable de manière algébrique (c’est-à-dire par des conditions

d’annulation ou de non-annulation de polynômes) est connue sans ambiguïté dès

qu’on connaît ses points naïfs, et l’on ne perd donc pas grand-chose à ne considérer

que lesdits points.

Espaces topologıques ırréductıbles, composantes ırréductıbles, dımen-

sıon de Krull

4.3.12 Défınıtıon (espace topologique irréductible)
Soit 𝑋 un espace topologique. On dit que 𝑋 est irréductible si 𝑋 est non vide et si pour

tout couple (𝑌,𝑍) de fermés de 𝑋 tels que 𝑋 = 𝑌 ∪ 𝑍 on a 𝑋 = 𝑌 ou 𝑋 = 𝑍.
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4.3.12.1 On peut donner une définition bourbakiste de l’irréductibilité – analogue à celle de

l’intégrité donnée en 0.1.3.2 – en disant que 𝑋 est irréductible si et seulement si toute

union finie de fermés stricts de 𝑋 est stricte ; cela force en particulier la réunion vide de

tels fermés (qui est l’ensemble vide) à être stricte, et donc 𝑋 à être non vide.

4.3.12.2 Il est tautologique qu’un espace topologique 𝑋 est irréductible si et seulement si 𝑋 ≠ ∅
et si tout ouvert non vide de 𝑋 est dense dans 𝑋 (passer au complémentaire dans la

définition initiale).

On en déduit que si 𝑋 est un espace topologique irréductible, tout ouvert non vide

de 𝑋 est encore irréductible.

4.3.12.3 Soit 𝑋 un espace topologique. Si 𝑋 possède une partie dense irréductible, il est irré-

ductible : c’est immédiat.

Comme un singleton est trivialement irréductible, tout espace topologique possédant

un point générique (c’est-à-dire dense) est irréductible.

4.3.12.4 Il résulte de la définition qu’un espace topologique irréductible est en particulier

connexe.

4.3.13 La notion d’espace irréductible n’a guère d’intérêt lorsqu’on s’intéresse aux espaces

topologiques usuels. On démontre par exemple aisément (le lecteur est invité à le faire

à titre d’exercice) qu’un espace topologique séparé est irréductible si et seulement si

c’est un singleton.

Elle est par contre extrêmement utile en géométrie algébrique, qui manipule des

espaces à la topologie assez grossière et très combinatoire. La proposition suivante en

est une bonne illustration.

4.3.14 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) Spec𝐴 a un unique point générique.

2) Spec𝐴 a un point générique.

3) Spec𝐴 est irréductible.

4) Le quotient 𝐴red de 𝐴 par son nilradical est intègre.

Démonstration. On sait que la flèche quotient 𝐴 → 𝐴red induit un homéomorphisme

Spec𝐴red ≃ Spec𝐴 (4.1.26.1). On peut donc remplacer 𝐴 par 𝐴red , et ainsi supposer

que 𝐴 est réduit, c’est-à-dire que 𝐴 = 𝐴red.

Il est clair que 1) ⇒ 2) ⇒ 3).

Supposons que 3) soit vraie, et montrons que 𝐴 = 𝐴red est intègre. Comme Spec𝐴 est

irréductible, il est non vide et 𝐴 est donc non nul.

Soient 𝑓 et 𝑔 deux éléments de 𝐴 tels que 𝑓𝑔 = 0. On a alors Spec𝐴 = 𝑉(𝑓𝑔) =
𝑉(𝑓) ∪ 𝑉(𝑔).
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Par irréductibilité, il vient Spec𝐴 = 𝑉(𝑓) ou Spec𝐴 = 𝑉(𝑔). En conséquence, 𝑓 est

nilpotente ou 𝑔 est nilpotente ; comme 𝐴 est réduit, on a 𝑓 = 0 ou 𝑔 = 0 et 𝐴 est intègre.

Supposons que 4) soit vraie, et montrons 1). Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴 et soit 𝔭 l’idéal premier

correspondant. Le point 𝑥 est générique si et seulement si tout idéal premier de 𝐴
contient 𝔭 ; mais il est clair que cette propriété est vérifiée par (0) (qui est premier car

𝐴 est intègre) et par lui seul, d’où 1).

4.3.15 Soit 𝐴 un anneau.

4.3.15.1 Soit 𝐹 un fermé de Spec𝐴. On a 𝐹 = 𝑉(𝐼) pour un certain idéal 𝐼 de 𝐴, et 𝐹 est

homéomorphe à Spec𝐴/𝐼. Par la proposition 4.3.14 ci-dessus, 𝐹 est irréductible si et

seulement s’il admet un point générique, lequel est alors unique.

On en déduit que 𝑥 ↦ ̅̅̅̅̅{𝑥} établit une bijection entre Spec𝐴 et l’ensemble de ses fermés

irréductibles, la réciproque envoyant un fermé 𝐹 sur son unique point générique.

4.3.15.2 Soit 𝐼 un idéal radical de 𝐴. Par définition, 𝐴/𝐼 est réduit ; il s’ensuit d’après loc. cit.

que 𝑉(𝐼) ≃ Spec𝐴/𝐼 est irréductible si et seulement si 𝐴/𝐼 est intègre, c’est-à-dire si et

seulement si 𝐼 est premier. En conséquence, 𝔭 ↦ 𝑉(𝔭) et 𝐹 ↦ I (𝐹) établissent une

bijection décroissante d’ensembles ordonnés entre l’ensemble des idéaux premiers de𝐴
et celui des fermés irréductibles de Spec𝐴. Bien entendu, cette bijection est simplement

la traduction en termes d’idéaux premiers de la bijection décrite au 4.3.15.1 ci-dessus

par la formule plus géométrique 𝑥 ↦ ̅̅̅̅̅{𝑥}.

4.3.16 Intermède culturel. On dit qu’un espace topologique est sobre si chacun de ses

fermés irréductibles admet un et un seul point générique. On vient de voir que le

spectre d’un anneau est sobre.

4.3.16.1 Tout espace topologique admet une sobrification ; nous laissons au lecteur le soin de la

définir, et de la construire – suivant la philosophie habituelle : just do it !

4.3.16.2 On démontre que si 𝑋 et 𝑌 sont deux espaces topologiques, les catégories des fais-

ceaux (d’ensembles) sur 𝑋 et 𝑌 sont équivalentes si et seulement si 𝑋 et 𝑌 ont même

sobrification.

4.3.17 Interprétatıon des poınts schématıques en termes classıques. Soit 𝑘 un corps

algébriquement clos et soit 𝐴 une 𝑘-algèbre de type fini ; posons 𝑋 = Spec𝐴.

4.3.17.1 Il résulte de la proposition 4.3.9 et de 4.3.10.1 que 𝐹 ↦ 𝐹(𝑘) établit une bijection

entre l’ensemble des fermés irréductibles de 𝑋 et l’ensemble des fermés irréductibles

de 𝑋(𝑘) ; en conséquence, 𝑥 ↦ ̅̅̅̅̅{𝑥}(𝑘) établit une bijection entre 𝑋 et l’ensemble des

fermés irréductibles de 𝑋(𝑘).

Insistons à ce propos sur le fait que tous les points de l’espace topologique 𝑋(𝑘) sont

fermés ; en conséquence, un fermé irréductible non singleton de 𝑋(𝑘) (c’est-à-dire, par

ce qui précède, un fermé de la forme ̅̅̅̅̅{𝑥}(𝑘) avec 𝑥 ∉ 𝑋(𝑘)) n’a pas de point générique

dans 𝑋(𝑘).
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4.3.17.2 On voit donc que topologiquement, on peut construire 𝑋 à partir de 𝑋(𝑘) en rajoutant

un point générique par fermé irréductible non singleton. L’espace 𝑋 apparaît ainsi

comme la sobrification de 𝑋(𝑘).

4.3.17.3 Soit 𝑥 un point de 𝑋 et soit 𝐺 le fermé irréductible ̅̅̅̅̅{𝑥}(𝑘). Pour tenter d’appréhen-

der intuitivement le point 𝑥, on pourra se référer au slogan suivant : une propriété

(raisonnable) est vraie en 𝑥 si et seulement si elle est vraie sur un ouvert de Zariski non vide

de 𝐺.

C’est par exemple le cas pour l’annulation ou la non-annulation des fonctions : si 𝑓 ∈ 𝐴
et si 𝑓(𝑥) = 0 alors 𝑓 est nulle en tout point de 𝐺 ; et si 𝑓(𝑥) ≠ 0 l’ouvert 𝐷(𝑓) ∩ 𝐺 est

non vide, puisque 𝐷(𝑓) ∩ ̅̅̅̅̅{𝑥} ≠ ∅ (il contient 𝑥). Mais ce le sera aussi pour un grand

nombre d’autres propriétés plus subtiles.

Le passage de la variété naïve 𝑋(𝑘) au schéma 𝑋 s’apparente ainsi à une déclinaison

d’un procédé très répandu en mathématiques : on estime souvent conceptuellement un

peu compliqué pour pouvoir remplacer des énoncés de la forme « il existe un ensemble

sur lequel telle propriété est vraie » par des énoncés plus agréables de la forme « telle

propriété est vraie en tel point ».

Donnons un exemple de ce type de démarche, qui vous est certainement très familier :

la construction du corps des réels. On remplace l’objet assez simple ℚ par l’objet plus

compliquéℝ , mais on gagne en simplicité des assertions. Par exemple si 𝑃 ∈ ℚ[𝑇], on a

équivalence entre « 𝑃(√2) > 0 » et « il existe un entier 𝑀 > 0 et un entier 𝑁 > 0 tels que

pour tout nombre rationnel positif 𝑟 satisfaisant les inégalités 2 − 1/𝑀 ⩽ 𝑟2 ⩽ 2 + 1/𝑀
on ait 𝑃(𝑟) > 1/𝑁 ».

Espaces noethérıens et composantes ırréductıbles

4.3.18 Défınıtıon (espace topologique noethérien)
Soit 𝑋 un espace topologique. On vérifie sans peine que les assertions suivantes sont

équivalentes :

1) tout ensemble non vide de fermés de 𝑋 admet un élément minimal (pour l’inclu-

sion) ;

2) toute suite décroissante de fermés de 𝑋 est stationnaire.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝑋 est noethérien.

4.3.19 Il découle immédiatement de la définition que tout fermé d’un espace topologique

noethérien est encore noethérien.

Nous invitons par ailleurs le lecteur à démontrer qu’un espace topologique 𝑋 est

noethérien si et seulement si tous ses ouverts sont quasi-compacts.

4.3.20 Exemple. Soit 𝐴 un anneau noethérien. Tout ensemble non vide d’idéaux de 𝐴 admet

un élément maximal ; c’est en particulier vrai lorsqu’on se restreint aux ensembles

d’idéaux radicaux, et il découle alors du lemme 4.3.4 que l’espace topologique Spec𝐴
est noethérien.
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4.3.21 En fait, le lemme 4.3.4 garantit précisément que si 𝐴 est un anneau, Spec𝐴 est noethé-

rien si et seulement si tout ensemble non vide d’idéaux radicaux de 𝐴 a un élément

maximal. C’est une propriété a priori plus faible que la noethérianité, et l’on peut

effectivement construire un exemple d’anneau non noethérien à spectre noethérien.

Par exemple, soit 𝑘 un corps, soit 𝐼 l’idéal de 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈ℕ engendré par tous les monômes

de degré 2, et soit 𝐴 le quotient 𝑘[𝑋𝑖]𝑖∈ℕ/𝐼. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier

les points suivants :

l’idéal (̅̅ ̅̅𝑋𝑖)𝑖∈ℕ est le seul idéal premier de 𝐴, et Spec𝐴 est donc un singleton,

évidemment noethérien ;

l’idéal (̅̅ ̅̅𝑋𝑖)𝑖∈ℕ n’est pas type fini, et 𝐴 n’est donc pas noethérien.

4.3.22 Lemme-Défınıtıon (composante irreductible)
Soit 𝑋 un espace topologique noethérien. Il existe un ensemble fini 𝐸 de fermés irré-

ductibles de 𝑋 possédant les propriétés suivantes :

1) les fermés appartenant à 𝐸 sont deux à deux non comparables pour l’inclusion ;

2) 𝑋 est la réunion des fermés appartenant à 𝐸.

De plus si 𝐸 est un tel ensemble, tout fermé irréductible de 𝑋 est contenu dans (au

moins) un fermé appartenant à 𝐸, et 𝐸 apparaît ainsi comme l’ensemble des fermés

irréductibles maximaux de 𝑋. Il est donc unique, et ses éléments sont appelés les

composantes irréductibles de 𝑋.

Démonstration. On procède en plusieurs étapes.

4.3.22.1 Première étape : 𝑋 est une réunion finie de fermés irréductibles. On suppose que ce n’est

pas le cas, et l’on note 𝐹 l’ensemble des fermés de 𝑋 qui ne sont pas réunion finie de

fermés irréductibles. Par hypothèse, 𝑋 ∈ 𝐹 et 𝐹 ≠ ∅ ; comme 𝑋 est noethérien, 𝐹 admet

un élément minimal 𝑌.

Comme 𝑌 ∈ 𝐹, il n’est pas réunion finie de fermés irréductibles ; en particulier, il est

non vide (sinon, ce serait la réunion vide de tels fermés) et non irréductible, Il existe

donc deux fermés stricts 𝑍 et 𝑇 de 𝑌 tels que 𝑌 = 𝑍∪𝑇. Comme 𝑍 et 𝑇 sont strictement

contenus dans 𝑌, la minimalité de 𝑌 implique qu’ils n’appartiennent pas à 𝐹. Chacun

d’eux est donc une union finie de fermés irréductibles, et il en va dès lors de même

de 𝑌, ce qui est absurde.

4.3.22.2 Il existe donc un ensemble fini 𝐸 de fermés irréductibles de 𝑋 satisfaisant 2). Si 𝑌 et 𝑍
sont deux fermés appartenant à 𝐸 avec 𝑌 ⊊ 𝑍, alors 𝑋 = ⋃𝑇∈𝐸,𝑇≠𝑌 𝑇, et on peut donc

retirer 𝑌 de 𝐸 sans altérer la validité de 2). En recommençant l’opération autant de

fois que nécessaire, on obtient bien un ensemble fini de fermés irréductibles de 𝑋 qui

satisfait 1) et 2).

4.3.22.3 Soit maintenant 𝐸 un tel ensemble et soit 𝑌 un fermé irréductible de 𝑋. Comme 𝑋 est

réunion des éléments de 𝐸, le fermé 𝑌 est réunion de ses fermés 𝑌∩𝑍 où 𝑍 parcourt 𝐸.

Comme 𝑌 est irréductible, l’un au moins de ces fermés n’est pas strict ; il existe donc

𝑍 ∈ 𝐸 tel que 𝑌∩𝑍 = 𝑌, c’est-à-dire tel que 𝑌 ⊂ 𝑍, ce qui achève la démonstration.
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4.3.23 Exemple. Soit 𝑘 un corps et soit 𝑓 un élément non nul de 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Le fermé

de Zariski 𝑉(𝑓) de Spec 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] s’identifie à Spec 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑓). L’anneau

𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑓) étant noethérien, l’espace topologique𝑉(𝑓) est lui aussi noethérien, et

est en conséquence justiciable du lemme précédent. Nous allons décrire explicitement

ses composantes irréductibles.

Comme 𝑓 est un élément non nul de l’anneau factoriel 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛], il s’écrit comme un

produit fini ∏𝑃𝑛𝑖
𝑖 où les 𝑃𝑖 sont des polynômes irréductibles deux à deux non associés

et les 𝑛𝑖 des entiers > 0. On a alors

𝑉(𝑓) = ⋃𝑉(𝑃𝑛𝑖
𝑖 ) = ⋃𝑉(𝑃𝑖).

Fixons 𝑖. Comme 𝑃𝑖 est un polynôme irréductible de l’anneau factoriel 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛],
l’idéal (𝑃𝑖) est premier, et 𝑉(𝑃𝑖) est donc irréductible d’après 4.3.15.2.

Par ailleurs, si 𝑖 et 𝑗 sont deux indices distincts, (𝑃𝑖) et (𝑃𝑗) sont non comparables pour

l’inclusion (puisque 𝑃𝑖 et 𝑃𝑗 ne le sont pas pour la divisibilité), et 𝑉(𝑃𝑖) et 𝑉(𝑃𝑗) ne le

sont donc pas non plus d’après loc. cit.

En conséquence, les 𝑉(𝑃𝑖) sont exactement les composantes irréductibles de 𝑉(𝑓).

Dımensıon de Krull

4.3.24 Défınıtıon (dimension de Krull d’un espace topologique)
Soit 𝑋 un espace topologique. La dimension de Krull de 𝑋 est la borne supérieure de

l’ensemble des entiers 𝑛 pour lesquels il existe une chaîne strictement croissante

𝑋0 ⊊ 𝑋1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝑋𝑛

où les 𝑋𝑖 sont des fermés irréductibles de 𝑋.

4.3.24.1 Commentaires. L’ensemble d’entiers dont on prend la borne supérieure dans la défi-

nition ci-dessus est vide si et seulement si 𝑋 n’a pas de fermés irréductibles, ce qui

signifie que 𝑋 = ∅ : dans le cas contraire, il existe 𝑥 ∈ 𝑋, et ̅̅̅̅̅{𝑥} est un fermé irréductible

de 𝑋.

Si 𝑋 = ∅, sa dimension de Krull est donc égale à −∞ (voir la note de bas de page au

paragraphe 2.8.14.1). Sinon, c’est un élément deℕ∪{+∞}, qui vaut +∞ si et seulement

si 𝑋 possède des chaînes strictement croissantes arbitrairement longues de fermés

irréductibles.

4.3.24.2 La dimension de Krull n’est pas une notion pertinente pour comprendre les espaces

topologiques usuels. Ainsi, comme les seuls fermés irréductibles de ℝ𝑛 sont les points,

la dimension de Krull de ℝ𝑛 est nulle quel que soit 𝑛.

Elle est en revanche tout à fait adaptée aux espaces topologiques rudimentaires qui in-

terviennent en géométrie algébrique, et correspond alors parfaitement à l’idée intuitive

qu’on se fait de la dimension.
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Par exemple, dire qu’un espace 𝑋 est de dimension de Krull égal à 2 signifie que les

chaînes strictement croissantes de fermés irréductibles de 𝑋 les plus longues qu’on

puisse trouver comportent trois éléments (la numérotation commence à 0). Or c’est ce

que l’on attend, indépendamment de la définition précise donnée à ce terme, d’une

surface algébrique, sur laquelle une telle chaîne doit être constituée d’un point, d’une

courbe irréductible, et de la surface elle-même.

4.3.24.3 Signalons qu’il existe une notion bien plus fine de dimension en topologie générale

qui est pertinente pour tout ce qui est peu ou prou modelé sur ℝ ; par exemple, ℝ𝑛 est

de dimension 𝑛. Mais nous n’en aurons pas besoin dans le cadre de ce cours, et ne

donnerons pas sa définition.

4.3.25 Soit𝐴 un anneau. Il résulte des définitions et du dictionnaire entre fermés irréductibles

de Spec𝐴 et idéaux premiers de 𝐴 que la dimension de Krull de l’espace topologique

Spec𝐴 est égale à la dimension de Krull de 𝐴.

Supposons que 𝐴 soit une algèbre non nulle et de type fini sur un corps 𝑘. Si 𝐴 est

intègre, le théorème 2.10.11 implique que la dimension de Krull de Spec𝐴 est égale au

degré de transcendance de Frac𝐴 sur 𝑘 ; en général (si on ne suppose plus𝐴 intègre) on

déduit simplement du corollaire 2.10.13 que la dimension de Krull de Spec𝐴 est finie.
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5 La notıon de schéma

5.1 La catégorıe des schémas

Le spectre comme espace localement annelé

5.1.1 Soit 𝐴 un anneau. Le but de ce qui suit est de munir l’espace topologique Spec𝐴 d’une

structure d’espace localement annelé, c’est-à-dire de construire un faisceau d’anneaux

sur Spec𝐴 dont les fibres soient des anneaux locaux.

Nous aurons en fait également besoin plus loin de considérer sur l’espace localement

annelé Spec𝐴 des faisceaux de modules d’un certain type. Aussi avons-nous choisi de

donner une construction qui fournit directement ces faisceaux de modules, dont notre

faisceau d’anneaux apparaîtra simplement comme un cas particulier.

5.1.2 Soit 𝑀 un 𝐴-module et soit 𝑈 un ouvert de Spec𝐴. On note 𝑆(𝑈) l’ensemble des

éléments 𝑓 de 𝐴 qui ne s’annulent pas sur 𝑈. C’est une partie multiplicative de 𝐴,

égale à 𝐴× si 𝑈 = Spec𝐴. On désigne par 𝑀pref(𝑈) le 𝑆(𝑈)−1𝐴-module 𝑆(𝑈)−1𝑀. Si

𝑉 est un ouvert contenu dans 𝑈, on dispose d’une application 𝐴-linéaire naturelle

𝑀pref(𝑈) → 𝑀pref(𝑉), et 𝑀pref apparaît ainsi comme un préfaisceau de 𝐴-modules

sur Spec𝐴.

5.1.2.1 On remarque que𝐴pref hérite quant à lui d’une structure plus riche : c’est un préfaisceau

de 𝐴-algèbres, et 𝑀pref est de manière naturelle un 𝐴pref-module.

5.1.2.2 Les fibres de𝑀pref. Fixons 𝑥 ∈ Spec𝐴, et soit 𝛴 l’ensemble des éléments de 𝐴 non nuls

en 𝑥 ; notons que 𝛴 est précisément le complémentaire dans 𝐴 de l’idéal premier 𝔭
correspondant à 𝑥.

L’ensemble des voisinages ouverts de 𝑥, muni de l’ordre opposé à celui de l’inclusion,

est filtrant ; si 𝑈 et 𝑉 sont deux voisinages ouverts de 𝑥 avec 𝑉 ⊂ 𝑈 alors 𝑆(𝑈) ⊂ 𝑆(𝑉),
et la réunion des 𝑆(𝑈) lorsque 𝑈 parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de 𝑥 est

égale à 𝛴 (si 𝑓 ∈ 𝛴, alors 𝑓 ∈ 𝑆(𝐷(𝑓))).

On déduit alors de 2.5.7.4 que 𝑀pref,𝑥 s’identifie à 𝛴−1𝑀, c’est-à-dire à 𝑀𝔭. En particu-

lier, 𝐴pref,𝑥 est l’anneau local 𝐴𝔭.

5.1.2.3 Nous allons faire une remarque de nature technique à propos de la description locale

des sections de 𝑀pref , qui nous servira par la suite.
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Soit 𝑈 un ouvert de Spec𝐴, soit 𝜎 une section de 𝑀pref sur 𝑈 et soit 𝑥 ∈ 𝑈. On peut

écrire 𝜎 = 𝜇/𝑠 avec 𝜇 ∈ 𝑀 et 𝑠 ∈ 𝑆(𝑈). Soit 𝑔 tel que 𝐷(𝑔) soit un voisinage ouvert de

𝑥 dans 𝑈. Comme 𝑠 ne s’annule pas sur 𝑈, on a 𝐷(𝑔) ⊂ 𝐷(𝑠) et donc 𝐷(𝑔) = 𝐷(𝑠𝑔). La

restriction de 𝜎 à 𝐷(𝑠𝑔) s’écrit 𝜇/𝑠 = 𝜇𝑔/𝑠𝑔. Ainsi, on a montré l’existence d’un élément

𝑓 de 𝐴 tel que 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ⊂ 𝑈 et tel que 𝜎|𝐷(𝑓) soit de la forme 𝑚/𝑓 avec 𝑚 ∈ 𝑀.

5.1.3 On note �̃� le faisceau associe au préfaisceau 𝑀pref. Le faisceau 𝐴 est un faisceau de

𝐴-algèbres, et �̃� est un 𝐴-module.

5.1.3.1 Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴 et soit 𝔭 l’idéal premier correspondant. La fibre �̃�𝑥 est canoniquement

isomorphe à 𝑀pref,𝑥 , c’est-à-dire à 𝑀𝔭.

5.1.3.2 En particulier, la fibre de 𝐴 en 𝑥 s’identifie à l’anneau local 𝐴𝔭.

5.1.3.3 Soit 𝑓 ∈ 𝐴. Comme 𝑓 ∈ 𝑆(𝐷(𝑓)), on dispose d’une application 𝐴-linéaire naturelle

𝑀𝑓 → 𝑆(𝐷(𝑓))−1𝑀 = 𝑀pref(𝐷(𝑓)) (qui envoie 𝑚/𝑓 vu comme appartenant à 𝑀𝑓 sur

𝑚/𝑓 vu comme appartenant à 𝑆(𝐷(𝑓))−1𝑀). Par composition avec la flèche canonique

𝑀pref(𝐷(𝑓)) → �̃�(𝐷(𝑓)), on obtient une application 𝐴-linéaire 𝑀𝑓 → �̃�(𝐷(𝑓)).

5.1.4 Le théorème qui suit est absolument fondamental. Il donne une description explicite de

�̃� qui permet de manipuler effectivement ce dernier (et qui s’appliquera en particulier

à 𝐴). Il est à la base de toute la théorie des schémas. Comme vous allez le voir, sa

preuve met en jeu deux types d’ingrédients :

les propriétés générales des localisés, et notamment la condition de nullité d’une

fraction (ou d’égalité de deux fractions) ;

une petite astuce de calcul, pas difficile mais absolument cruciale, qui permet d’ex-

hiber par une formule explicite un élément de 𝑀 répondant à certaines conditions.

5.1.5 Théorème

Pour tout 𝑓 ∈ 𝐴, l’application 𝐴-linéaire

𝑀𝑓 → �̃�(𝐷(𝑓))

est bijective. En particulier, 𝑀 → �̃�(Spec𝐴) est bijective (prendre 𝑓 égal à 1).

Démonstration. Nous allons commencer par une remarque qui permet de simplifier

un peu la démonstration. Soit 𝑓 ∈ 𝐴 et soit 𝑈 un ouvert de 𝐷(𝑓) ; notez que 𝑓 ∈ 𝑆(𝑈)
par définition. Le morphisme 𝐴 ↦ 𝐴𝑓 identifie de manière naturelle Spec𝐴𝑓 à D(𝑓),
ce qui permet de voir 𝑈 comme un ouvert de Spec𝐴𝑓. On note alors 𝑇(𝑈) la partie

multiplicative de𝐴𝑓 formée des éléments 𝑔 ∈ 𝐴𝑓 tels que 𝑔(𝑥) ≠ 0 pour tout 𝑥 ∈ 𝑈 ; il est

immédiat qu’un élément 𝑎/𝑓𝑛 de 𝐴𝑓 appartient à 𝑇(𝑈) si et seulement si 𝑎 appartient

à 𝑆(𝑈).

La flèche canonique 𝐴 → 𝑇(𝑈)−1𝐴𝑓 envoie 𝑆(𝑈) dans l’ensemble des éléments inver-

sibles du but, et induit donc un morphisme de 𝑆(𝑈)−1𝐴 vers 𝑇(𝑈)−1𝐴𝑓 , qui est un

isomorphisme en vertu de 2.1.8.2.

208 La notıon de schéma



Il en résulte par tensorisation avec 𝑀 que 𝑀pref(𝑈) = 𝑆(𝑈)−1𝑀 s’identifie canonique-

ment à 𝑇(𝑈)−1𝑀𝑓 = 𝑀𝑓,pref(𝑈), où 𝑀𝑓,pref est le préfaisceau sur Spec𝐴𝑓 associé au

𝐴𝑓-module 𝑀𝑓. En conséquence, �̃�|𝐷(𝑓) s’identifie au faisceau 𝑀𝑓 sur Spec𝐴𝑓.

Si l’on montre l’injectivité (resp. la surjectivité) de 𝑀 → �̃�(Spec𝐴), ceci entraînera

donc l’injectivité (resp. la surjectivité) de 𝑀𝑓 → �̃�(𝐷(𝑓)) pour tout 𝑓, en appliquant

le résultat à l’anneau 𝐴𝑓 en lieu et place de 𝐴.

5.1.5.1 Preuve de l’injectivité de 𝑀 → �̃�(Spec𝐴), et partant de l’injectivité de 𝑀𝑓 → �̃�(𝐷(𝑓))
pour tout 𝑓. Soit 𝑚 un élément de 𝑀 dont l’image dans �̃�(Spec𝐴) est nulle. Les

germes de cette image sont alors tous nuls, ce qui signifie que l’image de 𝑚 dans 𝑀𝔭
est nulle pour tout idéal premier 𝔭 de 𝑀 (5.1.3.1). En conséquence, 𝑚 = 0 d’après le

lemme 2.7.2.1.

5.1.5.2 Preuve de la surjectivité de𝑀 → �̃�(Spec𝐴), et partant de la surjectivité de𝑀𝑓 → �̃�(𝐷(𝑓))
pour tout 𝑓. Soit 𝜎 appartenant à �̃�(Spec𝐴) ; nous allons construire un élément𝑚 ∈ 𝑀
d’image égale à 𝜎.

En vertu de 5.1.2.3, de la quasi-compacité de Spec𝐴, et du fait que toute section de �̃�
provient localement d’une section de 𝑀pref , il existe une famille finie (𝑓𝑖)𝑖∈𝐼 d’éléments

de 𝐴 et une famille (𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 d’éléments de 𝑀 tels que les propriétés suivantes soient

satisfaites :

1) Spec𝐴 = ⋃𝐷(𝑓𝑖) ;

2) pour tout 𝑖, la restriction 𝜎|𝐷(𝑓𝑖) provient de la section 𝑚𝑖/𝑓𝑖 de 𝑀pref(𝐷(𝑓𝑖)).
Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices. Par construction, la restriction 𝜎|𝐷(𝑓𝑖𝑓𝑗) provient de la section

𝑚𝑖/𝑓𝑖 = 𝑓𝑗𝑚𝑖/(𝑓𝑖𝑓𝑗) de𝑀pref(𝐷(𝑓𝑖𝑓𝑗)), et également de la section 𝑓𝑖𝑚𝑗/(𝑓𝑖𝑓𝑗) de ce dernier.

La flèche 𝑀𝑓𝑖𝑓𝑗 → �̃�(𝐷(𝑓𝑖𝑓𝑗)) est injective d’après ce qu’on a déjà montré au 5.1.5.1 ;

en conséquence, on a 𝑓𝑖𝑚𝑗/(𝑓𝑖𝑓𝑗) = 𝑓𝑗𝑚𝑖/(𝑓𝑖𝑓𝑗) dans 𝑀(𝑓𝑖𝑓𝑗). Cela signifie qu’il existe un

entier 𝑁 tel que (𝑓𝑖𝑓𝑗)𝑁(𝑓𝑗𝑚𝑖 − 𝑓𝑖𝑚𝑗) = 0 ; notons que comme l’ensemble d’indices est

fini, l’entier 𝑁 peut être choisi indépendamment de 𝑖 et 𝑗.

Nous allons simplifier un peu ces égalités. On commence par remarquer que

(𝑓𝑖𝑓𝑗)𝑁(𝑓𝑗𝑚𝑖 − 𝑓𝑖𝑚𝑗) = 0
⟺ 𝑓𝑁𝑖 𝑓𝑁+1

𝑗 𝑚𝑖 = 𝑓𝑁𝑗 𝑓𝑁+1
𝑖 𝑚𝑗 ,

qui n’est autre que l’égalité classique des produits en croix pour les fractions 𝑓𝑁𝑖 𝑚𝑖/𝑓𝑁+1
𝑖

et 𝑓𝑁𝑗 𝑚𝑗/𝑓𝑁+1
𝑗 .

On remplace alors pour tout 𝑖 la fonction 𝑓𝑖 par 𝑓𝑁+1
𝑖 (ce qui ne change pas 𝐷(𝑓𝑖))

et l’élément 𝑚𝑖 par 𝑓𝑁𝑖 𝑚𝑖. Les conditions 1) et 2) ci-dessus restent vérifiées, et l’on a

de plus 𝑓𝑗𝑚𝑖 − 𝑓𝑖𝑚𝑗 = 0 pour tout (𝑖, 𝑗).

Nous en venons au cœur de la preuve : la construction d’un antécédent de 𝜎. Remar-

quons pour commencer que si 𝑚 ∈ 𝑀, le fait que son image dans �̃�(Spec𝐴) soit égale
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à 𝜎 peut se tester sur chacun des ouverts 𝐷(𝑓𝑖) (puisque �̃� est un faisceau). On en

déduit, en considérant pour tout 𝑖 le diagramme commutatif

𝑀 �̃�(Spec𝐴)

𝑀𝑓𝑖 �̃�(𝐷(𝑓𝑖)) ,

que pour que l’image de 𝑚 dans �̃�(Spec𝐴) soit égale à 𝜎, il suffit que l’image de 𝑚
dans 𝑀𝑓𝑖 soit égale à 𝑚𝑖/𝑓𝑖 pour tout 𝑖.

Nous allons maintenant utiliser l’hypothèse que les 𝐷(𝑓𝑖) recouvrent Spec𝐴. Cela

signifie qu’il existe (𝑎𝑖) ∈ 𝐴𝐼 tel que ∑ 𝑎𝑖𝑓𝑖 = 1. Intervient alors l’astuce de calcul que

nous avons évoquée plus haut : on pose𝑚 = ∑𝑗∈𝐼 𝑎𝑗𝑚𝑗 et nous allons vérifier que l’image

de 𝑚 dans 𝑀𝑓𝑖 est égale à 𝑚𝑖/𝑓𝑖 pour tout 𝑖.

Fixons 𝑖. On a

𝑓𝑖𝑚 = 𝑓𝑖∑
𝑗

𝑎𝑗𝑚𝑗 = ∑
𝑗

𝑎𝑗(𝑓𝑖𝑚𝑗)

= ∑
𝑗

𝑎𝑗(𝑓𝑗𝑚𝑖) (car 𝑓𝑖𝑚𝑗 = 𝑓𝑗𝑚𝑖 pour tout 𝑗)

= (∑
𝑗

𝑎𝑗𝑓𝑗)𝑚𝑖 = 𝑚𝑖.

En conséquence, l’image de𝑚dans𝑀𝑓𝑖 est égale à𝑚𝑖/𝑓𝑖 , ce qui achève la démonstration.

5.1.6 Muni du faisceau d’anneau𝐴, l’espace topologique Spec𝐴 devient un espace localement

annelé, dont le faisceau structural 𝐴 sera désormais noté OSpec𝐴. Les faits suivant sont

des reformulations de 5.1.3.2 et du théorème 5.1.5 pour𝑀 = 𝐴 (nous nous permettons

de noter les isomorphismes canoniques comme des égalités) :

si 𝑥 est un point de Spec𝐴 correspondant à l’idéal 𝔭 alors OSpec𝐴,𝑥 = 𝐴𝔭 ;

si 𝑓 ∈ 𝐴 alors OSpec𝐴(𝐷(𝑓)) = 𝐴𝑓 ; en particulier, OSpec𝐴(Spec𝐴) = 𝐴.

5.1.7 Compatıbılıté des notatıons. Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴 et soit 𝔭 l’idéal premier qui lui

correspond. Nous faisons face a priori à un conflit de notations : on dispose d’un corps

𝜅(𝑥) et d’un morphisme 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) de OSpec𝐴(Spec𝐴) = 𝐴 dans 𝜅(𝑥) fournis par la

théorie générale des espaces localement annelés (3.3.4.1) ; et d’un corps 𝜅(𝑥) et d’un

morphisme 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) de 𝐴 dans 𝜅(𝑥) définis directement (4.1.3). Rappelons en quoi

ils consistent.

5.1.7.1 Définitions dans le contexte des espaces localement annelés. Le corps 𝜅(𝑥) est alors le corps

résiduel de l’anneau local OSpec𝐴,𝑥 , c’est-à-dire 𝐴𝔭/𝔭𝐴𝔭 = Frac𝐴/𝔭. Et l’évaluation est

la composée de la flèche naturelle

OSpec𝐴(Spec𝐴) = 𝐴 → OSpec𝐴,𝑥 = 𝐴𝔭
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et de la flèche quotient

OSpec𝐴,𝑥 = 𝐴𝔭 → 𝜅(𝑥) = 𝐴𝔭/𝔭𝐴𝔭 = Frac𝐴/𝔭.

Elle s’identifie à la flèche canonique de 𝐴 dans Frac𝐴/𝔭.

5.1.7.2 Définition directe. On a 𝜅(𝑥) = Frac𝐴/𝔭 et la flèche 𝑓 ↦ 𝑓(𝑥) est la flèche canonique

𝐴 → 𝜅(𝑥) = Frac𝐴/𝔭.

5.1.7.3 Tout va donc pour le mieux : il n’y a a posteriori plus de conflit.

Les schémas : défınıtıon et premıères proprıétés

5.1.8 Défınıtıon (schéma)
Un schéma est un espace localement annelé (𝑋, O𝑋) qui est localement isomorphe au

spectre d’un anneau. Cela signifie plus précisément que pour tout 𝑥 ∈ 𝑋 il existe un

voisinage ouvert𝑈 de 𝑥 dans𝑋, un anneau𝐴 et un isomorphisme d’espaces localement

annelés (𝑈, O𝑈) ≃ (Spec𝐴, OSpec𝐴).

Un morphisme de schémas de (𝑌, O𝑌) vers (𝑋, O𝑋) est simplement un morphisme d’es-

paces localement annelés de (𝑌, O𝑌) vers (𝑋, O𝑋). En d’autres termes, on définit la

catégorie Sch des schémas comme une sous-catégorie pleine de EspLocAnn.

5.1.9 Considérer les espaces localement annelés localement isomorphes à des espaces

d’un certain type préalablement fixé peut s’avérer utile dans bien d’autres contextes

géométriques.

Par exemple, il est loisible de définir la catégorie des variétés différentielles comme la

sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces localement annelés en ℝ-algèbres

formée des espaces localement isomorphes à un ouvert 𝑈 de ℝ𝑛 (pour un certain 𝑛)
muni de son faisceau des fonctions C∞. Cela dit, en pratique, les géomètres différentiels

préfèrent utiliser des cartes et atlas ; c’est essentiellement une affaire de goût, et nous

laissons au lecteur le soin de vérifier l’équivalence des deux points de vue.

5.1.10 Premıers exemples.

5.1.10.1 Si 𝐴 est un anneau, Spec𝐴 est un schéma par définition. Un schéma qui est isomorphe

à Spec𝐴 pour un certain 𝐴 sera qualifié d’affine.

5.1.10.2 Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑓 ∈ 𝐴. On a signalé au début de la preuve du théorème 5.1.5

que la restriction de OSpec𝐴 = 𝐴 à l’ouvert𝐷(𝑓) s’identifie, modulo l’homéomorphisme

Spec𝐴𝑓 ≃ 𝐷(𝑓) induit par 𝐴 → 𝐴𝑓 , au faisceau 𝐴𝑓 = OSpec𝐴𝑓. En conséquence,

l’ouvert𝐷(𝑓) de l’espace localement annelé Spec𝐴 est un schéma, et même un schéma

affine : il est canoniquement isomorphe à Spec𝐴𝑓.

Il s’ensuit que Spec𝐴 possède une base d’ouverts qui sont des schémas affines, que

l’on qualifiera plus simplement d’ouverts affines ; ce fait s’étend immédiatement à un

schéma quelconque. Il en résulte que tout ouvert d’un schéma est un schéma.
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5.1.11 Les ımmersıons ouvertes.

5.1.11.1 La propriété universelle d’un ouvert. Les faits suivants se déduisent de 3.3.8.

Si 𝑈 est un ouvert d’un schéma 𝑋, l’inclusion 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 est sous-jacente à un mor-

phisme de schémas noté encore 𝑗, tel que pour tout schéma 𝑌 et tout morphisme

𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 vérifiant 𝜓(𝑌) ⊂ 𝑈, il existe un unique morphisme de schémas 𝜒 ∶ 𝑌 → 𝑈
tel que 𝑗 ∘ 𝜒 = 𝜓. Le couple (𝑈, 𝑗) représente donc le foncteur qui envoie un schéma 𝑌
sur l’ensemble des morphismes de 𝑌 → 𝑋 dont l’image est contenue dans 𝑈.

En d’autres termes, toute factorisation ensembliste d’un morphisme de schémas par un

ouvert est automatiquement morphique.

Si nous avons insisté sur cette propriété, qui semble tellement évidente qu’on omet

souvent de l’expliciter, c’est parce qu’elle ne vaut pas sauf exceptions pour les fermés

d’un schéma. Plus précisément, nous verrons plus loin qu’un fermé 𝑍 d’un schéma 𝑋
admet toujours au moins une structure naturelle de schéma, mais qu’on ne peut pas en

général en trouver une par laquelle se factorise tout morphisme 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 vérifiant

𝜓(𝑌) ⊂ 𝑍.

5.1.11.2 On dira qu’un morphisme de schémas 𝑌 → 𝑋 est une immersion ouverte s’il induit un

isomorphisme entre 𝑌 et un ouvert de 𝑋.

5.1.12 Soit 𝑋 un schéma, soit 𝐾 un corps et soit 𝜉 l’unique point de Spec𝐾. Soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝜆
un plongement de 𝜅(𝑥) dans𝐾. Nous allons montrer qu’il existe un unique morphisme

𝜓∶ Spec𝐾 → 𝑋 tel que 𝜓(𝜉) = 𝑥 et tel que la flèche induite 𝜅(𝑥) ↪ 𝜅(𝜉) = 𝐾 soit

égale à 𝜆.

5.1.12.1 Unicité de 𝜓. Soit 𝜓 comme ci-dessus. Comme 𝜓(𝜉) = 𝑥, le morphisme 𝜓 est unique-

ment déterminé ensemblistement. Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. Il reste à s’assurer que la

flèche 𝜓∗ ∶ O𝑋(𝑈) → OSpec𝐾(𝜓−1(𝑈)) induite par 𝜓 est elle aussi uniquement détermi-

née par le couple (𝑥,𝜆).
Si 𝑥 ∉ 𝑈 on a 𝜓−1(𝑈) = ∅ et 𝜓∗(𝑓) = 0 pour toute 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈).
Si 𝑥 ∈ 𝑈 alors 𝜓−1(𝑈) = {𝜉} et on déduit du diagramme commutatif

OSpec𝐾(𝜓−1(𝑈)) = 𝐾 𝐾 = 𝜅(𝜉)

O𝑋(𝑈) 𝜅(𝑥)

Id=(𝑔↦ 𝑔(𝜉))

𝑓↦𝑓(𝑥)
𝜓∗ 𝜆

que 𝜓∗(𝑓) = 𝜆(𝑓(𝑥)) pour toute 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈), d’où notre assertion.

5.1.12.2 Existence de 𝜓. On s’inspire des égalités dont on vient de voir qu’elles sont nécessaire-

ment vérifiées.

On décrit tout d’abord 𝜓 ensemblistement en posant 𝜓(𝜉) = 𝑥. Soit maintenant 𝑈
un ouvert de 𝑋. Nous définissons un morphisme 𝜓∗ de O𝑋(𝑈) vers OSpec𝐾(𝜓−1(𝑈))
comme suit :
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si 𝑥 ∉ 𝑈 on a 𝜓−1(𝑈) = ∅ et l’on pose 𝜓∗(𝑓) = 0 pour toute 𝑓 ∈ O𝑋(𝑈) ;

si 𝑥 ∈ 𝑈 alors 𝜓−1(𝑈) = Spec𝐾, et l’on pose

𝜓∗(𝑓) = 𝜆(𝑓(𝑥)) ∈ 𝐾 = OSpec𝐾(Spec𝐾).

Ces formules étant compatibles aux restrictions, on obtient ainsi un morphisme de

Spec𝐾 vers 𝑋, dont il est immédiat qu’il satisfait les conditions requises.

5.1.13 En vertu de ce qui précède, se donner un morphisme de Spec𝐾 vers 𝑋 revient à se

donner un point 𝑥 de 𝑋 et un plongement 𝜅(𝑥) ↪ 𝐾.

En particulier, à tout point 𝑥 de𝑋 est associé un morphisme canonique Spec𝜅(𝑥) → 𝑋 :

celui qui correspond au couple (𝑥, Id𝜅(𝑥)).

5.1.14 Quelques proprıétés topologıques des schémas. Nous allons nous contenter

d’énoncés très généraux – il est difficile d’être plus précis sans hypothèses spécifiques

sur les schémas en jeu. Le lemme 5.1.14.3 et le 5.1.14.4 étendent des résultats précé-

demment démontrés pour les spectres d’anneaux (la proposition 4.3.14 et le 4.3.15.1).

5.1.14.1 Comme tout schéma affine est quasi-compact (en tant qu’espace topologique), un

schéma est quasi-compact si et seulement s’il est réunion finie d’ouverts affines.

5.1.14.2 Insistons sur le fait qu’un schéma n’a aucune raison d’être quasi-compact en général.

Par exemple, soit (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 une famille quelconque de schémas. La somme disjointe ∐𝑋𝑖
des 𝑋𝑖 dans la catégorie des espaces localement annelés « est » la somme disjointe des

𝑋𝑖 dans la catégorie des espaces annelés (3.3.9), qui a été décrite au 3.2.7. C’est un

schéma : cette propriété est en effet par définition locale, et ∐𝑋𝑖 est recouvert par ses

ouverts 𝑋𝑖 qui sont des schémas. Si les 𝑋𝑖 sont tous non vides et si l’ensemble 𝐼 est

infini, le schéma ∐𝑋𝑖 n’est pas quasi-compact.

Notons que comme les schémas forment une sous-catégorie pleine de la catégorie

des espaces localement annelés, ∐𝑋𝑖 est la somme disjointe des 𝑋𝑖 dans la catégorie

des schémas.

Remarque : nous invitons le lecteur à vérifier que le raisonnement suivi aux paragraphes

4.1.28 et seq. montre en réalité l’existence d’un isomorphisme de schémas

Spec(𝐴 × 𝐵) ≃ Spec𝐴 ⨿ Spec𝐵

(utiliser plus précisément 4.1.28.3).

5.1.14.3 Lemme

Soit 𝑋 un schéma et soit 𝑌 un fermé de 𝑋. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) 𝑌 possède un unique point générique ;

2) 𝑌 possède un point générique ;

3) 𝑌 est irréductible.

Démonstration. Il est clair que 1) ⇒ 2) ⇒ 3). Supposons maintenant que 3) soit vraie.

Comme 𝑌 est irréductible, il est non vide, et il existe donc un ouvert affine 𝑈 de 𝑋
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tel que 𝑈 ∩ 𝑌 soit non vide. L’espace 𝑌 étant irréductible, il en va de même de son

ouvert non vide 𝑈 ∩ 𝑌. Comme celui-ci est par ailleurs un fermé du schéma affine 𝑈,

il est lui-même homéomorphe à un schéma affine et possède donc un unique point

générique 𝜂 (la proposition 4.3.14, cf. aussi 4.3.15.1). Le point 𝜂 est dense dans 𝑈 ∩ 𝑌,

lequel est dense dans 𝑌 par irréductibilité de ce dernier. En conséquence, 𝜂 est dense

dans 𝑌 : c’en est un point générique.

Il reste à s’assurer de l’unicité de 𝜂. Soit 𝜉 un point générique de 𝑌. La densité de 𝜉 dans

𝑌 signifie que 𝜉 appartient à tout ouvert non vide de 𝑌, et en particulier à 𝑌 ∩𝑈. Le

point 𝜉 qui est dense dans 𝑌 l’est a fortiori dans 𝑌 ∩𝑈 ; par unicité du point générique

de 𝑈, il vient alors 𝜉 = 𝜂.

5.1.14.4 On en déduit que 𝑥 ↦ ̅̅̅̅̅{𝑥} induit une bijection entre 𝑋 est l’ensemble de ses fermés

irréductibles.

5.1.14.5 Remarque. Nous avons énoncé et démontré le lemme 5.1.14.3 ci-dessus pour tout

fermé de 𝑋, et pas seulement pour le schéma 𝑋 lui-même. Mais cette généralité est en

réalité illusoire : en effet, comme nous l’avons déjà mentionné au 5.1.11.1, nous verrons

plus bas que tout fermé d’un schéma possède (au moins) une structure de schéma.

Morphısmes vers le spectre d’un anneau

5.1.15 Lemme

Soit 𝑋 un espace annelé et soit 𝐴 un anneau. Pour tout morphisme 𝜑∶ 𝐴 → O𝑋(𝑋) et

toute application continue 𝜒 ∶ 𝑋 → Spec𝐴, il existe au plus un morphisme d’espaces

annelés 𝜓∶ 𝑋 → Spec𝐴 dont l’application continue sous-jacente coïncide avec 𝜒 et tel

que le morphisme

𝐴 = OSpec𝐴(Spec𝐴) → O𝑋(𝑋)

induit par 𝜓 soit égal à 𝜑.

Démonstration. Soit 𝜓∶ 𝑋 → Spec𝐴 un morphisme d’espaces annelés comme dans

l’énoncé. Comme les ouverts de la forme 𝐷(𝑓) forment une base de la topologie de

Spec𝐴, il suffit de s’assurer que pour tout 𝑓 appartenant à 𝐴, la flèche

𝐴𝑓 = OSpec𝐴(𝐷(𝑓)) → O𝑋(𝜒−1(𝐷(𝑓)))

induite par 𝜓 est uniquement déterminé par 𝜑.

Soit 𝑓 ∈ 𝐴. Posons𝑈 = 𝜒−1(𝐷(𝑓)). Soit 𝜌 ∶ 𝐴 → O𝑋(𝑈) la composée de𝜑∶ 𝐴 → O𝑋(𝑋)
et de la flèche de restriction O𝑋(𝑋) → O𝑋(𝑈). Le diagramme commutatif

O𝑋(𝑋) O𝑋(𝑈)

𝐴 𝐴𝑓

𝜑 𝜌

214 La notıon de schéma



montre que la flèche composée 𝐴 → 𝐴𝑓 → O𝑋(𝑈) est égale à 𝜌. Mais la propriété

universelle du localisé 𝐴𝑓 assure qu’il y a au plus un morphisme de 𝐴𝑓 vers O𝑋(𝑈)
dont la composée avec𝐴 → O𝑋(𝑈) est égale à 𝜌 (elle assure aussi qu’un tel morphisme

existe si et seulement si 𝜌(𝑓) est inversible) ; ainsi, le morphisme 𝐴𝑓 → O𝑋(𝑈) est

uniquement déterminé par 𝜑, ce qu’on souhaitait établir.

5.1.16 Théorème

Soit 𝑋 un espace localement annelé et soit 𝐴 un anneau. Pour tout morphisme 𝜑∶ 𝐴 →
O𝑋(𝑋), il existe un unique morphisme d’espaces localement annelés 𝜓∶ 𝑋 → Spec𝐴
tel que le morphisme

𝐴 = OSpec𝐴(Spec𝐴) → O𝑋(𝑋)

induit par 𝜓 soit égal à 𝜑.

Démonstration. Nous allons, comme souvent, commencer par établir l’unicité ; puis

nous nous inspirerons des conditions nécessaires qui aurons été dégagées à cette

occasion pour exhiber un morphisme satisfaisant les conditions requises.

5.1.16.1 Preuve de l’unicité de 𝜓. Soit 𝜓 comme dans l’énoncé. Par hypothèse, il induit le mor-

phisme 𝜑 entre les anneaux de sections globales. Pour montrer qu’il est uniquement

déterminé il suffit alors, en vert du lemme 5.1.15, de montrer qu’il est uniquement

déterminé ensemblistement.

Soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝑓 ∈ 𝐴. L’image de 𝑓 dans O𝑋(𝑋) est par hypothèse égale à 𝜑(𝑓).
Comme 𝜓 est un morphisme d’espaces localement annelés, on a

𝜑(𝑓)(𝑥) = 0 ⟺ 𝑓(𝜓(𝑥)) = 0.

Ainsi, 𝜓(𝑥) est nécessairement le point correspondant au noyau de 𝑓 ↦ 𝜑(𝑓)(𝑥) (ou

encore au morphisme 𝑓 ↦ 𝜑(𝑓)(𝑥) de 𝐴 dans 𝜅(𝑥)).

5.1.16.2 Existence de 𝜓. Commençons par le définir ensemblistement : pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, on note

𝜓(𝑥) le point de Spec𝐴 correspondant au noyau de la flèche 𝑓 ↦ 𝜑(𝑓)(𝑥) (ou encore

au morphisme 𝑓 ↦ 𝜑(𝑓)(𝑥) de 𝐴 dans 𝜅(𝑥)). Cela signifie que l’on a pour tout 𝑓 ∈ 𝐴
l’équivalence

𝜑(𝑓)(𝑥) = 0 ⟺ 𝑓(𝜓(𝑥)) = 0.

Il s’ensuit que 𝜓−1(𝐷(𝑓)) = 𝐷(𝜑(𝑓)), et 𝜓 est en conséquence continue.

Pour faire de 𝜓 un morphisme d’espaces annelés, il faut maintenant se donner un

morphisme OSpec𝐴 → 𝜓∗O𝑋 ; nous reprenons les notations de 5.1.2 et seq.

Soit 𝑈 un ouvert de Spec𝐴. Si 𝑠 ∈ 𝑆(𝑈), il résulte de la définition de 𝜓 que 𝜑(𝑠) est

inversible sur 𝜓−1(𝑈). La flèche composée

𝐴 𝜑
O𝑋(𝑋) O𝑋(𝜓−1(𝑈))

envoie donc 𝑆 dans l’ensemble des éléments inversibles de O𝑋(𝜓−1(𝑈)). Elle induit dès
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lors un morphisme de 𝑆(𝑈)−1𝐴 vers O𝑋(𝜓−1(𝑈)). Cette construction étant compatible

aux restrictions, elle définit un morphisme de préfaisceaux d’anneaux de 𝐴pref vers

𝜓∗O𝑋. Comme 𝜓∗O𝑋 est un faisceau, ce morphisme induit un morphisme de faisceaux

d’anneaux de 𝐴 = OSpec𝐴 vers 𝜓∗O𝑋 dont l’effet sur les sections globales coïncide par

construction avec 𝜑.

Il reste à s’assurer que le morphisme d’espaces annelés 𝜓 est bien un morphisme

d’espaces localement annelés. Soit 𝑥 ∈ 𝑋 et soit 𝑔 une section de OSpec𝐴 définie sur un

voisinage de 𝜓(𝑥). On peut toujours supposer que ce voisinage est de la forme 𝐷(𝑓)
avec 𝑓(𝜓(𝑥)) ≠ 0, auquel cas la fonction 𝑔 est de la forme 𝑎/𝑓 ; on a 𝜓−1(𝐷(𝑓)) =
𝐷(𝜑(𝑓)), et le diagramme commutatif

O𝑋(𝑋) O𝑋(𝐷(𝜑(𝑓)))

𝐴 𝐴𝑓

𝜑

assure que l’image de 𝑔 dans O𝑋(𝜓−1(𝐷(𝑓))) est égale à 𝜑(𝑎)/𝜑(𝑓). On a les équiva-

lences

𝑔(𝜓(𝑥)) = 0 ⟺ 𝑎(𝜓(𝑥)) = 0 ⟺ 𝜑(𝑎)(𝑥) = 0 ⟺ [𝜑(𝑎)/𝜑(𝑓)](𝑥) = 0,

ce qu’il fallait démontrer.

5.1.17 Exemple. Soit𝐴 un anneau, soit𝑈 un ouvert de Spec𝐴, et soit 𝜌 la flèche de restriction

de𝐴 vers O𝑈(𝑈). Le morphisme induit par l’immersion ouverte𝑈 ↪ Spec𝐴 au niveau

des anneaux de sections globales est égal à 𝜌. En conséquence, la flèche 𝑈 → Spec𝐴
associée par le théorème 5.1.16 au morphisme 𝜌 coïncide avec l’immersion ouverte

𝑈 ↪ Spec𝐴.

5.1.18 Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. Le théorème 5.1.16 permet d’associer à 𝜑 un

morphisme𝜓∶ Spec𝐵 → Spec𝐴, à savoir l’unique morphisme qui induit𝜑 entre leurs

anneaux de sections globales. Les faits suivants découlent de la description explicite

de 𝜓, donnée en 5.1.16.2 lors de la preuve de loc. cit.

5.1.18.1 Ensemblistement, 𝜓 coïncide avec l’application continue construite au 4.1.22 : soit 𝔮 un

idéal premier de 𝐵, et soit 𝑦 le point correspondant de Spec𝐵, alors 𝜓(𝑦) correspond à

l’idéal premier 𝜑−1(𝔮) de 𝐴.

5.1.18.2 Supposons que 𝐵 = 𝐴𝑓 pour un certain 𝑓 ∈ 𝐴 ; le morphisme 𝜓 est l’immersion ouverte

induite par l’isomorphisme Spec𝐴𝑓 ≃ 𝐷(𝑓) décrit en 5.1.10.2.

5.1.18.3 Revenons au cas où 𝐵 est quelconque, et soit 𝑓 ∈ 𝐴. On a 𝜓−1(𝐷(𝑓)) = 𝐷(𝜑(𝑓)) et le

morphisme

[𝐴𝑓 = OSpec𝐴(𝐷(𝑓))] → [𝐵𝜑(𝑓) = OSpec𝐵(𝐷(𝜑(𝑓)))]

induit par 𝜓 est le morphisme canonique 𝐴𝑓 → 𝐵𝜑(𝑓) déduit de 𝜑.
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5.1.18.4 Soit 𝔮 un idéal premier de 𝐵, et soit 𝑦 le point correspondant de Spec𝐵. Le morphisme

[𝐴𝜑−1(𝔮) = OSpec𝐴,𝜓(𝑦)] → [𝐵𝔮 = OSpec𝐵,𝑦]

induit par 𝜓 est le morphisme canonique 𝐴𝜑−1(𝔮) → 𝐵𝔮 déduit de 𝜑.

5.1.19 Soit 𝐴 un anneau. Le morphisme IdSpec𝐴 induit l’identité sur l’anneau des sections

globales de Spec𝐴 ; c’est donc le morphisme associé à Id𝐴.

Soient 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 et 𝜑′ ∶ 𝐵 → 𝐶 deux morphismes d’anneaux. La composée des

morphismes Spec𝐶 → Spec𝐵 et Spec𝐵 → Spec𝐴 respectivement associés à 𝜑′ et

𝜑 est un morphisme de Spec𝐶 vers Spec𝐴 qui induit le morphisme 𝜑′ ∘ 𝜑 entre leurs

anneaux de sections globales : c’est donc le morphisme de Spec𝐶 vers Spec𝐴 associé

à 𝜑′ ∘ 𝜑.

Notons que ces faits pourraient aussi se déduire des descriptions explicites des mor-

phismes évoqués, que nous avons fournies en 5.1.18.1-5.1.18.4.

5.1.20 Ainsi, 𝐴 ↦ Spec𝐴 apparaît comme un foncteur contravariant de la catégorie des

anneaux vers celle des espaces localement annelés, qui induit pour tout couple (𝐴,𝐵)
d’anneaux une bijection

HomAnn(𝐴,𝐵) ≃ HomSch(Spec𝐵, Spec𝐴),

dont la réciproque envoie un morphisme Spec𝐵 → Spec𝐴 sur la flèche induite

[OSpec𝐴(Spec𝐴) = 𝐴] → [OSpec𝐵(Spec𝐵) = 𝐵].

Il s’ensuit que 𝐴 ↦ Spec𝐴 établit une anti-équivalence1 entre la catégorie des anneaux

et celle des schémas affines, dont 𝑋 ↦ O𝑋(𝑋) est un quasi-inverse.

5.1.21 Nous allons maintenant pouvoir donner diverses interprétations fonctorielles du

théorème 5.1.16.

5.1.21.1 Soit 𝑋 un espace localement annelé. Le théorème 5.1.16 assure en particulier l’exis-

tence d’un unique morphisme 𝜒 ∶ 𝑋 → SpecO𝑋(𝑋) induisant IdO𝑋(𝑋) sur les anneaux

de sections globales, dont nous dirons que c’est le morphisme canonique de 𝑋 vers

Spec𝒪𝑋(𝑋) (notons que si 𝑋 = Spec𝐴 on a O𝑋(𝑋) = 𝐴 et 𝜒 est alors nécessairement

égal à l’identité, par unicité).

Soit 𝜑 un morphisme de 𝐴 vers O𝑋(𝑋). Il induit un morphisme 𝜃 de SpecO𝑋(𝑋) vers

Spec𝐴 ; la composée 𝜃∘𝜒 est une flèche de𝑋 vers Spec𝐴 qui induit le morphisme𝜑 sur

les anneaux de sections globales : c’est donc le morphisme 𝜓 dont le théorème 5.1.16

assure l’existence et l’unicité.

1Le préfixe « anti » fait référence au fait que c’est un foncteur contravariant.
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Ainsi, 𝜓 se factorise via 𝜒. Cette factorisation est unique : si 𝜃′ est un morphisme de

SpecO𝑋(𝑋) vers Spec𝐴 tel que 𝜃′∘𝜒 = 𝜓 on vérifie aussitôt que 𝜃′ induit le morphisme

𝜑 sur les anneaux de sections globales, et il est dès lors égal à 𝜃.

En conséquence, le foncteur covariant de la catégorie des schémas affines vers

les ensembles qui envoie 𝑌 sur HomSch(𝑋,𝑌) est représentable par le couple

(SpecO𝑋(𝑋),𝜒 ∶ 𝑋 → SpecO𝑋(𝑋)).

5.1.21.2 Le théorème 5.1.16 affirme que pour tout couple (𝑋,𝐴) formé d’un espace localement

annelé et d’un anneau, l’application naturelle

HomEspLocAnn(𝑋, Spec𝐴) → HomAnn(𝐴, O𝑋(𝑋))

est bijective. On vérifie immédiatement que cette bijection est fonctorielle en 𝑋 et en 𝐴.

On vient ainsi d’établir une propriété d’adjonction entre les foncteurs « spectre » et

« sections globales ». Comme ils sont contravariants on doit, pour décider du sens de

cette adjonction, remplacer une des deux catégories en jeu par son opposée pour avoir

affaire à des foncteurs covariants. Travaillons par exemple avec EspLocAnn et Annop.

On dispose alors pour tout couple (𝑋,𝐴) d’une bijection

HomEspLocAnn(𝑋, Spec𝐴) → HomAnnop(O𝑋(𝑋),𝐴)

fonctorielle en 𝑋 et 𝐴, si bien que le foncteur 𝐴 ↦ Spec𝐴 de Annop vers EspLocAnn
est adjoint à droite du foncteur 𝑋 ↦ O𝑋(𝑋) de EspLocAnn vers Annop.

5.1.22 La place des spectres au seın des espaces localement annelés. Il résulte du

5.1.21.2 ci-dessus que la notion de spectre est naturelle dès lors qu’on s’intéresse aux

espaces localement annelés généraux, puisque 𝐴 ↦ Spec𝐴 est adjoint à 𝑋 ↦ O𝑋(𝑋).

Ce fait permet en un sens de penser à Spec𝐴 comme à l’espace localement annelé le plus

général d’anneau des sections globales égal à 𝐴.

5.1.23 Remarque culturelle. La notion de spectre, et sa caractérisation fonctorielle donné

au 5.1.22 ci-dessus, se généralisent comme suit. Le foncteur d’inclusion de la catégorie

des espaces localement annelés dans celle des espaces annelés admet un adjoint

à droite 𝔖𝔭, qui est une sorte de « spectre étalé » ; et si 𝐴 est un anneau, Spec𝐴
s’identifie à 𝔖𝔭({ ∗ },𝐴). Nous ne sous servirons pas de 𝔖𝔭, mais nous allons indiquer

sa construction pour le lecteur intéressé. Soit (𝑋, O𝑋) un espace annelé.

5.1.23.1 Description ensembliste. L’ensemble sous-jacent à 𝔖𝔭(𝑋) est l’union disjointe

∐𝑥∈𝑋 SpecO𝑋,𝑥 , munie d’une application naturelle 𝑝 vers 𝑋 (le spectre de O𝑋,𝑥
est placé au-dessus de 𝑥).

5.1.23.2 La topologie de 𝔖𝔭(𝑋). Pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋 et tout élément 𝑓 de O𝑋(𝑈), on note

𝔇(𝑈, 𝑓) le sous-ensemble de 𝔖𝔭(𝑋) égal à la réunion, pour 𝑥 parcourant 𝑈, des

ouverts 𝐷(𝑓𝑥) ⊂ SpecO𝑋,𝑥 = 𝑝−1(𝑥). On munit 𝔖𝔭(𝑋) de la topologie engendrée par

les 𝔇(𝑈, 𝑓), pour laquelle 𝑝 est continue.
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5.1.23.3 Le faisceau structural de 𝔖𝔭(𝑋). Soit 𝑉 un ouvert de 𝔖𝔭(𝑋). Pour tout ouvert 𝑈
de 𝑋 contenant 𝑝(𝑉), notons 𝑆𝑉(𝑈) l’ensemble des sections 𝑓 de O𝑋 sur 𝑈 telles

que 𝑉 ⊂ 𝔇(𝑈, 𝑓). C’est une partie multiplicative de O𝑋(𝑈) ; soit 𝛬(𝑉) la colimite des

𝑆𝑉(𝑈)−1O𝑋(𝑈), où 𝑈 parcourt l’ensemble des ouverts de 𝑋 contenant 𝑝(𝑉).

Si 𝑊 est un ouvert de 𝑉, on dispose d’une application naturelle de 𝛬(𝑉) vers 𝛬(𝑊).

On peut ainsi voir 𝛬 comme un préfaisceau d’anneaux sur 𝔖𝔭(𝑋), et l’on munit alors

𝔖𝔭(𝑋) du faisceau associé au préfaisceau 𝛬. On voit facilement que 𝔖𝔭(𝑋) est un

espace localement annelé.

5.1.23.4 On dispose par construction du faisceau O𝔖𝔭(𝑋) d’un morphisme O𝑋 → 𝑝∗O𝔖𝔭(𝑋)
permettant de voir 𝑝 ∶ 𝔖𝔭(𝑋) → 𝑋 comme un morphisme d’espaces annelés ; pour

tout espace localement annelé 𝑌, on vérifie que l’application 𝜑 ↦ 𝑝 ∘ 𝜑 établit une

bijection entre HomEspLocAnn(𝑌, 𝔖𝔭(𝑋)) et HomEspAnn(𝑌,𝑋).

5.1.24 Quelques adjoınts. Notons 𝑂1 et 𝑂2 les foncteurs oublis respectifs de EspAnn et

EspLocAnn vers Top.

5.1.24.1 Le foncteur 𝑂1 admet un adjoint à droite, à savoir 𝑋 ↦ (𝑋,ℤ) ; ainsi qu’un adjoint à

gauche, à savoir 𝑋 ↦ (𝑋, {0}).

5.1.24.2 Le foncteur 𝑂2 est la composée de l’inclusion EspLocAnn ↪ EspAnn et de 𝑂1. On

déduit alors de 5.1.24.1 et 5.1.23 et seq. que 𝑂2 admet un adjoint à droite, à savoir

𝑋 ↦ 𝔖𝔭(𝑋,ℤ).

5.1.24.3 Le fait que les foncteurs EspLocAnn ↪ EspAnn, 𝑂1 et 𝑂2 admettent un adjoint à

droite « explique » pourquoi ils commutent aux colimites, ce qui avait été vu direc-

tement par la construction explicite de ces dernières (3.2.7, 3.3.9). Et le fait que 𝑂1
admette un adjoint à gauche « explique » pourquoi il commute aux limites, ce qui a

également été vu par construction explicite (3.2.6).

5.1.24.4 Grâce au foncteur 𝔖𝔭, on peut désormais montrer que les limites existent dans

EspLocAnn (et les décrire). Nous laissons plus précisément le lecteur vérifier (c’est

purement formel) que si D est un diagramme dans EspLocAnn alors 𝔖𝔭(limEspAnn D)
est la limite de D dans EspLocAnn.

5.1.24.5 On prendra garde que 𝑂2 ne commute pas aux limites (et n’a donc pas d’adjoint à

gauche). Cela résulte par exemple de 5.1.24.4 et du fait que 𝔖𝔭 ne préserve pas en

général l’espace topologique sous-jacent. Toutefois, on peut le voir directement sur un

exemple simple : pour tout espace localement annelé 𝑋, on a une bijection naturelle

Hom(𝑋, Specℤ) ≃ Hom(ℤ, O𝑋(𝑋)) = { ∗ },

si bien que Specℤ est l’objet final de EspLocAnn ; mais l’espace topologique sous-

jacent à Specℤ n’est pas l’objet final de Top, qui est le singleton.
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Un crıtère d’affınıté, et un premıer contre-exemple

5.1.25 A priori, le fait d’être affine ne semble pas être une propriété facile à vérifier pour un

schéma donné 𝑋 : cela signifie en effet qu’il existe un anneau 𝐴 et un isomorphisme

𝑋 ≃ Spec𝐴.

Mais le lemme ci-dessous assure qu’en réalité, cela peut s’exprimer de façon directe,

sans quantificateur existentiel toujours un peu désagréable.

5.1.26 Lemme

Soit 𝑋 un schéma. Il est affine si et seulement si le morphisme canonique 𝑋 →
SpecO𝑋(𝑋) est un isomorphisme.

Démonstration. Si 𝑋 → SpecO𝑋(𝑋) est un isomorphisme, 𝑋 est affine par définition.

Supposons réciproquement que 𝑋 soit affine, donc qu’il existe un isomorphisme

𝑋 ≃ Spec𝐴. On dispose alors d’un diagramme commutatif

𝑋 SpecO𝑋(𝑋)

Spec𝐴 Spec𝐴 = SpecOSpec𝐴(Spec𝐴)Id

≃ ≃

qui montre que 𝑋 → SpecO𝑋(𝑋) est un isomorphisme.

5.1.27 Un premıer exemple de schéma non affıne. Soit 𝑘 un corps. Nous allons introduire

une notation que nous utiliserons dans toute la suite du cours : on désigne par 𝔸𝑛
𝑘 le

schéma Spec 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Il est muni d’un morphisme naturel vers Spec 𝑘, induit par

le plongement 𝑘 ↪ 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] ; on dit que 𝔸𝑛
𝑘 est l’espace affine de dimension 𝑛 sur le

corps 𝑘.

Pour le moment, nous allons travailler avec le plan affine 𝔸2
𝑘. Soit 𝑈 l’ouvert complé-

mentaire dans 𝔸2
𝑘 de l’origine (0, 0), vue comme point fermé de 𝔸2

𝑘.

5.1.27.1 Détermination de O𝔸2
𝑘
(𝑈). Comme (0, 0) = 𝑉(𝑇1,𝑇2), l’ouvert𝑈 est la réunion de𝐷(𝑇1)

et 𝐷(𝑇2). On a

O𝔸2
𝑘
(𝐷(𝑇1)) = 𝑘[𝑇1,𝑇2]𝑇1 = {

𝑃
𝑇𝑛
1

|||
| 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇1,𝑇2], 𝑛 ∈ ℕ} ⊂ 𝑘(𝑇1,𝑇2),

O𝔸2
𝑘
(𝐷(𝑇2)) = 𝑘[𝑇1,𝑇2]𝑇2 = {

𝑃
𝑇𝑛
2

|||
| 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇1,𝑇2], 𝑛 ∈ ℕ} ⊂ 𝑘(𝑇1,𝑇2)

et

O𝔸2
𝑘
(𝐷(𝑇1) ∩𝐷(𝑇2)) = O𝔸2

𝑘
(𝐷(𝑇1𝑇2)) = 𝑘[𝑇1,𝑇2]𝑇1𝑇2

= {
𝑃

𝑇𝑛
1 𝑇𝑛

2

|||
| 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇1,𝑇2], 𝑛 ∈ ℕ} ⊂ 𝑘(𝑇1,𝑇2).
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Se donner une section de O𝔸2
𝑘
sur 𝑈 revient à se donner un couple (𝑡1, 𝑡2) formé d’une

section 𝑡1 de O𝔸2
𝑘
sur 𝐷(𝑇1) et d’une section 𝑡2 de O𝔸2

𝑘
sur 𝐷(𝑇2), telles que 𝑡1|𝐷(𝑇1𝑇2) =

𝑡2|𝐷(𝑇1𝑇2). Par ce qui précède, cela revient à se donner une fraction𝑅 ∈ 𝐾(𝑇1,𝑇2) pouvant

à la fois s’écrire sous la forme 𝑃/𝑇𝑚
1 et sous la forme 𝑄/𝑇𝑛

2 où 𝑃 et 𝑄 appartiennent

à 𝑘[𝑇1,𝑇2]. Un argument élémentaire d’arithmétique des anneaux factoriels assure

qu’un tel 𝑅 appartient nécessairement à 𝑘[𝑇1,𝑇2] = O𝔸2
𝑘
(𝔸2

𝑘). Autrement dit, la flèche

de restriction O𝔸2
𝑘
(𝔸2

𝑘) → O𝔸2
𝑘
(𝑈) est un isomorphisme.

5.1.27.2 La flèche canonique de𝑈 vers SpecO𝔸2
𝑘
(𝑈) s’identifie par ce qui précède (et en vertu de

l’exemple 5.1.17) à l’immersion ouverte de 𝑈 dans 𝔸2
𝑘 , qui n’est pas un isomorphisme

(elle n’est déjà pas ensemblistement surjective, puisque son image ne contient pas

l’origine). Il en résulte que 𝑈 n’est pas affine.

5.2 Recollement de schémas, constructıon des produıts fıbrés

Recollements de schémas

5.2.1 Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie des schémas et soit𝑋 sa colimite

dans la catégorie des espaces localement annelés ; rappelons que 𝑋 « est » en fait la

limite de D dans la catégorie des espaces annelés (3.3.9), laquelle a été décrite au 3.2.7.

5.2.1.1 Si 𝑋 a le bon goût d’être un schéma, c’est a fortiori la colimite de D dans la catégorie

des schémas, puisque celle-ci est une sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces

localement annelés.

5.2.1.2 Comme être un schéma est une propriété locale, il suffit, pour que 𝑋 soit un schéma,

que chacun des morphisme canoniques 𝑋𝑖 → 𝑋 soit une immersion ouverte.

5.2.2 Nous allons maintenant donner quelques exemples dans lesquelles la condition suffi-

sante du 5.2.1.2 est satisfaite.

5.2.2.1 Soit D = (𝑋𝑖) un diagramme sans flèche dans la catégorie des schémas. Sa colimite

dans la catégorie des espaces localement annelés est l’espace somme disjointe ∐𝑋𝑖 ,

décrit en 3.2.8. Comme 𝑋𝑗 → ∐𝑋𝑖 est une immersion ouverte pour tout 𝑗 d’après

loc. cit., l’espace localement annelé ∐𝑋𝑖 est en vertu de 5.2.1.2 un schéma, et est plus

précisément la somme disjointe des 𝑋𝑖 dans la catégorie des schémas (nous avions

déjà signalé ce fait en 5.1.14.2).

5.2.2.2 Soit 𝐼 un ensemble ordonné et soit D un diagramme commutatif induit par un foncteur

de 𝐼 dans la catégorie des schémas (1.6.11.1). Pour tout indice 𝑖 appartenant à 𝐼 on

note 𝑋𝑖 l’objet correspondant de D ; pour tout couple (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 avec 𝑖 ⩽ 𝑗, on note 𝑓𝑖𝑗 la
flèche 𝑋𝑖 → 𝑋𝑗 de D .

Nous faisons les hypothèses suivantes :

i) les 𝑓𝑖𝑗 sont toues des immersions ouverts ;

ii) pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 et tout ℓ majorant 𝑖 et 𝑗, l’ouvert 𝑓𝑖ℓ(𝑋𝑖) ∩ 𝑓𝑗ℓ(𝑋𝑗) de 𝑋ℓ est la

réunion des 𝑓𝛼ℓ(𝑋𝛼) pour 𝛼 minorant 𝑖 et 𝑗.
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Soit 𝑋 la colimite de D dans la catégorie des espaces localement annelés. Les faits

suivants résultent de 3.2.12.

1) Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices tels que 𝑖 ⩽ 𝑗. On a alors 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 ∘ 𝑓𝑖𝑗 ; en particulier,

𝜆𝑖(𝑋𝑖) = 𝜆𝑗(𝑓𝑖𝑗(𝑋𝑖)) ⊂ 𝜆𝑗(𝑋𝑗).
2) Pour tout 𝑖, la flèche canonique 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → colimD est une immersion ouverte, et

colimD est la réunion des 𝜆𝑖(𝑋𝑖).
3) Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices. L’intersection 𝜆𝑖(𝑋𝑖) ∩ 𝜆𝑗(𝑋𝑗) est la réunion des 𝜆𝛼(𝑋𝛼)

pour 𝛼 minorant 𝑖 et 𝑗.

Il résulte alors de 5.2.1.2 que 𝑋 est un schéma, qui s’identifie à la colimite de D dans

la catégorie des schémas. On dit que 𝑋 est le schéma obtenu en recollant les 𝑋𝑖 le long

des 𝑓𝑖𝑗.

5.2.2.3 Remarque. Conservons les hypothèses et notations du 5.2.2.2. Il arrivera qu’on se

permette de considérer chacun des 𝑋𝑖 comme un ouvert de colimD via l’immersion 𝜆𝑖.
Modulo cet abus les propriétés énoncées ci-dessus se reformulent comme suit :

colimD est recouvert par les 𝑋𝑖 ;

on a 𝑋𝑖 ⊂ 𝑋𝑗 dès que 𝑖 ⩽ 𝑗, et cette identification entre 𝑋𝑖 et un ouvert de 𝑋𝑗 est celle

que fournit l’immersion ouverte 𝑓𝑖𝑗 ;
pour tout (𝑖, 𝑗) l’intersection 𝑋𝑖 ∩ 𝑋𝑗 est la réunion des 𝑋𝛼 pour 𝛼 minorant 𝑖 et 𝑗.

5.2.2.4 Soit 𝐼 un ensemble (quelconque) d’indices. Pour tout 𝑖, soit 𝑋𝑖 un schéma. Pour tout

couple (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗 on se donne un ouvert (𝑋𝑖𝑗) de 𝑋𝑖 , et un isomorphisme 𝜄𝑖𝑗 ∶ 𝑋𝑖𝑗 ≃
𝑋𝑗𝑖. On suppose que les 𝜄𝑖𝑗 satisfont les conditions suivantes :

i) 𝜄𝑖𝑗 = 𝜄−1𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗 ;
ii) si (𝑖, 𝑗, 𝑘) sont trois indices deux à deux distincts alors

𝜄𝑖𝑗(𝑋𝑖𝑘 ∩ 𝑋𝑖𝑗) = 𝑋𝑗𝑖 ∩ 𝑋𝑗𝑘

et

𝜄𝑗𝑘 ∘ 𝜄𝑖𝑗 = 𝜄𝑖𝑘 ,

les deux membres étant vus comme des isomorphismes de 𝑋𝑖𝑗 ∩ 𝑋𝑖𝑘 sur 𝑋𝑘𝑖 ∩ 𝑋𝑘𝑗.

Soit D le diagramme dont les objets sont les 𝑋𝑖 et les 𝑋𝑖𝑗 , et dont les flèches sont les

isomorphismes 𝜄𝑖𝑗 et les immersions ouvertes 𝑋𝑖𝑗 ↪ 𝑋𝑖.

Soit 𝑋 la colimite de D dans la catégorie des espaces localement annelés. Les faits

suivants résultent de 3.2.13.

1) Pour tout 𝑖, la flèche canonique 𝜆𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → colimD est une immersion ouverte, et

colimD est la réunion des 𝜆𝑖(𝑋𝑖).
2) Soient 𝑖 et 𝑗 deux indices avec 𝑖 ≠ 𝑗. On a

𝜆𝑖(𝑋𝑖) ∩ 𝜆𝑗(𝑋𝑗) = 𝜆𝑖(𝑋𝑖𝑗) = 𝜆𝑗(𝑋𝑖𝑗)

et

𝜆𝑖|𝑋𝑖𝑗 = 𝜆𝑗|𝑋𝑗𝑖 ∘ 𝜄𝑖𝑗 et 𝜆𝑗|𝑋𝑗𝑖 = 𝜆𝑖|𝑋𝑖𝑗 ∘ 𝜄𝑗𝑖.
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Il résulte alors de 5.2.1.2 que 𝑋 est un schéma, qui s’identifie à la colimite de D dans

la catégorie des schémas. On dit que 𝑋 est le schéma obtenu en recollant les 𝑋𝑖 le long

des 𝜄𝑖𝑗.

5.2.2.5 Remarque. Conservons les hypothèses et notations du 5.2.2.4. Il arrivera qu’on se

permette de considérer chacun des 𝑋𝑖 comme un ouvert de colimD via l’immersion 𝜆𝑖.
Modulo cet abus les propriétés énoncées ci-dessus se reformulent comme suit :

colimD est recouvert par les 𝑋𝑖 ;

pour tout (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗, l’intersection 𝑋𝑖∩𝑋𝑗 est égale à 𝑋𝑖𝑗 en tant qu’ouvert de 𝑋𝑖
et à 𝑋𝑗𝑖 en tant qu’ouvert de 𝑋𝑗 , le passage d’une identification à l’autre se faisant

via les isomorphismes 𝜄𝑖𝑗 et 𝜄𝑗𝑖.

5.2.3 Le cas des 𝑌-schémas. Soit 𝑌 un schéma. Un 𝑌-schéma est un couple (𝑋, 𝑓) où 𝑋 est

un schéma et 𝑓 un morphisme de𝑋 vers 𝑌 ; un morphisme de 𝑌-schémas, ou 𝑌-morphisme,

de (𝑋, 𝑓) vers (𝑋′, 𝑓′) est un morphisme de schémas 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋′ tel que le diagramme

𝑋 𝑋′

𝑌

𝑔

𝑓 𝑓′

commute (la catégorie 𝑌-Sch des 𝑌-schémas est donc simplement la catégorie Sch/𝑌
avec les notations de 1.1.3.2).

5.2.3.1 Soit 𝐴 un anneau. Nous parlerons par abus de 𝐴-schéma plutôt que de Spec𝐴-schéma ;

la catégorie des 𝐴-schémas sera notée 𝐴-Sch.

Si 𝑋 est un schéma, se donner une structure de 𝐴-schéma sur 𝑋 revient à se donner

un morphisme d’anneaux de 𝐴 dans O𝑋(𝑋), ou encore une structure de 𝐴-algèbre sur

O𝑋(𝑋) : c’est une simple reformulation du théorème 5.1.16.

Une fois 𝑋 muni d’une telle structure, O𝑋 devient de manière naturelle un faisceau en

𝐴-algèbres.

5.2.3.2 Soit D = ((𝑋𝑖), (𝐸𝑖𝑗)) un diagramme dans la catégorie des schémas et soit 𝑌 un schéma.

Supposons que chaque 𝑋𝑖 soit muni d’une structure de 𝑌-schéma, et que les éléments

de 𝐸𝑖𝑗 soient pour tout (𝑖, 𝑗) des 𝑌-morphismes. Si colimD existe dans la catégorie des

schémas, elle hérite d’une structure naturelle de 𝑌-schéma qui en fait la colimite de D

dans la catégorie des 𝑌-schémas : c’est un fait complètement général, cf. 1.6.9.1.

La droıte projectıve et la droıte affıne avec orıgıne dédoublée

5.2.4 Soit 𝑘 un corps. Nous allons travailler dans ce qui suit avec deux copies 𝑋 et 𝑌 de

la droite affine 𝔸1
𝑘 , vue comme un 𝑘-schéma de façon évidente. Pour éviter de les

confondre, nous écrirons 𝑋 = Spec 𝑘[𝑇] et 𝑌 = Spec 𝑘[𝑆]. On note 𝑈 l’ouvert 𝐷(𝑇)
de 𝑋, et 𝑉 l’ouvert 𝐷(𝑆) de 𝑌. On a 𝑈 ≃ Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1] et 𝑉 ≃ Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1]. On note 𝑖
l’immersion ouverte de 𝑈 dans 𝑋, et 𝑗 celle de 𝑉 dans 𝑌.
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5.2.5 La droıte projectıve. L’isomorphisme de 𝑘-algèbres

𝑘[𝑆, 𝑆−1] → 𝑘[𝑇,𝑇−1]

𝑆 ↦ 𝑇−1

𝑆−1 ↦ 𝑇

induit un isomorphisme de 𝑘-schémas 𝜓∶ 𝑈 → 𝑉.

On note ℙ1
𝑘 le 𝑘-schéma obtenu par recollement de 𝑋 et 𝑌 le long de 𝜓 et 𝜓−1, défini en

5.2.2.4 – notez que la condition ii) de loc. cit. est ici vide puisqu’on ne recolle que deux

ouverts. Le 𝑘-schéma ℙ1
𝑘 est également appelé la droite projective sur 𝑘. Nous allons

maintenant la décrire plus avant, en déclinant dans ce cas particulier les énoncés 1)
et 2) de loc. cit.

5.2.5.1 La droite projective ℙ1
𝑘 est réunion de deux ouverts affines 𝑋′ et 𝑌′ (les images de

𝑋 et 𝑌). Chacun d’eux est une copie de la droite affine : on a 𝑋′ ≃ Spec 𝑘[𝑇] et 𝑌′ ≃
Spec 𝑘[𝑆]. Leur intersection 𝑋′ ∩ 𝑌′ est égale à 𝐷(𝑇) en tant qu’ouvert de 𝑋′, et donc

à Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1] ; elle est égale à 𝐷(𝑆) en tant qu’ouvert de 𝑌′, et donc à Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1].
L’isomorphisme entre 𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋′ et 𝐷(𝑆) ⊂ 𝑌′ induit par leurs identifications avec

𝑋′ ∩ 𝑌′ est celui fourni par le morphisme de 𝑘-algèbres qui envoie 𝑆 sur 𝑇−1.

Le complémentaire de 𝑋′ ∩ 𝑌′ dans ℙ1
𝑘 est constitué de deux points fermés de corps

résiduel 𝑘 : l’origine de 𝑋′ ≃ 𝔸1
𝑘 (le point d’annulation de 𝑇) et l’origine de 𝑌′ ≃ 𝔸1

𝑘
(le point d’annulation de 𝑆). Comme 𝑆 = 𝑇−1 sur l’ouvert 𝑋′ ∩ 𝑌′, il est raisonnable,

si l’on décide par exemple de privilégier la variable 𝑇, de noter 0 l’origine de 𝑋′ et ∞
l’origine de 𝑌′ (puisque cette dernière est définie par l’équation 𝑆 = 0 à laquelle on

pense comme « 𝑇−1 = 0 »). On peut donc voir ℙ1
𝑘 comme la droite affine à laquelle on

a rajouté un point fermé de corps résiduel 𝑘 « à l’infini ».

Si l’on effectue la construction analogue en topologie en remplaçant 𝔸1
𝑘 par ℝ , on

obtient un cercle, la droite réelle se recollant par ses deux bouts sur le point à l’infini ;

si l’on remplace 𝔸1
𝑘 par ℂ , on obtient une sphère. Dans les deux cas, l’espace construit

apparaît comme une compactification de l’espace de départ (celle d’Alexandrov, en

l’occurrence).

Cela reste vrai mutatis mutandis dans le cadre des schémas : nous avons déjà évoqué

l’existence d’un avatar schématique de la compacité que nous rencontrerons plus loin,

la propreté ; et nous verrons à cette occasion que ℙ1
𝑘 est un 𝑘-schéma propre.

5.2.5.2 Déterminons maintenant la 𝑘-algèbre des sections globales de Oℙ1
𝑘
. Se donner un

élément de Oℙ1
𝑘
(ℙ1

𝑘), c’est se donner une fonction sur 𝑋′ et une fonction sur 𝑌′ dont les

restrictions à 𝑋′ ∩ 𝑌′ coïncident. Autrement dit, cela revient à se donner un polynôme

𝑃 ∈ 𝑘[𝑇] et un polynôme 𝑄 ∈ 𝑘[𝑆] dont les images dans Oℙ1
𝑘
(𝑋′ ∩ 𝑌′) = 𝑘[𝑇,𝑇−1]

coïncident. La restriction de 𝑆 à l’ouvert 𝑋′ ∩ 𝑌′ étant égale à 𝑇−1, cette condition

de coïncidence signifie simplement que l’on a 𝑃 = 𝑄(𝑇−1) dans l’anneau 𝑘[𝑇,𝑇−1].
La seule possibilité pour qu’un polynôme en 𝑇 soit égal à un polynôme en 𝑇−1 est

évidemment que les deux soient constants, et il vient Oℙ1
𝑘
(ℙ1

𝑘) = 𝑘.
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5.2.5.3 Remarque. On a signalé au 5.2.5.1 que l’on pouvait penser à ℙ1
𝑘 comme à un objet

compact, et l’on a par ailleurs vu au 5.2.5.2 que les seules fonctions globales sur ℙ1
𝑘

sont les constantes : c’est un cas particulier de l’avatar schématique du principe du

maximum de la géométrie analytique complexe.

5.2.5.4 Comme Oℙ1
𝑘
(ℙ1

𝑘) = 𝑘, son spectre est réduit à un point. Le morphisme canonique

ℙ1
𝑘 → SpecOℙ1

𝑘
(ℙ1

𝑘) n’est donc évidemment pas un isomorphisme, et ℙ1
𝑘 n’est dès lors

pas affine.

En fait, ce n’est même pas un ouvert d’un schéma affine : en effet, on sait d’après le 5.1.21.1

que tout morphisme de ℙ1
𝑘 vers un schéma affine se factorise par SpecOℙ1

𝑘
(ℙ1

𝑘), et a

donc pour image ensembliste un point.

5.2.6 La droıte affıne avec orıgıne dédoublée. L’isomorphisme de 𝑘-algèbres

𝑘[𝑆, 𝑆−1] → 𝑘[𝑇,𝑇−1]
𝑆 ↦ 𝑇

𝑆−1 ↦ 𝑇−1

induit un isomorphisme de 𝑘-schémas 𝜒 ∶ 𝑈 → 𝑉.

De manière analogue à ce qui a été fait au 5.2.5 on définit le recollement de 𝑋 et 𝑌 le

long de 𝜒 et 𝜒−1. Cette limite sera notée 𝔻𝑘 (ce n’est pas une notation standard). Nous

allons maintenant la décrire plus avant, en déclinant dans ce cas particulier les faits

mentionnés au 5.2.2.4.

5.2.6.1 Le 𝑘-schéma𝔻𝑘 est réunion de deux ouverts affines𝑋′′ et𝑌′′ (les images de𝑋 et𝑌). Cha-

cun d’eux est une copie de la droite affine : on a 𝑋′′ ≃ Spec 𝑘[𝑇] et 𝑌′′ ≃ Spec 𝑘[𝑆]. Leur

intersection 𝑋′′ ∩ 𝑌′′ est égale à 𝐷(𝑇) en tant qu’ouvert de 𝑋′′, et donc à Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1] ;
elle est égale à 𝐷(𝑆) en tant qu’ouvert de 𝑌′′, et donc à Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1]. L’isomorphisme

entre 𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋′′ et 𝐷(𝑆) ⊂ 𝑌′′ induit par leurs identifications avec 𝑋′′ ∩ 𝑌′′ est celui

fourni par le morphisme de 𝑘-algèbres qui envoie 𝑆 sur 𝑇.

Le complémentaire de 𝑋′′ ∩ 𝑌′′ dans 𝔻𝑘 est constitué de deux points fermés : l’origine

de 𝑋′′ ≃ 𝔸1
𝑘 (le point d’annulation de 𝑇) et l’origine de 𝑌′′ ≃ 𝔸1

𝑘 (le point d’annulation

de 𝑆). Mais comme 𝑆 = 𝑇 sur l’ouvert 𝑋′′ ∩ 𝑌′′, l’origine de 𝑌′′ n’est pas cette fois-ci

« rejetée à l’infini » : tout se passe plutôt comme si l’on avait dédoublé l’origine classique

en une origine dans 𝑋′′ et une autre dans 𝑌′′.

Si l’on effectuait la construction analogue en topologie en remplaçant𝔸1
𝑘 parℝ (resp.ℂ),

on obtiendrait « une droite réelle (resp. complexe) avec origine dédoublée » qui n’est

pas un espace séparé : tout voisinage de la première origine rencontre tout voisinage

de la seconde.

Nous verrons plus loin qu’il existe une notion de 𝑘-schéma séparé, et que 𝔻𝑘 n’est

justement pas séparé. Mais cette notion n’est pas purement topologique (la topologie

de Zariski n’est de toute façon presque jamais séparée).
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5.2.6.2 Déterminons maintenant la 𝑘-algèbre des sections globales de O𝔻𝑘. Se donner un élé-

ment de O𝔻𝑘(𝔻𝑘), c’est se donner une fonction sur 𝑋′′ et une fonction sur 𝑌′′ dont les

restrictions à 𝑋′′ ∩𝑌′′ coïncident. Autrement dit, cela revient à se donner un polynôme

𝑃 ∈ 𝑘[𝑇] et un polynôme 𝑄 ∈ 𝑘[𝑆] dont les images dans O𝔻𝑘(𝑋
′′ ∩ 𝑌′′) = 𝑘[𝑇,𝑇−1]

coïncident. La restriction de 𝑆 à 𝑋′′ ∩ 𝑌′′ étant égale à 𝑇, cette condition de coïncidence

signifie simplement que le polynôme 𝑄 est égal à 𝑃(𝑆). La restriction à 𝑋′′ induit

donc un isomorphisme O𝔻𝑘(𝔻𝑘) = 𝑘[𝑇] ; de même, la restriction à 𝑌′′ induit un iso-

morphisme O𝔻𝑘(𝔻𝑘) = 𝑘[𝑆], l’isomorphisme entre 𝑘[𝑇] et 𝑘[𝑆] induit par ces deux

identifications étant celui qui envoie 𝑇 sur 𝑆.

5.2.6.3 Soit 𝑃 un polynôme appartenant à 𝑘[𝑇], vu comme fonction globale sur 𝔻𝑘. Par défi-

nition, son évaluation en l’origine de 𝑋′′ (en laquelle 𝑇 = 0) est égale à 𝑃(0). Quant à

son évaluation en l’origine de 𝑌′′ (en laquelle 𝑆 = 0), elle s’obtient en substituant 𝑆 à 𝑇,

puis en faisant 𝑆 = 0 ; c’est donc encore 𝑃(0).

Il s’ensuit que le morphisme canonique 𝑝 ∶ 𝔻𝑘 → SpecO𝔻𝑘(𝔻𝑘) envoie les deux ori-

gines sur le même point de SpecO𝔻𝑘(𝔻𝑘) ≃ Spec 𝑘[𝑇] = 𝔸1
𝑘 , à savoir l’origine de 𝔸1

𝑘.

En particulier, 𝑝 n’est pas un isomorphisme et 𝔻𝑘 n’est dès lors pas affine.

En fait, ce n’est même pas un ouvert d’un schéma affine : en effet, on sait d’après le 5.1.21.1

que tout morphisme de 𝔻𝑘 vers un schéma affine se factorise par 𝑝, et envoie donc les

deux origines sur le même point.

Produıts fıbrés de schémas

5.2.7 Le but de ce qui suit est de montrer que la catégorie des schémas admet des produits

fibrés, et d’en donner une description (raisonnablement) explicite. Nous allons com-

mencer par une remarque qui jouera un rôle crucial pour recoller nos constructions

locales.

5.2.7.1 Soient 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝑔 ∶ 𝑍 → 𝑋 deux morphismes de schémas. Supposons que l’on

sache que 𝑌 ×𝑋 𝑍 existe ; notons 𝑝 sa projection sur 𝑌, et 𝑞 sa projection sur 𝑍. Soient 𝑈,

𝑉 et 𝑊 des ouverts de 𝑋, 𝑌 et 𝑍 respectivement, tels que 𝑓(𝑉) ⊂ 𝑈 et 𝑔(𝑊) ⊂ 𝑈.

On vérifie immédiatement, en combinant propriétés universelles des produits fibrés et

propriétés universelles des immersions ouvertes (5.1.11.1) que le produit fibré 𝑉×𝑈𝑊
existe, et qu’il s’identifie canoniquement à l’ouvert 𝑝−1(𝑉)∩ 𝑞−1(𝑊) de 𝑌×𝑋𝑍 (on note

qu’il ne dépend pas de 𝑈).

5.2.7.2 Un cas particulier. Soit 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. Le produit fibré 𝑌 ×𝑋 𝑋
existe et s’identifie tautologiquement à 𝑌. Il résulte alors de 5.2.7.1 que pour tout

ouvert 𝑈 de 𝑋 le produit fibré 𝑌 ×𝑋 𝑈 existe et s’identifie à l’ouvert 𝑓−1(𝑈) de 𝑌 (on

pourrait aussi le démontrer directement, là encore à l’aide de la propriété universelle

des immersions ouvertes).

5.2.8 Constructıon des produıts fıbrés. Nous allons procéder en deux étapes.

5.2.8.1 Produits fibrés de schémas affines. Soit 𝐴 un anneau et soient 𝐵 et 𝐶 deux 𝐴-algèbres.
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Dans la catégorie des anneaux, la somme amalgamée de 𝐵 et 𝐶 le long de 𝐴 existe : ce

n’est autre que le produit tensoriel 𝐵 ⊗𝐴 𝐶.

Ce dernier peut évidemment se décrire également comme le produit fibré au-dessus

de 𝐴 de 𝐵 et 𝐶 dans Annop. Or lorsqu’on voit Spec comme un foncteur covariant de

Annop vers EspLocAnn, il admet un adjoint à gauche, à savoir 𝑋 ↦ O𝑋(𝑋) (5.1.21.2).

Par conséquent, il commute aux limites ; en particulier Spec(𝐵 ⊗𝐴 𝐶) s’identifie au

produit fibré Spec𝐵 ×Spec𝐴 Spec𝐶 dans la catégorie des espaces localement annelés, et

a fortiori dans celle des schémas qui en est une sous-catégorie pleine.

5.2.8.2 Produits fibrés : le cas général. Soient 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝑔 ∶ 𝑍 → 𝑋 des morphismes de schémas.

Notons 𝐼 l’ensemble des triplets (𝑈,𝑉,𝑊) où 𝑈 (resp. 𝑉, resp. 𝑊) est un ouvert affine

de 𝑋 (resp. 𝑌, resp. 𝑍) et où 𝑓(𝑉) ⊂ 𝑈 et 𝑔(𝑊) ⊂ 𝑈. On munit l’ensemble 𝐼 de l’ordre

partiel pour lequel on a (𝑈,𝑉,𝑊) ⩽ (𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′) si 𝑈 ⊂ 𝑈′, 𝑉 ⊂ 𝑉 ′ et 𝑊 ⊂ 𝑊 ′.

Pour tout (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼, le produit fibré𝑉×𝑈𝑊 existe dans la catégorie des schémas en

vertu de 5.2.8.1. Soient (𝑈,𝑉,𝑊) et (𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′) deux éléments de 𝐼 avec (𝑈,𝑉,𝑊) ⩽
(𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′), et soient 𝜋1 et 𝜋2 le projections respectives de 𝑉 ′ ×𝑈′ 𝑊 ′ sur 𝑉 ′ et 𝑊 ′.

Il résulte de 5.2.7.1 que la flèche canonique 𝑉 ×𝑈 𝑊 dans 𝑉 ′ ×𝑈′ 𝑊 ′ est une immersion

ouverte 𝑎𝑈,𝑉,𝑊,𝑈′,𝑉′,𝑊′ qui identifie 𝑉 ×𝑈 𝑊 à l’ouvert 𝜋−1
1 (𝑉) ∩ 𝜋−1

2 (𝑊) de 𝑉 ′ ×𝑈′ 𝑊 ′.

La donnée des schémas𝑉×𝑈𝑊pour (𝑈,𝑉,𝑊) parcourant 𝐼, et des immersions ouvertes

𝑎𝑈,𝑉,𝑊,𝑈′,𝑉′,𝑊′ , constitue un diagramme D du type mentionné au 5.2.2.2. Il admet

d’après loc. cit. une colimite 𝑃 dans la catégorie des schémas – c’est ce qu’on appelle le

recollement des 𝑉 ×𝑈 𝑊 le long des immersions 𝑎𝑈,𝑉,𝑊,𝑈′,𝑉′,𝑊′. Nous allons montrer

que 𝑃 s’identifie au produit fibré 𝑌 ×𝑋 𝑍 ; pour tout (𝑈,𝑉,𝑊) appartenant à 𝐼, nous

utiliserons l’immersion ouverte 𝑉 ×𝑈 𝑊 ↪ 𝑃 pour identifier 𝑉 ×𝑈 𝑊 à un ouvert de 𝑃
(la remarque 5.2.2.3).

Définition des projections. Soit (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼. Soient 𝑝𝑈,𝑉,𝑊 et 𝑞𝑈,𝑉,𝑊 les flèches composées

respectives

𝑉 ×𝑈 𝑊 → 𝑉 ↪ 𝑌 et 𝑉 ×𝑈 𝑊 → 𝑊 ↪ 𝑍 ;

elle vérifient l’égalité 𝑓 ∘𝑝𝑈,𝑉,𝑊 = 𝑔 ∘𝑞𝑈,𝑉,𝑊. Il est immédiat que la famille (𝑝𝑈,𝑉,𝑊) (resp.

(𝑞𝑈,𝑉,𝑊)) constitue un morphisme de D vers 𝑌 (resp. 𝑍), et induit donc un morphisme

𝑝 (resp. 𝑞) de 𝑃 vers 𝑌 (resp. 𝑍). Par construction, 𝑓 ∘ 𝑝 = 𝑔 ∘ 𝑞.

Soit (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼. Montrons que 𝑝−1(𝑉) ∩ 𝑞−1(𝑊) = 𝑉 ×𝑈 𝑊 pour tout (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼.
Il est clair que 𝑉 ×𝑈 𝑊 ⊂ 𝑝−1(𝑉) ∩ 𝑞−1(𝑊). Réciproquement, soit 𝑥 appartenant à

𝑝−1(𝑉) ∩ 𝑞−1(𝑊). Le point 𝑥 appartient à 𝑉 ′ ×𝑈′ 𝑊 ′ pour un certain (𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′) ∈ 𝐼.
Par hypothèse, l’image 𝑣 de 𝑥 sur 𝑉 ′ est située sur 𝑉 et l’image 𝑤 de 𝑥 sur 𝑊 ′ est

située sur 𝑊 ; soit 𝑢 l’image commune de 𝑣 et 𝑤 sur 𝑈′. Il existe alors un voisinage

affine 𝑈′′ de 𝑢 dans 𝑈 ∩𝑈′, un voisinage affine 𝑉 ′′ de 𝑣 dans 𝑉 ∩ 𝑉 ′ et un voisinage

affine 𝑊 ′′ de 𝑤 dans 𝑊 ∩ 𝑊 ′ tels que 𝑓(𝑉 ′′) ⊂ 𝑈′′ et 𝑔(𝑊 ′′) ⊂ 𝑈′′. Par construction,

𝑥 ∈ 𝑉 ′′ ×𝑈′′ 𝑊 ′′ ⊂ 𝑉 ×𝑈 𝑊.

Vérification de la propriété universelle. Soit 𝑇 un schéma et soient 𝜆 ∶ 𝑇 → 𝑌 et 𝜇 ∶ 𝑇 → 𝑍
deux morphismes tels que 𝑓 ∘ 𝜆 = 𝑔 ∘ 𝜇. Nous allons montrer qu’il existe un unique
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morphisme 𝜋∶ 𝑇 → 𝑃 tel que 𝑝 ∘ 𝜋 = 𝜆 et 𝑞 ∘ 𝜋 = 𝜇 ; notre argumentation va reposer de

façon cruciale sur le fait suivant, qui est une conséquence immédiate des définitions :

𝛺 ↦ Hom(𝛺,𝑃) est un faisceau sur 𝑇.

Comme un schéma est recouvert par ses ouverts affines, la famille (𝜆−1(𝑉) ∩
𝜇−1(𝑊))(𝑈,𝑉,𝑊)∈𝐼 constitue un recouvrement ouvert de 𝑇. Un morphisme 𝜋∶ 𝑇 → 𝑃
satisfait donc les égalités 𝑝 ∘ 𝜋 = 𝜆 et 𝑞 ∘ 𝜋 = 𝜇 si et seulement si

𝑝 ∘ 𝜋|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) = 𝜆|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊)

et

𝑞 ∘ 𝜋|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) = 𝜇|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊)

pour tout (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼.

Soit (𝑈,𝑉,𝑊) ∈ 𝐼. Si 𝜓 est un morphisme de 𝜆−1(𝑉) ∩ 𝜇−1(𝑊) dans 𝑃 qui satisfait les

égalités 𝑝 ∘ 𝜓 = 𝜆|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) et 𝑞 ∘ 𝜓 = 𝜇|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) alors 𝜓(𝜆−1(𝑉) ∩ 𝜇−1(𝑊)) est

contenu dans 𝑝−1(𝑉) ∩ 𝑞−1(𝑊), lequel est égal à 𝑉 ×𝑈 𝑊 comme on l’a vu plus haut.

Il en résulte, compte tenu des propriétés universelles du produit fibré 𝑉 ×𝑈 𝑊 et de

l’immersion ouverte 𝑉×𝑈𝑊 ↪ 𝑃, qu’il existe un et un seul morphisme 𝜓 de 𝜆−1(𝑉)∩
𝜇−1(𝑊) vers 𝑃 vérifiant les égalités 𝑝 ∘ 𝜓 = 𝜆|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) et 𝑞 ∘ 𝜓 = 𝜇|𝜆−1(𝑉)∩𝜇−1(𝑊) ; on

le note 𝜓𝑈,𝑉,𝑊.

Soient (𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′) et (𝑈,𝑉,𝑊) deux éléments de l’ensemble 𝐼 tels que (𝑈′,𝑉 ′,𝑊 ′) ⩽
(𝑈,𝑉,𝑊). Comme 𝜓𝑈,𝑉,𝑊|𝜆−1(𝑉′)∩𝜇−1(𝑊′) satisfait l’égalité qui caractérise 𝜓𝑈′,𝑉′,𝑊′ , on a

𝜓𝑈,𝑉,𝑊|𝜆−1(𝑉′)∩𝜇−1(𝑊′) = 𝜓𝑈′,𝑉′,𝑊′.

Les 𝜓𝑈,𝑉,𝑊 se recollent donc, lorsque (𝑈,𝑉,𝑊) parcourt 𝐼, en un morphisme 𝜋∶ 𝑇 → 𝑃
qui par construction vérifie 𝑝 ∘ 𝜋 = 𝜆 et 𝑞 ∘ 𝜋 = 𝜇, et est le seul morphisme de 𝑇 dans 𝑃
à satisfaire ces égalités. On a donc bien démontré que (𝑃, 𝑝, 𝑞) s’identifie à 𝑌 ×𝑋 𝑍.

5.2.9 Quelques commentaıres.

5.2.9.1 Produits fibrés, objet final, produits cartésiens. On a signalé en 5.1.24.3 que Specℤ est

l’objet final de la catégorie des espaces localement annelés ; c’est en particulier l’objet

final de la catégorie des schémas.

Il s’ensuit au vu de 5.2.8 et seq. que le produit cartésien de deux schémas 𝑌 et 𝑍 existe

toujours : c’est leur produit fibré au-dessus de Specℤ.

5.2.9.2 L’une des difficultés techniques et psychologiques de la théorie des schémas est que

l’espace topologique sous-jacent à un produit fibré n’est pas, en général, le produit fibré

des espaces topologiques sous-jacents. Donnons un contre-exemple très simple.

Le produit fibré Specℂ ×Specℝ Specℂ est égal à Spec(ℂ ⊗ℝ ℂ). On a

ℂ ⊗ℝ ℂ = ℂ ⊗ℝ ℝ[𝑇]/(𝑇2 + 1) ≃ ℂ[𝑇]/(𝑇2 + 1)
= ℂ[𝑇]/(𝑇 − i)(𝑇 + i) ≃ ℂ[𝑇]/(𝑇 − i) × ℂ[𝑇]/(𝑇 + i) ≃ ℂ × ℂ.
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Le produit fibré Specℂ×SpecℝSpecℂ s’identifie donc au spectre de ℂ×ℂ , c’est-à-dire à

Specℂ⨿ Specℂ , qui comprend deux points. Mais comme Specℂ et Specℝ sont deux

singletons, le produit fibré topologique de Specℂ par lui-même au-dessus de Specℝ
est un singleton.

5.2.9.3 Si𝑌 → 𝑋 et𝑍 → 𝑋 sont deux morphismes de schémas, il y a deux manières d’envisager

le produit fibré 𝑌 ×𝑋 𝑍 (aucune n’est meilleure que l’autre, tout dépend du contexte).

On peut bien sûr y penser comme à un objet symétrique en 𝑌 et 𝑍. Mais on peut

également privilégier l’un des deux facteurs, disons 𝑌, et voir 𝑌×𝑋𝑍 comme un schéma

qui est à 𝑍 ce que 𝑌 est à 𝑋 ; on traduit cette idée en disant que 𝑌 ×𝑋 𝑍 est le 𝑍-schéma

déduit du 𝑋-schéma 𝑌 par changement de base de 𝑋 à 𝑍. Illustrons ces deux visions du

produit fibré par des exemples.

Soit 𝑘 un corps. On a

𝔸1
𝑘 ×Spec 𝑘 𝔸1

𝑘 = Spec(𝑘[𝑆] ⊗𝑘 𝑘[𝑇]) = Spec 𝑘[𝑆,𝑇] = 𝔸2
𝑘.

On se trouve ainsi face à un bon exemple de conception « symétrique » du produit

fibré : le produit de la droite affine par elle-même (sur un corps de base fixé) est égal

au plan affine.

Donnons-nous maintenant une extension 𝐿 de 𝑘. On a alors

𝔸1
𝑘 ×Spec 𝑘 Spec 𝐿 = Spec(𝑘[𝑇] ⊗𝑘 𝐿) = Spec 𝐿[𝑇] = 𝔸1

𝐿.

Ici, c’est plutôt le seconde conception qui à s’impose : 𝔸1
𝐿 est à 𝐿 ce que 𝔸1

𝑘 est à 𝑘 ; ou

encore, si l’on préfère, le 𝐿-schéma 𝔸1
𝐿 se déduit du 𝑘-schéma 𝔸1

𝑘 par changement de

base de 𝑘 à 𝐿.

5.2.9.4 Généralisation des exemples ci-dessus. Pour tout 𝑛, on note𝔸𝑛
ℤ le schéma Specℤ[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛].

Pour tout couple (𝑛,𝑚) d’entiers, on a

𝔸𝑛
ℤ ×Specℤ 𝔸𝑚

ℤ = Specℤ[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] ⊗ℤ Specℤ[𝑆1,⋯ , 𝑆𝑚]
= Specℤ[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛, 𝑆1,⋯ , 𝑆𝑚] = 𝔸𝑛+𝑚

ℤ .

Si 𝑋 est un schéma quelconque, on pose 𝔸𝑛
𝑋 = 𝔸𝑛

ℤ ×Specℤ 𝑋 ; on dit que c’est l’espace

affine de dimension 𝑛 relatif sur 𝑋. Si 𝐴 est un anneau, on écrira le plus souvent 𝔸𝑛
𝐴 au

lieu de 𝔸𝑛
Spec𝐴 ; on a 𝔸𝑛

𝐴 = Spec𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. Lorsque 𝐴 est un corps, cette notation est

compatible avec celle précédemment introduite.

Soit 𝑋 un schéma, soit 𝑌 un 𝑋-schéma, et soient 𝑛 et 𝑚 deux entiers. On a

𝔸𝑛
𝑋 ×𝑋 𝑌 = (𝔸𝑛

ℤ ×Specℤ 𝑋) ×𝑋 𝑌 = 𝔸𝑛
ℤ ×Specℤ 𝑌 = 𝔸𝑛

𝑌

et

𝔸𝑛
𝑋 ×𝑋 𝔸𝑚

𝑋 = 𝔸𝑛
ℤ ×Specℤ 𝑋 ×𝑋 (𝑋 ×Specℤ 𝔸𝑚

ℤ)
= 𝔸𝑛

ℤ ×Specℤ 𝔸𝑚
ℤ ×Specℤ 𝑋 = 𝔸𝑛+𝑚

ℤ ×Specℤ 𝑋 = 𝔸𝑛+𝑚
𝑋 .
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5.2.10 Structure de schéma sur une fıbre. Soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et

soit 𝑥 un point de 𝑋 ; on dispose d’un morphisme canonique Spec𝜅(𝑥) → 𝑋 (5.1.13).

Soit 𝑝 ∶ 𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑥) → 𝑌 le première projection. Le diagramme commutatif

𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑥)

𝑌 𝑋
𝜓

𝑝

assure que l’image de 𝑝 est contenue dans 𝜓−1(𝑥).

5.2.10.1 Le morphisme 𝑝 induit un homéomorphisme

𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑥) ≃ 𝜓−1(𝑥).

En effet, grâce à 5.2.7.1, on peut raisonner localement sur 𝑌 et restreindre 𝑋 au voi-

sinage de 𝑥, ce qui autorise à supposer 𝑌 et 𝑋 affines, auquel cas l’assertion voulue

découle2 de 4.1.27.

5.2.10.2 Cette identification topologique 𝜓−1(𝑥) ≃ 𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑥) permet de munir la fibre

𝜓−1(𝑥) d’une structure de 𝜅(𝑥)-schéma.

Que les fibres des morphismes soient elles-mêmes des objets de la théorie a de multiples

avantages. Nous allons en mentionner un, particulièrement important : la présence

éventuelle de nilpotents dans le faisceau structural du schéma 𝜓−1(𝑥) permet de

détecter de manière naturelle et élégante les phénomènes de multiplicité.

Donnons un exemple. Soit 𝑘 un corps de caractéristique différente de 2, et soit

𝑋 le 𝑘-schéma Spec 𝑘[𝑈,𝑉,𝑇]/(𝑈2 + 𝑇𝑉2 − 𝑇). La flèche naturelle de 𝑘[𝑇] dans

𝑘[𝑈,𝑉,𝑇]/(𝑈2 + 𝑇𝑉2 − 𝑇) induit un morphisme 𝜓 de 𝑋 vers 𝔸1
𝑘.

Soit 𝑥 ∈ 𝔸1
𝑘. Le 𝜅(𝑥)-schéma 𝜓−1(𝑥) est égal à

Spec𝜅(𝑥)[𝑈,𝑉]/(𝑈2 + 𝑇(𝑥)𝑉2 − 𝑇(𝑥)).

Si 𝑇(𝑥) ≠ 0, c’est-à-dire si le point 𝑥 n’est pas l’origine de la droite affine 𝔸1
𝑘 , le poly-

nôme 𝑈2 +𝑇(𝑥)𝑉2 −𝑇(𝑥) de 𝜅(𝑥)[𝑈,𝑉] est irréductible (car 𝜅(𝑥) est de caractéristique

différente de 2), et l’anneau des fonctions globales sur le schéma 𝜓−1(𝑥) est intègre.

Si 𝑥 est l’origine 𝑇(𝑥) = 0, et 𝑈2 +𝑇(𝑥)𝑉2 −𝑇(𝑥) = 𝑈2 ; l’anneau des fonctions globales

sur 𝜓−1(𝑥) est alors égal à 𝑘[𝑈,𝑉]/𝑈2, et n’est pas réduit.

Cette apparition de nilpotents est la manifestation rigoureuse de ce qu’on décrirait

informellement de manière suivante : la famille de coniques affines d’équations𝑈2 +𝑇𝑉2 −
𝑇 = 0, dépendant du paramètre 𝑇, dégénère en une droite double lorsque 𝑇 = 0.

2Modulo le fait suivant, dont nous laissons la vérification au lecteur : si 𝐴 est un anneau et 𝑥 un point
de Spec𝐴, le morphisme Spec𝜅(𝑥) → Spec𝐴 induit par l’évaluation 𝐴 → 𝜅(𝑥) coïncide avec celui défini
au 5.1.13.
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5.2.10.3 Soient 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝑍 → 𝑋 deux morphismes de schémas, soit 𝑧 un point de 𝑍 et soit

𝑥 son image sur 𝑋. La fibre de 𝑌 ×𝑋 𝑍 en 𝑧 s’identifie à

(𝑌 ×𝑋 𝑍) ×𝑍 Spec𝜅(𝑧) = 𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑧)
= (𝑌 ×𝑋 Spec𝜅(𝑥)) ×Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑧)
= 𝜓−1(𝑥) ×Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑧).

5.2.11 Nous allons maintenant essayer de décrire précisément la différence entre l’espace

sous-jacent au produit fibré et le produit fibré des espaces sous-jacents. Pour ce faire,

il va être commode de noter |𝑋| l’espace topologique sous-jacent à un schéma 𝑋.

5.2.11.1 Lemme

Soient 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝜒 ∶ 𝑍 → 𝑋 deux morphismes de schémas. Il existe une application

continue surjective naturelle

𝜋∶ |𝑌 ×𝑋 𝑍| → |𝑌| ×|𝑋| |𝑍|.

Si (𝑦, 𝑧) ∈ |𝑌| ×|𝑋| |𝑍| et si 𝑥 désigne l’image commune de 𝑦 et 𝑧 sur 𝑋 alors

𝜋−1(𝑦, 𝑧) ≃ Spec𝜅(𝑦) ×Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑧) = Spec(𝜅(𝑦) ⊗𝜅(𝑥) 𝜅(𝑧)).

Démonstration. Le diagramme commutatif

𝑌 ×𝑋 𝑍 𝑍

𝑌 𝑋

en induit un

|𝑌 ×𝑋 𝑍| |𝑍|

|𝑌| |𝑋|

dans la catégorie des espaces topologiques qui, en vertu de la propriété universelle du

produit fibré, induit lui-même une application continue

𝜋∶ |𝑌 ×𝑋 𝑍| → |𝑌| ×|𝑋| |𝑍|.

Donnons nous maintenant 𝑥, 𝑦 et 𝑧 comme dans l’énoncé, et notons 𝑝 et 𝑞 les projections

respectives de 𝑌 ×𝑋 𝑍 sur 𝑌 et 𝑍. Par définition, l’espace topologique 𝜋−1(𝑦, 𝑧) est

l’intersection 𝑝−1(𝑦) ∩ 𝑞−1(𝑧).

Il résulte de 5.2.10.3 que 𝑞−1(𝑧) s’identifie à𝜓−1(𝑥)×Spec𝜅(𝑥)Spec𝜅(𝑧). En réappliquant

loc. cit. à la projection de 𝜓−1(𝑥) ×Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑧) sur 𝜓−1(𝑥), on voit que

𝜋−1(𝑦, 𝑧) = 𝑝−1(𝑦) ∩ 𝑞−1(𝑧) ≃ Spec𝜅(𝑦) ×Spec𝜅(𝑥) Spec𝜅(𝑧).
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Pour conclure, il reste à établir la surjectivité de 𝜋, c’est-à-dire à s’assurer que la

fibre 𝜋−1(𝑦, 𝑧) ≃ Spec(𝜅(𝑦) ⊗𝜅(𝑥) 𝜅(𝑧)) est non vide, c’est-à-dire encore que l’anneau

𝜅(𝑦) ⊗𝜅(𝑥) 𝜅(𝑧) est non nul. Mais c’est immédiat, puisqu’il s’agit du produit tensoriel

de deux espaces vectoriels non nuls sur le corps 𝜅(𝑥).

5.2.11.2 Soient 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝜒 ∶ 𝑍 → 𝑋 deux morphismes de schémas. On déduit du lemme

ci-dessus que 𝑌 ×𝑋 𝑍 est vide si et seulement si |𝑌| ×|𝑋| |𝑍| est vide, c’est-à-dire si et

seulement si 𝜓(𝑌) ∩ 𝜒(𝑍) = ∅.

Comme la vacuité d’un spectre équivaut à la nullité de l’anneau correspondant, la re-

marque ci-dessus permet de donner une interprétation géométrique d’un phénomène

a priori purement algébrique : si 𝐴 est un anneau et 𝐵 et 𝐶 sont deux 𝐴-algèbres alors

𝐵⊗𝐴𝐶 est nul si et seulement si les images de Spec𝐵 et Spec𝐶 sur Spec𝐴 sont disjointes.

5.3 Faısceaux quası-cohérents

Faısceaux quası-cohérents sur un schéma affıne

5.3.1 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑋 le spectre de 𝐴 et soit 𝑀 un 𝐴-module. Aux paragraphes 5.1.1

et seq. nous avons construit un faisceau �̃� sur𝑋. Lorsque𝑀 est égal à𝐴, c’est ce faisceau

que nous avons utilisé pour faire de 𝑋 un espace localement annelé ; en général, �̃� est

un O𝑋-module, qui possède les propriétés suivantes (5.1.3.1 et le théorème 5.1.5) :

pour tout 𝑓 ∈ 𝐴 on a �̃�(𝐷(𝑓)) = 𝑀𝑓 ; en particulier �̃�(𝑋) = 𝑀 (prendre 𝑓 égal à 1) ;
si 𝑥 est un point de 𝑋 correspondant à un idéal premier 𝔭 alors

�̃�𝑥 = 𝑀𝔭 = 𝐴𝔭 ⊗𝐴 𝑀 = O𝑋,𝑥 ⊗𝐴 𝑀.

5.3.2 Soit 𝑀 un 𝐴-module, soit F un O𝑋-module et soit 𝑢 une application 𝐴-linéaire de

𝑀 vers F(𝑋). Pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, l’application 𝑢 induit par composition avec

la restriction une application 𝐴-linéaire de 𝑀 vers F(𝑈). La structure de 𝐴-module

de F(𝑈) est sous-jacente à une structure de 𝑆(𝑈)−1𝐴-module, et la flèche 𝑀 →
F(𝑈) se prolonge donc de manière unique en une application 𝑆(𝑈)−1𝐴-linéaire de

𝑆(𝑈)−1𝑀 vers F(𝑈), c’est-à-dire de 𝑀pref(𝑈) vers F(𝑈) (nous utilisons les notations

de 5.1.1 et seq.). Ces flèches étant compatibles aux restrictions lorsque 𝑈 varie, elles

définissent un morphisme de préfaisceaux de𝑀pref vers F , qui est l’unique morphisme

𝐴pref-linéaire de préfaisceaux de 𝑀pref vers F induisant 𝑢 au niveau des sections

globales. Il s’ensuit, compte-tenu du fait que �̃�(𝑋) = 𝑀pref(𝑋) = 𝑀 et de la propriété

universelle de la faisceautisation, qu’il existe un unique morphisme de O𝑋-module �̃�
de �̃� vers F qui induit 𝑢 au niveau des sections globales.

5.3.3 La construction décrite en 5.3.2 a deux conséquences importantes.

5.3.3.1 Si 𝑀 et 𝑁 sont deux 𝐴-modules, on peut appliquer 5.3.2 en prenant pour F le faisceau

�̃� ; on en déduit que pour tout morphisme 𝐴-linéaire 𝑢 de 𝑀 vers 𝑁 il existe un unique

morphisme de O𝑋-modules �̃� ∶ �̃� → �̃� induisant 𝑢 au niveau des sections globales.
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Cette construction fait de 𝑀 ↦ �̃� un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des

𝐴-modules vers celles de O𝑋-modules.

5.3.3.2 Soit 𝑀 un 𝐴-module, soit F un O𝑋-module. On a construit en 5.3.2 une bijection

Hom𝐴(𝑀, F(𝑋)) ≃ HomO𝑋(�̃�, F)

qui est visiblement fonctorielle en 𝑀 et F . Elle fait donc de 𝑀 ↦ �̃� l’adjoint à gauche

de F ↦ F(𝑋).

5.3.4 Soit𝑀 un𝐴-module. nous allons proposer une construction de �̃� qui diffère un peu de

celle donnée initialement, et est plus naturelle du point de vue des espaces localement

annelés ; si nous ne l’avons pas utilisée lorsque nous avons défini �̃�, c’est parce que

nous n’avoins alors pas encore muni 𝑋 d’une structure d’espace localement annelé.

Nous reprenons les notations de 5.1.1 et seq.

5.3.4.1 Soit 𝑀♯ le préfaisceau sur 𝑋 donné par la formule 𝑈 ↦ O𝑋(𝑈) ⊗𝐴 𝑀. Si 𝑈 est un

ouvert de 𝑋, l’application de restriction 𝐴 → O𝑋(𝑈) envoie les éléments de 𝑆(𝑈)
sur des éléments inversibles de O𝑋(𝑈) ; elle induit donc un morphisme de 𝑆(𝑈)−1𝐴
vers O𝑋(𝑈), et partant un morphisme de 𝑀pref(𝑈) vers 𝑀♯(𝑈). Cette construction

est compatible aux restrictions, et l’on obtient ainsi un morphisme de préfaisceaux

𝑀pref → 𝑀♯.

Par commutation du produit tensoriel aux colimites, la fibre de 𝑀♯ en un point 𝑥 de 𝑋
s’identifie canoniquement à O𝑋,𝑥 ⊗𝐴 𝑀, c’est-à-dire à 𝑀𝔭 si 𝔭 est l’idéal premier corres-

pondant à 𝑥. Le morphisme de préfaisceaux 𝑀pref → 𝑀♯ induit donc un isomorphisme

au niveau des fibres, et partant un isomorphisme entre les faisceaux associés. Ainsi,

�̃� est le faisceau associé à 𝑀♯.

5.3.4.2 Soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋. La restriction de 𝑀♯ à 𝑈 est le préfaisceau 𝑉 ↦ 𝑀 ⊗𝐴

O𝑋(𝑉) = (𝑀 ⊗𝐴 O𝑋(𝑈)) ⊗O𝑋(𝑈) O𝑋(𝑉) ; c’est donc le préfaisceau (𝑀 ⊗𝐴 O𝑋(𝑈))♯. En

conséquence, �̃�|𝑈 = ̃(𝑀 ⊗𝐴 O𝑋(𝑈)) ; on dispose en particulier d’un isomorphisme

naturel �̃�(𝑈) ≃ 𝑀 ⊗𝐴 O𝑋(𝑈), ce qui n’était jusqu’alors connu que lorsque 𝑈 est de la

forme 𝐷(𝑓) (5.3.1).

5.3.5 Défınıtıon (faisceau quasi-cohérent sur un schéma affine)
On dit qu’un O𝑋-module F sur 𝑋 est quasi-cohérent s’il existe un 𝐴-module 𝑀 et un

isomorphisme �̃� ≃ F .

5.3.5.1 Commentaire sur la terminologie. Il existe également une notion de faisceau cohérent :

c’est un faisceau quasi-cohérent satisfaisant certaines conditions de finitude, aisées

à énoncer si 𝐴 est noethérien mais plus délicates en général. Nous n’en aurons pas

besoin dans ce cours.

5.3.5.2 Premiers exemples. Le faisceau nul (qui est égal à {̃0}) et le faisceau O𝑋 = 𝐴 sont

quasi-cohérents.
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5.3.5.3 On déduit de 5.3.1 et 5.3.3.1 que 𝑀 ↦ �̃� établit une équivalence entre la catégorie

des 𝐴-modules et celle des O𝑋-modules quasi-cohérents, et que F ↦ F(𝑋) en est un

quasi-inverse.

5.3.6 Soit F un O𝑋-module quelconque sur𝑋. En vertu de 5.3.2, IdF(𝑋) induit un morphisme

de O𝑋-modules F̃(𝑋) → F . Il est clair que F est quasi-cohérent si et seulement si ce

morphisme est un isomorphisme. Cela peut se tester sur les fibres, et revient donc à

demander que F(𝑋) ⊗𝐴 O𝑋,𝑥 → F𝑥 soit un isomorphisme pour tout 𝑥 ∈ 𝑋.

5.3.6.1 Quelle est la signification intuitive de la quasi-cohérence? On peut y penser comme

à une propriété de stabilisation. En effet, on déduit de 5.3.6 qu’un O𝑋-module F est

quasi-cohérent si et seulement si pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le morphisme naturel

O𝑋(𝑈) ⊗O𝑋(𝑋) F(𝑋) → F(𝑈) est un isomorphisme. Autrement dit, lorsqu’on passe

de 𝑋 à 𝑈, le module des sections de F change aussi peu que possible : il subit simple-

ment une extension des scalaires, ce qui veut dire en quelque sorte qu’aucune nouvelle

section ou aucune nouvelle relation entre sections déjà existantes ne surgissent ex nihilo.

5.3.6.2 Soit 0 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ → 0 un diagramme dans la catégorie des 𝐴-modules. D’après

le lemme 2.7.2.4, ce diagramme est une suite exacte si et seulement si 0 → 𝑀′
𝔭 →

𝑀𝔭 → 𝑀′′
𝔭 → 0 est une suite exacte pour tout idéal premier 𝔭 de 𝐴. Compte-tenu

de 5.3.1 et du fait que les propriétés d’exactitude faisceautique se détectent fibre à

fibre, on en déduit que la suite de modules 0 → 𝑀′ → 𝑀 → 𝑀′′ → 0 est exacte si et

seulement si la suite des faisceaux 0 → �̃�′ → �̃� → �̃�′′ → 0 est exacte.

Insistons sur une conséquence frappante de cet énoncé : lorsqu’on le restreint à la catégorie

des faisceaux quasi-cohérents, le foncteur des sections globales F ↦ F(𝑋) est exact

(rappelons qu’en général, il est seulement exact à gauche : la surjectivité peut poser

des problèmes).

5.3.6.3 Soit F → G un morphisme entre faisceaux quasi-cohérents sur 𝑋. Son noyau, son

conoyau et son image (faisceautiques !) sont alors quasi-cohérents.

En effet, soient 𝑀 et 𝑁 les modules de sections globales de F et G ; on a F ≃ �̃�,

G ≃ �̃�, et le morphisme F → G est induit par une application 𝐴-linéaire 𝑀 → 𝑁.

Si 𝑃 (resp. 𝑄) désigne le noyau (resp. conoyau) de celle-ci, il résulte de 5.3.6.2 que

�̃� (resp. �̃�) est le noyau (resp. conoyau) de F → G , d’où notre assertion en ce qui

concerne le noyau et le conoyau ; on traite le cas de l’image en remarquant simplement

que c’est le noyau du conoyau.

5.3.6.4 Puisque le foncteur 𝑀 ↦ �̃� est un adjoint à gauche, il commute aux colimites.

Par conséquent, une colimite de faisceaux quasi-cohérents est quasi-cohérente (la

cohérence du conoyau établie en 5.3.6.3 ci-dessus est un cas particulier de cette as-

sertion) ; ceci entraîne notamment qu’une somme directe quelconque de faisceaux

quasi-cohérents est quasi-cohérente.

5.3.6.5 Par contre, on prendra garde qu’en général une limite de faisceaux quasi-cohérents

(calculée dans la catégorie des O𝑋-modules) n’est pas quasi-cohérent. Donnons un
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exemple simple. Soit F le OSpecℤ-module Oℕ
Specℤ. Nous allons montrer qu’il n’est pas

quasi-cohérent.

On a F(Specℤ) = ℤℕ et F(𝐷(2)) = (ℤ[1/2])ℕ. Mais la flèche canonique

ℤ[1/2] ⊗ℤ ℤℕ → (ℤ[1/2])ℕ

n’est pas un isomorphisme : en effet, nous invitons le lecteur à vérifier qu’elle identifie

ℤ[1/2] ⊗ℤ ℤℕ au sous-module strict de (ℤ[1/2])ℕ constitué des suites à dénominateurs

bornés. En conséquence, F n’est pas quasi-cohérent.

Si l’on reprend le langage un peu imagé utilisé au 5.3.6.1, on peut dire que lorsqu’on

passe de Specℤ à son ouvert affine 𝐷(2), une flopée de nouvelles sections de F

surgissent ex nihilo : toutes les suites à dénominateurs non bornés.

5.3.7 Fonctorıalıté. Soit 𝜑∶ 𝐴 → 𝐵 un morphisme d’anneaux. Notons 𝑌 le spectre de 𝐵,

et soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 le morphisme de schémas correspondant à 𝜑. Soit 𝑀 un 𝐴-module

et soit 𝑁 un 𝐵-module.

5.3.7.1 Le O𝑋-module 𝜓∗�̃� s’identifie à 𝐴𝑁 où 𝐴𝑁 désigne 𝑁 vu comme 𝐴-module. En particulier, le

faisceau 𝜓∗�̃� est quasi-cohérent. En effet, on a 𝜓∗�̃�(𝑋) = �̃�(𝑌) = 𝑁. Soit maintenant 𝑈
un ouvert affine de 𝑋, d’anneau des fonctions 𝐶. On a

𝜓∗�̃�(𝑈) = �̃�(𝜓−1(𝑈)) = �̃�(𝑌 ×𝑋 𝑈) = 𝑁 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝐶) = 𝑁 ⊗𝐴 𝐶 = 𝐴𝑁(𝑈).

Les ouverts affines forment une base de la topologie de 𝑋, le morphisme canonique

de 𝐴𝑁 = 𝜓∗�̃�(𝑋) vers 𝜓∗�̃� est un isomorphisme, ce qu’on souhaitait établir.

5.3.7.2 Le O𝑌-module 𝜓∗�̃� s’identifie à 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 et est en particulier quasi-cohérent. En effet, on

dispose par construction d’une application 𝐵-linéaire 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 → 𝜓∗�̃�(𝑌) ; il suffit

alors de montrer que la flèche composée

𝑢 ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 → 𝜓∗�̃�(𝑌) → 𝜓∗�̃�

est un isomorphisme. Soit 𝑦 ∈ 𝑌 et soit 𝑥 son image sur 𝑋. La fibre de 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 en 𝑦
s’identifie à O𝑌,𝑦 ⊗𝐵 (𝐵 ⊗𝐴 𝑀) = O𝑌,𝑦 ⊗𝐴 𝑀.

Quant à la fibre de 𝜓∗�̃� en 𝑦, elle s’identifie à

O𝑌,𝑦 ⊗O𝑋,𝑥 �̃�𝑥 = O𝑌,𝑦 ⊗O𝑋,𝑥 (O𝑋,𝑥 ⊗𝐴 𝑀) = O𝑌,𝑦 ⊗𝐴 𝑀.

En conséquence, la flèche 𝑢 induit un isomorphisme au niveau des fibres, et est de ce

fait elle-même un isomorphisme.

5.3.7.3 Remarque. Ce qu’on a vu plus haut au 5.3.4.2 est un cas particulier de ce qui précède :

celui où 𝑌 est un ouvert affine de 𝑋.
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Caractère local de la quası-cohérence, faısceaux quası-cohérents sur

un schéma quelconque

5.3.8 Nous allons maintenant établir un résultat fondamental, qui n’a rien d’évident au

vu des définitions : le fait que la quasi-cohérence est une propriété locale. Comme

vous allez le voir, la preuve n’est pas triviale, même si elle ne repose in fine que sur la

sempiternelle condition d’égalité de deux fractions dans un module localisé.

5.3.9 Théorème

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑋 son spectre. Soit (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement de 𝑋 par des

ouverts affines, et soit F un O𝑋-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) F est quasi-cohérent.

2) F |𝑈𝑖 est quasi-cohérent pour tout 𝑖.

Démonstration. L’implication 1) ⇒ 2) découle directement de 5.3.4.2. Supposons

maintenant que 2) soit vraie, et montrons 1). Toujours grâce à 5.3.4.2, on peut raffiner

le recouvrement (𝑈𝑖) sans altérer 2). Cela autorise à supposer que 𝑈𝑖 est de la forme

𝐷(𝑓𝑖) pour tout 𝑖 ; comme 𝑋 est quasi-compact, on peut également faire l’hypothèse

que l’ensemble d’indices 𝐼 est fini.

Pour montrer que F est quasi-cohérent, nous allons vérifier que le morphisme naturel

F̃(𝑋) → F est un isomorphisme. Cela peut se tester localement ; il suffit donc de

s’assurer que F̃(𝑋)|𝑈𝑖 → F |𝑈𝑖 est un isomorphisme pour tout 𝑖.

Fixons 𝑖, et montrons que F̃(𝑋)|𝑈𝑖 → F |𝑈𝑖 est un isomorphisme. Les O𝑈𝑖-modules

F̃(𝑋)|𝑈𝑖 et F |𝑈𝑖 étant quasi-cohérents, cette dernière condition se teste les sections

globales : il suffit donc de s’assurer que

F̃(𝑋)(𝑈𝑖) = F(𝑋)𝑓𝑖 → F(𝑈𝑖)

est un isomorphisme.

5.3.9.1 Injectivité de F(𝑋)𝑓𝑖 → F(𝑈𝑖). Soit 𝑠/𝑓𝑟𝑖 un élément de F(𝑋)𝑓𝑖 dont l’image dans

F(𝑈𝑖) est nulle. Comme 𝑓𝑖 est inversible sur𝑈𝑖 = 𝐷(𝑓𝑖), la restriction de 𝑠 à𝑈𝑖 est nulle.

Soit 𝑗 ∈ 𝐼 (ce qui suit est trivial si 𝑗 = 𝑖, mais on n’exclut pas ce cas). La restriction de 𝑠
à 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est a fortiori nulle, ce que l’on peut récrire (𝑠|𝑈𝑗)|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 = 0. Le faisceau F |𝑈𝑗

est quasi-cohérent, et 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est l’ouvert 𝐷(𝑓𝑖) du schéma affine 𝑈𝑗 ; en conséquence,

F(𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗) s’identifie à F(𝑈𝑗)𝑓𝑖. L’annulation de 𝑠|𝑈𝑗 sur 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 signifie alors qu’il

existe 𝑁 tel que 𝑓𝑁𝑖 𝑠|𝑈𝑗 = 0 ; comme l’ensemble 𝐼 est fini, on peut choisir 𝑁 de sorte que

cette égalité vaille pour tout 𝑗. Puisque F est un faisceau, il vient 𝑓𝑁𝑖 𝑠 = 0, et la fraction

𝑠/𝑓𝑟𝑖 ∈ F(𝑋)𝑓𝑖 est nulle, ce qui achève de montrer l’injectivité requise.

5.3.9.2 Surjectivité de F(𝑋)𝑓𝑖 → F(𝑈𝑖). Soit 𝜎 ∈ F(𝑈𝑖). Il s’agit de montrer qu’il existe un

entier 𝑁 tel que 𝑓𝑁𝑖 𝜎 se prolonge en une section globale de F .

Soit 𝑗 ∈ 𝐼 (ce qui suit est trivial si 𝑗 = 𝑖, mais on n’exclut pas ce cas). Le faisceau F |𝑈𝑗

est quasi-cohérent, et 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est l’ouvert 𝐷(𝑓𝑖) du schéma affine 𝑈𝑗 ; en conséquence,
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F(𝑈𝑖∩𝑈𝑗) s’identifie à F(𝑈𝑗)𝑓𝑖. Il s’ensuit qu’il existe 𝑛 tel que la restriction 𝑓𝑛𝑖 𝜎|𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗

se prolonge en une section 𝜎𝑗 de F sur 𝑈𝑗 ; comme l’ensemble 𝐼 est fini, on peut choisir

un entier 𝑛 convenant pour tout 𝑗.

Soient 𝑗 et 𝑗′ deux éléments de 𝐼. Les restrictions de 𝜎𝑗|𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′
et 𝜎𝑗′|𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′

à 𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′ ∩𝑈𝑖

coïncident (elles sont toutes deux égales à la restriction de 𝑓𝑛𝑖 𝜎). Comme 𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′ est

l’ouvert affine𝐷(𝑓𝑗′) de𝑈𝑗 , le faisceau F |𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′
est quasi-cohérent ; puisque𝑈𝑖∩𝑈𝑗∩𝑈𝑗′

est l’ouvert 𝐷(𝑓𝑖) du schéma affine 𝑈𝑗∩𝑈𝑗′ , F(𝑈𝑖∩𝑈𝑗∩𝑈𝑗′) s’identifie à F(𝑈𝑗∩𝑈𝑗′)𝑓𝑖.
Il existe donc un entier ℓ tel que 𝑓ℓ

𝑖 𝜎𝑗|𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′
= 𝑓ℓ

𝑖 𝜎𝑗′|𝑈𝑗 ∩𝑈𝑗′
; comme l’ensemble 𝐼 est fini,

on peut choisir un entier ℓ convenant pour tout (𝑗, 𝑗′).

Posons 𝑁 = 𝑛 + ℓ. Par construction, la famille des 𝑓ℓ
𝑖 𝜎𝑗 se recolle (pour 𝑗 variable) en

une section globale 𝑠 de F , et 𝑠|𝑈𝑖 = 𝑓𝑁𝑖 𝜎.

5.3.10 Proposıtıon-Défınıtıon (faisceau quasi-cohérent sur un schéma quelconque)
Soit 𝑋 un schéma et soit F un O𝑋-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le O𝑈-module F |𝑈 est quasi-cohérent ;

2) il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que F |𝑈𝑖 soit un

O𝑈𝑖-module quasi-cohérent pour tout 𝑖.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que F est quasi-cohérent.

Démonstration. Il est clair que 1) ⇒ 2). Réciproquement, supposons que 2) soit satis-

faite, et soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋. Il existe un recouvrement ouvert (𝑉𝑗) de 𝑈 par

des ouverts affines tel que 𝑉𝑗 soit contenu pour tout 𝑗 dans 𝑈𝑖(𝑗) ∩𝑈 pour un certain

indice 𝑖(𝑗).

Pour tout 𝑗, le faisceau F |𝑉𝑗 est la restriction du faisceau quasi-cohérent F |𝑈𝑖(𝑗) , et est

donc quasi-cohérent. Il résulte alors du théorème 5.3.9 que F |𝑈 est quasi-cohérent.

5.3.11 Premıères proprıétés. Soit 𝑋 un schéma.

5.3.11.1 Le faisceau nul ainsi que le structural O𝑋 sont quasi-cohérents en vertu de 5.3.5.2.

5.3.11.2 Soit F un O𝑋-module. Il résulte immédiatement de la définition que si F est quasi-

cohérent, sa restriction à tout ouvert de𝑋 l’est encore ; et que s’il existe un recouvrement

ouvert (𝑈𝑖) de 𝑋 tel que F |𝑈𝑖 soit quasi-cohérent pour tout 𝑖, alors F est quasi-

cohérent.

5.3.11.3 On déduit de 5.3.6.3 et 5.3.6.4 que le noyau, le conoyau et l’image d’un morphisme de

O𝑋-modules quasi-cohérents sont quasi-cohérents, et qu’une colimite de O𝑋-modules

quasi-cohérents est quasi-cohérente ; en particulier, une somme directe de O𝑋-modules

quasi-cohérents est quasi-cohérente.

5.3.11.4 Soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et soit F un O𝑋-module quasi-cohérent.

L’image réciproque 𝜓∗F de F sur 𝑌 est alors un O𝑌-module quasi-cohérent. En effet,

comme la propriété est locale, on peut raisonner localement sur 𝑌 et 𝑋, et se ramener

ainsi au cas où tous les deux sont affines, pour lequel l’assertion requise a été démontrée

en 5.3.7.2.
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5.3.12 Soit 𝑋 un schéma. Si F est un O𝑋-module localement libre de rang fini, il est quasi-

cohérent : c’est une conséquence immédiate du caractère local de la quasi-cohérence,

et de la quasi-cohérence de O𝑚
𝑋 pour tout 𝑚.

Supposons maintenant que 𝑋 = Spec𝐴 pour un certain anneau 𝐴, et soit 𝑀 un

𝐴-module. On déduit de la quasi-compacité de Spec𝐴 que le faisceau quasi-cohérent

�̃� est localement libre de rang fini si et seulement s’il existe une famille finie (𝑓𝑖)
d’éléments de 𝐴 et une famille finie (𝑛𝑖) d’entiers tels que �̃�|𝐷(𝑓𝑖) soit isomorphe à

O
𝑛𝑖
𝐷(𝑓𝑖) pour tout 𝑖, c’est-à-dire encore tels que 𝑀𝑓𝑖 ≃ 𝐴𝑛𝑖

𝑓𝑖 pour tout 𝑖. On déduit alors

du théorème 2.7.12 que �̃� est localement libre de rang fini si et seulement si 𝑀 est

projectif et de type fini.

5.3.13 Image dırecte d’un faısceau quası-cohérent. La situation est moins simple que

pour l’image réciproque : comme nous allons le voir, l’image directe d’un faisceau

quasi-cohérent n’est pas quasi-cohérente en général. Nous allons commencer par

énoncer une condition de finitude suffisante – un peu rébarbative – pour qu’elle le soit,

puis nous donnerons un contre-exemple dans un cas assez simple où cette condition

n’est pas remplie.

5.3.13.1 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝑋 son spectre et soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. Soit

F un faisceau quasi-cohérent sur 𝑌. On suppose que 𝑌 satisfait la propriété suivante :

Il existe un recouvrement fini (𝑈𝑖) de 𝑌 par des ouverts affines tels que 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗
soit pour tout (𝑖, 𝑗) une réunion finie d’ouverts affines.

(∗)

Nous allons démontrer que sous cette hypothèse, 𝜓∗F est un O𝑋-module quasi-

cohérent. Pour cela, on écrit chacun des𝑈𝑖∩𝑈𝑗 comme réunion finie d’ouverts affine𝑉𝑖𝑗ℓ.

On écrit 𝑈𝑖 = Spec𝐴𝑖 et 𝑉𝑖𝑗ℓ = Spec𝐵𝑖𝑗ℓ pour tout 𝑖, 𝑗, ℓ.

Comme F est un faisceau, on a une suite exacte

0 F(𝑌) ∏
𝑖

F(𝑈𝑖)
(𝑠𝑖)𝑖↦(𝑠𝑖||𝑉𝑖𝑗ℓ−𝑠𝑗

|
|𝑉𝑖𝑗ℓ)𝑖𝑗ℓ ∏

𝑖,𝑗,ℓ

F(𝑉𝑖𝑗ℓ).

Soit 𝑓 ∈ 𝐴. On note 𝑌′, 𝑈′
𝑖 et 𝑉 ′

𝑖𝑗ℓ les produits fibrés

𝑌 ×𝑋 𝐷(𝑓), 𝑈𝑖 ×𝑋 𝐷(𝑓) et 𝑉𝑖𝑗ℓ ×𝑋 𝐷(𝑓),

et le 𝑓 en indice fera référence à la localisation en tant que𝐴-module. La 𝐴-algèbre 𝐴𝑓 est

plate. Par ailleurs, les produits intervenants dans la suite exacte ci-dessus comprennent

par hypothèse un nombre fini de facteurs ; ce sont donc également des sommes directes,

et de ce fait ils commutent au produit tensoriel. Il en résulte qu’en appliquant 𝐴𝑓 ⊗𝐴
à la suite précédente, on obtient une suite exacte

0 F(𝑌)𝑓 ∏
𝑖

F(𝑈𝑖)𝑓
(𝑠𝑖)𝑖↦(𝑠𝑖||𝑉𝑖𝑗ℓ−𝑠𝑗

|
|𝑉𝑖𝑗ℓ)𝑖𝑗ℓ ∏

𝑖,𝑗,ℓ

F(𝑉𝑖𝑗ℓ)𝑓.
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Fixons 𝑖, 𝑗 et ℓ. On a

F(𝑈𝑖)𝑓 = 𝐴𝑓 ⊗𝐴 F(𝑈𝑖) = (𝐴𝑓 ⊗𝐴 𝐴𝑖) ⊗𝐴𝑖 F(𝑈𝑖) = F(𝑈′
𝑖)

car 𝑈′
𝑖 = Spec(𝐴𝑓 ⊗𝐴 𝐴𝑖) et car F |𝑈𝑖 est quasi-cohérent. On a de même

F(𝑉𝑖𝑗ℓ)𝑓 = 𝐴𝑓 ⊗𝐴 F(𝑉𝑖𝑗ℓ) = (𝐴𝑓 ⊗𝐴 𝐵𝑖𝑗ℓ) ⊗𝐵𝑖𝑗ℓ F(𝑉𝑖𝑗ℓ) = F(𝑉 ′
𝑖𝑗ℓ).

La suite exacte ci-dessus récrit donc

0 F(𝑌)𝑓 ∏
𝑖

F(𝑈′
𝑖)

(𝑠𝑖)𝑖↦(𝑠𝑖||𝑉′
𝑖𝑗ℓ
−𝑠𝑗

|
|𝑉′
𝑖𝑗ℓ

)
𝑖𝑗ℓ ∏

𝑖,𝑗,ℓ

F(𝑉 ′
𝑖𝑗ℓ).

Les𝑈′
𝑖 forment un recouvrement ouvert de𝑌′, et les𝑉 ′

𝑖𝑗ℓ forment pour tout 𝑖un recouvre-

ment ouvert de 𝑈𝑖. En utilisant une fois encore le fait que F est un faisceau, on déduit

de ce qui précède que la flèche naturelle de F(𝑌)𝑓 vers F(𝑌′) = F(𝑌 ×𝑋 𝐷(𝑓)) =
𝜓∗F(𝐷(𝑓)) est un isomorphisme. Comme les𝐷(𝑓) forment une base d’ouverts de𝑋, le

morphisme naturel de O𝑋-modules 𝐴F(𝑌) = 𝜓∗F(𝑋) → 𝜓∗F est un isomorphisme,

et 𝜓∗F est quasi-cohérent.

5.3.13.2 Un contre-exemple. Dans le raisonnement suivi ci-dessus, l’hypothèse (∗) joue un rôle

crucial : elle permet de décrire le module des sections globales du faisceau F par une

suite exacte mettant en jeu des produis finis de modules, produits qui sont donc des

sommes directes, et commutent dès lors au produit tensoriel. Nous allons maintenant

donner un exemple simple de situation où (∗) est prise en défaut, et où il existe un

faisceau quasi-cohérent dont l’image directe n’est pas quasi-cohérente.

Soit 𝑇 la somme disjointe de copies de Specℤ paramétrée par ℕ , et soit 𝜓 l’unique

morphisme de 𝑇 vers Specℤ. Le schéma 𝑇 n’est manifestement pas quasi-compact,

et ne peut donc être réunion finie d’ouverts affines ; en conséquence, l’hypothèse (∗)

n’est pas vérifiée. Nous allons montrer que 𝜓∗O𝑇 n’est pas quasi-cohérent.

Pour tout ouvert 𝑈 de Specℤ , l’ouvert 𝜓−1(𝑈) est somme disjointe de copies de 𝑈
paramétrées par ℕ , et l’on a donc

𝜓∗O𝑇(𝑈) = O𝑇(𝜓−1(𝑈)) = (OSpecℤ(𝑈))ℕ.

Ainsi, 𝜓∗O𝑇 = Oℕ
Specℤ , dont on a vu au 5.3.6.5 qu’il n’est pas quasi-cohérent.

5.3.13.3 Les résultats de 5.3.13.1 (qui concernait le cas d’un schéma de base affine) peuvent

se globaliser comme suit. Soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et soit F un

O𝑌-module quasi-cohérent. Supposons que tout point de 𝑋 admette un voisinage

ouvert affine 𝑈 tel que 𝜓−1(𝑈) satisfasse (∗) ; en vertu du caractère locale de la quasi-

cohérence, le O𝑋-module 𝜓∗F est alors quasi-cohérent.
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Faısceaux quası-cohérents d’ıdéaux et fermés

5.3.14 Soit 𝑋 un schéma et soit I ⊂ O𝑋 un faisceau quasi-cohérent d’idéaux. On note 𝑉(I )
le sous-ensemble de𝑋 constitué des points 𝑥 possédant la propriété suivante : pour tout

voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 et toute fonction 𝑓 appartenant à I (𝑈) ⊂ O𝑋(𝑈) on a 𝑓(𝑥) = 0.

5.3.14.1 Supposons que 𝑋 est le spectre d’un anneau 𝐴 ; le faisceau I est alors égal à ̃𝐼 pour

un certain idéal 𝐼 de 𝐴. Nous allons montrer que 𝑉(I ) est égal au fermé 𝑉(𝐼).

Comme 𝐼 = I (𝑋) on a par définition 𝑉(I ) ⊂ 𝑉(𝐼). Réciproquement, soit 𝑥 ∈ 𝑉(𝐼) et

soit𝑈 et 𝑓 comme dans 5.3.14 ; il s’agit de montrer que 𝑓(𝑥) = 0. Quitte à restreindre𝑈,

on peut le supposer de la forme 𝐷(𝑔) avec 𝑔(𝑥) ≠ 0. Dans ce cas 𝑓 ∈ ̃𝐼(𝐷(𝑔)) = 𝐼𝑔 ,

ce qui veut dire que 𝑓 s’écrit 𝑎/𝑔𝑛 avec 𝑎 ∈ 𝐼 et 𝑛 ⩾ 0. Comme 𝑎 ∈ 𝐼 et 𝑥 ∈ 𝑉(𝐼) on a

𝑎(𝑥) = 0 et 𝑓(𝑥) = 0, ce qu’on souhaitait.

5.3.14.2 On ne suppose plus 𝑋 affine. Il découle du 5.3.14.1 ci-dessus que 𝑉(I ) ∩𝑈 est égal

au fermé 𝑉(I (𝑈)) de 𝑈 pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋. Comme être fermé est une

propriété locale, 𝑉(I ) est un fermé de 𝑋.

5.3.14.3 On peut également caractériser 𝑉(I ) comme le support du O𝑋-module quasi-cohérent

O𝑋/I , c’est-à-dire comme l’ensemble des points 𝑥 de 𝑋 tel que la fibre (O𝑋/I )𝑥 soit

non nulle.

En effet, soit 𝑥 ∈ 𝑋. La suite exacte

0 → I → O𝑋 → O𝑋/I → 0

induit une suite exacte de O𝑋,𝑥-modules

0 → I𝑥 → O𝑋,𝑥 → (O𝑋/I )𝑥 → 0.

La fibre (O𝑋/I )𝑥 s’identifie donc à O𝑋,𝑥/I𝑥. Elle est nulle si et seulement s’il existe un

élément 𝑓 ∈ I𝑥 qui n’appartient pas à l’idéal maximal de O𝑋,𝑥 , c’est-à-dire une section

𝑓 de I définie au voisinage de 𝑥 et telle que 𝑓(𝑥) ≠ 0. Autrement dit,

(O𝑋/I )𝑥 = {0} ⟺ 𝑥 ∉ 𝑉(I ),

comme annoncé.

5.3.14.4 Remarque. Notons 𝑗 l’inclusion 𝑉(I ) ↪ 𝑋. Par ce qui précède, (O𝑋/I )|𝑋 ⧵𝑉(I ) est

nul. Le lecteur est invité à démontrer que cela équivaut à dire que l’homomorphisme

canonique

O𝑋/I → 𝑗∗ 𝑗−1O𝑋/I

est un isomorphisme.

5.3.15 Nous nous proposons maintenant de démontrer que réciproquement, tout fermé d’un

schéma 𝑋 est de la forme 𝑉(I ) pour un certain faisceau d’idéaux quasi-cohérent I

sur 𝑋. Pour cela, il est nécessaire de fait une petite digression et d’introduire la notion

de schéma réduit.
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5.3.16 Lemme-Défınıtıon (schéma réduit)
Soit 𝑋 un schéma. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout 𝑥 ∈ 𝑋, l’anneau local O𝑋,𝑥 est réduit ;

2) pour tout ouvert 𝑈 de 𝑋, l’anneau O𝑋(𝑈) est réduit ;

3) il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que O𝑋(𝑈𝑖) soit

réduit pour tout 𝑖.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝑋 est réduit.

Démonstration. Supposons que 1) est vraie, et soit 𝑈 un ouvert de 𝑋. Soit 𝑓 un élément

nilpotent de O𝑋(𝑈). Pour tout 𝑥 ∈ 𝑈, le germe de 𝑓 en 𝑥 est nilpotent et donc nul

d’après l’hypothèse 1). Ainsi, 𝑓 est nulle, et 2) est vraie.

Il est clair que 2) entraîne 3). Supposons maintenant que 3) est vraie, et soit 𝑥 ∈ 𝑋. Il

existe 𝑖 tel que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖. Par hypothèse, 𝑈𝑖 s’écrit Spec𝐴 pour un certain anneau réduit 𝐴.

L’anneau local O𝑋,𝑥 = O𝑈𝑖,𝑥 est de la forme 𝐴𝔭 , où 𝔭 est un idéal premier de 𝐴 ; il est

en conséquence réduit d’après le corollaire 2.7.2.3.

5.3.17 Revenons maintenant au problème qui nous intéresse. On se donne un schéma 𝑋 et

un fermé 𝐹 de 𝑋. Soit I (𝐹) le sous-faisceau d’idéaux de O𝑋 défini par la formule

𝑈 ↦ {𝑓 ∈ O𝑋(𝑈) | 𝑓(𝑥) = 0,∀𝑥 ∈ 𝐹 ∩𝑈 }.

Nous allons démontrer que I (𝐹) est quasi-cohérent et que 𝐹 = 𝑉(I (𝐹)). Ces deux

propriétés étant locales, on peut supposer que 𝑋 est affine ; c’est donc le spectre d’un

anneau 𝐴, et 𝐹 = 𝑉(𝐼) pour un certain idéal 𝐼 de 𝐴 que l’on peut choisir radical.

5.3.17.1 Nous allons montrer que I (𝐹) = ̃𝐼, ce qui assurera la quasi-cohérence de I (𝐹). En

vertu de 5.3.14.1, on a 𝑉( ̃𝐼) = 𝑉(𝐼) = 𝐹, ce qui montre que ̃𝐼 ⊂ I (𝐹) ; nous allons

établir l’inclusion réciproque.

Soit donc un ouvert 𝑈 de 𝑋 et 𝑓 un élément de I (𝐹)(𝑈) ; il s’agit de vérifier que

𝑓 ∈ ̃𝐼(𝑈). On peut s’en asssurer localement, et donc supposer que 𝑈 est de la forme

𝐷(𝑔) pour un certain 𝑔 ∈ 𝐴. La fonction 𝑓 s’annule alors par hypothèse en tout point

du fermé 𝐹 ∩𝐷(𝑔) de 𝐷(𝑔) = Spec𝐴𝑔 , qui n’est autre que 𝑉(𝐼 ⋅𝐴𝑔) = 𝑉(𝐼𝑔).

Puisque𝑉(𝐼𝑔) s’identifie à Spec𝐴𝑔/𝐼𝑔 , l’image ̅̅𝑓 de 𝑓 dans𝐴𝑔/𝐼𝑔 s’annule en tout point

de Spec𝐴𝑔/𝐼𝑔 , ce qui veut dire qu’elle est nilpotente. Mais comme 𝐼 est radical, 𝐴/𝐼 est

réduit, et Spec𝐴/𝐼 est donc un schéma réduit ; en conséquence,𝐴𝑔/𝐼𝑔 = OSpec𝐴/𝐼(𝐷(̅𝑔))
est réduit, et son élément nilpotent ̅̅𝑓 est dès lors nul. Il s’ensuit que 𝑓 ∈ 𝐼𝑔 = ̃𝐼(𝐷(𝑔)),
ce qu’on souhaitait.

5.3.17.2 On a donc I (𝐹) = ̃𝐼, et partant 𝑉(I (𝐹)) = 𝑉( ̃𝐼). Mais d’après 5.3.14.1, ce dernier est

égal à 𝑉(𝐼) = 𝐹, ce qui achève la démonstration.

5.3.17.3 Remarque. Il résulte immédiatement des définitions que si J est un faisceau d’idéaux

quasi-cohérent tel que 𝑉(J ) = 𝐹 alors J est contenu dans I (𝐹) ; autrement dit,

I (𝐹) est le plus grand faisceau quasi-cohérent d’idéaux définissant 𝐹.
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5.4 Morphısmes affınes

Spectre d’une algèbre quası-cohérente et morphısmes affınes

5.4.1 Soit 𝑋 un schéma. Une O𝑋-algèbre A est dite quasi-cohérente si le O𝑋-module A est

dite quasi-cohérent. Donnons quelques exemples.

5.4.1.1 Si I est un faisceau quasi-cohérent sur 𝑋, le quotient O𝑋/I est une O𝑋-algèbre quasi-

cohérente.

5.4.1.2 Supposons que𝑋 est le spectre d’un anneau𝐴. Si 𝐵 est une𝐴-algèbre, le faisceau quasi-

cohérent �̃� hérite d’une structure naturelle de O𝑋-algèbre. Il découle de 5.3.5.3 que

𝐵 ↦ �̃� induit une équivalence entre la catégorie des𝐴-algèbres et celle des O𝑋-algèbres

quasi-cohérentes, dont B ↦ B(𝑋) est une quasi-inverse.

5.4.2 Le spectre d’une algèbre quası-cohérente. Le but de ce qui suit est de donner

une variante globale (ou relative, ou faisceautique, comme on voudra) du foncteur

𝐴 ↦ Spec𝐴. On fixe un schéma 𝑋, et une O𝑋-algèbre quasi-cohérente A .

5.4.2.1 Pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, on pose 𝑌𝑈 = SpecA (𝑈) ; c’est un schéma affine.

Comme A (𝑈) est une O𝑋(𝑈)-algèbre, le schéma 𝑌𝑈 est fourni avec un morphisme

naturel 𝑌𝑈 → SpecO𝑋(𝑈) = 𝑈 ↪ 𝑋.

5.4.2.2 Soient maintenant 𝑈 et 𝑉 deux ouverts affines de 𝑋 tels que 𝑉 soit contenu dans 𝑈.

Comme la O𝑋-algèbre A est quasi-cohérente, on a

A (𝑉) = O𝑋(𝑉) ⊗O𝑋(𝑈) A (𝑈)

et donc 𝑌𝑉 = 𝑌𝑈 ×𝑈 𝑉. Il existe par conséquent une immersion ouverte naturelle 𝜄𝑉𝑈
de 𝑌𝑉 dans 𝑌𝑈 , laquelle est un 𝑋-morphisme.

5.4.2.3 Le diagramme consitué des 𝑌𝑈 et des immersions 𝜄𝑉𝑈 est du type décrit au 5.2.2.2 ; on

peut donc recoller les 𝑌𝑈 le long des 𝜄𝑉𝑈 ; on obtient un 𝑋-schéma que l’on appelle le

spectre de la O𝑋-algèbre quasi-cohérente A et que l’on note SpecA ; nous identifierons

chacun des 𝑌𝑈 à un ouvert de SpecA . Soit 𝜋 le morphisme SpecA → 𝑋.

Soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋. On a l’égalité 𝜋−1(𝑈) = 𝑌𝑈. En effet, il est clair que

𝑌𝑈 ⊂ 𝜋−1(𝑈). Réciproquement, soit 𝑥 ∈ 𝜋−1(𝑈). Le point 𝑥 appartient à 𝑌𝑉 pour un

certain 𝑉 ; par hypothèse, l’image 𝑣 de 𝑥 sur 𝑉 appartient à 𝑈. Soit 𝑈′ un voisinage

ouvert affine de 𝑣 dans 𝑈 ∩ 𝑉 ; comme 𝑣 appartient à 𝑈′, le point 𝑥 appartient à

𝑈′ ×𝑉 𝑌𝑉 = 𝑌𝑈′ = 𝑈′ ×𝑈 𝑌𝑈 ; ainsi, 𝑥 ∈ 𝑌𝑈.

On a donc une identification naturelle

𝜋−1(𝑈) = SpecA ×𝑋 𝑈 ≃ SpecA (𝑈),

modulo laquelle le morphisme 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 = SpecO𝑋(𝑈) est induit par la flèche

structurale O𝑋(𝑈) → A (𝑈). Il en résulte un isomorphisme

𝜋∗(O𝜋−1(𝑈)) ≃ ̃(A (𝑈)) ≃ A |𝑈.
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La formation de ces isomorphismes commute aux restrictions, et elle induit donc

(en vertu du fait que Isom(𝜋∗OSpecA , A ) est un faisceau) un isomorphisme naturel

𝜋∗OSpecA ≃ A .

5.4.3 Exemples et premıères proprıétés.

5.4.3.1 Un exemple trivial. Soit 𝐴 un anneau et soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. Par construction, le

𝐴-schéma Spec �̃� s’identifie à Spec𝐵.

5.4.3.2 Soit 𝑋 un schéma et soit A le faisceau sur 𝑋 associé au préfaisceau 𝑈 ↦
O𝑋(𝑈)[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]. C’est une O𝑋-algèbre quasi-cohérente (en tant que somme directe

dénombrable de copies de O𝑋). Il découle immédiatement des définitions que le

𝑋-schéma SpecA s’identifie à 𝔸𝑛
𝑋.

5.4.3.3 Soit 𝑋 un schéma. Si A et B sont deux O𝑋-algèbres quasi-cohérentes, tout morphisme

A → B induit un 𝑋-morphisme SpecB → SpecA (le définir au-dessus des ouverts

affines de 𝑋 par fonctorialité contravariante du spectre classique, et recoller).

La flèche A ↦ SpecA apparaît ainsi de manière naturelle comme un foncteur contra-

variant de la catégorie des O𝑋-algèbres quasi-cohérentes vers celle des 𝑋-schémas.

5.4.3.4 Soient A et B deux O𝑋-algèbres quasi-cohérentes et soient 𝑝 et 𝑞 les morphismes

respectifs de SpecA et SpecB vers 𝑋. Soit 𝜆 l’application naturelle

𝜆 ∶ HomO𝑋-Alg(A , B) → Hom𝑋(SpecB, SpecA )

définie au 5.4.3.3 ci-dessus. Soit 𝜑∶ SpecB → SpecA un 𝑋-morphisme. Il induit un

morphisme OSpecA → 𝜑∗OSpecB puis, par application de 𝑝∗ , un morphisme

A ≃ 𝑝∗OSpecA → 𝑝∗ ∘ 𝜑∗OSpecB = 𝑞∗OSpecB ≃ B.

On obtient ainsi une application 𝜇 de Hom𝑋(SpecB, SpecA ) vers HomO𝑋-Alg(A , B),
et l’on vérifie aisément que 𝜆 et 𝜇 sont des bijections réciproques l’une de l’autre (c’est

une propriété locale sur 𝑋, ce qui permet de se ramener au cas où tout le monde est

affine, dans lequel c’est une reformulation de 5.1.20).

5.4.4 Soit 𝜋∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas.

5.4.4.1 Soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋 ; on dispose d’un morphisme naturel 𝜋−1(𝑈) →
SpecO𝑌(𝜋−1(𝑈)) et pour tout ouvert affine 𝑉 de 𝑈, d’un diagramme commutatif

𝜋−1(𝑉) SpecO𝑌(𝜋−1(𝑉)) 𝑉

SpecO𝑌(𝜋−1(𝑈)) ×𝑈 𝑉

𝜋−1(𝑈) SpecO𝑌(𝜋−1(𝑈)) 𝑈

𝛼
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dans lequel la flèche 𝛼 est un isomorphisme dès que la O𝑋-algèbre 𝜋∗O𝑌 est quasi-

cohérente. Sous cette dernière hypothèse, on dispose donc d’un diagramme commutatif

𝜋−1(𝑉) Spec𝜋∗O𝑌 ×𝑋 𝑉 𝑉

𝜋−1(𝑈) Spec𝜋∗O𝑌 ×𝑋 𝑈 𝑈 .

Par recollement de ces diagrammes pour (𝑈,𝑉) variables, on obtient un morphisme

de 𝑋-schémas 𝑌 → Spec𝜋∗O𝑌.

5.4.4.2 Supposons que 𝑌 = SpecA pour une certaine O𝑋-algèbre quasi-cohérente A . Dans ce

cas 𝜋∗O𝑌 est quasi-cohérente et s’identifie plus précisément à A (5.4.2.3) ; la construc-

tion du 5.4.4.1 ci-dessus fournit alors un morphisme de𝑋-schémas SpecA → SpecA ,

dont on vérifie aussitôt que c’est l’identité.

5.4.5 Proposıtıon-Défınıtıon (morphisme affine ; schéma relativement affine)
Soit 𝜋∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La O𝑋-algèbre 𝜋∗O𝑌 est quasi-cohérente, et 𝑌 → Spec𝜋∗O𝑌 est un isomorphisme.

2) Il existe une O𝑋-algèbre quasi-cohérente A et un 𝑋-isomorphisme

𝑌 ≃ SpecA .

3) Pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le schéma 𝜋−1(𝑈) est affine.

4) Il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que 𝜋−1(𝑈𝑖) soit

un schéma affine pour tout 𝑖.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝜋 est affine, ou que 𝑌 est relativement affine sur 𝑋.

Démonstration. Il est clair que 1) ⇒ 2), et 2) ⇒ 1) d’après 5.4.4.2. Il découle de la

construction même de SpecA que 2) ⇒ 3) (on l’a déjà signalé en 5.4.2.3), et 3) ⇒ 4)
est évident.

Supposons maintenant que 4) est vraie, et montrons que les conditions équivalentes

1) et 2) sont vérifiées. Elles sont de nature locale sur 𝑋 (c’est l’énoncé 1) qui le montre) ;

il suffit par conséquent de démontrer qu’elles sont vraies sur chaque 𝑈𝑖. Fixons donc 𝑖.
Par hypothèse,𝑈𝑖 et𝜋−1(𝑈𝑖) sont affines ; il s’ensuit, en vertu de 5.4.3.1, que𝜋−1(𝑈𝑖) →
𝑈𝑖 satisfait 2) (et partant 1)), ce qui achève la démonstration.

5.4.6 Commentaıres. L’aspect le plus spectaculaire de la proposition précédente est l’équi-

valence entre 3) et 4) : s’il existe un recouvrement de 𝑋 par des ouverts affines dont

l’image réciproque par 𝜋 est affine, alors 𝜋−1(𝑈) est affine pour tout ouvert affine 𝑈
de 𝑋.

Le lecteur sera peut-être étonné qu’un résultat aussi fort ait une preuve aussi courte et

d’apparence très formelle. Mais lorsqu’on invoque le caractère local de 1), on invoque

en particulier le caractère local de la quasi-cohérence ; et ce dernier est lui-même fondé
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sur le théorème 5.3.9 dont la démonstration met en jeu des arguments non triviaux,

à base de calcul de fractions dans les modules localisé. C’est donc là qu’il se « passe

vraiement quelque chose ».

5.4.7 On peut reformuler 5.4.2.3, 5.4.3.3 et 5.4.3.4 en disant que pour tout schéma 𝑋, le

foncteur A ↦ SpecA établit une anti-équivalence entre la catégorie des O𝑋-algèbres

quasi-cohérentes et celle des 𝑋-schémas relativement affines, dont (𝜑∶ 𝑌 → 𝑋) ↦
𝜑∗O𝑌 est un quasi-inverse.

5.4.8 Stabılıté du caractère affıne par composıtıon et changement de base.

5.4.8.1 Soient 𝜑∶ 𝑍 → 𝑌 et 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 deux morphismes affines. La composée 𝜓 ∘ 𝜑 est alors

affine : c’est immédiat en utilisant la condition équivalente 3) de la proposition 5.4.5

ci-dessus.

5.4.8.2 Soit𝑋 un schéma. Soit𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme affine, et soit𝜓∶ 𝑍 → 𝑋 un morphisme.

La projection 𝜋∶ 𝑌 ×𝑋 𝑍 → 𝑍 est alors affine. Plus précisément, si 𝑌 = SpecB pour

une certaine O𝑋-algèbre quasi-cohérente B, le 𝑍-schéma 𝑌 ×𝑋 𝑍 s’identifie alors à

Spec𝜓∗B.

En effet, la question est locale sur 𝑍, et a fortiori sur 𝑋. On peut donc supposer tout

d’abord 𝑋 affine, puis 𝑍 affine ; comme 𝜑 est affine, 𝑌 est affine. Soient 𝐴, 𝐵 et 𝐶 les

anneaux correspondant respectivement aux schémas affines 𝑋, 𝑌 et 𝑍. On a alors

B = �̃�, et

𝑌 ×𝑋 𝑍 = Spec(𝐵 ⊗𝐴 𝐶) = Spec𝐵 ⊗𝐴 𝐶 = Spec𝜓∗�̃� = Spec𝜓∗B.

Les ımmersıons fermées

Nous allons maintenant présenter une première classe absolument fondamentale de

morphismes affines : les immersions fermées.

5.4.9 Soit 𝑋 un schéma et soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

1) le morphisme 𝜑 est affine et le morphisme structural O𝑋 → 𝜑∗O𝑌 est surjectif ;

2) il existe un faisceau quasi-cohérent d’idéaux I sur 𝑋 tel que le 𝑋-schéma 𝑌 soit

isomorphe à SpecO𝑋/I .

En effet si 1) est vraie, le noyau I de O𝑋 → 𝜑∗O𝑌 est un faisceau quasi-cohérent

d’idéaux et 𝜑∗O𝑌 ≃ O𝑋/I , d’où 2) puisque 𝑌 = Spec𝜑∗O𝑌 ; et si 2) est vraie on a

𝜑∗O𝑌 = O𝑋/I , d’où 1).

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que 𝜑 est une immersion fermée. Notons

que l’idéal I de 2) est alors uniquement déterminé : il est nécessairement égal au noyau

de O𝑋 → 𝜑∗O𝑌 = O𝑋/I . Nous dirons que I est le faisceau d’idéaux associé à 𝜑, et

inversement que 𝜑 est l’immersion fermée associée à I .

5.4 Morphismes affines 245



5.4.10 Exemples et premıères proprıétés.

5.4.10.1 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de 𝑋.

On déduit de la caractérisation d’une immersion fermée par la propriété 1) ci-dessus

que 𝜑 est une immersion fermée si et seulement si 𝜑−1(𝑈𝑖) → 𝑈𝑖 est une immersion

fermée pour tout 𝑖.

5.4.10.2 Soit 𝐴 un anneau. La caractérisation des immersions fermées par la propriété 2)
ci-dessus assure qu’un morphisme 𝜑∶ 𝑌 → Spec𝐴 est une immersion fermée si et

seulement si le 𝐴-schéma 𝑌 est de la forme Spec𝐴/𝐼 pour un certain idéal 𝐼 de 𝐴 ; le

faisceau I associé à 𝜑 est alors égal à ̃𝐼. On voit que dans ce cas, 𝑌 → Spec𝐴 induit

un homéomorphisme entre 𝑌 et le fermé 𝑉(𝐼) = 𝑉(I ) de Spec𝐴.

5.4.10.3 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 une immersion fermée et soit I ⊂ O𝑋 le faisceau d’idéaux associé.

Le morphisme 𝜑 induit un homéomorphisme 𝑌 ≃ 𝑉(I ) : cette assertion est en effet

locale, ce qui permet de se ramener au cas affine traité au 5.4.10.2 ci-dessus.

5.4.10.4 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 une immersion fermée et soit I ⊂ O𝑋 le faisceau d’idéaux associé. Le

morphisme naturel 𝜑−1(O𝑋/I ) → O𝑌 est alors un isomorphisme. Pour le voir, on

raisonne localement sur 𝑋, ce qui permet de se ramener au cas affine. Le caractère

bijectif de la flèche étudiée se vérifie alors fibres à fibres, et revient à l’assertion suivante

d’algèbre commutative : soit𝐴 un anneau, soit 𝐼 un idéal de𝐴 et soit 𝔭 un idéal premier

de 𝐴 contenant 𝐼 ; la flèche canonique 𝐴𝔭/𝐼𝐴𝔭 → (𝐴/𝐼)𝔭 est un isomorphisme.

5.4.10.5 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et soit (𝑈𝑖) un recouvrement de 𝑋 par

des ouverts affines. Il découle de 5.4.10.1 et 5.4.10.2 que pour que 𝜑 soit une immer-

sion fermée, il faut et il suffit que pour tout 𝑖, le 𝑈𝑖-schéma 𝜑−1(𝑈𝑖) soit de la forme

SpecO𝑋(𝑈𝑖)/𝐼𝑖 pour un certain idéal 𝐼𝑖 de O𝑋(𝑈𝑖) ; et que si c’est le cas alors pour

tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le 𝑈-schéma 𝜑−1(𝑈) est de la forme SpecO𝑋(𝑈)/𝐼 pour

un certain idéal 𝐼 de O𝑋(𝑈). Le lecteur s’assurera que ce passage des seuls ouverts

d’un recouvrement affine fixé à tous les ouverts affines repose in fine là encore sur le

caractère local de la quasi-cohérence (le théorème 5.3.9).

5.4.11 Proprıété unıverselle d’une ımmersıon fermée. Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 une immersion

fermée, et soit I ⊂ O𝑋 le faisceau d’idéaux correspondant. Le faisceau I est inclus

dans le (et même égal au) noyau de O𝑋 → 𝜑∗O𝑌.

5.4.11.1 Soit 𝑍 un schéma et soit𝜓∶ 𝑍 → 𝑋 un morphisme tel que I soit contenu dans le noyau

de O𝑋 → 𝜓∗O𝑍. Il existe alors un unique morphisme 𝜒 ∶ 𝑍 → 𝑌 tel que le diagramme

𝑍

𝑌 𝑋𝜑

𝜒
𝜓

commute. En effet, comme 𝑈 ↦ Hom(𝑈,𝑌) est un faisceau sur 𝑍, on peut raisonner

localement, et donc supposer 𝑋 et 𝑍 affines ; soient 𝐴 et 𝐵 les anneaux correspondants.

Comme 𝜑 est l’immersion fermée associée à I , le 𝐴-schéma 𝑌 est égal à Spec𝐴/𝐼, où 𝐼
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est l’idéal I (𝑋) de𝐴. Notre hypothèse sur 𝜓 signifie simplement que 𝐼 ⊂ Ker(𝐴 → 𝐵),
et le résultat voulu est une simple reformulation du fait que 𝐴 → 𝐵 se factorise alors

de manière unique par 𝐴/𝐼.

5.4.11.2 On peut résumer conceptuelle ce qui précède en disant que (𝑌,𝜑) représente le

foncteur

𝑍 ↦ {𝜑 ∈ Hom(𝑍,𝑋) | I ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜓∗O𝑍)}.

5.4.12 Bon comportement des ımmersıons fermées par composıtıon et changement

de base.

5.4.12.1 Soient 𝜓∶ 𝑍 → 𝑌 et 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 deux immersions fermées. La composée 𝜑 ∘ 𝜓 est alors

une immersion fermée : c’est par exemple une conséquence immédiate de 5.4.10.5

et du fait que la composée de deux morphismes d’anneaux surjectifs est encore une

surjection.

5.4.12.2 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 une immersion fermée induite par un faisceau quasi-cohérent d’idéaux

I sur 𝑋, et soit 𝜓∶ 𝑍 → 𝑋 un morphisme de schémas.

La flèche I ↪ O𝑋 induit une flèche 𝜓∗I → O𝑍 (qui n’a pas de raison d’être injective) ;

son image est un faisceau quasi-cohérent d’idéaux J de O𝑍 , et il résulte des définitions

que 𝑉(J ) = 𝜓−1(𝑉(I )).

Il découle de la description du foncteur représenté par (𝑌,𝜑) (cf. 5.4.11.2) que le

produit fibré 𝑌 ×𝑋 𝑍 représente le foncteur

𝑇 ↦ {𝜒 ∈ Hom(𝑇,𝑍) | I ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜓∗𝜒∗O𝑇)}.

La condition I ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜓∗𝜒∗O𝑇) équivaut à dire que la flèche composée I →
O𝑋 → 𝜓∗𝜒∗O𝑇 est nulle, c’est-à-dire encore par adjonction que la flèche composée

𝜓∗I → O𝑍 → 𝜒∗O𝑇 est nulle ; mais c’est le cas si et seulement si J ⊂ Ker(O𝑍 → 𝜒∗O𝑇).
En conséquence, 𝑌 ×𝑋 𝑍 → 𝑍 est l’immersion fermée associée à J .

On peut donner une deuxième preuve moins yonedesque de cette assertion. Il suffit de

se ramener en raisonnant localement au cas où tous les schémas en jeu sont affines, et

de remarquer qu’elle est alors une simple reformulation du fait que si 𝐴 est un anneau,

𝐵 une 𝐴-algèbre et 𝐼 un idéal de 𝐴 alors 𝐵 ⊗𝐴 𝐴/𝐼 ≃ 𝐵/𝐼𝐵.

Mentionnons pour conclure ce paragraphe un cas particulier intéressant : supposons

que𝜓∶ 𝑍 → 𝑋 se factorise par𝑌 → 𝑋 ; d’après la propriété universelle d’une immersion

fermée, cela signifie que I est contenu dans Ker(O𝑋 → 𝜓∗O𝑍), et cette factorisation

est alors unique.

Comme I est contenu dans Ker(O𝑋 → 𝜓∗O𝑍), la flèche 𝜓∗I → O𝑍 est nulle par

adjonction, et J est dès lors nul. La projection 𝑌 ×𝑋 𝑍 → 𝑍 s’identifiant à l’immersion

fermée définie par J , il vient 𝑌 ×𝑋 𝑍 = 𝑍.

5.4.13 Produıt fıbré de deux ımmersıons fermées. Soient 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 et 𝜑∶ 𝑍 → 𝑋 deux

immersions fermées, respectivement associées à des faisceaux d’idéaux I et J .
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5.4.13.1 On déduit de la description des foncteurs représentés par (𝑌,𝜑) et (𝑍,𝜓) que 𝑌 ×𝑋 𝑍
représente le foncteur

𝑇 ↦ {𝜒 ∈ Hom(𝑇,𝑋) | I ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜒∗O𝑇) et J ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜒∗O𝑇)}
= {𝜒 ∈ Hom(𝑇,𝑋) | I + J ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜒∗O𝑇)},

où la somme I + J est par définition le faisceau cohérent d’idéaux égal à l’image

de la flèche canonique I ⊕ J → O𝑋. En conséquence, 𝑌 ×𝑋 𝑍 → 𝑋 est l’immersion

fermée associée à I + J .

5.4.13.2 L’immersion 𝜓 se factorise par 𝜑 si et seulement si

J ⊂ Ker(O𝑋 → 𝜑∗O𝑌) = Ker(O𝑋 → O𝑋/I ) = I .

Si c’est le cas, on déduit de la remarque faite à la fin de 5.4.12.2 que 𝑍 ×𝑋 𝑌 ≃ 𝑍 ;

il découle alors de loc. cit. que 𝑍 → 𝑌 est l’immersion fermée associée au faisceau

quasi-cohérent d’idéaux sur 𝑌 engendré par 𝜑∗J .

5.4.14 La notıon de sous-schéma fermé. Soit 𝑋 un schéma, soit 𝐹 un fermé de 𝑋 et soit

I ⊂ O𝑋 un faisceau quasi-cohérent d’idéaux tel que 𝑉(I ) soit égal à 𝐹 (on sait qu’il

en existe au moins un, cf. 5.3.17).

L’immersion fermée SpecO𝑋/I → 𝑋 induit un homéomorphisme entre SpecO𝑋/I

et 𝐹, et permet donc de munir par transport de structure l’espace topologique 𝐹 d’une

structure de schéma ; un tel schéma est appelé le sous-schéma fermé de 𝑋 défini par I , et

l’on dit que 𝐹 est son support.

On a signalé plus haut (la remarque 5.3.14.4) que la restriction de O𝑋/I à 𝑋 ⧵ 𝐹
est nulle, et que cela se traduit en disant que O𝑋/I s’identifie à 𝑖∗ 𝑖−1O𝑋/I , où 𝑖
est l’inclusion de 𝐹 dans 𝑋. Le faisceau O𝑋/I provient donc du faisceau d’anneaux

𝑖−1O𝑋/I sur 𝐹, et il résulte de 5.4.10.4 que la structure de schéma dont on a muni 𝐹
est précisément induite par 𝑖−1O𝑋/I .

5.4.15 Soit 𝑋 un schéma. L’ensemble des (classes d’isomorphie de) sous-schémas fermés

de 𝑋 est en bijection avec l’ensemble des faisceaux quasi-cohérents d’idéaux sur 𝑋. On

munit l’ensemble des sous-schémas fermés de 𝑋 de la relation d’ordre pour laquelle

𝐹 ⩽ 𝐺 si et seulement si 𝐹 ↪ 𝑋 se factorise par 𝐺 ↪ 𝑋. Si I et J désignent les

faisceaux d’idéaux respectivement associés à 𝐹 et 𝐺, cela revient à demander que

J ⊂ I (5.4.13.2).

5.4.15.1 La structure réduite. Si 𝐹 est un fermé de 𝑋, il existe un plus petit sous-schéma fermé

𝐹red de 𝑋 de support 𝐹 : celui qui induit par I (𝐹) (cf. 5.3.17 et seq.). Nous allons

montrer que 𝐹red est réduit, et que c’est le seul sous-schéma fermé réduit de support 𝐹.

Fixons un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines et soit J un faisceau quasi-

cohérent d’idéaux de support 𝐹. Le sous-schéma fermé défini par J est réduit si et

seulement si O𝑋(𝑈𝑖)/J (𝑈𝑖) est réduit pour tout 𝑖, ce qui revient à demander que
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l’idéal J (𝑈𝑖) de O𝑋(𝑈𝑖) soit radical pour tout 𝑖 ; mais cela signifie précisément que

J = I (𝐹) (5.3.17.1).

5.4.15.2 Soit 𝑇 un schéma et soit 𝜑∶ 𝑇 → 𝑋 un morphisme. Si 𝜑 admet une factorisation

(nécessairement unique) par 𝐹red alors 𝜑(𝑇) ⊂ 𝐹.

Faisons maintenant l’hypothèse que 𝜑(𝑇) ⊂ 𝐹, et supposons de surcroît que 𝑇 est

réduit. Nous allons montrer que 𝜑 se factorise par 𝐹red.

Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋 et soit 𝑓 ∈ I (𝐹)(𝑈). Comme 𝜑(𝑇) ⊂ 𝐹, la fonction 𝜑∗𝑓 ∈
O𝑇(𝜑−1(𝑈)) s’annule en tout point de 𝑈. Cela implique que sa restriction à tout ouvert

affine de 𝜑−1(𝑈) est nilpotente, donc nulle puisque 𝑇 est réduit. Autrement dit, 𝜑∗𝑓 = 0,
ce qui revient à dire que l’image de 𝑓 dans 𝜑∗O𝑇 est nulle ; ainsi, I (𝐹) ⊂ Ker(O𝑋 →
𝜑∗O𝑇), ce qui garantit que 𝜑 se factorise par 𝐹red.

En d’autres termes, (𝐹red, 𝐹red ↪ 𝑋) représente le foncteur covariant de la catégorie

des schémas réduits vers celle des ensembles qui envoie 𝑇 sur

{𝜑 ∈ Hom(𝑇,𝑋) | 𝜑(𝑇) ⊂ 𝐹}.

5.4.15.3 On peut appliquer ce qui précède lorsque 𝐹 = 𝑋. Soit J l’idéal des fonctions s’annulant

en tout point de 𝑋 ; ce sont exactement les fonctions dont la restriction à tout ouvert

affine est nilpotente – on vérifie aussitôt que cela vaut encore pour leur restriction à

tout ouvert quasi-compact, et nous vous laissons construire un exemple d’une telle

fonction qui ne serait pas elle-même nilpotente, sur un schéma non quasi-compact.

Le schéma 𝑋red est par définition le sous-schéma fermé défini par J ; son espace

topologique sous-jacent est 𝑋 tout entier ; on dit que c’est le schéma réduit associé à 𝑋.

Si 𝑇 est un schéma réduit, tout morphisme de 𝑇 vers 𝑋 se factorise canoniquement

par 𝑋red.

5.4.16 Soit 𝑋 un schéma et soit 𝐹 un fermé de 𝑋. On prendra garde qu’en général, il n’existe

pas de structure de sous-schéma fermé sur 𝐹 telle que tout morphisme 𝑇 → 𝑋 se

factorisant ensemblistement par 𝐹 se factorise par la structure en question – la propriété

universelle de 𝐹red décrite au 5.4.15.2 ne concerne que les schémas réduits.

En effet, supposons qu’il existe une telle structure, et soit 𝑌 le sous-schéma fermé

correspondant. Si 𝑍 est un autre sous-schéma fermé de𝑋 de support 𝐹, l’image de 𝑍 ↪
𝑋 est contenue dans 𝐹 et se factorise donc par 𝑌 ; autrement dit, 𝑌 est nécessairement

le plus grand sous-schéma fermé de support 𝐹. Or l’ensemble des sous-schémas fermés

de support 𝐹 n’a pas, en général, de plus grand élément ; ou, si l’on préfère, l’ensemble

des faisceaux quasi-cohérents d’idéaux de lieu des zéros 𝐹 n’a pas forcément de plus

petit élément.

5.4.16.1 Ainsi, soit 𝑝 un nombre premier. Un faisceau quasi-cohérent d’idéaux sur Specℤ a

pour lieu des zéros le singleton {𝑥𝑝 } si et seulement s’il est de la forme I𝑛 ≔ (̃𝑝𝑛) pour

un certain 𝑛 > 0 ; la famille (I𝑛) étant strictement décroissante, elle n’a pas de plus

petit élément.
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5.4.16.2 Il peut toutefois arriver qu’il existe un plus petit idéal quasi-cohérent de lieu des zéros 𝐹.

Par exemple, supposons que le fermés 𝐹 soit également ouvert, et soit 𝐺 l’ouvert fermé

complémentaire. Soit 𝑓 ∈ O𝑋(𝑋) la fonction telle que 𝑓|𝐺 = 1 et 𝑓|𝐹 = 0. Soit I l’idéal

quasi-cohérent égal à l’image de la flèche O𝑋 → O𝑋 , 𝑎 ↦ 𝑎𝑓. Nous laissons le lecteur

vérifier que I est le plus petit idéal quasi-cohérent de lieu des zéros égal à 𝐹, et que

la structure de sous-schéma fermé qu’il définit sur 𝐹 est sa structure d’ouvert, par

laquelle se factorise tout morphisme dont l’image ensembliste est contenue dans 𝐹.

5.4.17 Soit 𝑋 un schéma et soit 𝐹 un fermé de 𝑋. Intuitivement les différentes structures

de sous-schéma fermé de support 𝐹 codent les différentes manières d’envisager 𝐹
« avec multiplicités » (la structure 𝐹red correspondant au cas sans multiplicités) ; ou,

si l’on préfère, les différentes manières d’épaissir 𝐹 infinitésimalement à l’intérieur

de 𝑋, la relation 𝑌 ⩽ 𝑍 entre deux sous-schémas fermés de support 𝐹 pouvant alors

s’interpréter comme « 𝑌 est moins épais que 𝑍 ».

5.4.18 Exemples. Soit 𝑘 un corps. Posons 𝑋 = Spec 𝑘[𝑆,𝑇], et soit 𝐹 le fermé 𝑉(𝑆) de 𝑋. Nous

allons décrire différentes structures de sous-schéma fermé sur 𝐹. Comme 𝑋 est affine,

un faisceau cohérent d’idéaux de 𝑋 de lieu des zéros 𝐹 est simplement un idéal 𝐼 de

𝑘[𝑆,𝑇] tel que 𝑉(𝐼) = 𝐹.

5.4.18.1 La structure réduite. On a 𝑉(𝑆) = 𝐹. L’anneau 𝑘[𝑆,𝑇]/(𝑆) ≃ 𝑘[𝑇] est intègre, et a fortiori

réduit. La structure induite sur 𝐹 par l’idéal (𝑆) est donc la structure réduite 𝐹red.

Remarque. Comme 𝑘[𝑇] est principal, tout fermé de 𝐹red ≃ Spec 𝑘[𝑇] est de la forme

𝑉(𝑃) pour un certain 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇] ; il en résulte que tout ouvert de 𝐹red est de la forme

𝐷(𝑃) pour 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇].

Mais un ouvert de 𝐹red est simplement un ouvert de 𝐹, sans référence à une structure

précise de sous-schéma fermé sur 𝐹. par conséquent, tout ouvert de 𝐹 est de la forme

𝐷(𝑃) pour 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇].

5.4.18.2 Soit 𝐼 l’idéal (𝑆2). On a 𝑉(𝐼) = 𝐹, et 𝐼 induit donc une structure de schéma 𝐹1 sur 𝐹.
L’anneau quotient 𝑘[𝑆,𝑇]/(𝑆2) possède un élément nilpotent d’ordre 2, à savoir ̅̅𝑆. La

structure correspondante n’est en conséquence pas réduite. Moralement, la droite 𝐹 a

été un peut épaissie pour devenir une « droite double », et ce de façon relativement

uniforme : si 𝑃 est un élément de 𝑘[𝑇] on a en effet

O𝐹1(𝐷(𝑃)) = 𝑘[𝑆,𝑇](𝑃)/(𝑆2) = 𝑘[𝑇](𝑃)[𝑆]/(𝑆2) = O𝐹red(𝐷(𝑃))[𝑆]/(𝑆2).

On voit notamment que la restriction de ̅̅𝑆 à tout ouvert non vide de 𝐹1 est encore

nilpotente d’ordre 2.

5.4.18.3 Composantes immergées. Il peut exister des façons plus subtiles d’épaissir 𝐹. Par exemple,

soit 𝐽 l’idéal (𝑆2, 𝑆𝑇). On a 𝑉(𝐽) = 𝐹, et 𝐽 induit donc une structure de schéma 𝐹2 sur 𝐹.

Le quotient 𝑘[𝑆,𝑇]/(𝑆2, 𝑆𝑇) n’est pas réduit : la fonction ̅̅𝑆 est nilpotente d’ordre 2. Le

schéma 𝐹2 est en conséquence un épaississement de 𝐹, mais moins « uniforme » que 𝐹1.
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On a en effet

O𝐹2(𝐷(𝑇)) = 𝑘[𝑆,𝑇](𝑇)/(𝑆2, 𝑆𝑇)
= 𝑘[𝑇](𝑇)[𝑆]/(𝑆2, 𝑆𝑇) = 𝑘[𝑇](𝑇)[𝑆]/(𝑆)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

car 𝑇 est inversible dans 𝑘[𝑇](𝑇)

= 𝑘[𝑇](𝑇) = O𝐹red(𝐷(𝑇)).

L’ouvert dense 𝐷(𝑇) de 𝐹2 est ainsi réduit : l’épaississement disparaît dès qu’on retire

l’origine, c’est donc elle qui en un sens porte toute la multiplicité de la situation. On

dit que l’origine est une composante immergée du schéma 𝐹2.

Remarque. Notez bien que la restriction de la fonction nilpotente non nulle ̅̅𝑆 à l’ouvert

réduit 𝐷(𝑇) de 𝐹2 est nulle : contrairement à ce qu’on pourrait croire naïvement, une

fonction sur un schéma peut s’annuler en restriction à un ouvert dense sans être nulle.

5.4.18.4 Soit 𝐽′ l’idéal (𝑆3, 𝑆2𝑇). On a 𝑉(𝐽′) = 𝐹, et 𝐽′ induit donc une structure de schéma 𝐹3
sur 𝐹. La fonction ̅̅𝑆 est alors nilpotente d’ordre 3 sur 𝐹3. Par ailleurs

O𝐹3(𝐷(𝑇)) = 𝑘[𝑆,𝑇](𝑇)/(𝑆3, 𝑆2𝑇)
= 𝑘[𝑇](𝑇)[𝑆]/(𝑆3, 𝑆2𝑇) = 𝑘[𝑇](𝑇)[𝑆]/(𝑆2)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

car 𝑇 est inversible dans 𝑘[𝑇](𝑇)

= O𝐹1(𝐷(𝑇)).

Ainsi, la restriction de ̅̅𝑆 à l’ouvert 𝐷(𝑇) de 𝐹3 est désormais nilpotente d’ordre 2
seulement (et il en ira de même de sa restriction à n’importe quel ouvert non vide

de 𝐷(𝑇), d’après 5.4.18.2). Cet exemple combine donc les phénomènes décrits en

5.4.18.2 et 5.4.18.3 : on peut y penser comme à un épaissement global du fermé 𝐹,
de multiplicité « générique » égale à 2, possédant un surcroît de multiplicité porté

par l’origine.

Morphısmes fınıs

5.4.19 Lemme

Soit 𝑋 un schéma et soit F un O𝑋-module quasi-cohérent. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1) pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le O𝑋(𝑈)-module F(𝑈) est de type fini ;

2) il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que le O𝑋(𝑈𝑖)-
module F(𝑈𝑖) soit de type fini pour tout 𝑖.

Démonstration. Il est évident que 1) ⇒ 2). Supposons que 2) soit vraie, et soit 𝑈 un

ouvert affine de 𝑋 ; posons 𝐴 = O𝑋(𝑈). Soit 𝑥 ∈ 𝑈 ; il existe 𝑖 tel que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 , et il

existe donc 𝑓 ∈ 𝐴 tel que 𝑓(𝑥) ≠ 0 et tel que l’ouvert 𝐷(𝑓) de 𝑈 soit contenu dans 𝑈𝑖.

On a alors F(𝐷(𝑓)) = O𝑋(𝐷(𝑓)) ⊗O𝑋(𝑈𝑖) F(𝑈𝑖) (puisque F est quasi-cohérent), et

F(𝐷(𝑓)) est donc un 𝐴𝑓-module de type fini, qui est égal à F(𝑈)𝑓 , là encore par

quasi-cohérence de F .

Par quasi-compacité de 𝑈, il existe 𝑓1,⋯ , 𝑓𝑟 ∈ 𝐴 telles que 𝑈 = ⋃𝐷(𝑓𝑖), ou, si l’on

préfère, telles que (𝑓1,⋯ , 𝑓𝑟) = 𝐴, et telles que F(𝑈)𝑓𝑖 soit un 𝐴𝑓𝑖-module de type fini

pour tout 𝑖. Le lemme 2.7.3.1 assure alors que F(𝑈) est un𝐴-module de type fini.
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5.4.20 Défınıtıon (morphisme fini de schémas ; schéma relativement fini)
Un morphisme de schémas 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 est dit fini s’il est affine et si le O𝑋-module

quasi-cohérent 𝜑∗O𝑌 satisfait les conditions équivalentes du lemme 5.4.19. On dira

également si c’est le cas que 𝑌 est un 𝑋-schéma fini.

5.4.21 Le lemme 5.4.19 (combiné à la proposition 5.4.5) assure que pour tout morphisme de

schémas 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) 𝜑 est fini ;

2) pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋, le schéma 𝜑−1(𝑈) est affine et O𝑌(𝜑−1(𝑈)) est une

O𝑋(𝑈)-algèbre finie ;

3) il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que pour tout 𝑖, le

schéma 𝜑−1(𝑈𝑖) soit affine et O𝑌(𝜑−1(𝑈𝑖)) est une O𝑋(𝑈𝑖)-algèbre finie.

5.4.22 Exemples et premıères proprıétés.

5.4.22.1 Si 𝐴 est un anneau et 𝐼 un idéal de 𝐴, la 𝐴-algèbre 𝐴/𝐼 est finie ; il s’ensuit que toute

immersion fermée est un morphisme fini.

5.4.22.2 Soit 𝐾 un corps de nombres et soit 𝔒𝐾 l’anneau des entiers de 𝐾 ; comme 𝔒𝐾 est une

ℤ-algèbre finie (en tant que ℤ-module, il est libre de rang égal à [𝐾 ∶ ℚ]), le morphisme

Spec𝔒𝐾 → Specℤ est fini.

5.4.22.3 Soit 𝑋 un schéma et soit 𝑃 = 𝑇𝑛 +∑𝑖⩽𝑛−1 𝑎𝑖𝑇
𝑖 un polynôme unitaire à coefficients dans

O𝑋(𝑋). Le faisceau

O𝑋[𝑇]/(𝑃) ≔ 𝑈 ↦ O𝑋(𝑈)[𝑇] /(𝑇𝑛 + ∑
𝑖⩽𝑛−1

𝑎𝑖|𝑈𝑇𝑖)

est une O𝑋-algèbre quasi-cohérente, qui comme O𝑋-module satisfait visiblement les

conditions équivalentes du lemme 5.4.19. En conséquence, SpecO𝑋[𝑇]/(𝑃) est un

𝑋-schéma fini.

5.4.22.4 La composée de deux morphismes finis est un morphisme fini : c’est une conséquence

immédiate de 5.4.21 et du fait que si 𝐴 est un anneau, si 𝐵 est une 𝐴-algèbre finie et

si 𝐶 est une 𝐵-algèbre finie, alors 𝐶 est une 𝐴-algèbre finie.

5.4.22.5 Soit 𝑋 un schéma, soit 𝑌 un 𝑋-schéma fini et soit 𝑍 un 𝑋-schéma. Le produit fibré

𝑌 ×𝑋 𝑍 est alors un 𝑍-schéma fini. En effet, en raisonnant localement et en utilisant

une fois encore 5.4.21, cette assertion se ramène au fait connu suivant : si 𝐴 est un

anneau, si 𝐵 est une 𝐴-algèbre finie et si 𝐶 est une 𝐴-algèbre, alors 𝐶 ⊗𝐴 𝐵 est une

𝐶-algèbre finie.

5.4.23 Proposıtıon

Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme fini. Il est alors fermé, c’est-à-dire que 𝜑(𝑍) est un fermé

de 𝑋 pour tout fermé 𝑍 de 𝑌.

Démonstration. Soit 𝑍 un fermé de 𝑌. Munissons-le d’une structure quelconque de

sous-schéma fermé. La composée 𝑍 ↪ 𝑌 → 𝑋 est alors encore un morphisme fini,
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et notre proposition revient à montrer que son image est fermée. Quitte à remplacer

𝑌 → 𝑋 par ce morphisme, on peut donc supposer que 𝑍 = 𝑌.

Être un fermé étant une propriété locale, on peut supposer que 𝑋 est affine. On a

donc 𝑋 = Spec𝐴 pour un certain anneau 𝐴, et 𝑌 est alors le spectre d’une 𝐴-algèbre

finie 𝐵. Soit 𝐼 le noyau de 𝐴 → 𝐵 et soit 𝑇 le spectre de 𝐴/𝐼. Le morphisme 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋
admet une factorisation canonique 𝑌 → 𝑇 ↪ 𝑋, correspondant à la factorisation

𝐴 → 𝐴/𝐼 ↪ 𝐵 au niveau des anneaux.

Comme 𝐴/𝐼 ↪ 𝐵 est une injection qui fait de 𝐵 une 𝐴/𝐼-algèbre finie, et a fortiori

entière, le lemme de going-up (2.8.12, cf. notamment la remarque qui précède sa

démonstration) assure que Spec𝐵 → Spec𝐴/𝐼 est surjective, c’est-à-dire que 𝑌 → 𝑇
est surjective. Puisque 𝑇 ↪ 𝑋 a pour image le fermé 𝑉(𝐼), il vient 𝜑(𝑌) = 𝑉(𝐼).

5.5 Morphısmes de type fını

Défınıtıon, exemples, premıères proprıétés

5.5.1 Proposıtıon

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑋 un 𝐴-schéma possédant la propriété suivante : il existe un

recouvrement ouvert (𝑋𝑖) de 𝑋 tel que pour tout 𝑖 le 𝐴-schéma 𝑋𝑖 soit égal à Spec𝐴𝑖
pour une certaine𝐴-algèbre de type fini𝐴𝑖. Sous ces hypothèses, pour tout ouvert affine

𝑈 de 𝑋 la 𝐴-algèbre O𝑋(𝑈) est de type fini.

Démonstration. Soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋 et soit 𝐵 la 𝐴-algèbre O𝑋(𝑈).
5.5.1.1 Soit 𝑥 ∈ 𝑈. Il appartient à 𝑋𝑖 pour un certain 𝑖. Il existe alors 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 tel que l’ouvert

𝑉 ≔ 𝐷(𝑎) de 𝑋𝑖 soit contenu dans 𝑈 ∩ 𝑋𝑖 et contienne 𝑥. On a O𝑋(𝑉) = (𝐴𝑖)𝑎 =
𝐴𝑖[𝑇]/(𝑎𝑇 − 1) ; en conséquence, O𝑋(𝑉) est une 𝐴-algèbre de type fini.

Il existe 𝑓 ∈ 𝐵 tel que l’ouvert 𝐷(𝑓) de 𝑈 soit contenu dans 𝑉 et contienne 𝑥. Cet ouvert

est a fortiori égal à l’ouvert 𝐷(𝑓) de 𝑉, et son algèbre des fonctions est donc égale à

O𝑋(𝑉)𝑓 = O𝑋(𝑉)[𝑇]/(𝑓𝑇 − 1) ; c’est donc encore une 𝐴-algèbre de type fini.

Par quasi-compacité de 𝑈, on en déduit qu’il existe une famille finie (𝑓1,⋯ , 𝑓𝑛) d’élé-

ments de 𝐵 tels que 𝑈 = ⋃𝐷(𝑓𝑖) et tel que O𝑋(𝐷(𝑓𝑖)) = 𝐵𝑓𝑖 soit pour tout 𝑖 une

𝐴-algèbre de type fini.

5.5.1.2 Puisque 𝑈 = ⋃𝐷(𝑓𝑖), il existe une famille (𝑏𝑖) d’éléments de 𝐵 tels que ∑ 𝑏𝑖𝑓𝑖 = 1. Par

ailleurs, il existe par hypothèse pour tout 𝑖 une famille finie d’éléments de 𝐵𝑓𝑖 engen-

drant celle-ci comme𝐴-algèbre ; on les écrit 𝛽𝑖1/𝑓𝑛𝑖1𝑖 ,⋯ , 𝛽𝑖𝑟𝑖/𝑓
𝑛𝑖𝑟𝑖𝑖 où les 𝛽𝑖𝑗 appartiennent

à 𝐵. Soit 𝐶 la sous-𝐴-algèbre de 𝐵 engendrée par les 𝑏𝑖 , les 𝑓𝑖 et les 𝛽𝑖𝑗 ; nous allons

montrer que 𝐵 = 𝐶, ce qui achèvera la démonstration.

Soit 𝑏 ∈ 𝐵. Fixons 𝑖. Par choix des 𝛽𝑖𝑗 , on peut écrire l’élément 𝑏/1 de 𝐵𝑓𝑖 comme un

polynôme à coefficients dans 𝐴 en les 𝛽𝑖𝑗/𝑓
𝑛𝑖𝑗
𝑖 ; la condition d’égalité entre fractions

entraîne alors qu’il existe 𝑁 tel que 𝑓𝑁𝑖 𝑏 soit un polynôme à coefficients dans 𝐴 en 𝑓𝑖 et
les 𝛽𝑖𝑗 ; en particulier, 𝑓𝑁𝑖 𝑏 appartient à𝐶, et cela reste vrai si l’on augmente l’exposant𝑁.
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Il existe en conséquence 𝑁 tel que 𝑓𝑚𝑖 𝑏 ∈ 𝐶 pour tout 𝑖 tès que 𝑚 ⩾ 𝑁. On a 𝑏 =
(∑1⩽𝑖⩽𝑛 𝑏𝑖𝑓𝑖)

𝑛𝑁𝑏. Lorsqu’on développe cette expression, on trouve une somme de termes

de la forme 𝑏𝑒11 ⋯ 𝑏𝑒𝑛𝑛 𝑓
𝑒1
1 ⋯ 𝑓𝑒𝑛𝑛 𝑏 avec ∑ 𝑒𝑖 = 𝑛𝑁. Dans un tel terme, il existe nécessaire-

ment 𝑖0 tel que 𝑒𝑖0 ⩾ 𝑁. On a alors

𝑏𝑒11 ⋯ 𝑏𝑒𝑛𝑛 𝑓
𝑒1
1 ⋯ 𝑓𝑒𝑛𝑛 𝑏 = ⎛⎜

⎝
∏
𝑖≠𝑖0

𝑏𝑒𝑖𝑖 𝑓
𝑒𝑖
𝑖

⎞⎟
⎠
⋅ 𝑏

𝑒𝑖0
𝑖0 ⋅ (𝑓𝑒𝑖0𝑖0 𝑏) ∈ 𝐶,

et 𝑏 appartient donc à 𝐶.

5.5.2 Remarque. La proposition ci-dessus affirme en particulier que si 𝐴 est un anneau

et si 𝑈 est un ouvert affine de Spec𝐴 alors OSpec𝐴(𝑈) est une 𝐴-algèbre de type

fini. Cela n’avait rien d’évident a priori, sauf quand 𝑈 est de la forme 𝐷(𝑓) car alors

OSpec𝐴(𝑈) = 𝐴𝑓 = 𝐴[𝑇]/(𝑓𝑇 − 1).

5.5.3 Proposıtıon

Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas.

A) Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout ouvert affine𝑈 de𝑋, le schéma𝜑−1(𝑈) admet un recouvrement ouvert

fini par des spectres de O𝑋(𝑈)-algèbres de type fini ;

2) il existe un recouvrement (𝑈𝑖) de 𝑋 par des ouverts affines tels que 𝜑−1(𝑈𝑖)
admette pour tout 𝑖 un recouvrement ouvert fini par des spectres de O𝑋(𝑈𝑖)-algè-

bres de type fini.

B) Si les assertions ci-dessus sont satisfaites alors pour tout ouvert affine 𝑈 de 𝑋 et

tout ouvert affine 𝑉 de 𝜑−1(𝑈), la O𝑋(𝑈)-algèbre O𝑌(𝑉) est de type fini.

Démonstration. Commençons par montrer A). Il est clair que 1) ⇒ 2). Supposons que

2) est vraie, et montrons 1). Soit 𝑈 un ouvert affine de 𝑋. Par quasi-compacité de 𝑈,

il existe (𝑓1,⋯ , 𝑓𝑟) ∈ O𝑋(𝑈) tels que les 𝐷(𝑓𝑗) recouvrent 𝑈 et tels que pour tout 𝑗 il
existe 𝑖(𝑗) vérifiant 𝐷(𝑓𝑗) ⊂ 𝑈𝑖(𝑗) ∩𝑈. Il suffit pour conclure de démontrer que pour

tout 𝑗 le schéma 𝜑−1(𝐷(𝑓𝑗)) admet un recouvrement ouvert fini par des spectres de

O𝑋(𝑈)-algèbres de type fini.

Fixons 𝑗, et écrivons 𝑓 au lieu de 𝑓𝑗 et 𝑖 au lieu de 𝑖(𝑗). Le schéma 𝜑−1(𝑈𝑖) admet un

recouvrement ouvert fini (𝑉𝛼) où chaque 𝑉𝛼 est le spectre d’une O𝑋(𝑈𝑖)-algèbre de

type fini 𝐴𝛼.

Le schéma 𝜑−1(𝐷(𝑓)) = 𝜑−1(𝑈𝑖) ×𝑈𝑖 𝐷(𝑓) est réunion de ses ouverts

𝑉𝛼 ×𝑈𝑖 𝐷(𝑓) = Spec(𝐴𝛼 ⊗O𝑋(𝑈𝑖) O𝑋(𝐷(𝑓))).

Pour tout 𝛼, la O𝑋(𝐷(𝑓))-algèbre 𝐴𝛼 ⊗O𝑋(𝑈𝑖) O𝑋(𝐷(𝑓)) est de type fini ; comme

O𝑋(𝐷(𝑓)) = O𝑋(𝑈)[𝑇]/(𝑓𝑇 − 1), elle est également de type fini sur O𝑋(𝑈), ce qui

achève la démonstration de A).

L’assertion B) découle quant à elle immédiatement de la proposition 5.5.1, appliquée

au schéma 𝜑−1(𝑈).
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5.5.4 Défınıtıon (morphisme de type fini de schémas ; schéma relativement de type fini)
On dit qu’un morphisme de schémas𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 est de type fini s’il satisfait les conditions

équivalentes 1) et 2) de la proposition 5.5.3 ci-dessus. On dit parfois aussi que 𝑌 est

de type fini sur 𝑋, ou bien est un 𝑋-schéma de type fini.

5.5.5 Exemples et premıères proprıétés.

5.5.5.1 Il résulte immédiatement des définitions qu’un morphisme fini est de type fini ; c’est

en particulier le cas des immersions fermées.

5.5.5.2 Si 𝐴 est un anneau et 𝐵 une 𝐴-algèbre alors Spec𝐵 → Spec𝐴 est de type fini si et

seulement si 𝐵 est de type fini comme 𝐴-algèbre : la condition est en effet suffisante

par définition, et nécessaire en vertu de l’assertion B) de la proposition 5.5.3.

5.5.5.3 Pour tout entier 𝑛 et tout schéma 𝑋, le schéma 𝔸𝑛
𝑋 est de type fini sur 𝑋. En effet,

la propriété est par définition locale sur 𝑋, ce qui permet de se ramener au cas où

celui-ci est affine, auquel cas c’est immédiat car 𝔸𝑛
𝐴 est égal à Spec𝐴[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛] pour

tout anneau 𝐴.

5.5.5.4 La composée de deux morphisme de type fini est de type fini : on le déduit immédia-

tement de leur caractérisation via la propriété 1) de la proposition 5.5.3.

5.5.5.5 Soit 𝑋 un schéma, soit 𝑌 un 𝑋-schéma de type fini et soit 𝑍 un 𝑋-schéma. Le 𝑍-schéma

𝑌 ×𝑋 𝑍 est alors de type fini. En effet, on peut raisonner localement sur 𝑍, et a fortiori

sur 𝑋 ; cela autorise à supposer 𝑋 et 𝑍 affines. Dans ce cas, 𝑌 possède un recouvrement

ouvert affine fini (𝑉𝑖) tel que O𝑌(𝑉𝑖) soit une O𝑋(𝑋)-algèbre de type fini pour tout 𝑖.
Le schéma 𝑌 ×𝑋 𝑍 est alors réunion de ses ouverts affines 𝑉𝑖 ×𝑋 𝑍 ; pour tout 𝑖, la

O𝑍(𝑍)-algèbre O𝑌 ×𝑋 𝑍(𝑉𝑖 ×𝑋𝑍) est égale à O𝑌(𝑉𝑖)⊗O𝑋(𝑋) O𝑍(𝑍) et est donc de type fini,

d’où notre assertion.

Schémas de type fını sur un corps

5.5.6 Soit 𝑘 un corps, et soit 𝑋 un 𝑘-schéma de type fini.

5.5.6.1 Par définition, 𝑋 est recouvert par un nombre fini d’ouverts affines de la forme Spec𝐴
où 𝐴 est une 𝑘-algèbre de type fini. Une telle 𝐴 étant noethérienne, son spectre est

noethérien (4.3.18 et seq.). Il s’ensuit aisément que l’espace topologique 𝑋 est lui-même

noethérien.

5.5.6.2 On déduit de l’assertion B) de la proposition 5.5.3, ou directement la proposition 5.5.1,

que si 𝑈 est un ouvert affine de 𝑋 alors O𝑋(𝑈) est une 𝑘-algèbre de type fini. Insistons

sur l’importance que 𝑈 soit affine : il existe des contre-exemples lorsqu’il ne n’est pas,

même sur ℂ.

5.5.6.3 Comme 𝑋 est noethérien, ses ouverts sont tous quasi-compacts et donc encore de type

fini sur 𝑘 d’après 5.5.6.2.

5.5.6.4 Soit 𝑥 un point de 𝑋. Son corps résiduel 𝜅(𝑥) est une extension de 𝑘. Si 𝑈 = Spec𝐴 est

un voisinage ouvert affine de 𝑥 dans 𝑋 alors 𝜅(𝑥) = Frac(𝐴/𝔭), où 𝔭 est l’idéal premier

de 𝐴 qui correspond à 𝑥 ; par conséquent, 𝜅(𝑥) est de type fini comme extension de 𝑘.
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Le point 𝑥 est fermé dans 𝑋 si et seulement si 𝑥 est fermé dans tout ouvert affine de 𝑋
le contenant ; on déduit alors de 4.1.21.2 que 𝑥 est fermé dans 𝑋 si et seulement si 𝜅(𝑥)
est une extension finie de 𝑘.

5.5.6.5 Notons une conséquence importante de ce qui précède : si 𝑥 ∈ 𝑋 et si 𝑈 est un ouvert

de 𝑋 contenant 𝑥 alors 𝑥 est fermé dans 𝑋 si et seulement s’il l’est dans 𝑈 : les deux

propriétés équivalent en effet à la finitude de 𝜅(𝑥) sur 𝑘, puisque 𝑈 est lui aussi

un 𝑘-schéma de type fini.

Cette équivalence vous paraît peut-être anodine, mais il n’en est rien. Par exemple,

soit 𝑆 le spectre de 𝑘⟦𝑡⟧. L’anneau 𝑘⟦𝑡⟧ a deux idéaux premiers : l’idéal nul et l’idéal

maximal (𝑡). En conséquence 𝑆 comprend deux points : le point générique 𝜂 et un

unique point fermé 𝑠. Le point 𝜂 est ouvert et dense. Il est évidemment fermé dans

l’ouvert {𝜂}, mais n’est pas fermé dans 𝑆.

5.5.6.6 Nous proposons au lecteur de montrer en exercice que tout schéma quasi-compact

non vide possède un point fermé. Mais ici, on peut voir directement que si 𝑋 ≠ ∅ il

possède un point fermé : en effet, il existe dans ce cas un ouvert affine non vide 𝑈 de 𝑋,

lequel possède un point fermé 𝑥, qui est également fermé dans 𝑋 d’après la remarque

du 5.5.6.5 ci-dessus.

5.5.7 Soit 𝐿 une extension de 𝑘. L’ensemble Hom𝑘(Spec 𝐿,𝑋) s’identifie à l’ensemble des

couples (𝑥, 𝜄 ∶ 𝜅(𝑥) ↪ 𝐿) où 𝑥 ∈ 𝑋 et où 𝜄 est un 𝑘-plongement (cf. 5.1.12 et seq.). Cet

ensemble se note aussi 𝑋(𝐿) ; ses éléments sont aussi appelés les 𝐿-points de 𝑋.

5.5.7.1 En particulier, 𝑋(𝑘) est l’ensemble des couples (𝑥, 𝜄 ∶ 𝜅(𝑥) ↪ 𝑘). Mais si 𝑥 ∈ 𝑋, l’en-

semble des 𝑘-plongements de 𝜅(𝑥) dans 𝑘 est facile à décrire : c’est {Id𝑘 } si 𝜅(𝑥) = 𝑘
et ∅ sinon. En conséquence, l’ensemble des 𝑘-points de 𝑋 s’identifie à l’ensemble des

points schématiques de 𝑋 de corps résiduel 𝑘.

5.5.7.2 On prendra garde que si 𝐿 est une extension stricte de 𝑘, le lien entre 𝐿-point et

point schématique est en général plus subtil : un point fermé donné 𝑥 peut supporter

différents 𝐿-points de 𝑋. Ainsi, supposons que 𝑘 = ℝ , que 𝑋 = 𝔸1
ℝ et que 𝑥 est le point

𝑉(𝑇2+1) (où 𝑇 est la fonction coordonnée). Le corps 𝜅(𝑥) est alors égal à ℝ[𝑇]/(𝑇2+1),
et il existe deux ℝ-morphismes de 𝜅(𝑥) dans ℂ , à savoir 𝑇 ↦ i et 𝑇 ↦ −i. Le point 𝑥
est donc le support de deux ℂ-points distincts de 𝑋.

5.5.7.3 Si le schéma 𝑋 est affine, on peut l’écrire sous la forme Spec 𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃1,⋯ ,𝑃𝑟)
pour une certaine famille (𝑃𝑗) de polynômes en 𝑛 variables, et l’on a alors

𝑋(𝐿) = Hom𝑘(Spec 𝐿,𝑋) = Hom𝑘(𝑘[𝑇1,⋯ ,𝑇𝑛]/(𝑃1,⋯ ,𝑃𝑟), 𝐿)
≃ {(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿𝑛 | 𝑃𝑗(𝑥1,⋯ , 𝑥𝑛) = 0,∀𝑗}

(ainsi, notre notation 𝑋(𝐿) est compatible dans ce cas avec celle introduite en 4.1.21.3).

On voit que 𝑋(𝐿) est l’ensemble des 𝐿-points de la variété algébrique naïve qui corres-

pond à 𝑋, ce qui explique le choix de l’expression « 𝐿-points » en dépit des ambiguïtés

dues à l’autre sens du mot « point » (cf. 5.5.7.2).
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5.5.7.4 On ne suppose plus 𝑋 affine. Soit �̅� une clôture algébrique de 𝑘 et soit 𝐺 le groupe

Gal(�̅�/𝑘). Le groupe 𝐺 agit sur �̅�, donc sur Spec �̅�, et donc par composition sur

Hom𝑘(Spec �̅�,𝑋) = 𝑋(�̅�). Si 𝑈 est un ouvert affine de 𝑋, l’ensemble 𝑈(�̅�) est sim-

plement le sous-ensemble de 𝑋(�̅�) formé des �̅�-points dont le point schématique

sous-jacent est situé sur 𝑈 ; il est dès lors stable sous l’action de 𝐺.

On déduit alors de 4.1.21.8 que l’ensemble 𝑋0 des points fermés de 𝑋 s’identifie

naturellement à 𝑋(�̅�)/𝐺 ; on retrouve ainsi l’injection de 𝑋(𝑘) dans 𝑋0 mentionnée

au 5.5.7.1.

5.5.8 Supposons pour ce paragraphe que 𝑘 est algébriquement clos ; dans ce cas 𝑋(𝑘) s’iden-

tifie au sous-ensemble 𝑋0 de 𝑋, et on le munit de la topologie induite. Rappelons

(4.3.8) que si 𝑇 est un espace topologique, on note C (𝑇) l’ensemble des parties de 𝑇
de la forme ⋃1⩽𝑖⩽𝑛𝑈𝑖 ∩ 𝐹𝑖 où les 𝑈𝑖 sont ouverts et les 𝐹𝑖 fermés. Les faits suivants

se déduisent des résultats correspondants déjà établis dans le cas affine (4.3.6 et seq.,

4.3.7 et seq.).

5.5.8.1 La flèche 𝐶 ↦ 𝐶(𝑘) ≔ 𝐶∩𝑋(𝑘) établit une bijection entre C (𝑋) et C (𝑋(𝑘)) ; si 𝐶 et 𝐷
sont deux éléments de C (𝑋) alors 𝐶 ⊂ 𝐷 si et seulement si 𝐶(𝑘) ⊂ 𝐷(𝑘) ; si 𝐶 ∈ C (𝑋)
alors 𝐶 est un fermé irréductible si et seulement si 𝐶(𝑘) est un fermé irréductible

de 𝑋(𝑘).

5.5.8.2 L’application 𝑥 ↦ ̅̅̅̅̅{𝑥}(𝑘) établit une bijection entre 𝑋 et l’ensemble des fermés irréduc-

tibles de 𝑋(𝑘) ; en conséquence, 𝑋 s’obtient en rajoutant à 𝑋(𝑘) (dont tous les points

sont fermés) un point générique par fermé irréductible non singleton. En d’autres

termes, 𝑋 est la sobrification de 𝑋(𝑘).

5.5.9 Dımensıon de Krull du schéma 𝑋. On ne suppose plus que 𝑘 est algébriquement

clos. Nous allons montrer que si 𝑋 ≠ ∅, sa dimension de Krull est finie.

5.5.9.1 Comme 𝑋 est noethérien, il possède une décomposition 𝑋 = ⋃1⩽𝑖⩽𝑛𝑋𝑖 en composantes

irréductibles (le lemme 4.3.22). Nous laissons le lecteur vérifier que l’on a alors

dimKrull 𝑋 = sup
𝑖
dimKrull 𝑋𝑖.

Il suffit donc de démontrer que la dimension de Krull de chacune des 𝑋𝑖 est finie ; on

s’est ainsi ramené au cas où 𝑋 est irréductible.

5.5.9.2 Comme 𝑋red ↪ 𝑋 est une immersion fermée, elle est de type fini, et 𝑋red est donc un

𝑘-schéma de type fini ; de plus,𝑋red ↪ 𝑋 induit un homéomorphisme entre les espaces

topologiques sous-jacents. On peut donc remplacer 𝑋 par 𝑋red et le supposer réduit.

Le schéma irréductible 𝑋 possède un unique point générique 𝜉. Soit 𝑈 un ouvert

affine non vide de 𝑋. Il est irréductible ; comme 𝑋 est réduit, O𝑋(𝑈) est réduit, et donc

intègre. C’est une 𝑘-algèbre de type fini, et la dimension de Krull de 𝑈 est égale au

degré de transcendance de FracO𝑋(𝑈) sur 𝑘 (le théorème 2.10.11).
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Le point 𝜉 est l’unique point générique de 𝑈, et l’on a

Frac(O𝑋(𝑈)) = O𝑈,𝜉 = O𝑋,𝜉.

Le corps Frac(O𝑋(𝑈)) s’identifie donc à O𝑋,𝜉 et ne dépend en particulier pas de 𝑈. On

l’appelle le corps de fonctions de 𝑋. Soit 𝑑 son degré de transcendance sur 𝑘 ; nous allons

montrer que la dimension de Krull de 𝑋 est égale à 𝑑. Par ce qui précède, nous avons

déjà que 𝑑 est la dimension de Krull de tout ouvert affine non vide de 𝑋.

La dimension de Krull de 𝑋 est majorée par 𝑑. En effet, soit

𝐹0 ⊊ 𝐹1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝐹𝑛

une suite de fermés irréductibles de 𝑋. Comme 𝐹0 est irréductible, il est non vide et

rencontre donc un ouvert affine 𝑈 de 𝑋 ; celui-ci rencontre a fortiori chacun des 𝐹𝑖.

Pour tout 𝑖, l’intersection 𝐹𝑖∩𝑈 est un ouvert non vide de l’espace irréductible 𝐹𝑖 , il est

donc irréductible et dense dans 𝐹𝑖 ; il vient 𝐹𝑖 = ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅𝑈 ∩ 𝐹𝑖. On en déduit que les ensembles

𝑈 ∩ 𝐹𝑖 sont deux à deux distincts, puisque les 𝐹𝑖 le sont. La suite

(𝑈 ∩ 𝐹0) ⊊ (𝑈 ∩ 𝐹1) ⊊ ⋯ ⊊ (𝑈 ∩ 𝐹𝑛)

est ainsi une chaîne strictement croissante de fermés irréductibles de𝑈 ; comme celui-ci

est de dimension de Krull égale à 𝑑, on a 𝑛 ⩽ 𝑑, et dimKrull 𝑋 ⩽ 𝑑.

La dimension de Krull de 𝑋 est minorée par 𝑑. Soit 𝑈 un ouvert affine non vide de 𝑋. Il est

de dimension de Krull 𝑑 ; en conséquence, il existe une chaîne strictement croissante

𝐺0 ⊊ 𝐺1 ⊊ ⋯ ⊊ 𝐺𝑑

de fermés irréductibles de 𝑈. Pour tout 𝑖, le fermé ̅̅ ̅̅𝐺𝑖 de 𝑋 est irréductible, et son

intersection avec 𝑈 est égale à 𝐺𝑖. On en déduit que les fermés ̅̅ ̅̅𝐺𝑖 sont deux à deux

distincts, puisque les 𝐺𝑖 le sont. La suite

̅̅̅ ̅𝐺0 ⊊ ̅̅̅ ̅𝐺1 ⊊ ⋯ ⊊ ̅̅̅ ̅𝐺𝑑

est ainsi une chaîne strictement croissante de fermés irréductibles de 𝑋 ; on a donc

dimKrull 𝑋 ⩾ 𝑑, ce qui termine la preuve.

5.5.9.3 Remarque. Si 𝑈 est un ouvert non vide quelconque de 𝑋, on a l’égalité O𝑈,𝜉 = O𝑋,𝜉 ; par

ce qui précède, il s’ensuit que dimKrull 𝑈 = 𝑑 : la dimension de Krull de tout ouvert non

vide de 𝑋 coïncide avec celle de 𝑋.

Une fois encore, cette remarque n’est pas anodine. Pour le voir, considérons le spectre

𝑆 de 𝑘⟦𝑡⟧ que nous avons décrit au 5.5.6.5 ; soit 𝑠 son point fermé et soit 𝜂 son point

générique. Les seuls fermés irréductibles de 𝑆 sont {𝑠} et 𝑆, et l’on a évidemment

{𝑠} ⊊ 𝑆 ; en conséquence, la dimension de Krull de 𝑆 est 1, mais celle de son ouvert

dense {𝜂} est égale à 0.
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5.6 Le foncteur des poınts d’un schéma, ou la revanche du poınt de

vue ensemblıste

5.6.1 Nous avons jusqu’à maintenant considéré les schémas comme des espaces localement

annelés. Cette approche offre l’avantage de décalquer, dans une certaine mesure, l’in-

tuition géométrique classique : elle permet de parler d’ouverts et de fermés, d’évaluer

les fonctions... Toutefois, elle présente en regard des inconvénients assez lourds : on

doit accepter que le corps résiduel varie avec le point considéré, qu’une fonction puisse

s’annuler ponctuellement partout sans être pour autant nulle, que l’espace sous-jacent

au produit fibré ne soit pas le produit fibré des espaces sous-jacents, etc.

Mais on peut penser à un schéma autrement : comme n’importe quel objet de n’importe

quelle catégorie, il est en vertu du lemme de Yoneda entièrement déterminé par le

foncteur qu’il représente. Et si tautologique que soit ce constat, nous allons voir sur

plusieurs exemples qu’il peut parfois présenter un côté rafraîchissant : il permet en

effet dans un certain nombre de cas de revenir en un sens à la définition première

de la géométrie algébrique, à savoir l’étude des ensembles de solutions d’équations

polynomiales, et des applications polynomiales entre eux.

Premıers exemples

5.6.2 Soit 𝑆 un schéma; dans ce qui suit, nous allons travailler dans la catégorie 𝑆-Sch des

𝑆-schémas (qui est celle des schémas tout courts lorsque 𝑆 est égal à Specℤ). Soit 𝑋 un

𝑆-schéma. Pour tout 𝑆-schéma 𝑇, nous noterons 𝑋(𝑇) l’ensemble Hom𝑆(𝑇,𝑋), et nous

écrirons souvent par abus𝑋(𝐴) plutôt que𝑋(Spec𝐴) ; notons que ces conventions sont

compatibles avec la notations 𝑋(𝐿) introduite plus haut (5.5.7). En d’autres termes,

𝑇 ↦ 𝑋(𝑇) est le foncteur contravariant de 𝑆-Sch dans Ens représenté par 𝑋. On

dit parfois que 𝑋(𝑇) est l’ensemble des 𝑇-points (ou des 𝐴-points si 𝑋 = Spec𝐴) du

𝑇-schéma 𝑋.

5.6.2.1 Le lemme de Yoneda assure que 𝑋 est entièrement déterminé par 𝑋 ↦ 𝑋(𝑇), et que se

donner un morphisme 𝑌 → 𝑋 dans 𝑆-Sch revient à se donner un morphisme entre

les foncteur 𝑇 ↦ 𝑌(𝑇) et 𝑇 ↦ 𝑋(𝑇). Il n’y a donc aucun inconvénient à identifier,

si on le juge utile, un schéma 𝑋 au foncteur 𝑇 ↦ 𝑋(𝑇), ce qui justifie a posteriori la

notation 𝑋(𝑇).

5.6.2.2 Soit 𝑋 un schéma. Si 𝑇 est un 𝑆-schéma, il est recouvert par des ouverts affines, et

𝑈 ↦ Hom𝑆(𝑈,𝑋) est un faisceau sur 𝑋. Il s’ensuit que le foncteur 𝑋 est entièrement

déterminé par sa restriction à la catégorie 𝑆-Aff des 𝑆-schémas qui sont affines (dans

l’absolu, pas relativement à 𝑆).

Pour la même raison, si 𝑌 est un 𝑋-schéma, tout morphisme entre les foncteurs 𝑌|𝑆-Aff
et 𝑋|𝑆-Aff s’étend d’une unique manière en un morphisme de foncteur de 𝑌 vers 𝑋.

Il n’y a donc aucun inconvénient, si l’on préfère travailler avec des schémas affines, à se

contenter de voir un 𝑆-schéma 𝑋 comme un foncteur contravariant de 𝑆-Aff dans Ens.
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5.6.2.3 Soient 𝑋 et 𝑆′ deux 𝑆-schémas, et soit 𝑇 un 𝑆′-schéma, que l’on peut voir comme un

𝑆-schéma par composition avec 𝑆′ → 𝑆. Nous vous laissons vérifier qu’il existe une

bijection naturelle

𝑋(𝑇) ≃ (𝑋 ×𝑆 𝑆′)(𝑇)

(à gauche, 𝑋 est vu comme foncteur de 𝑆-Sch vers Ens ; à droite, 𝑋×𝑆 𝑆′ est vu comme

foncteur de 𝑆′-Sch vers Ens). Remarquez qu’il s’agit simplement d’une déclinaison

de l’énoncé 1.5.7.2, dont nous vous avions déjà proposé la preuve en exercice.

5.6.3 Un exemple. Soit 𝐴 un anneau et soit (𝑃𝑗)𝑗∈𝐽 une famille de polynômes appartenant

à 𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛]. Posons

𝑋 = Spec(𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛]/(𝑃𝑗)𝑗).

Soit 𝑇 un 𝐴-schéma. L’ensemble 𝑋(𝑇) est égal à Hom𝐴(𝑇,𝑋), c’est-à-dire à

Hom𝐴(𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛]/(𝑃𝑗)𝑗, O𝑇(𝑇)). Or cet ensemble est lui-même en bijection natu-

relle, via la flèche 𝜑 ↦ (𝜑(̅̅̅̅𝑈1),⋯ ,𝜑( ̅̅̅ ̅̅𝑈𝑛)), avec l’ensemble des 𝑛-uplets (𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛)
de O𝑇(𝑇)𝑛 tels que 𝑃𝑗(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) = 0 pour tout 𝑗. On dispose donc d’une bijection

fonctorielle en 𝑇

𝑋(𝑇) ≃ {(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) ∈ O𝑇(𝑇)𝑛 | 𝑃𝑗(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) = 0,∀𝑗},

qui envoie un morphisme 𝜓 sur (𝜓∗̅̅̅̅𝑈1,⋯ ,𝜓∗ ̅̅̅ ̅̅𝑈𝑛). Le foncteur 𝑋 est donc tout sim-

plement le foncteur « ensemble des 𝑛-uplets solutions du systèmes d’équations poly-

nomiales (𝑃𝑗)𝑗 » : c’est le retout annoncé du point de vue naïf ou ensembliste sur la

géométrie algébrique.

5.6.3.1 Un cas particulier. Supposons que 𝑛 = 1 et que la famille des 𝑃𝑗 est vide (une va-

riable, pas d’équations). On a alors 𝑋 = 𝔸1
𝐴 , et l’on dispose par ce qui précède

pour tout 𝐴-schéma 𝑇 d’une bijection Hom𝐴(𝑇,𝔸1
𝐴) ≃ O𝑇(𝑇), fonctorielle en 𝑇, qui

envoie un morphisme 𝜓 sur 𝜓∗ ̅̅𝑈 (où 𝑈 est ici la fonction coordonnée sur 𝔸1
𝐴). On

a donc une bonne raison supplémentaire de penser à O𝑇(𝑇) comme à l’anneau des

fonctions sur 𝑇 : les éléments de O𝑇(𝑇) « sont » exactement les 𝐴-morphismes de 𝑇
vers la droite affine.

5.6.3.2 Revenons au cadre général décrit au 5.6.3, et soit 𝑓 appartenant à 𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛] ; nous

allons décrire fonctoriellement l’ouvert𝑋′ ≔ 𝐷( ̅̅𝑓) de𝑋. Comme (𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛]/(𝑃𝑗)𝑗) ̅̅𝑓
= 𝐴[𝑈1,⋯ ,𝑈𝑛,𝑉]/((𝑃𝑗)𝑗,𝑉𝑓 − 1), on déduit de ce qui précède que l’on a pour tout

𝐴-schéma 𝑇 une bijection naturelle entre 𝑋′(𝑇) et

{(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛, 𝑠) ∈ O𝑇(𝑇)𝑛+1 | 𝑃𝑗(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) = 0 ∀𝑗 et 𝑓(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛)𝑠 = 1}.

La condition 𝑓(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛)𝑠 = 1 peut se récrire « 𝑓(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) est inversible et 𝑠 est son

inverse », d’où une bijection naturelle entre 𝑋′(𝑇) et

{(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛, 𝑠) ∈ O𝑇(𝑇)𝑛+1 | 𝑃𝑗(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) = 0 ∀𝑗 et 𝑓(𝑡1,⋯ , 𝑡𝑛) ∈ O𝑇(𝑇)× }.
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Attention donc : du point de vue fonctoriel, la condition « 𝑓 ≠ 0 » se traduit par

« 𝑓 inversible ». Observez d’ailleurs à ce propos que la condition d’être non nulle

n’est de toutes façons pas fonctorielle : un morphisme d’anneaux peut avoir un noyau

non trivial !

5.6.3.3 Donnons-nous maintenant une famille (𝑄ℓ)ℓ∈𝛬 de polynômes appartenant à

𝐴[𝑉1,⋯ ,𝑉𝑚], et posons

𝑌 = Spec(𝐴[𝑉1,⋯ ,𝑉𝑚]/(𝑄ℓ)ℓ).

Le foncteur 𝑌 est égal en vertu de ce qui précède à

𝑇 ↦ {(𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚) ∈ O𝑇(𝑇)𝑚 |𝑄ℓ(𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚) = 0,∀ℓ }.

Soit 𝜓∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de 𝐴-schémas ; nous allons décrire le morphisme

correspondant entre les foncteurs 𝑌 et 𝑋. Le morphisme 𝜓 est un élément de 𝑋(𝑌),
et correspond dès lors par ce qui précède à un 𝑛-uplet (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛) d’éléments de

𝐴[𝑉1,⋯ ,𝑉𝑚]/(𝑄ℓ)ℓ tels que 𝑃𝑗(𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛) = 0. Pour tout 𝑖, choisissons un polynôme

𝐺𝑖 ∈ 𝐴[𝑉1,⋯ ,𝑉𝑚] relevant 𝑔𝑖.

En reprenant l’ensemble des constructions, on voit aisément que le morphisme induit

par 𝜓 entre les foncteurs 𝑌 et 𝑋 est donné par la formule

(𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚) ↦ (𝐺1(𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚),⋯ ,𝐺𝑛(𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚)).

Notez que tout est consistant : cette application ne dépend bien que des 𝑔𝑖 et pas du

choix des𝐺𝑖 (parce que le𝑚-uplet (𝑠1,⋯ , 𝑠𝑚) appartient à 𝑌(𝑇)), et le 𝑛-uplet de droite

appartient bien à 𝑋(𝑇) (parce que chaque 𝑃𝑗 s’annule en (𝑔1,⋯ , 𝑔𝑛)).

Ainsi, lorsqu’on considère un morphisme entre les 𝐴-schémas 𝑌 et 𝑋 comme un

morphisme entre les foncteurs correspondants, on obtient une application polynomiale :

là encore, on retombe sur la géométrie algébrique naïve ou ensembliste.

Traductıon schématıque d’énoncés naïfs

5.6.4 Bien que le but de la théorie des schémas soit de simplifier la vie des géomètres algé-

bristes, on peut avoir à première vue l’impression qu’elle la complique singulièrement.

Pour se convaincre qu’il n’en est rien, il est important de bien comprendre que les

énoncés « naïfs » se transposent aisément, et le plus souvent de façon automatique,

dans ce nouveau contexte. Nous allons illustrer ce propos par un exemple.

5.6.5 Soit 𝑘 un corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2. Nous allons

partir d’un énoncé de géométrie algébrique classique sur le corps 𝑘 qui traduit le fait

qu’on peut paramétrer le « cercle » sur 𝑘 en faisant tourner une droite non verticale de

pente 𝑡 autour de (−1, 0) et en considérant son deuxième point d’intersections avec le

cercle : les applications polynomiales

𝑡 ↦ (1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 2𝑡
1 + 𝑡2

) et (𝑥, 𝑦) ↦
𝑦

𝑥 + 1
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établissent un isomorphisme algébrique entre

{𝑡 ∈ 𝑘 | 1 + 𝑡2 ≠ 0} et {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘2 | 𝑥2 + 𝑦2 = 1 et 𝑥 + 1 ≠ 0}.

Nous allons donner deux traductions de ce fait dans le langage des schémas, la pre-

mière en termes d’espaces annelés et la seconde en termes de foncteurs des points,

restreints aux schémas affines pour simplifier (5.6.2.2).

5.6.5.1 La première traduction. Posons

𝐴 = (𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑥2 + 𝑦2 − 1))𝑥+1 et 𝐵 = 𝑘[𝑡]𝑡2+1.

On dispose de deux morphismes de 𝑘-algèbres

𝐴 → 𝐵, 𝑥 ↦
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑦 ↦

2𝑡
1 + 𝑡2

et

𝐵 → 𝐴, 𝑡 ↦
𝑦

𝑥 + 1
qui sont des bijections réciproques l’une de l’autre, et qui induisent donc deux isomor-

phismes réciproques l’une de l’autre entre Spec𝐵 et Spec𝐴.

5.6.5.2 La seconde traduction. Les foncteurs

𝑌 ∶ 𝑅 ↦ {𝑡 ∈ 𝑅 | 1 + 𝑡2 ∈ 𝑅× }
et

𝑋 ∶ 𝑅 ↦ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2 | 𝑥2 + 𝑦2 = 1, (𝑥 + 1) ∈ 𝑅× }

de 𝑘-Alg dans Ens sont représentables par des 𝑘-schémas (affines), et les formules

𝑡 ↦ (1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 2𝑡
1 + 𝑡2

) et (𝑥, 𝑦) ↦
𝑦

𝑥 + 1

définissent deux isomorphismes de foncteurs réciproques l’un de l’autre entre 𝑌 et 𝑋.

On remarque que cette traduction fonctorielle est plus élémentaire que la précédente,

dans la mesure où elle est un décalque presque direct des énoncés naïfs (pensez toute-

fois à remplacer partout «≠ 0 » par « inversible »), sans la contorsion psychologique

consistant à passer par les morphismes d’algèbres en changeant le sens des flèches.

Schémas en groupes

5.6.6 La notıon d’objet en groupes dans une catégorıe. Un groupe est un ensemble 𝐺
muni d’une application de 𝐺×𝐺 vers 𝐺 qui est associative, possède un élément neutre

(nécessairement unique), et pour laquelle tout élément admet un symétrique.

5.6.6.1 Un petit jeu un peu loufoque. Nous allons traduire ce qui précède en termes purement

catégoriques, en nous interdisant de faire référence aux éléments. Un groupe est donc un

ensemble 𝐺 muni des données supplémentaires suivantes.
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Un morphisme (d’ensembles !) 𝜇 ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 tel que les flèches composées

𝐺 × 𝐺 × 𝐺
(𝜇 ∘pr12 ,pr3) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

et

𝐺 × 𝐺 × 𝐺
(pr1 ,𝜇 ∘pr23) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

coïncident.

Un morphisme 𝑒 ∶ 𝔣 → 𝐺, où 𝔣 est l’objet final de Ens (c’est-à-dire « le » singleton)

tel que les applications composées

𝐺 (𝑒 ∘ 𝜋 , Id𝐺) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

et

𝐺 (Id𝐺 , 𝑒 ∘ 𝜋) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

où 𝜋 est l’unique morphisme de 𝐺 vers 𝔣, soient toutes deux égales à Id𝐺.

Un morphisme 𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺 tel que les applications composées

𝐺 (𝑖 , Id𝐺) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

et

𝐺 (Id𝐺 , 𝑖) 𝐺 × 𝐺 𝜇 𝐺

soient toutes deux égale à 𝑒 ∘ 𝜋.

5.6.6.2 Première définition d’un objet en groupes. Soit maintenant 𝒞 une catégorie. On suppose

que 𝒞 a un objet final et que le produit cartésien de deux objets existe toujours dans 𝒞
(on peut de manière équivalente requérir que les produits cartésiens de familles finies

d’objets de 𝒞 existent dans 𝒞, l’objet final étant alors le produit vide). Soit 𝔣 l’objet final

de 𝒞. Un objet en groupes dans la catégorie 𝒞 est un objet 𝐺 de 𝒞 muni d’un morphisme

𝜇 ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, d’un morphisme 𝑒 ∶ 𝔣 → 𝐺, et d’un morphisme 𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺 tels que les

axiomes catégoriques du 5.6.6.1 soient satisfaits verbatim.

5.6.6.3 Seconde définition d’un objet en groupes. Il résulte immédiatement du lemme de Yoneda

qu’un objet en groupes de 𝒞 est la donnée d’un objet 𝐺 de 𝒞 et, pour tout objet 𝑇 de 𝒞,

d’une structure de groupe fonctorielle en 𝑇 sur Hom𝒞(𝑇,𝐺) ; ou, si l’on préfère, d’un

objet 𝐺 de 𝒞 et d’une factorisation de 𝑇 ↦ Hom𝒞(𝑇,𝐺) via le foncteur d’oubli de Gp
dans Ens.

5.6.6.4 Exercıce

Montrez qu’un groupe en groupes est un groupe abélien.

5.6.7 Soit 𝑆 un schéma. Il y a d’après ce qui précède deux manières de se donner une

structure de 𝑆-schémas en groupes sur un 𝑆-schéma 𝐺 : on peut ou bien se donner

pour tout 𝑆-schéma 𝑇 une structure de groupe fonctorielle en 𝑇 sur 𝐺(𝑇), ou bien se

donner trois morphismes de 𝑆-schémas

𝜇 ∶ 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, 𝑒 ∶ 𝑆 → 𝐺 et 𝑖 ∶ 𝐺 → 𝐺

5.6 Le foncteur des points d’un schéma, ou la revanche du point de vue
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satisfaisant les axiomes requis. En général, la première méthode est nettement plus

simple ; nous allons l’illustrer dans un instant par un exemple.

Avant cela, faisons une remarque. Supposons que 𝑆 et 𝐺 soient affines, disons 𝑆 =
Spec𝐴 et 𝐺 = Spec𝐵. Se donner un triplet (𝜇, 𝑒, 𝑖) comme ci-dessus revient alors à se

donner un triplet de morphismes de 𝐴-algèbres

𝜆 ∶ 𝐵 → 𝐵 ⊗𝐴 𝐵, 𝜀 ∶ 𝐴 → 𝐵 et 𝑗 ∶ 𝐵 → 𝐵

satisfaisant les axiomes « duaux » de ceux imposés à (𝜇, 𝑒, 𝑖), que nous vous laissons

expliciter ; on dit qu’un tel triplet (𝜆, 𝜀, 𝑗) fait de 𝐵 une 𝐴-algèbre de Hopf .

5.6.8 Exemple de schéma en groupes : le groupe multıplıcatıf sur ℤ. Soit 𝔾𝑚 le

ℤ-schéma Specℤ[𝑈,𝑈−1]. Nous allons le munir d’une structure de ℤ-schéma en

groupes, que nous allons définir de deux façons différentes.

5.6.8.1 Définition fonctorielle. Soit 𝑇 un schéma (ou un ℤ-schéma, c’est la même chose). On

déduit de 5.6.3.2 que 𝜓 ↦ 𝜓∗𝑈 établit une bijection fonctorielle en 𝑇 entre 𝔾𝑚(𝑇) et

O𝑇(𝑇)×. On voit donc immédiatement que 𝔾𝑚(𝑇) hérite d’une structure de groupe

fonctorielle en 𝑇, qui fait de 𝔾𝑚 un ℤ-schéma en groupes appelé pour des raisons

évidentes le groupe multiplicatif (sur Specℤ).

5.6.8.2 Définition par une structure d’algèbre de Hopf. Soit 𝜆 le morphisme d’anneaux de

ℤ[𝑈,𝑈−1] dans ℤ[𝑉,𝑉−1] ⊗ℤ ℤ[𝑊,𝑊−1] = ℤ[𝑉,𝑊,𝑉−1,𝑊−1] qui envoie 𝑈 sur 𝑉𝑊 ;

soit 𝜀 le morphisme d’anneaux de ℤ[𝑈,𝑈−1] vers ℤ qui envoie 𝑈 sur 1, et soit 𝑗 le

morphisme d’anneau de ℤ[𝑈,𝑈−1] dans lui-même qui échange 𝑈 et 𝑈−1.

Nous vous laissons vérifier que (𝜆, 𝜀, 𝑗) satisfait les axiomes des algèbres de Hopf,

et que la structure de schéma en groupes que ce triplet induit dès lors sur 𝔾𝑚 est la

même que celle définie supra.

5.6.8.3 Vous observez donc sur cet exemple le phénomène que nous avions annoncé : la

définition d’une structure de schémas en groupes via le foncteur des points est en

général la plus naturelle.
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6 Schémas projectıfs

6.1 Le schéma Proj𝐵

Un peu d’algèbre graduée

6.1.1 Défınıtıon (anneau gradué)
Un anneau gradué est un anneau 𝐵 muni d’une décomposition en somme directe de

groupes abéliens 𝐵 = ⨁𝑛∈ℤ 𝐵𝑛 telle que 1 ∈ 𝐵0 et telle que 𝐵𝑛 ⋅ 𝐵𝑚 ⊂ 𝐵𝑛+𝑚 pour tout

(𝑚, 𝑛). On dit que 𝐵 est gradué en degrés positifs si 𝐵𝑛 = {0} pour tout 𝑛 < 0 (ce sera le

plus souvent le cas ici).

6.1.1.1 Tout anneau (usuel) 𝐴 peut être vu comme un anneau gradué en posant 𝐴0 = 𝐴 et

𝐴𝑛 = 0 si 𝑛 ≠ 0.

6.1.1.2 Soit 𝐵 = ⨁𝐵𝑛 un anneau gradué. Nous dirons que le sommande 𝐵𝑛 est l’ensemble

des éléments homogènes de degré 𝑛 de 𝐵 (notez que le degré d’un élément homogène non

nul est uniquement déterminé, et que 0 est homogène de tout degré).

Il résulte immédiatement des définitions que 𝐵0 est un sous-anneau de 𝐵, et que chaque

𝐵𝑛 est un sous-𝐵0-module de 𝐵.

6.1.1.3 Si 𝐴 est un anneau (usuel), une 𝐴-algèbre graduée est un anneau gradué 𝐵 muni d’un

morphisme de 𝐴 dans 𝐵0.

6.1.1.4 Exemple. Si 𝐴 est un anneau et 𝑛 ∈ ℕ alors 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] a une structure naturelle de

𝐴-algèbre graduée en degrés positifs : pour tout 𝑑 ∈ ℕ , l’ensemble de ses éléments

homogènes de degré 𝑑 est le 𝐴-module engendré par les ∏𝑇𝑒𝑖
𝑖 avec ∑ 𝑒𝑖 = 𝑑.

6.1.1.5 Soit 𝐵 = ⨁𝐵𝑛 un anneau gradué. Si 𝐼 est un idéal de 𝐵, on vérifie immédiatement que

les conditions suivantes sont équivalentes :

1) 𝐼 = ⨁(𝐼 ∩ 𝐵𝑛) ;

2) l’idéal 𝐼 possède une famille génératrice constituée d’éléments homogènes ;

3) pour tout 𝑏 ∈ 𝐵, on a 𝑏 ∈ 𝐼 si et seulement si c’est le cas de chacune de ses compo-

santes homogènes.

Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que 𝐼 est homogène. La décomposition

𝐵/𝐼 = ⨁𝐵𝑛/(𝐼 ∩ 𝐵𝑛)

6.1 Le schéma Proj𝐵 265



fait alors de 𝐵/𝐼 un anneau gradué ; si 𝐵 est gradué en degrés positifs, il en va de même

de 𝐼.

6.1.1.6 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐵. Nous vous invitons à vérifier

que 𝐼 est premier si et seulement si 𝐼 ≠ 𝐵 et

(𝑎𝑏 ∈ 𝐼) ⇒ (𝑎 ∈ 𝐼 ou 𝑏 ∈ 𝐼)

pour tout couple (𝑎, 𝑏) d’éléments homogènes de 𝐵.

6.1.1.7 Soit 𝐵 = ⨁𝐵𝑛 un anneau gradué et soit 𝑆 une partie multiplicative de 𝐵 constituée

d’éléments homogènes. L’anneau 𝑆−1𝐵 hérite alors d’une graduation naturelle, pour

laquelle (𝑆−1𝐵)𝑛 est l’ensemble des éléments pouvant s’écrire sous la forme 𝑎
𝑠 avec

𝑎 ∈ 𝐵𝑚+𝑛 et 𝑠 ∈ 𝑆 ∩ 𝐵𝑚 pour un certain 𝑚. Notez que même si 𝐵 est gradué en degrés

positifs, ce n’est pas forcément le cas de 𝑆−1𝐵 ; ainsi, si 0 ∉ 𝑆 et si 𝑠 est un élément de 𝑆
de degré 𝑚 > 0 alors 1

𝑠 est un élément non nul et homogène de degré (−𝑚) de 𝑆−1𝐵.

6.1.1.8 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝐵 une 𝐴-algèbre graduée et soit 𝐶 une 𝐴-algèbre. La décompo-

sition 𝐵 = ⨁𝐵𝑛 induit une décomposition

𝐶 ⊗𝐴 𝐵 = ⨁(𝐶 ⊗𝐴 𝐵𝑛)

qui fait de 𝐶 ⊗𝐴 𝐵 une 𝐶-algèbre graduée.

6.1.2 Soient 𝐵 et 𝐶 deux anneaux gradués et soit 𝑑 un entier. Un morphisme 𝜑∶ 𝐵 → 𝐶
est dit homogène de degré 𝑑 si 𝜑(𝐵𝑛) ⊂ 𝐶𝑛𝑑 pour tout 𝑛. Si 𝐵 a une structure d’algèbre

graduée sur un certain anneau 𝐴, un tel morphisme fait de 𝐶 une 𝐴-algèbre graduée.

Remarquons que le degré d’un morphisme homogène n’est pas bien défini en général :

par exemple si 𝐵 = 𝐵0 alors tout morphisme d’anneaux 𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 tel que 𝜑(𝐵) ⊂ 𝐶0
est homogène de degré 𝑑 pour tout 𝑑.

6.1.2.1 La composée d’un morphisme homogène de degré 𝑑 et d’un morphisme homogène

de degré 𝑑′ est un morphisme homogène de degré 𝑑𝑑′.

6.1.2.2 Un isomorphisme d’anneaux gradués 𝜑 de 𝐵 vers 𝐶 est un isomorphisme d’anneaux tel

que 𝜑(𝐵𝑛) = 𝐶𝑛 pour tout 𝑛 ; un tel 𝜑 est homogène de degré 1, et sa réciproque est

aussi un isomorphisme d’anneaux gradués.

6.1.3 Exemples de morphısmes homogènes.

6.1.3.1 Soit 𝐴 un anneau, et soient 𝑑, 𝑛 et 𝑚 trois entiers. Soit (𝑃0,⋯ ,𝑃𝑛) une famille de

polynômes homogènes de degré 𝑑 appartenant à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑚]. L’unique morphisme

de 𝐴-algèbres de 𝐴[𝑆0,⋯ , 𝑆𝑛] dans 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑚] qui envoie 𝑆𝑖 sur 𝑃𝑖 pour tout 𝑖 est

homogène de degré 𝑑.

6.1.3.2 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐵. Le morphisme quotient

𝐵 → 𝐵/𝐼 est homogène de degré 1.
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6.1.3.3 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝑆 une partie multiplicative de 𝐵 constituée d’éléments

homogènes. La flèche naturelle 𝐵 → 𝑆−1𝐵 est homogène de degré 1.

6.1.3.4 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝐵 une 𝐴-algèbre graduée et soit 𝐶 une 𝐴-algèbre. Le morphisme

naturel de 𝐴-algèbres 𝐵 → 𝐶 ⊗𝐴 𝐵 est alors homogène de degré 1.

La notıon de spectre homogène

Notre but est d’associer à un anneau gradué en degrés positifs 𝐵 un schéma Proj𝐵,

par une construction analogue à celle du spectre mais un peu plus compliquée. Pour

des raisons techniques nous aurons besoin d’une construction auxiliaire, le spectre

homogène d’un anneau gradué (sans hypothèse de positivité sur les degrés).

6.1.4 Défınıtıon (spectre homogène)
Soit 𝐵 un anneau gradué. On appelle spectre homogène de 𝐵, et l’on note SpHom𝐵, le

sous-ensemble de Spec𝐵 constitué des idéaux premiers homogènes ; on le considère

comme muni de la topologie induite par celle de Spec𝐵.

6.1.5 Soit 𝐵 un anneau gradué.

6.1.5.1 Soit 𝑓 un élément de 𝐵 ; pour tout 𝑖, soit 𝑓𝑖 la composante homogène de degré 𝑖 de 𝑓.
Soit 𝑥 ∈ SpHom𝐵. Par définition d’un idéal premier homogène, on a 𝑓(𝑥) = 0 si et

seulement si 𝑓𝑖(𝑥) = 0 pour tout 𝑖.

6.1.5.2 Les deux faits suivents en résultent immédiatement de 6.1.5.1 :

les parties de SpHom𝐵 de la forme𝐷(𝑓)∩SpHom𝐵, où 𝑓 est un éléments homogène

de 𝐵, forment une base de la topologie de SpHom𝐵 ;

tout fermé de SpHom𝐵 est de la forme 𝑉(𝐸)∩SpHom𝐵 où 𝐸 est un ensemble d’élé-

ments homogènes de 𝐵 ; remarquons que si 𝐼 désigne l’idéal (homogène) engendré

par 𝐸 alors 𝑉(𝐸) ∩ SpHom𝐵 = 𝑉(𝐼) ∩ SpHom𝐵.

Si l’on se donne 𝑓, 𝐸 ou 𝐼 comme ci-dessus et s’il est clair que nous sommes en train

de travailler dans SpHom𝐵, nous écrirons simplement 𝐷(𝑓), 𝑉(𝐸) ou 𝑉(𝐼) plutôt que

𝐷(𝑓) ∩ SpHom𝐵, 𝑉(𝐸) ∩ SpHom𝐵 ou 𝑉(𝐼) ∩ SpHom𝐵.

6.1.6 Un faısceau d’anneaux sur le spectre homogène. Soit 𝐵 un anneau gradué.

6.1.6.1 Pour tout ouvert 𝑈 de SpHom𝐵, soit 𝑆hom(𝑈) la partie multiplicative de 𝐵 constituée

des éléments homogènes 𝑔 tels que𝑈 ⊂ 𝐷(𝑔). On munit l’espace topologique SpHom𝐵
du faisceau d’anneaux OSpHom𝐵 associé au préfaisceau O

pref
SpHom𝐵 ≔ 𝑈 ↦ (𝑆hom(𝑈)−1𝐵)0.

6.1.6.2 Soit 𝔭 un idéal premier homogène de 𝐵 et soit 𝛴 l’ensemble des éléments homogènes

de 𝐵 n’appartenant pas à 𝔭 ; c’est une partie multiplicative de 𝐵. Par définition, 𝛴 est

la réunion des 𝑆hom(𝑈) où 𝑈 parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de 𝔭 dans

SpHom𝐵. Il s’ensuit (à l’aide de 2.5.7.4) que O
pref
SpHom𝐵,𝔭 s’identifie à (𝛴−1𝐵)0. L’anneau

OSpHom𝐵,𝔭 s’identifie donc lui aussi à (𝛴−1𝐵)0 , qui est un anneau local dont l’idéal

maximal est l’ensemble des éléments de la forme 𝑎/𝑠 où 𝑎 ∈ 𝔭𝑛 et 𝑠 ∈ 𝛴𝑛. Par conséquent,

SpHom𝐵 est un espace localement annelé.
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6.1.6.3 Remarque. Si 𝑓 est un élément homogène de 𝐵, on prendra garde que 𝑓 ne peut pas en

général s’interpréter comme une section globale de OSpHom𝐵 , sauf si elle appartient à𝐵0 ;

cela n’empêche pas les notations 𝐷(𝑓) et 𝑉(𝑓) de désigner respectivement un ouvert

et un fermé de SpHom𝐵 et les formules usuelles comme 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓) ∩𝐷(𝑔) d’être

satisfaites (lorsqu’on emploie ces notations, on repense subrepticement à SpHom𝐵
comme à une partie de Spec𝐵).

6.1.7 Soit 𝑑 un entier non nul et soit 𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 un morphisme homogène de degré 𝑑 entre

anneaux gradués. Pour tout idéal premier homogène 𝔮 de 𝐶, l’idéal premier 𝜑−1(𝔮)
de 𝐵 est homogène. En effet, soit 𝑏 un élément de 𝐵 dont on note 𝑏𝑛 la composante

homogène de degré 𝑛 pour tout 𝑛. On a 𝑏 = ∑ 𝑏𝑛 et 𝜑(𝑏) = ∑𝜑(𝑏𝑛). Par hypothèse

sur 𝜑, l’élément 𝜑(𝑏𝑛) de 𝐶 est pour tout entier 𝑛 homogène de degré 𝑑𝑛. Comme 𝑑
est non nul, les entiers 𝑑𝑛 sont (pour 𝑛 variable) deux à deux distincts, si bien que les

𝜑(𝑏𝑛) sont les composantes homogènes de 𝜑(𝑏). Puisque l’idéal 𝔮 est homogène, il

en résulte que 𝜑(𝑏) appartient à 𝔮 si et seulement si 𝜑(𝑏𝑛) appartient à 𝔮 pour tout 𝑛.

Autrement dit, 𝑏 appartient à 𝜑−1(𝔮) si et seulement si 𝑏𝑛 appartient à 𝜑−1(𝔮) pour

tout 𝑛, et l’idéal premier 𝜑−1(𝔮) est par conséquent homogène.

L’application continue Spec𝐶 → Spec𝐵 définie par 𝜑 induit dès lors par restriction

une application continue 𝜓∶ SpHom𝐶 → SpHom𝐵.

Soit𝑈 un ouvert de SpHom𝐵 et soit 𝑔 un élément homogène de 𝐵 tel que𝑈 soit contenu

dans 𝐷(𝑔). On a alors l’inclusion 𝜓−1(𝑈) ⊂ 𝐷(𝜑(𝑔)) ; autrement dit, le morphisme

𝜑 envoie 𝑆hom(𝑈) dans 𝑆hom(𝜓−1(𝑈)), et induit en conséquence un morphisme de

𝑆hom(𝑈)−1𝐵 vers 𝑆hom(𝜓−1(𝑈))−1𝐶, puis par restriction une flèche de (𝑆hom(𝑈)−1𝐵)0
vers (𝑆hom(𝜓−1(𝑈))−1𝐶)0 , c’est-à-dire de O

pref
SpHom𝐵(𝑈) vers O

pref
SpHom𝐶(𝜓−1(𝑈)). On vé-

rifie immédiatement que cette construction est fonctorielle en 𝑈, c’est-à-dire qu’elle

définit un morphisme de préfaisceaux O
pref
SpHom𝐵 → 𝜓∗O

pref
SpHom𝐶 ; en le composant avec

la flèche naturelle 𝜓∗O
pref
SpHom𝐶 → 𝜓∗OSpHom𝐶 et en utilisant la propriété universelle

du faisceautisé, on en déduit un morphisme OSpHom𝐵 → 𝜓∗OSpHom𝐶 ; autrement

dit, l’application continue 𝜓 est sous-jacente à un morphisme d’espaces annelés de

(SpHom𝐶, OSpHom𝐶) vers (SpHom𝐵, OSpHom𝐵), que l’on note encore 𝜓.

Soit 𝔮 un idéal premier homogène de 𝐶 et soit 𝔭 l’idéal premier homogène 𝜑−1(𝔮). Soit

𝑆 (resp. 𝑇) l’ensemble des éléments homogènes de 𝐵 (resp. 𝐶) n’appartenant pas à 𝔭
(resp. 𝔮). Il résulte de la construction de 𝜓 que le morphisme OSpHom𝐵,𝔭 → OSpHom𝐶,𝔮
induit par 𝜓 au niveau des fibres est simplement la flèche naturelle de (𝑆−1𝐵)0 vers

(𝑇−1𝐶)0 , qui est locale. Par conséquent, 𝜓 est un morphisme d’espaces localement

annelés.

6.1.8 Soit Grad la catégorie dont les objets sont les anneaux gradués et les flèches les mor-

phismes homogènes de degré non nul. En utilisant 6.1.6 et 6.1.7, on fait de SpHom un

foncteur contravariant de Grad vers EspLocAnn.

En voyant un anneau (commutatif unitaire) comme trivialement gradué, on fait de Ann
une sous-catégorie pleine de Grad. Il découle immédiatement de nos constructions

que la restriction de SpHom à Ann coïncide avec Spec.
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Les faits suivants résultent facilement de nos constructions (ils se démontrent comme

leurs analogues schématiques).

6.1.8.1 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝑓 un élément homogène de 𝐵. Le morphisme d’espaces

annelés SpHom𝐵𝑓 → SpHom𝐵 induit par le morphisme 𝐵 → 𝐵𝑓 (qui est homogène

de degré 1) est une immersion ouverte identifiant SpHom𝐵𝑓 à 𝐷(𝑓).

6.1.8.2 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐵. Le morphisme 𝐵 → 𝐵/𝐼
(qui est homogène de degré 1) induit une application continue d’espaces annelés

SpHom𝐵/𝐼 → SpHom𝐵 qui identifie topologiquement SpHom𝐵/𝐼 au fermé 𝑉(𝐼)
de SpHom𝐵.

6.1.9 Lemme

Soit 𝐵 un anneau gradué possédant un élément 𝑓 inversible homogène de degré

non nul. Soit 𝛴 une partie multiplicative de 𝐵 constituée d’éléments homogènes et

contenant 𝑓ℤ, et soit 𝛴0 la partie multiplicative 𝛴 ∩ 𝐵0 de 𝐵0. L’inclusion de 𝐵0 dans 𝐵
induit un isomorphisme

𝛴−1
0 𝐵0 ≃ (𝛴−1𝐵)0.

Démonstration. Remarquons pour commencer que quitte à remplacer 𝑓 par 𝑓−1, on

peut supposer que 𝑓 appartient à 𝐵𝑟 pour un certain 𝑟 > 0. Il est immédiat que la flèche

𝐵0 → (𝛴−1𝐵)0 envoie chaque élément de 𝛴0 sur un inversible du but ; elle induit donc

un morphisme 𝛴−1
0 𝐵0 → (𝛴−1𝐵)0.

Le morphisme 𝛴−1
0 𝐵0 → (𝛴−1𝐵)0 est injectif . Soient 𝑏 un élément de 𝐵0 et 𝜎 un élément

de 𝛴0 tels que 𝑏/𝜎 soit nul en tant qu’élément de (𝛴−1𝐵)0. Dans ce cas, 𝑏/1 est encore

nul dans (𝛴−1𝐵)0 ⊂ 𝛴−1𝐵 , ce qui veut dire qu’il existe 𝜏 ∈ 𝛴 tel que 𝜏𝑏 = 0 dans 𝐵.

Puisque 𝛴 est consitué d’éléments homogènes, 𝜏 appartient à 𝐵𝑛 pour un certain 𝑛.
Puisque 𝑓ℤ ⊂ 𝛴, le produit 𝜋 ≔ 𝜏𝑟𝑓−𝑛 appartient à 𝛴0 , et 𝜋𝑏 = 0 dans 𝐵0 ⊂ 𝐵 (on utilise

ici le fait que 𝑟 ⩾ 1). Par conséquent, 𝑏/1 est nul en tant qu’élément de 𝛴−1
0 𝐵0 , et 𝑏/𝜎

est donc également nul dans 𝛴−1
0 𝐵0 , d’où l’injectivité.

Le morphisme 𝛴−1
0 𝐵0 → (𝛴−1𝐵)0 est surjectif . Soit 𝑛 ∈ ℤ , soit 𝑏 un élément de 𝐵𝑛 et soit

𝜎 un élément de 𝛴 homogène de degré 𝑛. Dans l’anneau 𝛴−1𝐵, on peut écrire :

𝑏
𝜎
=

𝑏𝜎𝑟−1𝑓−𝑛

𝜎𝑟𝑓−𝑛 =
𝛽
𝜏

où 𝛽 ≔ 𝑏𝜎𝑟−1𝑓−𝑛 et 𝜏 ≔ 𝜎𝑟𝑓−𝑛 (notons que 𝜎𝑟−1 est bien défini car 𝑟 ⩾ 1). Par conséquent,

𝑏/𝜎 est l’image de l’élément 𝛽/𝜏 de 𝛴−1
0 𝐵0 , d’où la surjectivité.

6.1.10 Proposıtıon

Soit 𝐵 un anneau gradué possédant un élément inversible homogène de degré non

nul. Le morphisme naturel SpHom𝐵 → Spec𝐵0 induit par l’inclusion 𝐵0 ↪ 𝐵 est un

isomorphisme d’espaces localement annelés ; en particulier, SpHom𝐵 est un schéma

affine.
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Démonstration. Par hypothèse, 𝐵 possède un élément inversible 𝑓 qui est homogène

de degré non nul. Quitte à remplacer 𝑓 par 𝑓−1, on peut supposer que 𝑓 appartient

à 𝐵𝑟 pour un certain 𝑟 > 0. On note 𝜋 le morphisme étudié de SpHom𝐵 vers Spec𝐵0.

6.1.10.1 L’application 𝜋 est injective. Soit 𝔭 un idéal premier homogène de 𝐵 ; pour tout 𝑛 ∈ ℤ ,

notons 𝔭𝑛 l’intersection 𝔭 ∩ 𝐵𝑛. Pour établir l’injectivité de l’application étudiée, il

suffit de vérifier que 𝔭 peut être reconstitué à partir de 𝔭0 , c’est-à-dire encore que

chacun des 𝔭𝑛 peut être reconstitué à partir de 𝔭0. Fixons 𝑛 et soit 𝑏 ∈ 𝐵𝑛. Comme 𝑟 > 0,
l’élément 𝑏 de 𝐵𝑛 appartient à 𝔭 si et seulement si 𝑏𝑟 appartient à 𝔭, c’est-à-dire encore

si et seulement si 𝑏𝑟𝑓−𝑛 appartient à 𝔭 (puisque 𝑓 est inversible). En remarquant que

𝑏𝑟𝑓−𝑛 ∈ 𝐵0 , on voit finalement que

𝔭𝑛 = {𝑏 ∈ 𝐵𝑛 | 𝑏𝑟𝑓−𝑛 ∈ 𝔭0 }.

On peut donc bien reconstituer 𝔭𝑛 à partir de 𝔭0.

6.1.10.2 L’application 𝜋 est surjective. Soit 𝔮 un idéal premier de 𝐵0 ; nous allons construire un

idéal premier homogène 𝔭 de 𝐵 tel que 𝔭∩𝐵0 coïncide avec 𝔮. Pour ce faire, on s’inspire

de la formule exhibée lors de la preuve de l’injectivité au 6.1.10.1 ci-dessus. Pour tout

𝑛 ∈ ℤ on pose donc

𝔭𝑛 = {𝑏 ∈ 𝐵𝑛 | 𝑏𝑟𝑓−𝑛 ∈ 𝔮}.

Notons que comme 𝑟 > 0 et comme 𝔮 est premier, on a 𝔭0 = 𝔮. Il suffit dès lors de

prouver que 𝔭 ≔ ∑ 𝔭𝑛 est un idéal premier homogène de 𝐵 ; il suffit même de s’assurer

simplement que c’est un idéal premier de 𝐵, car l’homogénéité sera alors tautologique

pour la définition même de 𝔭.

Fixons 𝑛 ∈ ℤ. Il est clair que 0 ∈ 𝔭𝑛. Soient maintenant 𝑏 et 𝑐 deux éléments de 𝔭𝑛. Par

définition de ce dernier 𝑏𝑟𝑓−𝑛 et 𝑐𝑟𝑓−𝑛 appartiennent tous deux à 𝔮. On en déduit (en

développant le binôme et en utilisant le fait que 𝔮 est un idéal de 𝐵0) que (𝑏 − 𝑐)2𝑟𝑓−2𝑛

appartient à 𝔮 ; puisque celui-ci est premier, (𝑏−𝑐)𝑟𝑓−𝑛 appartient à 𝔮, et 𝑏−𝑐 appartient

de ce fait à 𝔭𝑛. En conséquence, 𝔭𝑛 est un sous-groupe de 𝐵, et 𝔭 est dès lors lui-même

un sous-groupe de 𝐵.

Soient 𝑛 et 𝑚 deux éléments de ℤ , soit 𝑏 ∈ 𝔭𝑛 et soit 𝑐 ∈ 𝐵𝑚. Par définition de 𝔭𝑛 ,

le produit 𝑏𝑟𝑓−𝑛 appartient à 𝔮. Puisque ce dernier est un idéal de 𝐵0 , le produit

𝑐𝑟𝑏𝑟𝑓−𝑛𝑓−𝑚 appartient encore à 𝔮, si bien que 𝑐𝑏 appartient à 𝔭𝑛+𝑚. En conséquence,

𝔭 est stable par multiplication externe, et c’est donc bien un idéal de 𝐵.

Vérifions enfin que 𝔭 est premier. Puisque 𝔭0 = 𝔮, l’idéal 𝔭 ne contient pas 1 et il est dès

lors strict. Soient 𝑛 et 𝑚 deux éléments de ℤ et soit (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐵𝑛 × 𝐵𝑚 tel que 𝑏𝑐 ∈ 𝔭𝑛+𝑚.

Par définition, cela signifie que (𝑏𝑐)𝑟𝑓−𝑛−𝑚 = 𝑏𝑟𝑓−𝑛𝑐𝑟𝑓−𝑚 appartient à 𝔮. Puisque 𝔮 est

premier, 𝑏𝑟𝑓−𝑛 ∈ 𝔮 ou 𝑐𝑟𝑓−𝑚 ∈ 𝔮. Autrement dit, 𝑏 ∈ 𝔭𝑛 ou 𝑐 ∈ 𝔭𝑚 , ce qui entraîne que 𝔭
est premier (6.1.1.6).

6.1.10.3 L’application 𝜋 est un homéomorphisme. Comme elle est continue et bijective, il suffit de

s’assurer qu’elle est ouverte. Soit 𝑛 ∈ ℤ et soit 𝑔 un élément de 𝐵𝑛. Soit 𝑥 un point de

SpHom𝐵 et soit 𝑦 son image sur Spec𝐵0. On a 𝑥 ∈ 𝐷(𝑔) si et seulement si 𝑔(𝑥) ≠ 0,
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ce qui revient à demander (puisque 𝑓 est inversible) que ℎ ≔ 𝑔𝑟𝑓−𝑛 ne s’annule pas

en 𝑥, soit encore que ℎ ne s’annule pas en 𝑦 (remarquons que ℎ ∈ 𝐵0). Par conséquent,

l’image de l’ouvert 𝐷(𝑔) de SpHom𝐵 sur Spec𝐵0 est égale à 𝐷(ℎ), et l’application

étudiée est bien ouverte.

6.1.10.4 Le morphisme OSpec𝐵0 → 𝜋∗OSpHom𝐵 est un isomorphisme. Ce morphisme est par défini-

tion induit par une flèche O
pref
Spec𝐵0 → 𝜋∗O

pref
SpHom𝐵. Or puisque𝜋 est un homéomorphisme,

𝜋∗OSpHom𝐵 s’identifie au faisceautisé de 𝜋∗O
pref
SpHom𝐵 ; il suffit dès lors de s’assurer que

O
pref
Spec𝐵0 → 𝜋∗O

pref
SpHom𝐵 est un isomorphisme.

Pour tout ouvert 𝑉 de Spec𝐵0 nous noterons 𝑆(𝑉) la partie multiplicative de 𝐵0
constituée des éléments 𝑔 tels que 𝑉 ⊂ 𝐷(𝑔).

Soit 𝑉 un ouvert de Spec𝐵0. Si 𝑔 ∈ 𝐵0 et si 𝑥 ∈ SpHom𝐵 on a par définition même

de 𝜋 l’équivalence 𝑔(𝑥) ≠ 0 ⟺ 𝑔(𝜋(𝑥)) ≠ 0 (dans le membre de gauche 𝑔 est

vu comme appartenant à 𝐵 ; dans le membre de droite, il est vu comme appartenant

à 𝐵0). En appliquant ceci lorsque 𝑥 parcourt 𝜋−1(𝑉), il vient 𝑆(𝑉) = 𝑆hom(𝜋−1(𝑉))0.
Il résulte alors du lemme 6.1.9 que (𝑆hom(𝜋−1(𝑉))−1𝐵)0 s’identifie canoniquement à

𝑆(𝑉)−1𝐵0 (notons que 𝑓ℤ ⊂ 𝑆hom(𝜋−1(𝑉)) par définition).Autrement dit, le morphisme

O
pref
Spec𝐵0(𝑉) → O

pref
SpHom𝐵(𝜋−1(𝑉)) est bijectif, ce qu’il fallait démontrer.

Défınıtıon de Proj𝐵

Nous allons maintenant pouvoir définir le schéma Proj𝐵 attaché à un anneau 𝐵 gradué

en degrés positifs.

6.1.11 Soit 𝐵 un anneau gradué en degrés positifs. On désigne par 𝐵+ l’idéal homogène

⨁𝑛>0 𝐵𝑛 de 𝐵, par 𝐵hom l’ensemble des éléments homogènes de 𝐵, et par 𝐵hom
+ l’en-

semble des éléments homogènes de 𝐵+ ; en d’autres termes,

𝐵hom = ⋃
𝑛⩾0

𝐵𝑛 et 𝐵hom
+ = ⋃

𝑛>0
𝐵𝑛.

Si 𝑓 ∈ 𝐵hom, nous emploierons toujours la notation 𝐷(𝑓) pour désigner l’ouvert

correspondant du spectre homogène de 𝐵.

On note Proj𝐵 l’ouvert complémentaire dans SpHom𝐵 du fermé 𝑉(𝐵+) (en termes

d’idéaux premiers, Proj𝐵 est donc l’ensemble des idéaux premiers homogènes de 𝐵 ne

contenant pas 𝐵+). Si (𝑓𝑖) désigne une famille d’éléments de 𝐵hom
+ engendrant 𝐵+ , on

peut également décrire Proj𝐵 comme la réunion des ouverts 𝐷(𝑓𝑖) de SpHom𝐵 ; en

particulier, Proj𝐵 est la réunion des ouverts 𝐷(𝑓) de SpHom𝐵 pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ .

On munit Proj𝐵 de la structure d’espace localement annelé héritée de celle de SpHom𝐵 ;

on note OProj𝐵 son faisceau structural. En vertu de 6.1.6.2, si 𝔭 est un idéal premier ho-

mogène de 𝐵 ne contenant pas 𝐵hom
+ et si𝛴 désigne l’ensemble des éléments homogènes

de 𝐵 n’appartenant pas à 𝔭 alors OProj𝐵,𝔭 est l’anneau local (𝛴−1𝐵)0.
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Si 𝑓 (resp. 𝐸, resp. 𝐼) est un élément homogène de 𝐵 (resp. un ensemble d’éléments

homogènes de 𝐵, resp. un idéal homogène de 𝐵), nous nous permettrons si le contexte

est clair d’écrire 𝐷(𝑓) (resp. 𝑉(𝐸), resp. 𝑉(𝐼)) plutôt que 𝐷(𝑓) ∩ Proj𝐵 (resp. 𝑉(𝐸) ∩
Proj𝐵, resp. 𝑉(𝐼)∩Proj𝐵). Ces notations ne doivent pas laisser penser que les éléments

homogènes de 𝐵 sont des fonctions sur le schéma Proj𝐵 (ce n’est le cas que pour les

éléments de 𝐵0) : la remarque 6.1.6.3 sur l’espace localement annelé SpHom𝐵 vaut

encore pour son ouvert Proj𝐵.

6.1.12 Théorème

On conserve les notations de 6.1.11 et seq.

1) Pour tout 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ l’espace localement annelé (𝐷(𝑓), OProj𝐵|𝐷(𝑓)) est canonique-

ment isomorphe à Spec(𝐵𝑓)0.
2) L’espace localement annelé (Proj𝐵, OProj𝐵) est un schéma.

Démonstration. Puisque Proj𝐵 = ⋃𝑓∈𝐵hom+
𝐷(𝑓), l’assertion 2) est une conséquence

immédiate de 1), et du fait qu’être un schéma est, pour un espace annelé donné, une

propriété locale.

Il suffit donc de démontrer 1). Le morphisme canonique 𝐵 → 𝐵𝑓 induit d’après 6.1.8.1

un isomorphisme d’espaces annelés𝐷(𝑓) ≃ SpHom𝐵𝑓. Puisque𝐵𝑓 contient un élément

inversible homogène de degré non nul (à savoir 𝑓/1), on en déduit en vertu de la

proposition 6.1.10 que (𝐷(𝑓), OProj𝐵|𝐷(𝑓)) est naturellement isomorphe à Spec(𝐵𝑓)0
comme espace localement annelé.

6.1.13 Premıères proprıétés de Proj𝐵.

6.1.13.1 Le schéma Proj𝐵 étant la réunion des 𝐷(𝑓) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ , il est vide si et

seulement si 𝐷(𝑓) = ∅ pour tout tel 𝑓. En vertu du théorème 6.1.12, cela revient à

demander que (𝐵𝑓)0 soit nul pour tout 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ . Or comme 𝐵(𝑓)0 est un sous-anneau

de 𝐵𝑓 , on a 1 = 0 dans (𝐵𝑓)0 si et seulement si c’est le cas dans 𝐵𝑓 ; en d’autres termes,

(𝐵𝑓) est nul si et seulment si (𝐵𝑓)0 est nul.

Ainsi, Proj𝐵 est vide si et seulement si 𝐵𝑓 est nul pour tout 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ , c’est-à-dire encore

si et seulement si tout élément de 𝐵hom
+ est nilpotent.

Notons le cas particulier important suivant : si 𝐵 est trivialement gradué, c’est-à-dire

si 𝐵𝑛 = {0} pour tout 𝑛 > 0, alors Proj𝐵 = ∅.

6.1.13.2 Supposons que 𝐵 soit réduit. Dans ce cas, 𝐵𝑓 est réduit pour tout 𝑓 appartenant à 𝐵, et

en particulier pour tout 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ . Pour un tel 𝑓, le sous-anneau (𝐵𝑓)0 de 𝐵𝑓 est alors

lui aussi réduit, et le schéma 𝐷(𝑓) = Spec(𝐵𝑓)0 est donc réduit. Comme Proj𝐵 est la

réunion des 𝐷(𝑓) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ , il est réduit.

6.1.13.3 Supposons que 𝐵 soit intègre et que 𝐵hom
+ ≠ {0}. L’idéal homogène {0} de 𝐵 est alors

premier et ne contient pas 𝐵hom
+ ; c’est donc un point de Proj𝐵, dont l’adhérence dans

Proj𝐵 est égale à 𝑉(0), c’est-à-dire à Proj𝐵 tout entier. En conséquence, Proj𝐵 est

irréductible.

272 Schémas projectıfs



6.1.13.4 Supposons que 𝐵 soit une algèbre graduée sur un certain anneau 𝐴. Le préfaisceau

O
pref
SpHom𝐵 est alors de manière naturelle un préfaisceau de 𝐴-algèbres, et il en va de

même de son faisceau associé, et a fortiori de la restriction OProj𝐵 de ce dernier à Proj𝐵.

Le schéma Proj𝐵 hérite ainsi par ce biais d’une structure naturelle de 𝐴-schéma.

Fonctorıalıté partıelle de la constructıon

6.1.14 Soient 𝐵 et𝐶 deux anneaux gradués, soit 𝑑 un entier strictement positif et soit𝜑∶ 𝐵 → 𝐶
un morphisme d’anneaux homogène de degré 𝑑. Les choses ne se passent pas aussi

bien que pour les spectres d’anneaux puisque 𝜑 n’induit pas en général un morphisme

de Proj𝐶 tout entier vers Proj𝐵 : comme nous allons le voir, il peut être nécessaire de

se restreindre à un ouvert.

6.1.14.1 Le morphisme 𝜑 induit un morphisme d’espaces localement annelés

𝜓∶ SpHom𝐶 → SpHom𝐵.

Posons 𝛺 ≔ 𝜓−1(Proj𝐵) ; c’est un ouvert de SpHom𝐶. Puisque Proj𝐵 est égal à

la réunion des 𝐷(𝑓) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ , l’ouvert 𝛺 est égal à la réunion des

𝜓−1(𝐷(𝑓)) = 𝐷(𝜑(𝑓)) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ ; comme 𝜑(𝐵hom

+ ) ⊂ 𝐶hom
+ , il s’ensuit

que 𝛺 est contenu dans Proj𝐶. Le morphisme 𝜓 induit par restriction un morphisme

de schémas de 𝛺 vers Proj𝐵, que l’on note encore 𝜓.

6.1.14.2 Si 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ alors 𝜓−1(𝐷(𝑓)) = 𝐷(𝜑(𝑓)) et l’on dispose d’un diagramme commutatif

naturel

𝐷(𝜑(𝑓)) SpHom𝐶𝜑(𝑓) Spec(𝐶𝜑(𝑓))0

𝐷(𝑓) SpHom𝐵𝑓 Spec(𝐵𝑓)0

∼ ∼

∼ ∼

𝜓|𝐷(𝜑(𝑓))

dans la catégorie des schémas.

Il en résulte en particulier, puisque les 𝐷(𝑓) avec 𝑓 ∈ 𝐵hom
+ recouvrent Proj𝐵, que le

morphisme 𝜓 est affine.

6.1.14.3 Nous dirons que 𝜓 est le morphisme Proj𝐶 Proj𝐵 induit par 𝜑. Les pointillés sont

là pour rappeler que 𝜓 n’est défini que sur l’ouvert 𝛺 de Proj𝐶, que l’on appellera

l’ouvert de définition de 𝜑. Par définition, cet ouvert est la réunion des 𝐷(𝜑(𝑓)) pour

𝑓 ∈ 𝐵hom
+ ; on vérifie immédiatement qu’on peut se contenter de faire parcourir à 𝑓 une

partie de 𝐵hom
+ engendrant l’idéal 𝐵+.

Il peut arriver que l’ouvert de définition de 𝜓 soit égal à Proj𝐶 tout entier, et nous

étudierons en 6.1.17 et seq. ainsi qu’en 6.1.21 deux situations importantes dans les-

quelles c’est le cas. Mais il y a de nombreux exemples où c’est un ouvert strict de Proj𝐶,

qui peut même être vide sans que Proj𝐶 le soit, comme le montre l’exemple détaillé

au 6.1.16 ci-dessous.
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6.1.15 Nous laissons le lecteur vérifier les faits suivants, qui découlent directement de nos

constructions.

6.1.15.1 Soient 𝐵, 𝐶 et 𝐷 trois anneaux gradués, soit 𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 un morphisme homogène d’un

certain degré 𝑑, et soit 𝜑′ ∶ 𝐶 → 𝐷 un morphisme homogène d’un certain degré 𝑑′.
Soient

𝜓∶ Proj𝐶 Proj𝐵, 𝜓′ ∶ Proj𝐷 Proj𝐶, et 𝜓′′ ∶ Proj𝐷 Proj𝐵

les morphismes respectivement induits par 𝜑, 𝜑′ et 𝜑′ ∘ 𝜑 et soient 𝛺, 𝛺′ et 𝛺′′ leurs

ouverts de définition respectifs. On a alors

𝛺′′ = (𝜓′)−1(𝛺) et 𝜓′′ = 𝜓 ∘ 𝜓′.

6.1.15.2 Soit 𝐵 un anneau gradué. Le morphisme Proj𝐵 Proj𝐵 induit par Id𝐵 est défini sur

Proj𝐵 tout entier et égal à IdProj𝐵.

6.1.15.3 Soit 𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 un isomorphisme d’anneaux gradués. Le morphisme Proj𝐶 Proj𝐵
induit par 𝜑 est défini sur Proj𝐵 tout entier et est un isomorphisme, dont la réciproque

est le morphisme induit par 𝜑−1.

6.1.16 Soit 𝐴 un anneau. Puisque 𝑇 engendre 𝐴[𝑇]+ , le 𝐴-schéma Proj𝐴[𝑇] s’identifie à

son ouvert 𝐷(𝑇), c’est-à-dire d’après le théorème 6.1.12 au spectre de (𝐴[𝑇](𝑇))0 =
𝐴[𝑇,𝑇−1]0 = 𝐴.Autrement dit, Proj𝐴[𝑇] → Spec𝐴 est un isomorphisme (en particulier,

Proj𝐴[𝑇] est non vide dès que 𝐴 est non nul).

Soit 𝜑 le morphisme de 𝐴-algèbres de 𝐴[𝑇] dans lui-même qui envoie 𝑇 sur 0. Il est

homogène de degré 1 (et d’ailleurs de n’importe quel autre degré). Il induit donc un

morphisme 𝜓∶ Proj𝐴[𝑇] Proj𝐴[𝑇]. L’idéal 𝐴[𝑇]+ étant engendré par 𝑇, l’ouvert de

définition de 𝜓 est égal à 𝐷(𝜑(𝑇)) = 𝐷(0) et est dès lors vide.

6.1.17 Soit 𝐵 un anneau gradué et soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐵.

6.1.17.1 Le morphisme quotient 𝐵 → 𝐵/𝐼 induit un morphisme d’espaces localement annelés

𝜓∶ SpHom𝐵/𝐼 → SpHom𝐵 qui identifie topologiquement SpHom𝐵/𝐼 au fermé 𝑉(𝐼)
de SpHom𝐵.

L’ouvert Proj𝐵 de SpHom𝐵 est la réunion des 𝐷(𝑓) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ ; par

conséquent, l’intersection Proj𝐵 ∩ SpHom𝐵/𝐼 est la réunion des ouverts 𝐷(𝑓) ∩
SpHom𝐵/𝐼 = 𝐷( ̅̅𝑓) de SpHom𝐵/𝐼 pour 𝑓 parcourant 𝐵hom

+ ; or l’ensemble des ̅̅𝑓 pour

𝑓 parcourant 𝐵hom
+ est précisément (𝐵/𝐼)hom+ , par définition de la graduation de 𝐵/𝐼 ;

par conséquent, Proj𝐵 ∩ SpHom𝐵/𝐼 = Proj𝐵/𝐼.

Autrement dit, l’image réciproque de Proj𝐵 sur SpHom𝐵/𝐼, c’est-à-dire l’ouvert de dé-

finition du morphisme Proj𝐵/𝐼 Proj𝐵, est égale à Proj𝐵/𝐼 tout entier ; et Proj𝐵/𝐼 →
Proj𝐵 identifie topologiquement Proj𝐵/𝐼 au fermé 𝑉(𝐼) de Proj𝐵.

6.1.17.2 Soit 𝑛 > 0 et soit 𝑓 ∈ 𝐵𝑛. L’image réciproque de 𝐷(𝑓) = Spec(𝐵𝑓)0 sur Proj𝐵/𝐼
est l’ouvert 𝐷( ̅̅𝑓) = Spec((𝐵/𝐼) ̅̅𝑓)0. Il est immédiat que 𝐼𝐵𝑓 est un idéal homogène
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de 𝐵𝑓 , et que l’isomorphisme canonique (𝐵/𝐼) ̅̅𝑓 ≃ 𝐵𝑓/𝐼𝐵𝑓 est homogène de degré 1.
Par conséquent,

𝐷( ̅̅𝑓) = Spec(𝐵𝑓/𝐼𝐵𝑓)0 = Spec(𝐵𝑓)0/(𝐼𝐵𝑓 ∩ (𝐵𝑓)0).

La flèche 𝐷( ̅̅𝑓) → 𝐷(𝑓) induite par 𝜓 est donc l’immersion fermée associée à l’idéal

𝐼𝐵𝑓 ∩ (𝐵𝑓)0 de (𝐵𝑓)0 , idéal qui est simplement l’ensemble des éléments de la forme 𝑎
𝑓𝑟

avec 𝑟 ∈ ℕ et 𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝐵𝑟𝑛.

6.1.17.3 Comme être une immersion fermée est une propriété locale sur le but, on déduit de ce

qui précède que le morphisme 𝜓∶ Proj𝐵/𝐼 → Proj𝐵 est une immersion fermée.

6.1.18 Soit 𝐵 un anneau gradué. Si 𝐼 est un idéal homogène de 𝐵, on prendra garde que

contrairement à ce qui se passe dans le cas des schémas, l’idéal 𝐼 n’est pas uniquement

déterminé par l’immersion fermée Proj𝐵/𝐼 ↪ 𝐵. Nous allons donner deux contre-

exemples.

6.1.18.1 Supposons que 𝐵 est non nul et trivialement gradué. Dans ce cas l’idéal 𝐵hom
+ est nul, si

bien que Proj𝐵 = Proj(𝐵/(0)) = ∅ = Proj(𝐵/(1)), alors que les idéaux (0) et (1) de 𝐵
diffèrent par hypothèse.

6.1.18.2 Supposons que 𝐵 = 𝐴[𝑇0,𝑇1] pour un certain anneau non nul 𝐴 ; posons 𝐼 = (𝑇0) et

𝐽 = (𝑇2
0 ,𝑇0𝑇1). Les idéaux 𝐼 et 𝐽 sont homogènes et 𝐽 est strictement contenu dans 𝐼

puisque 𝐴 est non nul ; on a plus précisément

𝐼 = ⨁
𝑛⩾1

(𝐼 ∩ 𝐵𝑛) = 𝐴 ⋅ 𝑇0 ⊕⨁
𝑛⩾2

(𝐼 ∩ 𝐵𝑛) et 𝐽 = ⨁
𝑛⩾2

(𝐼 ∩ 𝐵𝑛).

Mais on vérifie immédiatement sur les deux cartes affines 𝐷(𝑇0) et 𝐷(𝑇1) de Proj𝐵
que les sous-schémas fermés Proj𝐵/𝐼 et Proj𝐵/𝐽 de Proj𝐵 coïncident.

6.1.18.3 On prendra garde par ailleurs qu’il n’y a aucune raison qu’une immersion fermée

générale de but Proj𝐵 soit de la forme Proj𝐵/𝐼 ↪ Proj𝐵. La proposition ci-dessous

assure toutefois que c’est le cas dès que Proj𝐵 est quasi-compact.

6.1.19 Proposıtıon

Soit 𝐵 un anneau gradué en degrés positifs. Supposons que le schéma Proj𝐵 est quasi-

compact. Toute immersion fermée de but Proj𝐵 est de la forme Proj𝐵/𝐼 ↪ Proj𝐵 pour

un certain idéal homogène 𝐼 de 𝐵.

6.1.19.1 Commentaires sur les hypothèses de la proposition. Puisque Proj𝐵 est réunion de ses

ouverts affines 𝐷(𝑏) pour 𝑏 parcourant 𝐵hom
+ , il est quasi-compact si et seulement s’il

existe une famille finie (𝑏𝜆)𝜆∈𝛬 d’éléments de 𝐵hom
+ telle que Proj𝐵 = ⋃𝐷(𝑏𝜆).

Notons que cette dernière égalité signifie que le fermé de Proj𝐵 défini par l’idéal

homogène (𝑏𝜆) est vide, ce qui est le cas si et seulement si Proj𝐵/(𝑏𝜆) = ∅, c’est-à-dire

encore si tout élément de 𝐵hom
+ (ou de 𝐵+ , cela revient au même) est nilpotent modulo

(𝑏𝜆) (6.1.13.1). Cette condition est notamment satisfaite dès que les 𝑏𝜆 engendrent 𝐵+.
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6.1.19.2 Démonstration de la proposition 6.1.19. Soit 𝜑 une immersion fermée de but Proj𝐵.

Choisissons une famille finie (𝑏𝜆)𝜆∈𝛬 d’éléments de 𝐵hom
+ tels que Proj𝐵 = ⋃𝐷(𝑏𝜆).

Quitte à remplacer chaque 𝑏𝜆 par l’une de ses puissances positives convenablement

choisie, on peut supposer (puisque 𝛬 est fini) qu’il existe 𝑁 > 0 tel que tous les 𝑏𝜆
appartiennent à 𝐵𝑁.

Pour tout 𝜆, le morphisme 𝜑−1(𝐷(𝑏𝜆)) → 𝐷(𝑏𝜆) est une immersion fermée, associée

à un idéal 𝐼𝜆 de l’anneau (𝐵𝑏𝜆)0.

Si l’on se donne deux indices 𝜆 et 𝜇, les idéaux de (𝐵𝑏𝜆𝑏𝜇)0 engendrés par (les images

de) 𝐼𝜆 et 𝐼𝜇 coïncident : ils sont tous deux égaux à l’idéal définissant l’immersion fermée

𝜑−1(𝐷(𝑏𝜆𝑏𝜇)) → 𝐷(𝑏𝜆𝑏𝜇). Remarquons par ailleurs que (𝐵𝑏𝜆𝑏𝜇)0 peut aussi se décrire

comme ((𝐵𝑏𝜆)0)𝑏𝜇/𝑏𝜆 , par exemple parce que 𝐷(𝑏𝜆𝑏𝜇) est l’ouvert 𝐷(𝑏𝜇/𝑏𝜆) du schéma

affine 𝐷(𝑏𝜆) (on peut également s’en convaincre par des calculs de fractions explicites).

Comme Proj𝐵 = ⋃𝐷(𝑏𝜆), il suffit de montrer l’existence d’un idéal homogène 𝐼 de 𝐵
tel que pour tout 𝜆, l’idéal 𝐼𝜆 soit l’ensemble des éléments de la forme

𝑓
𝑏𝑑𝜆

où 𝑑 ∈ ℕ et

où 𝑓 est un élément de 𝐼 homogène de degré 𝑁𝑑.

Inspiré par cette condition, définissons 𝐼 comme l’idéal homogène de 𝐵 engendré par

les 𝑓 ∈ 𝐵𝑁𝑑 (pour 𝑑 > 0 variable) tels que
𝑓
𝑏𝑑𝜆

∈ 𝐼𝜆 pour tout 𝜆. Nous allons montrer que

𝐼 répond au problème posé.

Compte-tenu de la définition de même de 𝐼, il suffit de prouver l’assertion qui suit :

pour tout 𝜆 et tout élément 𝛼 de 𝐼𝜆 , il existe un entier 𝑑 et un élément 𝑓 de 𝐼, homogène de

degré 𝑁𝑑, tel que 𝛼 = 𝑓
𝑏𝑑𝜆

.

Fixons donc un indice 𝜆 et donnons-nous 𝛼 ∈ 𝐼𝜆. On peut écrire 𝛼 sous la forme
𝑔
𝑏𝛿𝜆

pour un certain entier 𝛿 et un certain 𝑔 ∈ 𝐵𝑁𝛿.

Soit 𝜇un indice (ce qui suit est trivial si 𝜇 = 𝜆, mais nous n’avons pas de raison d’exclure

ce cas). L’image de 𝛼 dans (𝐵𝑏𝜆𝑏𝜇)0 appartient par définition à l’idéal engendré par

𝐼𝜆 , qui coïncide avec celui engendré par 𝐼𝜇 ; en conséquence, cette image est de la

forme 𝛽𝜇
𝑏𝑟𝜇
𝑏𝑟𝜆

pour un certain entier 𝑟 et un certain 𝛽𝜇 ∈ 𝐼𝜇. On peut toujours si besoin est

agrandir 𝑟 : en effet, on a pour tout 𝑠 ⩾ 0 l’égalité

𝛽𝜇
𝑏𝑟𝜇
𝑏𝑟𝜆

= (𝛽𝜇
𝑏𝑠𝜆
𝑏𝑠𝜇

) ⋅
𝑏𝑟+𝑠𝜇

𝑏𝑟+𝑠𝜆
,

dans (𝐵𝑏𝜇𝑏𝜆)0 , et l’élément 𝛽𝜇
𝑏𝑠𝜇
𝑏𝑠𝜆

de (𝐵𝑏𝜇)0 appartient évidemment encore à l’idéal 𝐼𝜇. Il

s’ensuit, 𝛬 étant fini, qu’on peut prendre un entier 𝑟 convenant pour tout 𝜇 ∈ 𝛬.

On a ainsi pour tout 𝜇 l’égalité

𝑔
𝑏𝛿𝜆

= 𝛽𝜇
𝑏𝑟𝜇
𝑏𝑟𝜆
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dans l’anneau (𝐵𝑏𝜆𝑏𝜇)0 = ((𝐵𝑏𝜇)0)𝑏𝜆/𝑏𝜇 , ce que l’on peut récrire

𝑔
𝑏𝛿𝜇

= 𝛽𝜇
𝑏𝛿𝜆
𝑏𝛿𝜇

⋅
𝑏𝑟𝜇
𝑏𝑟𝜆

.

Il existe dès lors pour tout 𝜇 un entier 𝑡, qu’on peut là encore supposer indépendant

de 𝜇, tel que

𝑔
𝑏𝛿𝜇

⋅
𝑏𝑟+𝑡𝜆
𝑏𝑟+𝑡𝜇

= 𝛽𝜇
𝑏𝛿+𝑡𝜆

𝑏𝛿+𝑡𝜇

dans l’anneau (𝐵𝑏𝜇)0 , soit encore

𝑔𝑏𝑟+𝑡𝜆

𝑏𝛿+𝑟+𝑡𝜇
= 𝛽𝜇

𝑏𝛿+𝑡𝜆

𝑏𝛿+𝑡𝜇
.

On remarque que le terme de droite appartient à 𝐼𝜇. Comme ceci vaut pour tout 𝜇,

l’élément 𝑔𝑏𝑟+𝑡𝜆 de 𝐵 appartient à 𝐼 (et à 𝐵𝑁(𝛿+𝑟+𝑡)). Les égalités

𝛼 =
𝑔
𝑏𝛿𝜆

=
𝑔𝑏𝑟+𝑡𝜆

𝑏𝛿+𝑟+𝑡𝜆

dans l’anneau (𝐵𝑏𝜆)0 montrent alors que 𝛼 est de la forme requise.

6.1.20 Soit 𝐴 un anneau et soient 𝐵 et 𝐶 deux 𝐴-algèbres graduées. Soit 𝑑 un entier et soit

𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 un morphisme de 𝐴-algèbres homogène de degré 𝑑. Il induit d’après 6.1.14

et seq. un morphisme 𝜓∶ Proj𝐶 Proj𝐵. On vérifie sans peine que les morphismes

d’anneaux intervenant dans la construction de 𝜓 sont des morphismes de 𝐴-algèbres ;

en conséquence, 𝜓 est un morphisme de 𝐴-schémas.

6.1.21 Soit 𝐴 un anneau, soit 𝐵 une 𝐴-algèbre graduée, et soit 𝐶 une 𝐴-algèbre. Le schéma

Proj(𝐶 ⊗𝐴 𝐵) est un 𝐶-schéma d’après 6.1.13.4. On dispose par ailleurs d’un 𝐴-mor-

phisme naturel

𝜑∶ 𝐵 → 𝐶 ⊗𝐴 𝐵

qui est homogène de degré 1, et induit donc un𝐴-morphisme𝜓∶ Proj(𝐶⊗𝐴𝐵) Proj𝐵.

Son ouvert de définition 𝛺 est la réunion des 𝐷(𝜑(𝑓)) pour 𝑓 parcourant 𝐵hom
+ . Mais

comme 𝜑(𝑓)𝑓 ∈𝐵hom+
engendre (𝐶 ⊗𝐴 𝐵)+ = 𝐶 ⊗𝐴 (𝐵+), l’ouvert 𝛺 est en fait égal à

Proj(𝐶 ⊗𝐴 𝐵) tout entier.

Le diagramme commutatif

Proj(𝐶 ⊗𝐴 𝐵) Spec𝐶

Proj𝐵 Spec𝐴

𝜓

définit un morphisme Proj(𝐶 ⊗𝐴 𝐵) → Proj𝐵 ×Spec𝐴 Spec𝐶. Nous allons montrer que
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c’est un isomorphisme; on peut pour ce faire raisonner localement sur Proj𝐵. Soit

𝑓 ∈ 𝐵hom
+ . On a

𝐷(𝑓) ≃ Spec(𝐵𝑓)0 et 𝜓−1(𝐷(𝑓)) = 𝐷(𝜑(𝑓)) ≃ Spec((𝐶 ⊗𝐴 𝐵)𝜑(𝑓))0.

On vérifie immédiatement que l’isomorphisme 𝐶 ⊗𝐴 𝐵𝑓 ≃ (𝐶 ⊗𝐴 𝐵)𝜑(𝑓) est homogène

de degré 1 ; il vient

𝐶 ⊗𝐴 (𝐵𝑓)0 = (𝐶 ⊗𝐴 𝐵𝑓)0 ≃ ((𝐶 ⊗𝐴 𝐵)𝜑(𝑓))0.

Par conséquent, 𝜓−1(𝐷(𝑓)) ≃ 𝐷(𝑓) ×Spec𝐴 Spec𝐶, d’où notre assertion.

6.2 Le schéma ℙ𝑛
𝐴

6.2.1 Défınıtıon (le schéma ℙ𝑛
𝐴)

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑛 ∈ ℕ. On note ℙ𝑛
𝐴 le 𝐴-schéma Proj𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛].

6.2.1.1 Si 𝐵 est une 𝐴-algèbre, on dispose d’après 6.1.21 d’un isomorphisme ℙ𝑛
𝐵 ≃ ℙ𝑛

𝐴 ×Spec𝐴
Spec𝐵. En particulier, on a ℙ𝑛

𝐴 = ℙ𝑛
ℤ ×Specℤ Spec𝐴.

Si 𝑥 ∈ Spec𝐴, la fibre de ℙ𝑛
𝐴 en 𝑥 s’identifie à ℙ𝑛

𝐴 ×Spec𝐴 Spec𝜅(𝑥), c’est-à-dire à ℙ𝑛
𝜅(𝑥).

6.2.1.2 Premiers exemples. Si 𝐴 = {0} alors ℙ𝑛
𝐴 est vide pour tout 𝑛. Si 𝐴 ≠ {0} l’idéal

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]+ de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] n’est pas constitué d’éléments nilpotents (par exemple,

les 𝑇𝑖 ne sont pas nilpotents), et ℙ𝑛
𝐴 est donc non vide (6.1.13.1).

Le 𝐴-schéma ℙ0
𝐴 est égal par définition à Proj𝐴[𝑇]. Il résulte alors de 6.1.16 que

ℙ0
𝐴 → Spec𝐴 est un isomorphisme.

6.2.1.3 On définit plus généralement, pour tout schéma 𝑋, le 𝑋-schéma ℙ𝑛
𝑋 comme étant égal

à ℙ𝑛
ℤ ×Specℤ 𝑋 ; en vertu de 6.2.1.1, cette définition est compatible avec la précédente

lorsque 𝑋 est affine.

6.2.1.4 Soit 𝑘 un corps. La notation ℙ1
𝑘 semble a priori désigner deux 𝑘-schémas différents :

celui construit par recollement au 5.2.5 ;

celui défini au 6.2.1 ci-dessus, à savoir Proj 𝑘[𝑇0,𝑇1].
Mais nous verrons un peu plus loin au 6.2.5.3 que ce conflit de notations n’est qu’ap-

parent et que ces deux 𝑘-schémas coïncident.

6.2.2 Remarque. Le foncteur 𝐴 ↦ Spec𝐴 admet une variante globale ou relative, à savoir

la formation du spectre d’une O𝑋-algèbre quasi-cohérente sur un schéma 𝑋. On peut

de même définir (mais nous n’en aurons pas besoin) une variante globale ou relative

de 𝐵 ↦ Proj𝐵, en introduisant la notion de O𝑋-algèbre quasi-cohérente graduée, et

en associant un 𝑋-schéma ProjB à une telle O𝑋-algèbre B ; nous laissons le lecteur

intéressé deviner puis écrire en détail la construction de ProjB.

On peut grâce à cette notion définir directement ℙ𝑛
𝑋 , sans produit fibré : c’est

ProjO𝑋[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛].
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6.2.3 Les cartes affınes standard de ℙ𝑛
𝐴. Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑛 un entier. L’idéal

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]+ de𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] est engendré par les 𝑇𝑖. En conséquence,ℙ𝑛
𝐴 est la réunion

de ses ouverts 𝑈𝑖 ≔ 𝐷(𝑇𝑖).

6.2.3.1 Si (𝑒𝑖)0⩽𝑖⩽𝑛 est une famille d’entiers, nous noterons 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (∏𝑇𝑒𝑖
𝑖 )−1] la 𝐴-algèbre

graduée 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]∏𝑇𝑒𝑖
𝑖
. On vérifie immédiatement que le morphisme homo-

gène de degré 1 naturel de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (∏𝑇𝑒𝑖
𝑖 )−1] vers 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (∏𝑇𝑖)−1] =

𝐴[𝑇±1
0 ,⋯ ,𝑇±1

𝑛 ] est injectif ; nous nous permettrons donc de considérer implicitement

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (∏𝑇𝑒𝑖
𝑖 )−1] comme une sous-algèbre graduée de 𝐴[𝑇±1

0 ,⋯ ,𝑇±1
𝑛 ].

6.2.3.2 Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. En vertu de l’assertion 1) du théorème 6.1.12, on dispose d’un

𝐴-isomorphisme canonique

𝑈𝑖 ≃ Spec𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ]0.

On montre aisément que 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ] est simplement l’algèbre de polynômes en

𝑛 variables 𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖]ℓ≠𝑖. On a donc

𝑈𝑖 ≃ Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖]ℓ≠𝑖 ≃ 𝔸𝑛
𝐴.

6.2.3.3 Fixons 𝑖. Le fermé complémentaire de l’ouvert 𝐷(𝑇𝑖) est par définition 𝑉(𝑇𝑖). Le quo-

tient de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] par son idéal homogène (𝑇𝑖) est simplement l’anneau gradué

𝐴[𝑇𝑗]𝑗≠𝑖. La flèche quotient 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] → 𝐴[𝑇𝑗]𝑗≠𝑖 induit en vertu de 6.1.17 et seq. une

immersion fermée

Proj𝐴[𝑇𝑗]𝑗≠𝑖 ↪ Proj𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]

d’image 𝑉(𝑇𝑖), qui permet de munir celui-ci d’une structure de sous-schéma fermé.

Comme 𝐴[𝑇𝑗]𝑗≠𝑖 est isomorphe à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛−1] si 𝑛 ⩾ 1 (par renumérotation), le fermé

𝑉(𝑇𝑖) muni de la structure en question est isomorphe à ℙ𝑛−1
𝐴 dès que 𝑛 ⩾ 1 (il est en

particulier non vide dès que 𝐴 est non nul). Si 𝑛 = 0 alors 𝑇0 engendre 𝐴[𝑇0]+ , et

𝑉(𝑇0) = ∅.

6.2.3.4 Le 𝐴-schéma ℙ𝑛
𝐴 est ainsi réunion de 𝑛 + 1 copies de l’espace affine relatif 𝔸𝑛

𝐴 ; c’est en

particulier un 𝐴-schéma de type fini (et notamment quasi-compact). Soient 𝑖 et 𝑗 deux

éléments de {0,⋯ , 𝑛}. L’intersection 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 est l’ouvert 𝐷(𝑇𝑖𝑇𝑗) de ℙ𝑛
𝐴 ; en utilisant

une fois encore le théorème 6.1.12, on voit que

𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 ≃ Spec(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑇𝑖𝑇𝑗)0.

En tant qu’ouvert de 𝑈𝑖 = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖]ℓ≠𝑖 , l’intersection 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 = 𝑈𝑖 ∩ 𝐷(𝑇𝑗) est

égale à

𝐷(𝑇𝑗/𝑇𝑖) = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖 ,𝑇𝑖/𝑇𝑗]ℓ≠𝑖.

De même, en tant qu’ouvert de 𝑈𝑗 = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖]ℓ≠𝑖 , l’intersection 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est égale à

𝐷(𝑇𝑖/𝑇𝑗) = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑗 ,𝑇𝑗/𝑇𝑖]ℓ≠𝑗.

6.2 Le schéma ℙ𝑛
𝐴 279



Ces deux dernières descriptions de 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 pourraient tout aussi bien se déduire de la

première et des égalités

(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑇𝑖𝑇𝑗)0 = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑖 ,𝑇𝑖/𝑇𝑗]ℓ≠𝑖 = Spec𝐴[𝑇ℓ/𝑇𝑗 ,𝑇𝑗/𝑇𝑖]ℓ≠𝑗

entre sous-anneaux de 𝐴[𝑇±1
0 ,⋯ ,𝑇±1

𝑛 ].

6.2.4 Les fonctıons globales sur ℙ𝑛
𝐴. Il résulte de 6.2.3 et seq. que Oℙ𝑛

𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) est le sous-

anneau de𝐴[𝑇±1
0 ,⋯ ,𝑇±1

𝑛 ]0 constitué des éléments qui appartiennent à𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ]

pour tout 𝑖.

Par conséquent, Oℙ𝑛
𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) = 𝐴. C’est en effet évident si 𝑛 = 0 car alors Oℙ𝑛
𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) =
𝐴[𝑇±1

0 ]0. Et si 𝑛 ⩾ 1, l’intersection de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
0 ] et 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1

1 ] est égale à

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛], si bien que Oℙ𝑛
𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) est égal à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]0 , d’où notre assertion.

On en déduit que ℙ𝑛
𝐴 n’est pas affine dès que 𝐴 ≠ {0} et 𝑛 ⩾ 1. En effet, plaçons-nous

sous-cette hypothèse. Le morphisme structural de ℙ𝑛
𝐴 vers SpecOℙ𝑛

𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) est égal

à ℙ𝑛
𝐴 → Spec𝐴, et cette flèche n’est pas un isomorphisme. Pour le voir, on choisit

𝑥 ∈ Spec𝐴 (ce qui est possible puisque 𝐴 ≠ {0}) et l’on remarque que la fibre de

ℙ𝑛
𝐴 → Spec𝐴 en 𝑥, qui s’identifie à ℙ𝑛

𝜅(𝑥) , n’est pas réduite à un singleton (elle contient

par exemple une copie de 𝔸𝑛
𝜅(𝑥) , et donc de l’ensemble 𝜅(𝑥)𝑛 de ses 𝜅(𝑥)-points).

Notons par contre que si 𝐴 = {0} alors ℙ𝑛
𝐴 est vide (et en particulier affine), et que

ℙ0
𝐴 ≃ Spec𝐴 est toujours affine.

6.2.5 Grâce à 6.2.3, on peut donner une deuxième description de ℙ𝑛
𝐴 , par recollement de

cartes affines et sans faire appel à la construction « Proj », que nous allons maintenant

esquisser.

6.2.5.1 Pour tout 𝑖 compris entre 0 et 𝑛, on se donne une famille (𝜏ℓ𝑖)0⩽ℓ⩽𝑛, ℓ≠𝑖 d’indéterminées

et l’on pose 𝑋𝑖 = Spec𝐴[𝜏ℓ𝑖]ℓ≠𝑖 (pour faire le lien avec 6.2.3.4, il faut penser que

𝜏ℓ𝑖 = 𝑇ℓ/𝑇𝑖).

Pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’indices avec 𝑖 ≠ 𝑗, le morphisme 𝜑𝑖𝑗 de 𝐴-algèbres

𝐴[𝜏ℓ𝑗 , 𝜏−1𝑖𝑗 ] → 𝐴[𝜏ℓ𝑖 , 𝜏−1𝑗𝑖 ]

𝜏ℓ𝑗 ↦ 𝜏ℓ𝑖 ⋅ 𝜏−1𝑗𝑖 (ℓ ≠ 𝑖)
𝜏𝑖𝑗 ↦ 𝜏−1𝑗𝑖

est un isomorphisme de réciproque 𝜑𝑗𝑖.

Pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’indices avec 𝑖 ≠ 𝑗, on note 𝜄𝑖𝑗 l’isomorphisme de 𝑋𝑖𝑗 ≔ 𝐷(𝜏𝑗𝑖) ⊂
𝑈𝑖 vers 𝑋𝑗𝑖 induit par 𝜑𝑖𝑗.

6.2.5.2 Il n’est pas difficile de voir que la famille des 𝑋𝑖 , des 𝑋𝑖𝑗 et des 𝜄𝑖𝑗 satisfait les conditions

i) et ii) de 5.2.2.4. Cela autorise à procéder comme expliqué dans loc. cit. au recollement

des 𝑋𝑖 le long des isomorphismes 𝜄𝑖𝑗 ; nous vous laissons vérifier que le 𝐴-schéma ainsi

obtenu est isomorphe à ℙ𝑛
𝐴 (l’ouvert 𝑋𝑖 s’envoyant sur la carte affine 𝐷(𝑇𝑖)).
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6.2.5.3 Le cas particulier où 𝑛 = 1. Par ce qui précède, le 𝐴-schéma ℙ1
𝐴 peut se décrire comme

le recollement des copies 𝑋0 = Spec𝐴[𝜏10] et 𝑋1 = Spec𝐴[𝜏01] de 𝔸1
𝐴 , le long des

isomorphismes réciproques l’un de l’autre

𝜏10 ∶ 𝐷(𝜏10) = Spec𝐴[𝜏10, 𝜏−110 ] → Spec𝐴[𝜏01, 𝜏−101 ] = 𝐷(𝜏01)
et 𝜏01 ∶ 𝐷(𝜏01) = Spec𝐴[𝜏01, 𝜏−101 ] → Spec𝐴[𝜏10, 𝜏−110 ] = 𝐷(𝜏10)

donné par les formules

𝜄10(𝜏10) = 𝜏−101 et 𝜄01(𝜏01) = 𝜏−110 .

Lorsque𝐴 est un corps, on retrouve très précisément la construction du 5.2.5. Il s’ensuit

que pour tout corps 𝑘, les deux définitions concurrentes du 𝑘-schéma ℙ1
𝑘 , à savoir celle

de 5.2.5 et celle de 6.2.1, coïncident.

6.2.6 Homogénéısatıon et déshomogénéısatıon. Fixons un indice 𝑖, et posons 𝜏𝑗 = 𝑇𝑗/𝑇𝑖
pour 𝑗 ≠ 𝑖. L’ouvert affine 𝑈𝑖 = 𝐷(𝑇𝑖) de ℙ𝑛

𝐴 s’identifie à Spec𝐴[𝜏𝑗]𝑗≠𝑖 (6.2.3.2).

6.2.6.1 Soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛], et soit 𝐵 la 𝐴-algèbre graduée quotient

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼. Soit (𝑓ℓ)ℓ une famille génératrice de 𝐼 constituée d’éléments homogènes

et non nuls ; pour tout ℓ, on note 𝑑ℓ le degré de 𝑓ℓ.

Pour tout ℓ, posons 𝑔ℓ = 𝑓ℓ/𝑇𝑑ℓ
𝑖 . On peut voir 𝑔ℓ comme le « déshomogénéisé » de 𝑓ℓ

(relativement à la variable 𝑇𝑖) ; il s’obtient à partir de 𝑓ℓ en remplaçant 𝑇𝑖 par 1 et 𝑇𝑗
par 𝜏𝑗 pour tout 𝑗 ≠ 𝑖.

Il résulte de 6.1.17 et seq. que la flèche quotient𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] → 𝐵 induit une immersion

fermée

Proj𝐵 ↪ ℙ𝑛
𝐴

d’image 𝑉(𝐼), et que l’immersion fermée induite Proj𝐵 ×ℙ𝑛
𝐴
𝑈𝑖 ↪ 𝑈𝑖 est définie par

l’idéal 𝐽 ≔ (𝑔ℓ)ℓ de 𝐴[𝜏𝑗]. En particulier, 𝑉(𝐼) ∩ 𝑈𝑗 = 𝑉(𝐽) (ce qu’on pouvait voir

directement).

6.2.6.2 Inversement, soit 𝐽 un idéal de 𝐴[𝜏𝑗]𝑗≠𝑖. Choisissons une famille (𝑔ℓ)ℓ de générateurs

de 𝐽 constituée d’éléments non nuls. Pour tout ℓ, notons 𝑑ℓ le degré de 𝑔ℓ , et 𝑓ℓ le

polynôme de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] déduit de 𝑔ℓ par « homogénéisation ». Plus précisément,

si l’on écrit 𝑔ℓ = ∑(𝑒𝑗)𝑗 𝑎(𝑒𝑗) ∏𝜏
𝑒𝑗
𝑗 alors 𝑓ℓ = ∑(𝑒𝑗)𝑗 𝑎(𝑒𝑗)𝑇

𝑑ℓ−∑ 𝑒𝑗
𝑖 ∏𝑇𝑒𝑗

𝑗 . Par construction,

𝑓ℓ est non nul et homogène de degré 𝑑ℓ , et 𝑔ℓ est son déshomogénéisé. Soit 𝐼 l’idéal

(homogène) de𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] engendré par les 𝑓ℓ , et soit 𝐵 la𝐴-algèbre graduée quotient

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼. On est maintenant exactement dans la situation considérée au 6.2.6.1

ci-dessus : 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] → 𝐵 induit une immersion fermée Proj𝐵 ↪ ℙ𝑛
𝐴 d’image 𝑉(𝐼),

et l’immersion fermée Proj𝐵 ×ℙ𝑛
𝐴
𝑈𝑖 ↪ 𝑈𝑖 est celle définie par l’idéal 𝐽 (en particulier,

on a l’égalité 𝑉(𝐼) ∩𝑈𝑖 = 𝑉(𝐽)).

6.2.6.3 Exemples. Supposons que 𝐴 = ℂ , que 𝑛 = 2 et que 𝑖 = 0.
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Déshomogénéisation. L’idéal homogène (𝑇0𝑇1−𝑇2
2 +2𝑇2

3 ,𝑇3
1 −i𝑇0𝑇1𝑇2) deℂ[𝑇0,𝑇1,𝑇2] induit

une immersion fermée 𝑋 ↪ ℙ2
ℂ , et 𝑋 ×ℙ2

ℂ
𝑈0 ↪ 𝑈0 est l’immersion fermée définie par

l’idéal (𝜏1 − 𝜏2 + 2𝜏23 , 𝜏31 − i𝜏1𝜏2) de ℂ[𝜏1, 𝜏2] (on a déshomogénéisé les équations de 𝑋).

Homogénéisation. L’idéal (𝜏21 − 3𝜏1 + 𝜏42 , 𝜏31 − 𝜏2 + 7) de ℂ[𝜏1, 𝜏2] induit une immersion

fermée 𝑌 ↪ 𝑈0. Si 𝑍 ↪ ℙ2
ℂ désigne l’immersion fermée induite par l’idéal homogène

(𝑇2
0 𝑇2

1 −3𝑇3
0 𝑇1+𝑇4

2 ,𝑇3
1 −𝑇2

0 𝑇2+7𝑇3
0 ) deℂ[𝑇0,𝑇1,𝑇2], on a un isomorphisme de𝑈0-schémas

𝑍 ×ℙ2
ℂ
𝑈0 ≃ 𝑌 (on a homogénéisé les équations de 𝑌).

6.2.7 Quelques proprıétés de l’espace projectıf sur un corps. Soit 𝑘 un corps et soit 𝑛
un entier.

6.2.7.1 L’anneau 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] est intègre, et 𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]+ est non nul (il contient au moins 𝑇0).
Il découle alors de 6.1.13.2 et 6.1.13.3 que ℙ𝑛

𝑘 est irréductible et réduit. Ses ouverts

non vides sont donc denses – c’est en particulier le cas des 𝐷(𝑇𝑖).
6.2.7.2 Comme ℙ𝑛

𝑘 est irréductible, sa dimension de Krull est égale en vertu de 5.5.9.2 à celle

de n’importe quel de ses ouverts non vide. Puisque 𝐷(𝑇0) ≃ 𝔸𝑛
𝑘 , la dimension de

Krull de ℙ𝑛
𝑘 est égale à 𝑛.

6.2.7.3 Le corps des fonctions de ℙ𝑛
𝑘 (5.5.9.2) est quant à lui égal au corps des fractions de

l’anneau des fonctions de n’importe lequel de ses ouverts affines non vides. Il est en

particulier égal à

FracOℙ𝑛
𝑘
(𝐷(𝑇0)) = Frac 𝑘[𝑇𝑗/𝑇0]𝑗≠0 = 𝑘(𝑇𝑗/𝑇0)𝑗≠0.

On vérifie aussitôt que ce corps peut se décrire indépendamment du choix d’une carte

affine : c’est l’ensemble des éléments de 𝑘(𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛) qui admettent une écriture comme

quotient de deux polynômes homogènes de même degré.

6.2.7.4 Soit 𝑈 un ouvert de ℙ𝑛
𝑘 et soit 𝑥 ∈ 𝑈. On déduit de 5.5.6.4 et 5.5.6.5 que les assertions

suivantes sont équivalentes :

1) 𝑥 est fermé dans ℙ𝑛
𝑘 ;

2) 𝑥 est fermé dans 𝑈 ;

3) 𝜅(𝑥) est une extension finie de 𝑘.

6.2.7.5 Exercıce

Fixons 𝑖 entre 0 et 𝑛, et posons 𝜏𝑗 = 𝑇𝑗/𝑇𝑖 pour tout indice 𝑗 ≠ 𝑖. Montrez que les

opérations d’homogénéisation et de déshomogénéisation relatives à la variable 𝑇𝑖
mettent en bijection l’ensemble des (classes d’équivalence de) polynômes irréductibles

de 𝑘[𝜏𝑗]𝑗≠𝑖 et l’ensemble des (classes d’équivalence de) polynômes irréductibles de

𝑘[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] différents de 𝑇𝑖.

6.2.7.6 On suppose que 𝑛 = 1. La droite projective ℙ1
𝑘 est réunion de ses deux ouverts denses

𝐷(𝑇0) et 𝐷(𝑇1). Chacun d’eux est isomorphe à 𝔸1
𝑘 , ce qui implique qu’il n’est constitué

que de points fermés et d’un point générique – qui est nécessairement par densité le

point générique de ℙ1
𝑘 – et que ses fermés stricts sont précisément les ensembles finis

de points fermés.
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On en déduit aisément que ℙ1
𝑘 est elle-même constituée d’un point générique et

de points fermés, et que ses fermés stricts sont précisément les ensembles finis de

points fermés.

6.3 Le foncteur des poınts de ℙ𝑛
𝐴

6.3.1 Soit 𝐴 un anneau. Si 𝑋 et 𝑆 sont deux 𝐴-schémas, nous noterons comme d’habitude

𝑋(𝑆) l’ensemble Hom𝐴-Sch(𝑆,𝑋).

6.3.2 On fixe un entier 𝑛. Le but de cette section est de donner une description explicite et

relativement maniable du foncteur 𝑆 ↦ ℙ𝑛
𝐴(𝑆) de 𝐴-Sch vers Ens.

Pour tout 𝑖, on note 𝑈𝑖 l’ouvert 𝐷(𝑇𝑖) de ℙ𝑛
𝐴 , et 𝑉𝑖 l’ouvert affine 𝐷(𝑇𝑖) de 𝔸𝑛+1

𝐴 =
Spec𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]. La réunion 𝑉 des 𝑉𝑖 est un ouvert de 𝔸𝑛+1

𝐴 .

Descrıptıon partıelle du foncteur des poınts de ℙ𝑛
𝐴 : poınts donnés par

une famılle de fonctıons

6.3.3 Constructıon d’un morphısme 𝑉 → ℙ𝑛
𝐴.

6.3.3.1 Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. L’inclusion 𝐴[𝑇𝑗/𝑇𝑖]𝑗≠𝑖 ↪ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ] induit un morphisme

𝛹𝑖 ∶ 𝑉𝑖 → 𝑈𝑖.

Soit 𝑗 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. L’intersection 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 est l’ouvert 𝐷(𝑇𝑗/𝑇𝑖) de 𝑈𝑖 ; son image réci-

proque 𝛹−1
𝑖 (𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) est l’ouvert 𝐷(𝑇𝑗/𝑇𝑖) de 𝑉𝑖 , qui s’identifie à son ouvert 𝐷(𝑇𝑗),

puisque 𝑇𝑖 est inversible sur 𝑈𝑖. Autrement dit, on a l’égalité 𝛹−1
𝑖 (𝑈𝑖∩𝑈𝑗) = 𝑉𝑖∩𝑉𝑗. Par

construction, le morphisme de schémas affines 𝛹𝑖|𝑉𝑖 ∩𝑉𝑗 ∶ 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 → 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est induit

par l’inclusion

(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑇𝑖𝑇𝑗)0 ↪ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (𝑇𝑖𝑇𝑗)−1].

En échangeant 𝑖 et 𝑗, on voit que 𝛹−1
𝑗 (𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) = 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 , et que le morphisme de

schémas affines 𝛹𝑗|𝑉𝑖 ∩𝑉𝑗 ∶ 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 → 𝑈𝑖 ∩𝑈𝑗 est induit par l’inclusion

(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑇𝑗𝑇𝑖)0 ↪ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛, (𝑇𝑗𝑇𝑖)−1].

Il coïncide donc avec𝛹𝑖|𝑉𝑖 ∩𝑉𝑗.

6.3.3.2 Il découle de ce qui précède que les morphismes 𝛹𝑖 se recollent en un morphisme

𝛹∶ 𝑉 → ℙ𝑛
𝐴 , qui possède la propriété suivante : pour tout 𝑖, on a 𝛹−1(𝑈𝑖) = 𝑉𝑖 , et la

flèche𝛹|𝑉𝑖 ∶ 𝑉𝑖 → 𝑈𝑖 est induite par l’inclusion 𝐴[𝑇𝑗/𝑇𝑖]𝑗≠𝑖 ↪ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ].

6.3.4 Descrıptıon fonctorıelle du morphısme𝛹.

6.3.4.1 Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. L’ensemble 𝔸𝑛+1
𝐴 (𝑆) s’identifie via 𝜒 ↦ 𝜒∗𝑇𝑖 à O𝑆(𝑆)𝑛+1. Soit

(𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) appartenant à O𝑆(𝑆)𝑛+1 et soit 𝜒 ∶ 𝑆 → 𝔸𝑛+1
𝐴 le morphisme correspon-

dant. Comme 𝜒∗𝑇𝑖 est égal à 𝑓𝑖 , on a équivalence pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 entre 𝑓𝑖(𝑠) = 0 et

𝑇𝑖(𝜒(𝑠)) = 0.
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Il s’ensuit que 𝜒 se factorise par𝑉𝑖 pour un certain 𝑖 (resp. par𝑉) si et seulement si 𝑓𝑖 est
inversible (resp. si et seulement si pour tout 𝑠 ∈ 𝑆 l’une au moins des 𝑓𝑗 est inversible

en 𝑠).

En d’autres termes, 𝑉𝑖(𝑆) s’identifie au sous-ensemble de O𝑆(𝑆)𝑛+1 formé des familles

(𝑓𝑗) avec 𝑓𝑖 inversible, et 𝑉(𝑆) à celui formé des familles (𝑓𝑗) telles que 𝑆 = ⋃𝐷(𝑓𝑗) ;

dans ce qui suit, nous procéderons le plus souvent implicitement à ces identifications.

6.3.4.2 Soit (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈ 𝑉(𝑆). La flèche composée

𝑆 (𝑓0,⋯,𝑓𝑛) 𝑉 𝛹 ℙ𝑛
𝐴

appartient à ℙ𝑛
𝐴(𝑆) et sera notée [𝑓0 ∶ 𝑓1 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛].

Fixons un indice 𝑖. L’image réciproque de 𝑈𝑖 par [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] est égale à l’image

réciproque de 𝛹−1(𝑈𝑖) = 𝑉𝑖 par (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛), c’est-à-dire à 𝐷(𝑓𝑖) en vertu de 6.3.4.1.

En particulier, [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] appartient au sous-ensemble𝑈𝑖(𝑆) de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) (constitué des

morphismes qui se factorisent ensemblistement par 𝑈𝑖) si et seulement si 𝑆 = 𝐷(𝑓𝑖),
c’est-à-dire si et seulement si 𝑓𝑖 est inversible, ou encore si et seulement si (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈
𝑉𝑖(𝑆).

6.3.4.3 Fixons 𝑖, soit 𝑆 un 𝐴-schéma et soit (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈ 𝑉𝑖(𝑆). D’après 6.3.4.2, l’élément

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) appartient à 𝑈𝑖(𝑆).

Comme 𝑈𝑖 = Spec𝐴[𝑇𝑗/𝑇𝑖]𝑗≠𝑖 , l’application 𝜒 ↦ (𝜒∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖))𝑗 établit une bijection

de 𝑈𝑖(𝑆) sur O𝑆(𝑆){0,⋯,𝑛}⧵{ 𝑖}. Soit (𝑔𝑖)𝑗≠𝑖 l’élément de O𝑆(𝑆){0,⋯,𝑛}⧵{ 𝑖} correspondant à

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛]. Le diagramme suivant

𝑆 𝑉𝑖 𝑈𝑖
𝑓ℓ 𝑇ℓ

𝑇𝑗
𝑇𝑖

𝑇𝑗
𝑇𝑖

𝑔𝑗
𝑇𝑗
𝑇𝑖

(𝑓0,⋯,𝑓𝑛) 𝛹

[𝑓0 ∶⋯ ∶ 𝑓𝑛]

montre l’effet des différents morphismes de schémas en jeu sur les fonctions. On

en déduit immédiatement que 𝑔𝑗 = 𝑓𝑗/𝑓𝑖 pour tout 𝑗 ≠ 𝑖. Autrement dit, modulo

l’identification de 𝑈𝑖(𝑆) avec O𝑆(𝑆){0,⋯,𝑛}⧵{ 𝑖}, l’application naturelle de 𝑉𝑖(𝑆) dans

𝑈𝑖(𝑆) envoie [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] sur (𝑓𝑗/𝑓𝑖)𝑗≠𝑖. Ce fait a plusieurs conséquences importantes :

A) L’application (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ↦ [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] de 𝑉𝑖(𝑆) dans 𝑈𝑖(𝑆) est surjective. En effet,

tout élément (𝑔𝑗)𝑗≠𝑖 de𝑈𝑖(𝑆) est par qui précède égal à [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑖−1 ∶ 1 ∶ 𝑔𝑖+1 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛].
On peut reformuler ce fait comme suit : pour tout 𝜑∶ 𝑆 → 𝑈𝑖 on a l’égalité

𝜑 = [𝜑∗(𝑇0/𝑇𝑖) ∶ ⋯ ∶ 𝜑∗(𝑇𝑖−1/𝑇𝑖) ∶ 1 ∶ 𝜑∗(𝑇𝑖+1/𝑇𝑖) ∶ ⋯ ∶ 𝜑∗(𝑇𝑛/𝑇𝑖)],

qu’on peut en fait récrire de manière plus légère 𝜑 = [𝜑∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖)]0⩽𝑗⩽𝑛 puisque

𝑇𝑖/𝑇𝑖 = 1.
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B) Si (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) et (𝑔0,⋯ , 𝑔𝑛) sont deux éléments de 𝑉𝑖(𝑆) alors

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] = [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛]

si et seulement si 𝑓𝑗/𝑓𝑖 = 𝑔𝑗/𝑔𝑖 pour tout 𝑗 ≠ 𝑖. On vérifie aussitôt que cela revient à

demander qu’il existe 𝜆 ∈ O𝑆(𝑆)× tel que 𝑓𝑗 = 𝜆𝑔𝑗 pour tout 𝑗.

C) Si (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) est un élément de 𝑉𝑖(𝑆), il résulte de B) qu’il existe un unique

(𝑔0,⋯ , 𝑔𝑛) dans 𝑉𝑖(𝑆) tel que [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛] = [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] et 𝑔𝑖 = 1, donné

par les formules 𝑔𝑗 = 𝑓𝑗/𝑓𝑖 pour tout 𝑗.
Si l’on pose 𝜑 = [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛], on peut également en vertu de A) décrire (𝑔0,⋯ , 𝑔𝑛)
par les formules 𝑔𝑗(𝜑∗)(𝑇𝑗/𝑇𝑖) pour tout 𝑗.

6.3.4.4 On désigne toujours par 𝑆 un 𝐴-schéma, et l’on se donne deux éléments (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) et

(𝑔0,⋯ , 𝑔𝑛) de 𝑉(𝑆). Le but de ce qui suit est de montrer que

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] = [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛]

si et seulement s’il existe 𝜆 ∈ O𝑆(𝑆)× telle que 𝑓𝑖 = 𝜆𝑔𝑖 pour tout 𝑖, et qu’une telle 𝜆 est

nécessairement unique dans ce cas.

Supposons qu’il existe une telle 𝜆. On a alors immédiatement les égalités𝐷(𝑓𝑖) = 𝐷(𝑔𝑖)
pour tout 𝑖, et sur 𝐷(𝑓𝑖) la fonction 𝜆 est nécessairement égale à 𝑓𝑖/𝑔𝑖 , ce qui montre

déjà son unicité puisque les 𝐷(𝑓𝑖) recouvrent 𝑆 par définition de 𝑉(𝑆). Pour cette

même raison, il suffit, pour montrer que les éléments [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] et [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛]
de ℙ𝑛

𝐴(𝑆) coïncident, de prouver que c’est le cas des éléments [𝑓0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛|𝑆𝑖] et

[𝑔0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛|𝑆𝑖] de ℙ𝑛
𝐴(𝑆𝑖) pour tout 𝑖, où l’on a posé 𝑆𝑖 = 𝐷(𝑓𝑖) = 𝐷(𝑔𝑖).

Fixons donc 𝑖. Les fonctions 𝑓𝑖 et 𝑔𝑖 sont inversibles sur 𝑆𝑖 , et les 𝑆𝑖-points (𝑓0|𝑆𝑖,⋯ , 𝑓𝑛|𝑆𝑖)
et (𝑔0|𝑆𝑖,⋯ , 𝑔𝑛|𝑆𝑖) appartiennent en conséquence à 𝑉𝑖(𝑆𝑖). En vertu de 6.3.4.3 B), l’exis-

tence de la fonction 𝜆 entraîne l’égalité

[𝑓0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛|𝑆𝑖] = [𝑔0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛|𝑆𝑖],

qui est ce qu’on voulait.

Réciproquement, supposons que [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] = [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛]. Fixons 𝑖. D’après 6.3.4.2,

les ouverts 𝐷(𝑓𝑖) et 𝐷(𝑔𝑖) de 𝑇 sont tous deux égaux à l’image réciproque de 𝑈𝑖 par

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] = [𝑔0 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛] ; en conséquence, ils coïncident ; posons 𝑆𝑖 = 𝐷(𝑓𝑖) = 𝐷(𝑔𝑖).
Comme 𝑓𝑖 et 𝑔𝑖 sont inversibles sur 𝑆𝑖 , l’égalité

[𝑓0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛|𝑆𝑖] = [𝑔0|𝑆𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑔𝑛|𝑆𝑖]

implique en vertu de 6.3.4.3 B) qu’il existe une fonction inversible 𝜆𝑖 sur 𝑆𝑖 telle que

𝑓𝑗|𝑆𝑖 = 𝜆𝑖𝑔𝑗|𝑆𝑖 pour tout 𝑗. L’assertion d’unicité déjà établie entraîne que 𝜆𝑖|𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 = 𝜆𝑗|𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗
pour tout (𝑖, 𝑗), et les 𝜆𝑖 se recollent ainsi en une fonction inversible 𝜆 qui possède la

propriété requise.
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6.3.5 Récapitulons : le morphisme 𝛹∶ 𝑉 → ℙ𝑛
𝐴 induit pour tout 𝐴-schéma 𝑆 une application

(𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ↦ [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] de 𝑉(𝑆) vers ℙ𝑛
𝐴(𝑆) dont on a décrit au 6.3.4.4 le « noyau »,

c’est-à-dire les conditions sous lesquelles deux éléments ont même image : il faut et il

suffit qu’ils satisfassent la relation de « colinéarité inversible ».

Il est par contre difficile en général de décrire son image que nous noterons ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆).

Indiquons tout de même quelques faits à son sujet.

6.3.5.1 Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. Pour tout 𝑖, le sous-ensemble 𝑈𝑖(𝑆) de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) est contenu dans

ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆) : c’est une simple conséquence de la surjectivité de l’application 𝑉𝑖(𝑆) → 𝑈𝑖(𝑆)

(6.3.4.3).

6.3.5.2 En général, ℙ𝑛,♯
𝐴 ⊊ ℙ𝑛

𝐴(𝑆). Donnons un exemple. On suppose que 𝐴 ≠ {0} et que 𝑛 ⩾ 1,
et l’on pose 𝑆 = ℙ𝑛

𝐴. Comme Oℙ𝑛
𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) = 𝐴 d’après 6.2.4, le sous-ensemble ℙ𝑛,♯
𝐴 (ℙ𝑛

𝐴)
est simplement constitué d’éléments de la forme [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛] où les 𝑎𝑖 appartiennent

à 𝐴, et où les 𝐷(𝑎𝑖) recouvrent Spec𝐴.

Or Idℙ𝑛
𝐴
ne peut pas être de cette forme. En effet, soit (𝑎0,⋯ , 𝑎𝑛) comme ci-dessus, et soit

𝑥 un point de Spec𝐴 (comme 𝐴 est non nul, son spectre est non vide). Il existe 𝑖 tel
que 𝑎𝑖(𝑥) ≠ 0, et 𝑎𝑖 est donc inversible sur toute la fibre ℙ𝑛

𝜅(𝑥) de ℙ𝑛
𝐴 en 𝑥. Il s’ensuit que

le morphisme [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛] envoie toute la fibre ℙ𝑛
𝜅(𝑥) sur l’ouvert 𝐷(𝑇𝑖) de ℙ𝑛

𝜅(𝑥) , qui

est strict car 𝑛 ⩾ 1 (6.2.3.3). En conséquence, [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛] ne peut être égal à Idℙ𝑛
𝐴
.

6.3.6 Nous allons maintenant donner deux exemples fondamentaux dans lesquels ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆)

est égal à ℙ𝑛
𝐴(𝑆). Le premier d’entre eux s’avérera être un cas particulier du second,

mais nous avons choisi de le traiter séparément au vu de son importance. Avant de

les énoncer, commençons par une remarque d’ordre général.

6.3.6.1 Supposons que ℙ𝑛
𝐴(𝑆) soit la réunion des 𝑈𝑖(𝑆). On a alors en vertu de 6.3.5.1 l’égalité

ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆) = ℙ𝑛

𝐴(𝑆). Notez par ailleurs que comme 𝑉𝑖(𝑆) est l’image réciproque de 𝑈𝑖(𝑆)
pour tout 𝑖 (6.3.4.2), l’égalité ℙ𝑛

𝐴(𝑆) = ⋃𝑈𝑖(𝑆) implique que 𝑉(𝑆) = ⋃𝑉𝑖(𝑆), c’est-à-

dire que pour tout (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈ O𝑆(𝑆){0,⋯,𝑛} on a 𝑆 = ⋃𝐷(𝑓𝑖) si et seulement si l’une

des 𝑓𝑖 est inversible sur 𝑆. On dispose dès lors d’une bijection canonique entre ℙ𝑛
𝐴(𝑆)

et le quotient de

𝑉(𝑆) = ⋃𝑉𝑖(𝑆) = {(𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈ O𝑆(𝑆)𝑛+1 | ∃𝑖, 𝑓𝑖 ∈ O𝑆(𝑆)× }

par la relation de colinéarité inversible.

6.3.6.2 Soit 𝑘 une 𝐴-algèbre qui est un corps. Comme Spec 𝑘 ne comprend qu’un point, tout

morphisme de Spec 𝑘 vers ℙ𝑛
𝐴 a nécessairement une image contenue dans 𝑈𝑖 pour un

certain 𝑖. Il s’ensuit que ℙ𝑛
𝐴(𝑘) = ⋃𝑈𝑖(𝑘). On déduit alors de 6.3.6.1 que ℙ𝑛,♯

𝐴 (𝑘) =
ℙ𝑛
𝐴(𝑘), et plus précisément que ℙ𝑛

𝐴(𝑘) s’identifie naturellement au quotient de 𝑘𝑛+1 ⧵
{(0,⋯ , 0)} par la relation de colinéarité inversible ; on retrouve ainsi la description

classique ou naïve de l’espace projectif.
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6.3.6.3 Lemme

Soit 𝐵 un anneau local. Si 𝑊 est un ouvert de Spec𝐵 qui contient son unique point

fermé alors 𝑊 = Spec𝐵.

Démonstration. Soit 𝑥 le point fermé de Spec𝐵. Comme 𝑊 contient 𝑥, il existe 𝑓 ∈ 𝐵
tel que 𝐷(𝑓) ⊂ 𝑊 et tel que 𝑓(𝑥) ≠ 0. Mais cette dernière condition signifie que 𝑓
n’appartient pas à l’idéal maximal de 𝐵, et donc que 𝑓 est inversible. En conséquence,

𝐷(𝑓) est égal à Spec𝐵 tout entier, et il en va a fortiori de même de 𝑊.

6.3.6.4 Soit maintenant 𝐵 une 𝐴-algèbre locale et soit 𝑥 le point fermé de Spec𝐵. Soit 𝜒 un

morphisme de Spec𝐵 versℙ𝑛
𝐴. Il existe un indice 𝑖 tel que𝜒(𝑥) ∈ 𝑈𝑖. L’image réciproque

𝜒−1(𝑈𝑖) est donc un ouvert de Spec𝐵 qui contient 𝑥 ; d’après le lemme 6.3.6.3 ci-

dessus, c’est Spec𝐵 tout entier, ce qui veut dire que 𝜒(Spec𝐵) ⊂ 𝑈𝑖. Il s’ensuit que

ℙ𝑛
𝐴(𝐵) = ⋃𝑈𝑖(𝐵). On déduit alors de 6.3.6.1 queℙ𝑛,♯

𝐴 (𝐵) = ℙ𝑛
𝐴(𝐵), et plus précisément

que ℙ𝑛
𝐴(𝐵) s’identifie naturellement au quotient de

{(𝑏0,⋯ , 𝑏𝑛) ∈ 𝐵𝑛+1 | ∃𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵× }

par la relation de colinéarité inversible.

Quelques exemples

6.3.7 On suppose pour ce paragraphe que l’anneau 𝐴 est un corps, que nous préférons noter

𝑘. Soit 𝑥 ∈ ℙ𝑛
𝑘(𝑘) (on peut voir 𝑥 aussi bien comme un morphisme de Spec 𝑘 vers ℙ𝑛

𝑘
que comme un point schématique de ℙ𝑛

𝑘 de corps résiduel 𝑘, cf. 5.5.7.1 ; dans ce qui

suit, nous utiliserons implicitement ces deux interprétations). D’après 6.3.6.2, il existe

un (𝑛+ 1)-uplet (𝑎0,⋯ , 𝑎𝑛) d’éléments non tous nuls de 𝑘 tel que 𝑥 = [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛]. Pour

tout 𝑖, on a 𝑥 ∈ 𝑈𝑖(𝑘) si et seulement si 𝑎𝑖 ≠ 0 (6.3.4.2).

6.3.7.1 Soit 𝑖 tel que 𝑎𝑖 ≠ 0, c’est-à-dire encore tel que 𝑥 ∈ 𝑈𝑖(𝑘). On a un isomorphisme

𝑈𝑖 ≃ Spec 𝑘[𝑇𝑗/𝑇𝑖]𝑗≠𝑖 qui permet d’identifier 𝑈𝑖(𝑘) à l’ensemble des 𝑛-uplets (𝑏𝑗)0⩽𝑗⩽𝑛,𝑗≠𝑖
d’éléments de 𝑘. D’après 6.3.4.3, le 𝑛-uplet qui correspond à 𝑥 est (𝑎𝑗/𝑎𝑖)𝑗≠𝑖.

6.3.7.2 Déclinons ces faits dans le cas particulier où 𝑛 = 1. La droite projective ℙ1
𝑘 est alors

réunion de deux cartes affines 𝑈0 et 𝑈1 , respectivement munies des fonctions coor-

données 𝜏1 ≔ 𝑇1/𝑇0 et 𝜏0 ∶ 𝑇0/𝑇1 ; on a 𝜏0 = 1/𝜏1 sur l’intersection 𝑈0 ∩𝑈1. Le point 𝑥
s’écrit [𝑎0 ∶ 𝑎1], où (𝑎0, 𝑎1) ∈ 𝑘2 ⧵ {(0, 0)}.

Si 𝑎0 ≠ 0 alors 𝑥 ∈ 𝑈0(𝑘) ; c’est le 𝑘-point de la carte 𝑈0 en lequel 𝜏1 = 𝑎1/𝑎0.
Si 𝑎1 ≠ 0 alors 𝑥 ∈ 𝑈1(𝑘) ; c’est le 𝑘-point de la carte 𝑈1 en lequel 𝜏0 = 𝑎0/𝑎1.
Si 𝑎0 = 0 alors 𝑥 ∉ 𝑈0(𝑘) ; c’est le 𝑘-point de la carte 𝑈1 en lequel 𝜏0 = 0 ou, si l’on

préfère, le « point à l’infini » relativement à la coordonnée 𝜏1.
Si 𝑎1 = 0 alors 𝑥 ∉ 𝑈1(𝑘) ; c’est le 𝑘-point de la carte 𝑈0 en lequel 𝜏1 = 0 ou, si l’on

préfère, le « point à l’infini » relativement à la coordonnée 𝜏0.
Notons que le point fermé 𝑥 de ℙ1

𝑘 est égal à 𝑉(𝑎1𝑇0 − 𝑎0𝑇1) : il suffit en effet de vérifier

que {𝑥} ∩𝑈0 = 𝑉(𝑎1 − 𝑎0𝜏1) et {𝑥} ∩𝑈1 = 𝑉(𝑎1𝜏0 − 𝑎0), et cela découle aussitôt de ce

qui précède.
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6.3.8 On ne suppose plus que 𝐴 est un corps. Le 𝐴-schéma ℙ1
𝐴 est réunion de deux cartes

affines 𝑈0 et 𝑈1 , respectivement munies des fonctions coordonnées 𝜏1 ≔ 𝑇1/𝑇0 et

𝜏0 ≔ 𝑇0/𝑇1.

6.3.8.1 Soit 𝑠 ∈ ℙ1,♯
𝐴 (𝐴). Par définition, 𝑠 est une section du morphisme structural ℙ1

𝐴 →
Spec𝐴, section qui est de la forme [𝑎0 ∶ 𝑎1] où 𝑎0 et 𝑎1 sont deux éléments de 𝐴 tels que

Spec𝐴 = 𝐷(𝑎0) ∪𝐷(𝑎1), c’est-à-dire encore tels que l’idéal (𝑎0, 𝑎1) de 𝐴 soit égal à 𝐴.

Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴. L’image 𝑠(𝑥) est alors (par fonctorialité de toutes les constructions) le

𝜅(𝑥)-point [𝑎0(𝑥) ∶ 𝑎1(𝑥)] de la fibre ℙ𝜅(𝑥)1 de ℙ1
𝐴 en 𝑥 (comme Spec𝐴 = 𝐷(𝑎0)∪𝐷(𝑎1)

on a bien 𝑎0(𝑥) ≠ 0 ou 𝑎1(𝑥) ≠ 0). On a donc

𝑠(Spec𝐴) ∩ ℙ1
𝜅(𝑥) = 𝑠(𝑥) = 𝑉(𝑎1(𝑥)𝑇0 − 𝑎0(𝑥)𝑇1)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

fermé de ℙ1
𝜅(𝑥)

= 𝑉(𝑎1𝑇0 − 𝑎0𝑇1)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
fermé de ℙ1

𝐴

∩ ℙ1
𝜅(𝑥).

Ceci valant pour tout 𝑥, il vient 𝑠(Spec𝐴) = 𝑉(𝑎1𝑇0 − 𝑎0𝑇1).

6.3.8.2 Supposons que 𝐴 = ℤ , que 𝑎0 = 2 et que 𝑎1 = 1. Soit 𝑦 ∈ Specℤ. Son image 𝑠(𝑦) est le

𝜅(𝑦)-point [1 ∶ 2] de ℙ1
𝜅(𝑥). On distingue maintenant deux cas.

Si 2(𝑦) ≠ 0, c’est-à-dire si 𝑦 ≠ 𝑥2 , alors 𝑠(𝑦) est le 𝜅(𝑦)-point d’équation 𝜏1 = (1/2)
de la carte affine 𝑈0 ∩ ℙ1

𝜅(𝑦).

Si 2(𝑦) = 0, c’est-à-dire si 𝑦 = 𝑥2 , alors 𝑠(𝑦) est l’origine de la carte affine 𝑈1 ∩ ℙ1
𝔽2 ,

c’est-à-dire encore le point à l’infini de ℙ1
𝔽2 relatif à la coordonnée 𝜏1.

L’image 𝑠(Specℤ) est le fermé 𝑉(2𝑇1 −𝑇0) de ℙ1
ℤ , qui est irréductible. En effet, Specℤ

est irréductible et il en va donc de même de son image par n’importe quelle application

continue – on peut aussi si l’on préfère remarquer qu’il existe un homéomorphisme

naturel

𝑉(2𝑇1 − 𝑇0) ≃ Projℤ[𝑇0,𝑇1]/(2𝑇1 − 𝑇0) = Projℤ[𝑇1] ≃ Specℤ,

et utiliser là encore l’irréductibilité de Specℤ.

Remarque. La description explicite de 𝑠(𝑦) donnée ci-dessus pour tout 𝑦 appartenant

à Specℤ montre que 𝑉(2𝑇1 − 𝑇0) est la réunion disjointe de son ouvert non vide

𝑈0 ∩ 𝑉(2𝑇1 − 𝑇0) (qui est le fermé 𝑉(2𝜏1 − 1) de 𝑈0 ≃ 𝔸1
ℤ) et du point à l’infini

(relativement à la coordonnée 𝜏1) de la fibre ℙ1
𝔽2. Comme le fermé 𝑉(2𝑇1 − 𝑇0) est

irréductible, son ouvert non vide 𝑉(2𝜏1 − 1) ⊂ 𝑈0 en est une partie dense, ce qui veut

dire que 𝑉(2𝑇1 − 𝑇0) = ̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅̅𝑉(2𝜏1 − 1).

Or le fermé𝑉(2𝜏1−1) de𝑈0 ≃ 𝔸1
ℤ a déjà été étudié en 4.2.5.2. Nous avions signalé qu’il

ne rencontrait pas 𝔸1
𝔽2 , et mentionné en 4.2.12.2 qu’il l’intersectait en fait moralement

« à l’infini ». Cette assertion un peu vague a désormais sa traduction rigoureuse : nous

venons en effet de voir que dans ℙ1
ℤ , l’adhérence de 𝑉(2𝜏1 − 1) est précisément la

réunion de ce dernier et du point à l’infini de ℙ1
𝔽2.

6.3.8.3 Supposons que 𝐴 = ℤ , que 𝑎0 = 2 et que 𝑎1 = 3 (notons que (2, 3) engendre bien

ℤ puisque 2 et 3 sont premiers entre eux). Soit 𝑦 ∈ Specℤ. Son image 𝑠(𝑦) est le

𝜅(𝑦)-point [2 ∶ 3] de ℙ1
𝜅(𝑦). On distingue maintenant trois cas.
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Si 2(𝑦) ≠ 0 et 3(𝑦) ≠ 0, c’est-à-dire si 𝑦 ∉ {𝑥2, 𝑥3 } est le 𝜅(𝑦)-point d’équation

𝜏1 = (3/2) de la carte affine 𝑈0 ∩ ℙ1
𝜅(𝑦) , et le 𝜅(𝑦)-point d’équation 𝜏0 = (2/3) de

la carte affine 𝑈1 ∩ ℙ1
𝜅(𝑦).

Si 2(𝑦) = 0, c’est-à-dire si 𝑦 = 𝑥2 , alors 𝑠(𝑦) est l’origine de la carte affine 𝑈0 ∩ ℙ1
𝔽2 ,

c’est-à-dire encore le point à l’infini de ℙ1
𝔽2 relatif à la coordonnée 𝜏1.

Si 3(𝑦) = 0, c’est-à-dire si 𝑦 = 𝑥3 , alors 𝑠(𝑦) est l’origine de la carte affine 𝑈0 ∩ ℙ1
𝔽3 ,

c’est-à-dire encore le point à l’infini de ℙ1
𝔽3 relatif à la coordonnée 𝜏0.

L’image 𝑠(Specℤ) est le fermé𝑉(2𝑇1−3𝑇0) de ℙ1
ℤ , qui est irréductible puisque Specℤ

est irréductible.

Les faısceaux O(𝑑)

6.3.9 Si 𝑘 est une 𝐴-algèbre qui est un corps, on a vu que ℙ𝑛
𝐴(𝑘) possède une description

agréable : c’est le quotient de 𝑘𝑛+1 ⧵ {(0,⋯ , 0)} par la relation de colinéarité inversible.

6.3.9.1 Malheureusement, cette description ne se généralise pas telle quelle aux 𝐴-schémas

quelconques. On a certes construit, pour tout 𝐴-schéma 𝑆, un sous-ensemble naturel

ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆) de ℙ𝑛

𝐴(𝑆) qui s’identifie au quotient de

𝑉(𝑆) = {(𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈ O𝑆(𝑆)𝑛+1 ||⋃𝐷(𝑓𝑖) = 𝑆}

par la relation de colinéarité inversible. Mais on a signalé qu’en général, ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆) est un

sous-ensemble strict de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) (6.3.5.2).

6.3.9.2 Nous allons maintenant donner une description légèrement différente de ℙ𝑛
𝐴(𝑘) qui

aura l’avantage de bien se généraliser à un 𝐴-schéma quelconque.

Soit 𝒞 la catégorie définie comme suit. Ses objets sont les familles (𝐿, 𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) où 𝐿
est un 𝑘-espace vectoriel de dimension 1, et où les 𝑠𝑖 sont des éléments non tous nuls

de 𝐿. Un morphisme de (𝐿, (𝑠𝑖)) vers (𝐿′, (𝑠′𝑖)) est une bijection linéaire 𝜑∶ 𝐿 → 𝐿′ qui

envoie 𝑠𝑖 sur 𝑠′𝑖 pour tout 𝑖 (les morphismes de 𝒞 sont donc tous des isomorphismes).

Nous allons montrer qu’il existe une bijection naturelle entre ℙ𝑛
𝐴(𝑘) et l’ensemble ℐ

des classes d’isomorphie d’objets de 𝒞.

Soit 𝑥 ∈ ℙ𝑛
𝐴(𝑘). Écrivons 𝑥 = [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛] où les 𝑎𝑖 sont des scalaires non tous nuls. La

classe d’isomorphie de l’objet (𝑘, (𝑎𝑖)) de 𝒞 ne dépend alors que de 𝑥, et pas du choix

des 𝑎𝑖. En effet, si 𝜆 ∈ 𝑘×, l’homothétie de rapport 𝜆 est un isomorphisme de (𝑘, (𝑎𝑖))
sur (𝑘, (𝜆𝑎𝑖)). On a ainsi défini une application de ℙ𝑛

𝐴(𝑘) vers ℐ.

Réciproquement, soit (𝐿, (𝑠𝑖)) un objet de 𝒞. Choisissons une base de 𝐿, c’est-à-dire un

isomorphisme 𝐿 ≃ 𝑘 ; pour tout 𝑖, notons 𝑎𝑖 l’image de 𝑠𝑖 sous cette bijection. Comme

deux isomorphismes entre 𝐿 et 𝑘 « diffèrent » simplement d’une homothétie de rapport

inversible, l’élément [𝑎0 ∶ ⋯ ∶ 𝑎𝑛] de ℙ𝑛
𝐴(𝑘) ne dépend que de (𝐿, (𝑠𝑖)), et même que

de la classe d’isomorphie de ce dernier. On a ainsi construit une application de I

vers ℙ𝑛
𝐴(𝑘).
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On vérifie aussitôt que les deux flèches ℙ𝑛
𝐴(𝑘) → ℐ et ℐ → ℙ𝑛

𝐴(𝑘) ainsi construites

sont des bijections réciproques l’une de l’autre.

6.3.10 Pour pouvoir généraliser la description de ℙ𝑛
𝐴(𝑘) donnée ci-dessus à un schéma

quelconque, il va être nécessaire d’introduire un Oℙ𝑛
𝐴
-module localement libre de rang

1 particulier, qui sera noté O(1). Nous allons en fait plus généralement définir pour

tout 𝑑 ∈ ℤ un Oℙ𝑛
𝐴
-module O(𝑑).

6.3.10.1 Soit 𝑑 ∈ ℤ. Rappelons que si 𝑈 est un ouvert de ℙ𝑛
𝐴 , on note 𝑆hom(𝑈) l’ensemble des

polynômes homogènes 𝑓 ∈ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] tels que 𝑈 ⊂ 𝐷(𝑓). La flèche

𝑈 ↦ (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑

est un préfaisceau sur ℙ𝑛
𝐴 , qui est de manière naturelle un module sur le préfaisceau

d’anneaux 𝑈 ↦ (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])0.

On note O(𝑑) le faisceau associé à𝑈 ↦ (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑. C’est de manière na-

turelle un module sur le faisceau d’anneaux O(0) associé à (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])0 ,

qui n’est autre que Oℙ𝑛
𝐴

par définition de ce dernier.

6.3.10.2 Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. Pour tout ouvert 𝑈 ⊂ 𝑈𝑖 = 𝐷(𝑇𝑖), l’application 𝑓 ↦ 𝑇𝑑
𝑖 𝑓 induit une

bijection de (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])0 vers (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑 , de réciproque

𝑔 ↦ 𝑇−𝑑
𝑖 𝑔.

Il s’ensuit que 𝑓 ↦ 𝑇𝑑
𝑖 𝑓 induit un isomorphisme O𝑈𝑖 ≃ O(𝑑)|𝑈𝑖 , de réciproque

𝑔 ↦ 𝑇−𝑑
𝑖 𝑔.

Comme les 𝑈𝑖 recouvrent ℙ𝑛
𝐴 , le Oℙ𝑛

𝐴
-module O(𝑑) est localement libre de rang 1.

6.3.10.3 Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. Il découle de 6.3.10.2 et du fait que

O𝑈𝑖(𝑈𝑖) = 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ]0

que O(𝑑)(𝑈𝑖) s’identifie naturellement à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
𝑖 ]𝑑.

On en déduit que les sections globales de O(𝑑) sont les éléments de 𝐴[𝑇±1
0 ,⋯ ,𝑇±1

𝑛 ]𝑑
appartenant à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1

𝑖 ] pour tout 𝑖.

Supposons que 𝑛 = 0. On voit alors que O(𝑑)(ℙ0
𝐴) = 𝐴[𝑇0,𝑇−1

0 ]𝑑 ; autrement dit,

O(𝑑)(ℙ0
𝐴) est le𝐴-module libre de base 𝑇𝑑

0 . Mais on a en fait dans ce cas un résultat

nettement plus fort : en effet, ℙ0
𝐴 = 𝐷(𝑇0), si bien que le Oℙ0

𝐴
-module O(𝑑) est libre

de base 𝑇𝑑
0 .

Supposons que 𝑛 ⩾ 1. Puisque l’intersection de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1
0 ] et 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛,𝑇−1

1 ]
est égale à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛], le 𝐴-module O(𝑑)(ℙ𝑛

𝐴) est égal à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑.
Supposons que 𝑑 < 0. Le 𝐴-module O(𝑑)(ℙ𝑛

𝐴) = 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑 est alors nul.

Comme Oℙ𝑛
𝐴
(ℙ𝑛

𝐴) = 𝐴, on voit que si de plus 𝐴 ≠ {0} alors O(𝑑) est non trivial

(comme Oℙ𝑛
𝐴
-module localement libre de rang 1).
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Supposons que 𝑑 ⩾ 0. Le 𝐴-module O(𝑑)(ℙ𝑛
𝐴) = 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑 est alors libre de

rang 𝑟(𝑑, 𝑛) ≔ (𝑛+𝑑𝑑 ) (faites l’exercice !). Si 𝑑 > 0 on vérifie aussitôt que 𝑟(𝑑, 𝑛) >
𝑟(0, 𝑛) = 1 ; il s’ensuit que O(𝑑) est non trivial dès que 𝑑 > 0 et 𝐴 ≠ {0}.

6.3.10.4 Supposons que 𝑑 ⩾ 0 et soit 𝑓 ∈ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑. On peut en vertu de 6.3.10.3 la voir

comme un élément de O(𝑑)(ℙ𝑛
𝐴). Soit 𝐹 le lieu des zéros de 𝑓 vue comme section globale

de O(𝑑). Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. On a vu au 6.3.10.2 que 𝑔 ↦ 𝑇−𝑑
𝑖 𝑔 établit un isomorphisme

entre O(𝑑)|𝑈𝑖 et O𝑈𝑖. Cet isomorphisme envoie 𝑓 sur la fonction 𝑇−𝑑
𝑖 𝑓. En conséquence,

𝐹 ∩𝑈𝑖 est le lieu des zéros de la fonction 𝑇−𝑑
𝑖 𝑓 ; autrement dit, 𝐹 ∩𝑈𝑖 = 𝑉(𝑓) ∩𝑈𝑖.

Ceci valant pour tout 𝑖, il vient 𝐹 = 𝑉(𝑓). Autrement dit, si décrire 𝑉(𝑓) comme le

« lieu d’annulation » de 𝑓 pouvait apparaître un peu abusif dans la mesure où 𝑓 n’est

pas une fonction sur ℙ𝑛
𝐴 (sauf si 𝑑 = 0 ou 𝑓 = 0), c’est en fait parfaitement légitime à

condition toutefois de considérer 𝑓 comme section de O(𝑑).

Soit 𝑔 ∈ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑. Le quotient
𝑓
𝑔 est une fonction bien définie sur l’ouvert affine

𝐷(𝑔). Comme on a évidemment 𝑓 = 𝑓
𝑔 ⋅ 𝑔 dans le Oℙ𝑛

𝐴
(𝐷(𝑔))-module O(𝑑)(𝐷(𝑔)), on

voit que
𝑓
𝑔 est bien le quotient des sections 𝑓 et 𝑔 de O(𝑑), au sens de 3.4.6.3.

Nous utiliserons ces faits implicitement dans toute la suite du texte.

6.3.10.5 Soient 𝑑1 et 𝑑2 deux entiers relatifs. Pour tout ouvert 𝑈 de ℙ𝑛
𝐴 , le produit définit une

application bilinéaire de

(𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑1 × (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑2

vers (𝑆hom(𝑈)−1𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛])𝑑1+𝑑2 , d’où par passage au produit tensoriel et faisceauti-

sation un morphisme

O(𝑑1) ⊗Oℙ𝑛𝐴
O(𝑑2) → O(𝑑1 + 𝑑2).

Nous allons montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Pour cela, il suffit de raison-

ner localement ; on peut donc fixer 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛} et établir l’assertion requise sur

la carte 𝑈𝑖. On déduit de 6.3.10.2 que 𝑇𝑑1
𝑖 (resp. 𝑇𝑑2

𝑖 ) est une section inversible

de O(𝑑1)|𝑈𝑖 (resp. de O(𝑑2)|𝑈𝑖). En conséquence, 𝑇𝑑1
𝑖 ⊗ 𝑇𝑑2

𝑖 est une section inversible

de (O(𝑑1) ⊗Oℙ𝑛𝐴
O(𝑑2))|𝑈𝑖.

Le morphisme ci-dessus envoie 𝑇𝑑1
𝑖 ⊗ 𝑇𝑑2

𝑖 sur 𝑇𝑑1+𝑑2
𝑖 qui est elle-même d’après loc. cit.

une section inversible de O(𝑑1 + 𝑑2)|𝑈𝑖. L’assertion requise s’ensuit aussitôt.

6.3.10.6 Si 𝑑 ∈ ℤ on dispose par ce qui précède d’un isomorphisme naturel

O(𝑑) ⊗Oℙ𝑛𝐴
O(−𝑑) ≃ O(0) = Oℙ𝑛

𝐴

qui permet d’identifier O(−𝑑) à O(𝑑)∨.
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Descrıptıon complète du foncteur des poınts ℙ𝑛
𝐴

6.3.11 Soit 𝑆 un schéma. On noteℒ𝑆 la catégorie définie comme suit. Ses objets sont les familles

(L , 𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) où L est un O𝑆-module localement libre de rang 1 et où les 𝑠𝑖 sont des

sections globales de L telles que 𝑆 = ⋃𝐷(𝑠𝑖). Si (L , (𝑠𝑖)) et (L ′, (𝑠′𝑖)) sont deux objets

de ℒ𝑆 , un morphisme de (L , (𝑠𝑖)) vers (L ′, (𝑠′𝑖)) est un isomorphisme de L sur L ′

qui envoie 𝑠𝑖 sur 𝑠′𝑖 pour tout 𝑖 (ainsi, tout morphisme de ℒ𝑆 est un isomorphisme).

6.3.11.1 Si 𝑘 est un corps, la catégorie ℒSpec 𝑘 s’identifie à la catégorie 𝒞 définie au 6.3.9.2.

6.3.11.2 Comme ℙ𝑛
𝐴 = ⋃𝐷(𝑇𝑖), la famille (O(1), (𝑇𝑖)) est un objet de ℒℙ𝑛

𝐴
.

6.3.11.3 Soit 𝛹∶ 𝑆′ → 𝑆 un morphisme de schémas et soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑆. Il est

immédiat que (𝛹∗L , (𝛹∗𝑠𝑖)) est un objet de ℒ𝑆′.

6.3.12 Soit 𝑆 un 𝐴-schéma et soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑆. Nous allons lui associer un 𝐴-mor-

phisme de 𝑆 vers ℙ𝑛
𝐴.

Soit 𝑈 un ouvert de 𝑆. Supposons qu’il existe un indice 𝑖 tel que 𝑠𝑖|𝑈 soit inver-

sible. Comme la fonction 𝑠𝑖/𝑠𝑖 est égale à 1 (et est en particulier inversible), la famille

(𝑠𝑗/𝑠𝑖)0⩽𝑗⩽𝑛 de fonctions sur 𝑈 donne lieu à un 𝐴-morphisme

[𝑠0/𝑠𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛/𝑠𝑖]

de 𝑈 vers ℙ𝑛
𝐴 , et même vers 𝑈𝑖.

Si 𝑗 est un autre indice tel que 𝑠𝑗 soit inversible sur 𝑈, on a pour tout ℓ l’égalité 𝑠ℓ/𝑠𝑖 =
(𝑠𝑗/𝑠𝑖)𝑠ℓ/𝑠𝑗 , et les deux morphismes

[𝑠0/𝑠𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛/𝑠𝑖] et [𝑠0/𝑠𝑗 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛/𝑠𝑗]

de 𝑈 vers ℙ𝑛
𝐴 coïncident donc. On a ainsi construit un 𝐴-morphisme 𝜒𝑈 ∶ 𝑈 → ℙ𝑛

𝐴 qui

ne dépend d’aucun choix. Il est immédiat que si 𝑉 est un ouvert de 𝑈 alors 𝜒𝑉 = 𝜒𝑈|𝑉.

Comme 𝑆 = ⋃𝐷(𝑠𝑖), les ouverts 𝑈 de 𝑆 sur lequel l’une au moins des 𝑠𝑖 est inversible

recouvrent 𝑆. Lorsque 𝑈 parcourt l’ensemble desdits ouverts, les morphismes 𝜒𝑈 se

recollent en un𝐴-morphisme𝜒 ∶ 𝑆 → ℙ𝑛
𝐴. Il est immédiat que ce morphisme ne dépend

que de la classe d’isomorphie de (L , (𝑠𝑖)) (un isomorphisme entre deux objets de ℒ𝑆
préservant les quotients des sections concernées).

Il résulte de la définition de 𝜒 ainsi que 6.3.4.2 que pour tout (𝑖, 𝑗), l’ouvert 𝜒|−1𝐷(𝑠𝑖)(𝑈𝑖)
de 𝐷(𝑠𝑗) est égal à 𝐷(𝑠𝑖/𝑠𝑗), c’est-à-dire à 𝐷(𝑠𝑖) ∩𝐷(𝑠𝑗). En fixant 𝑖 et faisant varier 𝑗, il

vient 𝜒−1(𝑈𝑖) = 𝐷(𝑠𝑖).

Comme 𝜒|𝐷(𝑠𝑖) = [𝑠0/𝑠𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛/𝑠𝑖] et comme 𝑠𝑖/𝑠𝑖 = 1, on déduit de 6.3.4.3 C) que

(𝜒|𝐷(𝑠𝑖))
∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖) = 𝑠𝑗/𝑠𝑖 pour tout 𝑗.

Le morphisme 𝜒 sera noté [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛].
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6.3.13 Remarque. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma et soient (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) des fonctions sur 𝑆 telles que

𝑆 = ⋃𝐷(𝑓𝑖). La famille (O𝑆, (𝑓𝑖)) est alors un objet de ℒ𝑆 , et il est immédiat que

le 𝐴-morphisme [𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] défini ci-dessus coïncide avec celui que nous notions

[𝑓0 ∶ ⋯ ∶ 𝑓𝑛] jusqu’à présent. Il n’y a donc pas de conflits de notations.

6.3.14 Nous sommes maintenant en mesure de donner une description précise du foncteur

𝑆 ↦ ℙ𝑛
𝐴(𝑆) qui généralisera ce qui a été fait au 6.3.9.2.

6.3.15 Théorème

Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. Les flèches

𝜒 ↦ (𝜒∗O(1), (𝜒∗𝑇𝑖))

et

(L , (𝑠𝑖)) ↦ [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛]

établissent une bijection fonctorielle en 𝑆 entre ℙ𝑛
𝐴(𝑆) et l’ensemble des classes d’iso-

morphie d’objets de ℒ𝑆.

Démonstration. Les flèches de l’énoncé constituent clairement deux applications fonc-

torielles en 𝑆. Il reste à s’assurer qu’elles sont réciproques l’une de l’autre.

6.3.15.1 Soit 𝜒 un 𝐴-morphisme de 𝑆 vers ℙ𝑛
𝐴. Nous allons montrer que le morphisme

[𝜒∗𝑇0,⋯ ,𝜒∗𝑇𝑛] coïncide avec 𝜒. C’est une propriété qu’il suffit de vérifier localement ;

nous allons dès lors nous assurer qu’elle est vraie sur l’ouvert 𝑆𝑖 = 𝜒−1(𝑈𝑖) = 𝐷(𝜒∗𝑇𝑖)
pour tout 𝑖, ce qui permettra de conclure.

Soit 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. Par définition, la restriction de [𝜒∗𝑇0,⋯ ,𝜒∗𝑇𝑛] à 𝑆𝑖 est l’élément

[𝜒∗𝑇0/𝜒∗𝑇𝑖 ∶ ⋯ ∶ 𝜒∗𝑇𝑛/𝜒∗𝑇𝑖] de 𝑈𝑖(𝑆𝑖), qui se récrit [𝜒∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖)]𝑗 et coïncide donc

comme annoncé avec 𝜒|𝑆𝑖 (6.3.4.3 A)).

6.3.15.2 Soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑆. Posons

𝜒 = [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛].

Nous allons montrer que (𝜒∗O(1), (𝜒∗𝑇𝑖)) est isomorphe à (L , (𝑠𝑖)).

Fixons 𝑖. On sait que 𝜒−1(𝑈𝑖) = 𝐷(𝑠𝑖) (6.3.12). Sur cet ouvert, 𝑠𝑖 est une section in-

versible de L , et 𝜒∗𝑇𝑖 est une section inversible de O(1). Il existe donc un unique

isomorphisme ℓ𝑖 ∶ L |𝑈𝑖 ≃ 𝜒∗O(1)|𝑈𝑖 qui envoie 𝑠𝑖 sur 𝜒∗𝑇𝑖. Soit 𝑗 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. On a les

égalités suivantes dans 𝜒∗O(1)(𝑆𝑖) :

ℓ𝑖(𝑠𝑗) = ℓ𝑖((𝑠𝑗/𝑠𝑖)𝑠𝑖) = (𝑠𝑗/𝑠𝑖)ℓ𝑖(𝑠𝑖) = (𝑠𝑗/𝑠𝑖)𝜒∗𝑇𝑖 = 𝜒∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖)𝜒∗𝑇𝑖 = 𝜒∗𝑇𝑗

(pour l’avant dernière égalité, cf. 6.3.12).

On voit en particulier que ℓ𝑖|𝐷(𝑠𝑖)∩𝐷(𝑠𝑗) est l’unique isomorphisme de L |𝐷(𝑠𝑖)∩𝐷(𝑠𝑗)
sur 𝜒∗O(1)|𝐷(𝑠𝑖)∩𝐷(𝑠𝑗) qui envoie 𝑠𝑗 sur 𝜒∗𝑇𝑗 ; il coïncide donc nécessairement avec

ℓ𝑗|𝐷(𝑠𝑖)∩𝐷(𝑠𝑗).
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On en déduit que les morphismes ℓ𝑖 se recollent en un isomorphisme ℓ ∶ L → 𝜒∗O(1).
On a vu au cours de la preuve que l’égalité ℓ(𝑠𝑗) = 𝜒∗𝑇𝑗 valait pour tout 𝑗 sur chacun

des 𝑈𝑖. Deux sections d’un faisceau qui sont localement égales le sont globalement, et

l’on a donc ℓ(𝑠𝑗) = 𝜒∗𝑇𝑗 pour tout 𝑗, ce qui achève la démonstration.

6.3.16 Commentaıres. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma.

6.3.16.1 Soit L un O𝑆-module localement libre de rang 1, et soient (𝑠𝑖)0⩽𝑖⩽𝑛 et (𝑡𝑖)0⩽𝑖⩽𝑛 deux

familles de sections globales de L telles que

𝑆 = ⋃𝐷(𝑠𝑖) = ⋃𝐷(𝑡𝑖).

Ces familles définissent deux morphismes [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛] et [𝑡0 ∶ ⋯ ∶ 𝑡𝑛] de 𝑆 vers ℙ𝑛
𝐴.

En vertu du théorème 6.3.15, ces deux morphismes coïncident si et seulement s’il existe

un automorphisme ℓ de L envoyant 𝑠𝑖 sur 𝑡𝑖 pour tout 𝑖. Mais les automorphismes de

L sont précisément les homothéties de rapport inversibles ; en conséquence,

[𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛] = [𝑡0 ∶ ⋯ ∶ 𝑡𝑛]

si et seulement s’il existe 𝜆 ∈ O𝑆(𝑆)× tel que 𝑡𝑖 = 𝜆𝑠𝑖 pour tout 𝑖 : on généralise ainsi

6.3.4.4 au cas des morphismes définis par une famille de sections de n’importe quel

O𝑆-module localement libre de rang 1 (cf. la remarque 6.3.13).

6.3.16.2 Les faits suivants se déduisent du théorème 6.3.15 et de la remarque 6.3.13 :

si (L , (𝑠𝑖)) est un objet de ℒ𝑆 , le morphisme [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛] appartient à ℙ𝑛,♯
𝐴 (𝑆) si et

seulement si L est trivial ;

si 𝜒 ∶ 𝑆 → ℙ𝑛
𝐴 est un 𝐴-morphisme, il appartient à ℙ𝑛,♯

𝐴 (𝑆) si et seulement si 𝜒∗(1)
est trivial.

On peut ainsi donner un autre éclairage sur le contre-exemple 6.3.5.2 : on a évidem-

ment Id∗
ℙ𝑛
𝐴
O(1) = O(1), et l’on a signalé au 6.3.10.3 que O(1) n’est pas trivial dès que

𝐴 ≠ {0} et 𝑛 ⩾ 1.

6.3.16.3 Il résulte de 6.3.16.2 que pour que ℙ𝑛
𝐴(𝑆) = ℙ𝑛,♯

𝐴 (𝑆), il suffit que tout O𝑆-module

localement libre de rang 1 soit trivial. Citons trois cas dans lesquels cette dernière

propriété est satisfaite (le premier est un cas particulier du second ; nous avions déjà

démontré directement dans ces deux cas l’égalitéℙ𝑛
𝐴(𝑆) = ℙ𝑛,♯

𝐴 (𝑆) en 6.3.6.2 et 6.3.6.4).

1) Le cas où 𝑆 est le spectre d’un corps (c’est évident).

2) Le cas où 𝑆 est le spectre d’un anneau local (c’est dû au lemme 6.3.6.3).

3) Le cas où 𝑆 est le spectre d’un anneau principal (c’est une conséquence de 5.3.12 et

du corollaire 2.7.7.2)

On déduit notamment de 3) que ℙ𝑛
ℤ(ℤ) = ℙ𝑛,♯

ℤ (ℤ).

6.3.16.4 Remarque. Dans le cas 1) et 2) du 6.3.16.3 ci-dessus, on a d’après 6.3.6.2 et 6.3.6.4

un résultat plus fort que la simple égalité entre ℙ𝑛
𝐴(𝑆) et ℙ𝑛,♯

𝐴 (𝑆) : on sait qu’on a en
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effet alors plus précisément ℙ𝑛
𝐴(𝑆) = ⋃𝑖𝑈𝑖(𝑆), et donc que pour tout (𝑓0,⋯ , 𝑓𝑛) ∈

O𝑆(𝑆){0,⋯,𝑛} on a 𝑆 = ⋃𝐷(𝑓𝑖) si et seulement si l’une des 𝑓𝑖 est inversible sur 𝑆.

Cela ne vaut pas en général dans le cas 3) : par exemple Specℤ est la réunion de 𝐷(2)
et 𝐷(3) mais ni 2 ni 3 ne sont inversibles sur Specℤ.

6.3.17 Fonctorıalıté des dıfférentes constructıons. Dans tout ce chapitre, nous avions

fixé un anneau de base 𝐴, et la plupart du temps nous avons omis de la mentionner

explicitement dans les notations (excepté pour ℙ𝑛
𝐴). En tout rigueur, nous aurions dû

parler de l’ouvert 𝑉𝐴 de 𝔸𝑛+1
𝐴 , du morphisme 𝛹𝐴 ∶ 𝑉𝐴 → ℙ𝑛

𝐴 , et des faisceaux O(𝑑)𝐴.

Adoptons pour un instant ces conventions, plus précises (mais également un peu

plus lourdes). Soit 𝐵 une 𝐴-algèbre. On vérifie alors sans peine (nous vous laissons le

faire en exercice) que toutes nos constructions se comportent bien par extension des

scalaires de 𝐴 à 𝐵. Plus précisément :

𝛹𝐵 ∶ 𝑉𝐵 → ℙ𝑛
𝐵 se déduit de 𝑉𝐴 → ℙ𝑛

𝐴 par produit fibré avec Spec𝐵 au-dessus

de Spec𝐴 ;

le Oℙ𝑛
𝐵
-module O(1)𝐵 s’identifie à 𝜋∗O(1)𝐴 où 𝜋 est le morphisme canonique

ℙ𝑛
𝐵 → ℙ𝑛

𝐴 ;

si 𝑆 est un 𝐴-schéma, si (L , (𝑠𝑖)) est un objet de ℒ𝑆 , et si 𝑝 désigne le morphisme

canonique de 𝑆𝐵 ≔ 𝑆 ×Spec𝐴 Spec𝐵 vers 𝑆 alors le morphisme

[𝑝∗𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑝∗𝑠𝑛] ∶ 𝑆𝐵 → ℙ𝑛
𝐵

se déduit de [𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛] par produit fibré avec Spec𝐵 au-dessus de Spec𝐴.

6.4 Quelques exemples de morphısmes en géométrıe projectıve

6.4.1 Jusqu’à maintenant, nous avons vu une seule méthode de construction de morphismes

en géométrie projective, consistant à exploiter la fonctorialité (partielle) du schéma

Proj𝐵 en l’anneau gradué 𝐵 (6.1.14 et seq.). Le moins qu’on puisse dire est qu’elle n’est

pas particulièrement engageante, et le but de cette section est d’en proposer d’autres,

fondées sur la description explicite du foncteur des points de l’espace projectif (le

théorème 6.3.15).

Nous observerons à cette occasion une nouvelle manifestation de la philosophie dé-

gagée à la section 5.6. En effet, comme nous le verrons, cette approche fonctorielle

permettra peu ou prou de retrouver le point de vue naïf ou ensembliste sur la géo-

métrie projective, selon lequel les sous-variétés sont les lieux des zéros de systèmes

d’équations polynomiales homogènes, et les morphismes des applications définies par

des formules polynomiales homogènes ; à une petite subtilité près toutefois : il faudra

considérer les polynômes homogènes en un sens « tensoriel » et non « multiplicatif »

– pour la signification précise de cette remarque, cf. 6.4.2.2 infra.

6.4.2 Quelques notatıons. On fixe pour toute la suite de la section un anneau 𝐴.

6.4.2.1 Si 𝑆 est un schéma et 𝑛 un entier, nous noterons ℒ𝑛
𝑆 la catégorie que nous avions

simplement notée ℒ𝑆 au 6.3.11 (l’entier 𝑛 était alors fixé une fois pour toutes ; ce ne sera
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pas le cas dans cette section, et il est donc préférable de le faire figurer explicitement

dans les notations). Nous désignerons par |ℒ𝑛
𝑆 | l’ensemble des classes d’isomorphie

d’objets de ℒ𝑛
𝑆 . Si 𝑛 et 𝑚 sont deux entiers, tout morphisme de foncteurs de ℒ𝑛

𝑆 vers ℒ𝑚
𝑆

induit une application de |ℒ𝑛
𝑆 | vers |ℒ𝑚

𝑆 |.

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ et tout 𝐴-schéma 𝑆, le théorème 6.3.15 fournit une bijection

ℙ𝑛
𝐴(𝑆) ≃ |ℒ𝑛

𝑆 |

fonctorielle en 𝑆.

6.4.2.2 Interprétation tensorielle d’un polynôme homogène. Soient 𝑛 et 𝑑 deux entiers et soit

𝑃 un polynôme homogène de degré 𝑑 appartenant à 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]. Écrivons 𝑃 =
∑(𝑒𝑖) 𝑎(𝑒𝑖) ∏𝑖 𝑇

𝑒𝑖
𝑖 , où (𝑒𝑖) parcourt la famille des (𝑛 + 1)-uplets d’entiers de somme égale

à 𝑑, et où les 𝑎(𝑒𝑖) sont des scalaires (évidemment presque tous nuls).

Soit 𝑆 un 𝐴-schéma, soit L un O𝑆-module localement libre de rang 1 et soit (𝑠𝑖)0⩽𝑖⩽𝑛
une famille de sections globales de L . On pose alors

𝑃(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) = ∑
(𝑒𝑖)

𝑎(𝑒𝑖) ⨂
𝑖

𝑠⊗ 𝑒𝑖
𝑖 ∈ L ⊗ 𝑑(𝑆).

6.4.2.3 Remarque. Si L = O𝑋 alors L ⊗ 𝑑 s’identifie à O𝑋 via la multiplication des fonctions, et

que modulo cette identification 𝑃(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) a son sens habituel.

6.4.2.4 Remarque. La notation 𝑃(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) recèle une très légère ambiguïté : lorsque 𝑃 est nul,

il est homogène de tout degré, et 𝑃(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) peut donc a priori désigner la section

nulle de L ⊗𝛿 pour tout 𝛿 ⩾ 0. En pratique cela posera aucun problème, car nous

prendrons toujours soin de fixer préalablement le degré (comme nous l’avons fait

ci-dessus).

Immersıons ouvertes et fermées

6.4.3 Immersıons ouvertes. Soit 𝑛 un entier et soit (𝑔ℓ) une famille de polynômes de

𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛], chaque 𝑔ℓ étant homogène d’un certain degré 𝑑ℓ. Soit 𝛺 l’ouvert ⋃𝐷(𝑔ℓ)
de ℙ𝑛

𝐴 et soit 𝑆 un 𝐴-schéma.

L’ensemble 𝛺(𝑆) est de manière naturelle un sous-ensemble de ℙ𝑛
𝐴(𝑆), à savoir celui

des morphismes qui se factorisent ensemblistement par 𝛺. Modulo l’identification ca-

nonique de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) à |ℒ𝑛

𝑆 |, l’ensemble 𝛺(𝑆) apparaît dès lors comme un sous-ensemble

de |ℒ𝑛
𝑆 |. Nous allons en donner une description, aussi proche que possible de l’intuition

ensembliste qui fait de 𝛺 le lieu d’inversibilité des 𝑔ℓ.

6.4.3.1 Soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑛
𝑆 . Pour alléger les notations, nous désignerons par 𝜒 le

𝐴-morphisme

[𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛] ∶ 𝑆 → ℙ𝑛
𝐴.
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D’après le théorème 6.3.15, (L , (𝑠𝑖)) est isomorphe à (𝜒∗O(1), (𝜒∗𝑇𝑖)). Il vient

⋃𝐷(𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)) = ⋃𝐷(𝑔ℓ(𝜒∗𝑇0,⋯ ,𝜒∗𝑇𝑛)) = 𝜒−1(𝛺).

On en déduit que 𝜒 ∈ 𝛺(𝑆) si et seulement si 𝑆 = ⋃𝐷(𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)).

6.4.3.2 Il résulte de 6.4.3.1 que le sous-ensemble𝛺(𝑆) de |ℒ𝑛
𝑆 | est constitué des classes d’objets

(L , (𝑠𝑖)) tels que 𝑆 = ⋃𝐷(𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)).

6.4.4 Immersıons fermées. Soit 𝑛 un entier et soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛].
Donnons-nous une famille génératrice (𝑔ℓ) de 𝐼, où chaque 𝑔ℓ est homogène d’un

certain degré 𝑑ℓ. Soit 𝑍 le sous-schéma fermé Proj𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼 de ℙ𝑛
𝐴.

6.4.4.1 Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. L’ensemble 𝑍(𝑆) est de manière naturelle un sous-ensemble de

ℙ𝑛
𝐴(𝑆), à savoir celui des morphismes 𝜓 qui se factorisent par 𝑍, c’est-à-dire encore

qui sont tels que 𝜓∗𝑎 = 0 pour tout section 𝑎 du faisceau quasi-cohérent d’idéaux

définissant 𝑍.

Modulo l’identification canonique de ℙ𝑛
𝐴(𝑆) à |ℒ𝑛

𝑆 |, l’ensemble 𝑍(𝑆) apparaît dès lors

comme un sous-ensemble de |ℒ𝑛
𝑆 |. Le but du lemme qui suit est d’en donner une

description, aussi proche que possible de l’intuition ensembliste qui fait de 𝑍 le lieu

des zéros des 𝑔ℓ.

6.4.4.2 Lemme

Le sous-ensemble 𝑍(𝑆) de |ℒ𝑛
𝑆 | est constitué des classes d’objets (L , (𝑠𝑖)) tels que

𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) = 0 pour tout ℓ.

Démonstration. Soit 𝜓∶ 𝑆 → ℙ𝑛
𝐴 un morphisme. L’élément de |ℒ𝑛

𝑆 | auquel il correspond

est la classe de (𝜓∗O(1), (𝜓∗𝑇𝑖)). Pour tout entier 𝑖 entre 0 et 𝑛, posons 𝑠𝑖 = 𝜓∗𝑇𝑖 ,
𝑈𝑖 = 𝐷(𝑇𝑖) et 𝑆𝑖 = 𝜓−1(𝑈𝑖) = 𝐷(𝑠𝑖). Le morphisme 𝜓 se factorise par 𝑍 si et seulement

si 𝜓|𝑆𝑖 ∶ 𝑆𝑖 → 𝑈𝑖 se factorise par 𝑍𝑖 ∶ 𝑍 ×ℙ𝑛
𝐴
𝑈𝑖 pour tout 𝑖.

Fixons 𝑖. Le sous-schéma fermé 𝑍𝑖 de 𝑈𝑖 est défini par l’idéal 𝐼𝑖 de 𝐴[𝑇𝑗/𝑇𝑖]𝑗≠𝑖 en-

gendré par les 𝑇−𝑑ℓ
𝑖 𝑔ℓ. En conséquence, 𝜓|𝑆𝑖 se factorise par 𝑍𝑖 si et seulement si

𝜓∗(𝑇−𝑑ℓ
𝑖 𝑔ℓ) = 0 pour tout ℓ. Or l’élément 𝜓∗(𝑇−𝑑ℓ

𝑖 𝑔ℓ) de O𝑆𝑖(𝑆𝑖) est égal pour tout ℓ à

𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)/(𝑠⊗ 𝑑ℓ
𝑖 ), et il est donc nul si et seulement si 𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)|𝑆𝑖 = 0.

En conséquence, 𝜓 se factorise par 𝑍 si et seulement si on a pour tout ℓ et tout 𝑖 l’égalité

𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛)|𝑆𝑖 = 0, ce qui revient à demander que 𝑔ℓ(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑛) = 0 pour tout ℓ.

6.4.5 Morphısme donné par une famılle de polynômes homogènes. Soient 𝑛, 𝑚 et 𝑑
trois entiers, avec 𝑑 > 0. Soit (𝑃0,⋯ ,𝑃𝑛) une famille de polynômes homogènes de

degré 𝑑 en les variables (𝑆0,⋯ , 𝑆𝑚).

6.4.5.1 Soit𝜑 l’unique morphisme de𝐴-algèbres de𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] dans𝐴[𝑆0,⋯ , 𝑆𝑚] qui envoie

𝑇𝑖 sur 𝑃𝑖 pour tout 𝑑. Il est homogène de degré 𝑑, et induit donc en vertu de 6.1.14

et seq. un morphisme de 𝐴-schémas 𝜓∶ 𝛺 → ℙ𝑛
𝐴 où 𝛺 est l’ouvert ⋃𝐷(𝑃𝑖) de ℙ𝑚

𝐴.
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Supposons donné un entier 𝑎 (en partique, on aura 𝑎 = 1 ou 𝑎 = 𝑑). Pour éviter toute

confusion dans ce qui suit, nous désignerons par Oℙ𝑛
𝐴
(𝑎) le faisceau O(𝑎) du schéma

ℙ𝑛
𝐴 , et par O𝛺(𝑎) la restriction à 𝛺 du faisceau O(𝑎) du schéma ℙ𝑚

𝐴.

6.4.5.2 Il résulte des définitions que (O𝛺(𝑑),𝑃𝑖) est un objet de ℒ𝑛
𝛺 , et il définit donc un

morphisme de 𝐴-schémas [𝑃0 ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑛] ∶ 𝛺 → ℙ𝑛
𝐴.

6.4.5.3 Lemme

Les morphismes 𝜓 et [𝑃0 ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑛] de 𝛺 vers ℙ𝑛
𝐴 sont égaux.

Démonstration. Pour alléger les notations, posons 𝜒 = [𝑃0 ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑛]. Pour tout 𝑖, on

note 𝑈𝑖 l’ouvert 𝐷(𝑇𝑖) de ℙ𝑛
𝐴. Il résulte de 6.1.14.1 et 6.3.4.2 que l’on a pour tout 𝑖

l’égalité 𝜓−1(𝑈𝑖) = 𝜒−1(𝑈𝑖) = 𝐷(𝑃𝑖). Il suffit pour conclure de montrer que pour tout 𝑖,
les morphismes de 𝐷(𝑃𝑖) vers 𝑈𝑖 induit par 𝜓 et 𝜒 coïncident.

Soit donc 𝑖 ∈ {0,⋯ , 𝑛}. Pour montrer que 𝜓|𝐷(𝑃𝑖) ∶ 𝐷(𝑃𝑖) → 𝑈𝑖 et 𝜒|𝐷(𝑃𝑖) ∶ 𝐷(𝑃𝑖) → 𝑈𝑖
coïncident, il suffit de s’assurer que 𝜒∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖) = 𝜓∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖) pour tout 𝑗 ≠ 𝑖 (6.3.4.3).

Or pour tout 𝑗 ≠ 𝑖 on a 𝜒∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖) = 𝑃𝑗/𝑃𝑖 d’après 6.3.4.3, et 𝜓∗(𝑇𝑗/𝑇𝑖) = 𝑃𝑗/𝑃𝑖 d’après

6.1.14.2.

6.4.5.4 Le morphisme [𝑃0 ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑛] induit par ailleurs un morphismes de foncteurs 𝛩 de

𝑆 ↦ 𝛺(𝑆) vers 𝑆 ↦ ℙ𝑛
𝐴(𝑆), qui le caractérise en vertu du lemme de Yoneda ; le but de

ce qui suit est de décrire 𝛩. Pour alléger les notations, posons 𝜓 = [𝑃0 ∶ ⋯ ∶ 𝑃𝑛].

Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. L’ensemble ℙ𝑛
𝐴(𝑆) s’identifie à |ℒ𝑛

𝑆 |, et il résulte de 6.4.3.2 que

𝛺(𝑆) s’identifie au sous-ensemble de |ℒ𝑚
𝑆 | constitué des classes d’objets (L , (𝑠𝑖)) tels

que 𝑆 = ⋃𝐷(𝑃𝑖(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑚)).

Soit (L , (𝑠𝑖)) un tel objet et soit 𝜒 ∶ 𝑆 → 𝛺 le morphisme induit. L’image de 𝜒 dans

ℙ𝑛
𝐴(𝑆) est égale à 𝜓 ∘ 𝜒. Les faits suivants résultent des définitions et de 6.3.10.5.

Il existe un isomorphisme 𝜒∗O𝛺(1) ≃ L qui envoie 𝜒∗𝑆𝑗 sur 𝑠𝑗 pour tout 𝑗.
Il existe un isomorphisme 𝜓∗Oℙ𝑛

𝐴
(1) ≃ O𝛺(𝑑) qui envoie 𝜓∗𝑇𝑖 sur 𝑃𝑖 pour tout 𝑖.

Il existe un isomorphisme O𝛺(𝑑) ≃ O𝛺(1)⊗ 𝑑 qui envoie tout monôme de degré 𝑑
en les 𝑆𝑗 sur le monôme tensoriel correspondant.

Par conséquent, il existe un isomorphisme de (𝜓∘𝜒)∗O(1) sur L ⊗ 𝑑 qui envoie (𝜓∘𝜒)∗𝑇𝑖
sur 𝑃𝑖(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑚) pour tout 𝑖.

Il s’ensuit que 𝛩 envoie la classe de (L , (𝑠𝑖)) sur celle de (L ⊗ 𝑑, (𝑃𝑖(𝑠0,⋯ , 𝑠𝑚))).

Un plongement de ℙ1
𝐴 dans ℙ2

𝐴

6.4.6 Le but de ce qui suit est de construire dans le cadre schématique un morphisme 𝜓 de

ℙ1
𝐴 dans ℙ2

𝐴 identifiant ℙ1
𝐴 à un « conique » de ℙ2

𝐴. On peut le définir de deux manières.

6.4.6.1 Première définition. Le schéma ℙ1
𝐴 = Proj𝐴[𝑆0, 𝑆1] est la réunion de 𝐷(𝑆0) = 𝐷(𝑆20) et

𝐷(𝑆1) = 𝐷(𝑆21) ; il est a fortiori réunion de𝐷(𝑆20),𝐷(𝑆0𝑆1) et𝐷(𝑆21), d’où un morphisme

𝜓 ≔ [𝑆20 ∶ 𝑆0𝑆1 ∶ 𝑆21] ∶ ℙ1
𝐴 → ℙ2

𝐴

(cf. 6.4.5.2).
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6.4.6.2 Seconde définition, via les foncteurs de points. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma, et soit (L , (𝑠0, 𝑠1)) un

objet de ℒ1
𝑆 . On vérifie sans difficulté que

𝛷𝑆(L , (𝑠0, 𝑠1)) ≔ (L ⊗ 2, (𝑠⊗ 2
0 , 𝑠0 ⊗ 𝑠1, 𝑠⊗ 2

1 ))

est un objet de ℒ2
𝑆 , dont la classe d’isomorphie ne dépend que de celle de (L , (𝑠0, 𝑠1)).

On a ainsi défini une application encore notée 𝛷𝑆 , fonctorielle en 𝑆, de |ℒ1
𝑆 | vers |ℒ2

𝑆 |,
et partant un morphisme 𝜑∶ ℙ1

𝐴 → ℙ2
𝐴.

6.4.6.3 Que les deux définitions 6.4.6.1 et 6.4.6.2 ci-dessus décrivent le même morphisme

résulte de 6.4.5.4. En partique, c’est la seconde que nous allons utiliser.

6.4.7 Proposıtıon

Le morphisme 𝜓 est une immersion fermée. Plus précisément, il induit un isomor-

phisme

ℙ1
𝐴 ≃ Proj𝐴[𝑇0,𝑇1,𝑇2]/(𝑇0𝑇2 − 𝑇2

1 ) ↪ ℙ2
𝐴.

Démonstration. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma, et soit 𝒟𝑆 le sous-ensemble de |ℒ2
𝑆 | formé des

classes d’objets (M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)) tels que 𝑡0 ⊗ 𝑡2 = 𝑡⊗ 2
1 . En vertu du lemme 6.4.4.2, il

suffit de démontrer que l’application 𝛷𝑆 ∶ |ℒ1
𝑆 | → |ℒ2

𝑆 | induit une bijection |ℒ1
𝑆 | ≃ 𝒟𝑆. Il

est immédiat que 𝛷𝑆(|ℒ1
𝑆 |) ⊂ 𝒟𝑆.

6.4.7.1 Nous allons exhiber la bijection réciproque de 𝛷𝑆 ∶ |ℒ1
𝑆 | → 𝒟𝑆 au moyen de formules

explicites. Pour expliquer d’où elles viennent, supposons un instant que 𝑆 est le

spectre d’un corps 𝑘. On sait que ℙ1
𝐴(𝑘) = ℙ1,♯

𝐴 (𝑘) et ℙ2
𝐴(𝑘) = ℙ2,♯

𝐴 (𝑘) (6.3.6.2, 6.3.16.3).

Il résulte par ailleurs de la remarque 6.4.2.3 que l’application 𝛷𝑘 est donnée par la

formule [𝑠0 ∶ 𝑠1] ↦ [𝑠20 ∶ 𝑠0𝑠1 ∶ 𝑠21] et que 𝒟𝑘 est l’ensemble des points [𝑡0 ∶ 𝑡1 ∶ 𝑡2] ∈ ℙ2
𝐴(𝑘)

tels que 𝑡21 = 𝑡0𝑡2.

Soit [𝑠0 ∶ 𝑠1] ∈ ℙ1
𝐴(𝑘). Si 𝑠0 est non nul alors [𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑠20 ∶ 𝑠0𝑠1] ; si 𝑠1 est non nul alors

[𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑠0𝑠1 ∶ 𝑠21].

Soit maintenant [𝑡0 ∶ 𝑡1 ∶ 𝑡2] ∈ ℙ2
𝐴(𝑘) tel que 𝑡0𝑡2 = 𝑡21. On cherche à montrer qu’il existe

un unique point [𝑠0 ∶ 𝑠1] ∈ ℙ1
𝐴(𝑘) tel que [𝑡0 ∶ 𝑡1 ∶ 𝑡2] = [𝑠20 ∶ 𝑠0𝑠1 ∶ 𝑠21]. Par ce qui précède,

si un tel point existe on a nécessairement ou bien 𝑡0 ≠ 0 et [𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑡0 ∶ 𝑡1] ou bien

𝑡2 ≠ 0 et [𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑡1 ∶ 𝑡2].

Montrons que ces formules conviennent effectivement. L’égalité 𝑡0𝑡2 = 𝑡21 garantit que

𝑡0 ≠ 0 ou 𝑡2 ≠ 0 ; elle assure également que si ces deux conditions sont satisfaites, on a

[𝑡0 ∶ 𝑡1] = [𝑡1 ∶ 𝑡2] ∈ ℙ1
𝐴(𝑘). Il est donc licite de définir un point [𝑠0 ∶ 𝑠1] ∈ ℙ1

𝐴(𝑘) par les

conditions [𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑡0 ∶ 𝑡1] si 𝑡0 ≠ 0 et [𝑠0 ∶ 𝑠1] = [𝑡1 ∶ 𝑡2] si 𝑡2 ≠ 0.

On a alors

[𝑠20 ∶ 𝑠0𝑠1 ∶ 𝑠21] = [𝑡20 ∶ 𝑡0𝑡1 ∶ 𝑡21] = [𝑡20 ∶ 𝑡0𝑡1 ∶ 𝑡0𝑡2] = [𝑡0 ∶ 𝑡1 ∶ 𝑡2]
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dans le premier cas et

[𝑠20 ∶ 𝑠0𝑠1 ∶ 𝑠21] = [𝑡21 ∶ 𝑡1𝑡2 ∶ 𝑡22] = [𝑡0𝑡2 ∶ 𝑡1𝑡2 ∶ 𝑡22] = [𝑡0 ∶ 𝑡1 ∶ 𝑡2]

dans le second. On a bien ainsi démontré que 𝛷𝑘 induit une bijection ℙ1
𝐴(𝑘) ≃ 𝒟𝑘 et

décrit sa réciproque par des formules explicites.

6.4.7.2 On ne fait plus d’hypothèse sur 𝑆. Nous allons nous inspirer de ce qui précède pour

définir la bijection réciproque de𝛷𝑆 ∶ |ℒ1
𝑆 | → 𝒟𝑆. Nous devrons évidemment remplacer

les formules polynomiales par leurs déclinaisons tensorielles ; quant à la distinction

entre le cas 𝑡0 ≠ 0 et 𝑡2 ≠ 0, on la retrouvera sous une forme un peu camouflée, derrière

le recours à la construction d’un faisceau localement libre de rang 1 au moyen d’un

cocycle (3.4.8 et seq.).

Soit donc (M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)) un objet de ℒ2
𝑆 tel que 𝑡0 ⊗ 𝑡2 = 𝑡⊗ 2

1 . Cette égalité assure que

si 𝑡0 et 𝑡2 s’annulent en un point de 𝑆, il en va de même de 𝑡1 , ce qui est absurde.

En conséquence, la réunion de 𝑆0 ≔ 𝐷(𝑡0) et 𝑆2 ≔ 𝐷(𝑡2) est égale à 𝑆. Soit (𝑓𝑖𝑗) le

cocycle subordonné au recouvrement de 𝑆 par 𝑆0 et 𝑆2 , défini par la formule 𝑓02 = 𝑡1/𝑡0
(remarquons que 𝑡1/𝑡0 appartient bien à O𝑆(𝑆0∩𝑆2)× car 𝑡⊗ 2

1 = 𝑡0 ⊗ 𝑡2 ; et que les autres

𝑓𝑖𝑗 s’obtiennent grâce aux relations de cocycle).

Soit L le O𝑆-module localement libre de rang 1 obtenu en tordant M par le cocycle

(𝑓𝑖𝑗) (3.4.9.3). Rappelons brièvement ce que cela signifie. Les restrictions L |𝑆0 et L |𝑆2
s’identifient respectivement à M |𝑆0 et M |𝑆2 , mais la conditions de coïncidence de

deux sections sur 𝑆0 ∩ 𝑆2 est tordue : si l’on se donne un ouvert 𝑈0 de 𝑆0 et une

section 𝑎0 ∈ M (𝑈0) = L (𝑈0), ainsi qu’un ouvert 𝑈2 de 𝑆2 et une section 𝑎2 de

M (𝑈2) = L (𝑈2), les sections 𝑎0 et 𝑎2 du faisceau L coïncident sur 𝑈0 ∩ 𝑈2 si et

seulement si 𝑎2 = 𝑓02𝑎0 = (𝑡1/𝑡0)𝑎0 dans M (𝑈0 ∩𝑈2).

On prendra garde que lorsqu’on travaille sur un ouvert 𝑉 ⊂ 𝑆0 ∩ 𝑆2 , il y a deux

manières différentes d’identifier L |𝑉 à M |𝑉 , selon qu’on voit 𝑉 comme contenu dans

𝑆0 ou dans 𝑆2 ; il importe, lorsqu’on doit effectuer les calculs, de bien préciser laquelle

de ces deux identifications on utilise, et surtout de ne pas les mélanger indûment.

Par définition de L , les sections 𝑡0|𝑆0 et 𝑡1|𝑆2 de M se recollent en une section globale

𝑠0 de L . Comme 𝑡0 ⊗ 𝑡2 = 𝑡⊗ 2
1 , on a dans l’anneau O𝑆(𝑆0 ∩ 𝑆2) l’égalité

𝑡2
𝑡1

=
𝑡1
𝑡0

,

et les sections 𝑡0|𝑆0 et 𝑡1|𝑆2 de M se recollent donc en une section globale 𝑠1 de L .

Comme la section 𝑡0 de M ne s’annule pas sur 𝑆0 , la section 𝑠0 de L ne s’annule

pas sur 𝑆0 ; comme la section 𝑡2 de M ne s’annule pas sur 𝑆2 , la section 𝑠1 de L ne

s’annule pas sur 𝑆2. En conséquence, (L , (𝑠0, 𝑠1)) est un objet de ℒ1
𝑆 que nous noterons

𝛩𝑆(M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)) ; remarquons qu’on a par construction 𝑠0 = 𝑡0 et 𝑠1 = 𝑡2 sur 𝑆2 , et

qu’on a donc décalqué les formules de 6.4.7.1.

La classe d’isomorphie de 𝛩𝑆(M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)) ne dépend visiblement que de la classe
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d’isomorphie de (M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)), et l’on note encore 𝛩𝑆 l’application de 𝒟𝑆 vers |ℒ1
𝑆 |

induite par ce procédé. Nous allons montrer que 𝛩𝑆 ∘ 𝛷𝑆 = Id|ℒ1
𝑆 |

et que 𝛷𝑆 ∘ 𝛩𝑆 = Id𝒟𝒮 ,

ce qui permettra de conclure.

6.4.7.3 Montrons que𝛩𝑆∘𝛷𝑆 = Id|ℒ1
𝑆 |
. Soit (L , (𝑠0, 𝑠1)) un objet deℒ1

𝑆 , et posons (N , (𝜎0,𝜎1)) =
𝛩𝑆(L ⊗ 2, (𝑠⊗ 2

0 , 𝑠0 ⊗ 𝑠1, 𝑠⊗ 2
1 )). Nous allons prouver que (L , (𝑠0, 𝑠1)) ≃ (N , (𝜎0,𝜎1)). Les

faits suivants résultent de la construction détaillée de 𝛩𝑆 présentée au 6.4.7.2, en

remarquant que 𝐷(𝑠⊗ 2
0 ) = 𝐷(𝑠0) et 𝐷(𝑠⊗ 2

1 ) = 𝐷(𝑠1).

On dispose d’une identification naturelle N |𝐷(𝑠0) ≃ L ⊗ 2|𝐷(𝑠0) modulo laquelle

𝜎0 = 𝑠⊗ 2
0 et 𝜎1 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1.

On dispose d’une identification naturelle N |𝐷(𝑠1) ≃ L ⊗ 2|𝐷(𝑠1) modulo laquelle

𝜎0 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1 et 𝜎1 = 𝑠⊗ 2
1 .

Prouvons maintenant que (L , (𝑠0, 𝑠1)) ≃ (N , (𝜎0,𝜎1)).

La section 𝜎0 est inversible sur 𝐷(𝑆0) et la section 𝜎1 est inversible sur 𝐷(𝑆1). En

conséquence, il existe deux isomorphismes

ℓ0 ∶ L |𝐷(𝑠0) ≃ N |𝐷(𝑠0) et ℓ1 ∶ L |𝐷(𝑠1) ≃ N |𝐷(𝑠1)

tels que ℓ0(𝑠0) = 𝜎0 et ℓ1(𝑠1) = 𝜎1 (chacun d’eux est caractérisé par l’égalité correspon-

dante).

Modulo l’identification L ⊗ 2|𝐷(𝑠0) ≃ N |𝐷(𝑠0) , on a au-dessus de l’ouvert 𝐷(𝑠0) les

égalités

ℓ0(𝑠1) =
𝑠1
𝑠0
ℓ0(𝑠0) =

𝑠1
𝑠0
𝜎0 =

𝑠1
𝑠0
𝑠⊗ 2
0 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1 = 𝜎1.

Modulo l’identification L ⊗ 2|𝐷(𝑠1) ≃ N |𝐷(𝑠1) , on a au-dessus de l’ouvert 𝐷(𝑠1) les

égalités

ℓ1(𝑠0) =
𝑠0
𝑠1
ℓ1(𝑠1) =

𝑠0
𝑠1
𝜎1 =

𝑠0
𝑠1
𝑠⊗ 2
1 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1 = 𝜎0.

Ces égalités assurent que ℓ0 et ℓ1 se recollent en un isomorphisme de L sur N qui

envoie 𝑠0 sur 𝜎0 et 𝑠1 sur 𝜎1.

6.4.7.4 Montrons que𝛷𝑆∘𝛩𝑆 = Id𝒟𝒮. Soit (M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)) un objet deℒ2
𝑆 dont la classe appartient

à 𝒟𝑆 , et soit (L , (𝑠0, 𝑠1)) son image par 𝛩𝑆. Les faits suivants résultent de la définition

de 𝛩𝑆 et de ses propriétés élémentaires établies au 6.4.7.2, en reprenant les notations

𝑆0 = 𝐷(𝑡0) et 𝑆2 = 𝐷(𝑡2) de loc. cit.

On dispose d’une identification naturelle L |𝑆0 ≃ M |𝑆0 modulo laquelle 𝑠0 = 𝑡0
et 𝑠1 = 𝑡1.
On dispose d’une identification naturelle L |𝑆2 ≃ M |𝑆2 modulo laquelle 𝑠0 = 𝑡1
et 𝑠1 = 𝑡2.

Il s’agit de prouver que (L ⊗ 2, (𝑠⊗ 2
0 , 𝑠0 ⊗ 𝑠1, 𝑠⊗ 2

1 )) est isomorphe à (M , (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2)).
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La section 𝑠0 de L étant inversible sur 𝑆0 , il existe un unique isomorphisme ℓ0 ∶ M |𝑆0 ≃
L ⊗ 2|𝑆0 qui envoie 𝑡0 sur 𝑠⊗ 2

0 ; de même, il existe un unique isomorphisme ℓ2 ∶ M |𝑆2 ≃
L ⊗ 2|𝑆2 qui envoie 𝑡2 sur 𝑠⊗ 2

1 .

Modulo l’identification L |𝑆0 ≃ M |𝑆0 , on a au-dessus de l’ouvert 𝑆0 les égalités

ℓ0(𝑡1) =
𝑡1
𝑡0
ℓ0(𝑡0) =

𝑡1
𝑡0
𝑠⊗ 2
0 =

𝑡1
𝑡0
𝑡⊗ 2
0 = 𝑡0 ⊗ 𝑡1 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1

et

ℓ0(𝑡2) =
𝑡2
𝑡0
ℓ0(𝑡0) =

𝑡2
𝑡0
𝑠⊗ 2
0 =

𝑡2
𝑡0
𝑡⊗ 2
0 = 𝑡0 ⊗ 𝑡2 = 𝑡⊗ 2

1 = 𝑠⊗ 2
1 .

Modulo l’identification L |𝑆2 ≃ M |𝑆2 , on a au-dessus de l’ouvert 𝑆2 les égalités

ℓ2(𝑡1) =
𝑡0
𝑡2
ℓ2(𝑡2) =

𝑡0
𝑡2
𝑠⊗ 2
1 =

𝑡0
𝑡2
𝑡⊗ 2
2 = 𝑡0 ⊗ 𝑡2 = 𝑡⊗ 2

1 = 𝑠⊗ 2
0

et

ℓ2(𝑡1) =
𝑡1
𝑡2
ℓ2(𝑡2) =

𝑡1
𝑡2
𝑠⊗ 2
1 =

𝑡1
𝑡2
𝑡⊗ 2
2 = 𝑡1 ⊗ 𝑡2 = 𝑠0 ⊗ 𝑠1.

En conséquence, ℓ0 et ℓ2 se recollent en un isomorphisme de M sur L ⊗ 2 qui envoie 𝑡0
sur 𝑠⊗ 2

0 , 𝑡1 sur 𝑠0 ⊗ 𝑠1 et 𝑡2 sur 𝑠⊗ 2
1 , ce qui achève la démonstration.

Les plongements de Segre et de Veronese

6.4.8 Le plongement de Segre. Soient 𝑛 et 𝑚 deux entiers. Le but de ce qui suit est de

construire, dans le contexte schématique, une immersion fermée ℙ𝑛
𝐴×𝐴ℙ𝑚

𝐴 ↪ ℙ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝐴 ,

appelée le plongement de Segre, et qui est donnée naïvement par la formule

([𝑠0 ∶ ⋯ ∶ 𝑠𝑛], [𝑡0 ∶ ⋯ ∶ 𝑡𝑚]) ↦ [𝑠𝑖 𝑡𝑗]0⩽𝑖⩽𝑛, 0⩽𝑗⩽𝑚

(notez qu’il y a à droite (𝑛 + 1)(𝑚 + 1) = 𝑛𝑚 + 𝑛 + 𝑚 + 1 coordonnées, et que le but

est donc bien ℙ𝑛𝑚+𝑛+𝑚). Le point de vue « foncteur des points » va permettre de la

définir rigoureusement par cette même formule – ou plus exactement par sa déclinaison

tensorielle.

6.4.9 Soit I un 𝐴-schéma, soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑛
𝑆 et soit (M , (𝑡𝑗)) un objet de ℒ𝑚

𝑆 . Il

est immédiat que

𝛷𝑆( (L , (𝑠𝑖)), (M , (𝑡𝑗)) ) ≔ (L ⊗ M , (𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗)𝑖,𝑗)

est un objet de ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 , dont la classe d’isomorphie ne dépend que de celles de

(L , (𝑠𝑖)) et (M , (𝑡𝑗)). On obtient ainsi une application fonctorielle en 𝑆, notée encore

𝛷𝑆 , de |ℒ𝑛
𝑆 | × |ℒ𝑚

𝑆 | vers |ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 |, et partant un morphisme de 𝐴-schémas

𝜓∶ ℙ𝑛
𝐴 ×𝐴 ℙ𝑚

𝐴 → ℙ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝐴

appelé morphisme de Segre.
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6.4.10 Proposıtıon

Le morphisme 𝜓 est une immersion fermée. Plus précisément, il induit un isomor-

phisme

ℙ𝑛
𝐴 ×𝐴 ℙ𝑚

𝐴 ≃ Proj𝐴[𝛴𝑖𝑗]𝑖,𝑗/(𝛴𝑖𝑗𝛴𝑖′𝑗′ − 𝛴𝑖𝑗′𝛴𝑖′𝑗)𝑖≠𝑖′, 𝑗≠𝑗′ ↪ ℙ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝐴 .

Démonstration. Posons n = {0,⋯ , 𝑛} etm = {0,⋯ ,𝑚}. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. Notons

𝒟𝑆 le sous-ensemble de |ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 | formé des classes d’objets (N , (𝜎𝑖𝑗)) tels que l’on ait

𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖𝑗′ ⊗ 𝜎𝑖′𝑗

pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′) avec 𝑖 ≠ 𝑖′ et 𝑗 ≠ 𝑗′ (remarquez que lorsque 𝑖 = 𝑖′ ou 𝑗 = 𝑗′ l’égalité

est automatiquement vérifiée). En vertu du lemme 6.4.4.2, il suffit de démontrer que

l’application 𝛷𝑆 ∶ |ℒ𝑛
𝑆 | × |ℒ𝑚

𝑆 | → |ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 | induit une bijection |ℒ𝑛

𝑆 | × |ℒ𝑚
𝑆 | ≃ 𝒟𝑆. Il est

immédiat que 𝛷𝑆(|ℒ𝑛
𝑆 | × |ℒ𝑚

𝑆 |) ⊂ 𝒟𝑆.

6.4.10.1 Soit (N , (𝜎𝑖𝑗)) un objet de ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 tel que 𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖𝑗′ ⊗ 𝜎𝑖′𝑗 pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′). Pour

tout (𝑖, 𝑗) on pose 𝑆𝑖𝑗 = 𝐷(𝜎𝑖𝑗). Remarquez qu’en vertu des équations satisfaites par les

𝜎𝑖𝑗 , on a 𝑆𝑖𝑗 ∩ 𝑆𝑖′𝑗′ = 𝑆𝑖𝑗′ ∩ 𝑆𝑖′𝑗 pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′) ; nous utiliserons implicitement ce fait

dans tout ce qui suit.

Soient 𝑖 et 𝑖′ deux éléments de n et soient 𝑗 et 𝑗′ deux éléments dem. On pose

𝑓𝑖𝑗𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖𝑗′/𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖′𝑗′/𝜎𝑖′𝑗

et

𝑔𝑖𝑗𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖′𝑗/𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖′𝑗′/𝜎𝑖𝑗′ ,

ce sont des fonctions inversibles sur 𝑆𝑖𝑗 ∩ 𝑆𝑖′𝑗′. Un calcul immédiat (qui utilise les équa-

tions satisfaites par les 𝜎𝑖𝑗) montre que (𝑓𝑖𝑗𝑖′𝑗′) et (𝑔𝑖𝑗𝑖′𝑗′) sont deux cocycles subordonnés

au recouvrement (𝑆𝑖𝑗). On note L (resp. M ) le O𝑆-module localement libre de rang 1
obtenu en tordant N au moyen du cocycle (𝑓𝑖𝑗𝑖′𝑗′) (resp. (𝑔𝑖𝑗𝑖′𝑗′)).

Soit 𝑎 ∈ n. Pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ n ×m, posons 𝜆𝑎
𝑖𝑗 = 𝜎𝑎𝑗|𝑆𝑖𝑗. On vérifie immédiatement que

𝜎𝑎𝑗 =
𝜎𝑖′𝑗
𝜎𝑖′𝑗′

𝜎𝑎𝑗′

sur 𝑆𝑖𝑗 ∩ 𝑆𝑖′𝑗′ pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′), ce qui entraîne que les 𝜆𝑎
𝑖𝑗 se recollent, pour (𝑖, 𝑗)

variables, en une section globale 𝑠𝑎 de L .

Soit 𝑏 ∈ m. Pour tout (𝑖, 𝑗) ∈ n ×m, posons 𝜇𝑏
𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑏|𝑆𝑖𝑗. On vérifie immédiatement que

𝜎𝑖𝑏 =
𝜎𝑖𝑗′
𝜎𝑖′𝑗′

𝜎𝑖′𝑏

sur 𝑆𝑖𝑗 ∩ 𝑆𝑖′𝑗′ pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′), ce qui entraîne que les 𝜇𝑏
𝑖𝑗 se recollent, pour (𝑖, 𝑗)

variables, en une section globale 𝑡𝑏 de M .
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Par construction, 𝑆𝑖𝑗 ⊂ 𝐷(𝑠𝑖) et 𝑆𝑖𝑗 ⊂ 𝐷(𝑡𝑗) pour tout (𝑖, 𝑗). Il s’ensuit que (L , (𝑠𝑖)) est

un objet de ℒ𝑛
𝑆 , et que (M , (𝑡𝑗)) est un objet de ℒ𝑚

𝑆 ; la classe d’isomorphie du couple

𝛩𝑆(N , (𝜎𝑖𝑗)) ≔ ( (L , (𝑠𝑖)), (M , (𝑡𝑗)) )

ne dépend manifestement que de celle de (N , (𝜎𝑖𝑗)). Il s’ensuit que 𝛩𝑆 induit une

application, notée encore 𝛩𝑆 , de 𝒟𝒮 vers |ℒ𝑛
𝑆 |× |ℒ𝑚

𝑆 |. Nous allons prouver que 𝛩𝑆 ∘𝛷𝑆 =
Id|ℒ𝑛

𝑆 |×|ℒ
𝑚
𝑆 | et 𝛷𝑆 ∘ 𝛩𝑆 = Id𝒟𝒮.

6.4.10.2 Montrons que 𝛩𝑆 ∘ 𝛷𝑆 = Id|ℒ𝑛
𝑆 |×|ℒ

𝑚
𝑆 |. Soit (L , (𝑠𝑖)) un objet de ℒ𝑛

𝑆 et soit (M , (𝑡𝑗)) un

objet de ℒ𝑚
𝑆 . Posons

( (E , (𝜉𝑖)), (F , (𝜂𝑗)) ) = 𝛩𝑆(L ⊗ M , (𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗)).

Il s’agit de prouver que (E , (𝜉𝑖)) ≃ (L , (𝑠𝑖)) et que (F , (𝜂𝑗)) ≃ (M , (𝑡𝑗)). Pour tout

(𝑖, 𝑗) on pose 𝑆𝑖𝑗 = 𝐷(𝑠𝑖⊗ 𝑡𝑗) = 𝐷(𝑠𝑖)∩𝐷(𝑡𝑗). Les faits suivants résultent de la définition

de 𝛩.

Pour tout couple (𝑖, 𝑗) l’on dispose d’une identification naturelle

E |𝑆𝑖𝑗 ≃ (L ⊗ M )|𝑆𝑖𝑗

modulo laquelle 𝜉𝑎 = 𝑠𝑎 ⊗ 𝑡𝑗 quel que soit 𝑎 ∈ n.

Pour tout couple (𝑖, 𝑗) l’on dispose d’une identification naturelle

F |𝑆𝑖𝑗 ≃ (L ⊗ M )|𝑆𝑖𝑗

modulo laquelle 𝜂𝑎 = 𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑏 quel que soit 𝑏 ∈ m.

Fixons 𝑎, et soit (𝑖, 𝑗) ∈ n ×m. Modulo l’identification E |𝑆𝑖𝑗 ≃ (L ⊗ M )|𝑆𝑖𝑗 on a au-

dessus de l’ouvert 𝑆𝑖𝑗 les égalités

ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑎) =
𝑠𝑎
𝑠𝑖
ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑖) =

𝑠𝑎
𝑠𝑖
𝜉𝑖 =

𝑠𝑎
𝑠𝑖
𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗 = 𝑠𝑎 ⊗ 𝑡𝑗 = 𝜉𝑎.

Les ℓ𝑖𝑗 se recollent donc en un isomorphisme ℓ ∶ L ≃ E tel que ℓ(𝑠𝑖) = 𝜉𝑖 pour tout 𝑖,
ce qui montre que (E , (𝜉𝑖)) et (L , (𝑠𝑖)) sont isomorphes.

La démonstration que (F , (𝜂𝑗)) ≃ (M , (𝑡𝑗)) est la même mutatis mutandis.

6.4.10.3 Montrons que 𝛷𝑆 ∘ 𝛩𝑆 = Id𝒟𝒮. Soit (N , (𝜎𝑖𝑗)) un objet de ℒ𝑛𝑚+𝑛+𝑚
𝑆 tel que 𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖′𝑗′ =

𝜎𝑖𝑗′ ⊗ 𝜎𝑖′𝑗 pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′). Posons

( (L , (𝑠𝑖)), (M , (𝑡𝑗)) ) = 𝛩𝑆(N , (𝜎𝑖𝑗)).

Il s’agit de montrer que (N , (𝜎𝑖𝑗)) ≃ (L ⊗ M , (𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗)). Pour tout (𝑖, 𝑗), on note 𝑆𝑖𝑗
l’ouvert 𝐷(𝜎𝑖𝑗). Les faits suivants résultent de la définition de 𝛩𝑆.
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Pour tout (𝑖, 𝑗) l’on dispose d’une identification naturelle

L |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗

modulo laquelle 𝑠𝑎 = 𝜎𝑎𝑗 pour tout 𝑎.

Pour tout (𝑖, 𝑗) l’on dispose d’une identification naturelle

M |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗

modulo laquelle 𝑡𝑏 = 𝜎𝑖𝑏 pour tout 𝑏.

Fixons (𝑎, 𝑏). Soit (𝑖, 𝑗) ∈ n ×m. Modulo l’identification naturelles L |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗 et

M |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗 on a au-dessus de l’ouvert 𝑆𝑖𝑗 les égalités

ℓ𝑖𝑗(𝜎𝑎𝑏) =
𝜎𝑎𝑏
𝜎𝑖𝑗

ℓ𝑖𝑗 =
𝜎𝑎𝑏
𝜎𝑖𝑗

𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗 =
𝜎𝑎𝑏
𝜎𝑖𝑗

𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖𝑗

= 𝜎𝑎𝑏 ⊗ 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑎𝑗 ⊗ 𝜎𝑖𝑏 = 𝑠𝑎 ⊗ 𝑡𝑏.

Les ℓ𝑖𝑗 se recollent par conséquent en un isomorphisme ℓ ∶ N ≃ L ⊗ M qui vérifie

l’égalité ℓ(𝜎𝑖𝑗) = 𝑠𝑖⊗𝑡𝑗 pour tout (𝑖, 𝑗). On a ainsi construit un isomorphisme (N , (𝜎𝑖𝑗)) ≃
(L ⊗ M , (𝑠𝑖 ⊗ 𝑡𝑗)), ce qui achève la démonstration de la proposition.

6.4.11 Le plongement de Veronese. Soit 𝑛 ∈ ℕ et soit

𝜓∶ ℙ𝑛
𝐴 ×𝐴 ℙ𝑛

𝐴 ↪ ℙ𝑛2+2𝑛
𝐴

le plongement de Segre (définie en 6.4.9, voir aussi la proposition 6.4.10). Lemorphisme

de Veronese 𝜒 ∶ ℙ𝑛
𝐴 → ℙ𝑛2+2𝑛

𝐴 est la flèche composée

ℙ𝑛
𝐴

(Id,Id) ℙ𝑛
𝐴 ×𝐴 ℙ𝑛

𝐴
𝜓 ℙ𝑛2+2𝑛

𝐴 .

6.4.12 Proposıtıon

Le morphisme de Veronese 𝜒 ∶ ℙ𝑛
𝐴 → ℙ𝑛2+2𝑛

𝐴 s’identifie à l’immersion fermée

Proj𝐴[𝛴𝑖𝑗]𝑖,𝑗/[(𝛴𝑖𝑗𝛴𝑖′𝑗′ − 𝛴𝑖𝑗′𝛴𝑖′𝑗)𝑖≠𝑖′, 𝑗≠𝑗′, (𝛴𝑖𝑗 − 𝛴𝑗𝑖)𝑖≠𝑗] ↪ ℙ𝑛2+2𝑛
𝐴 .

Démonstration. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. L’application |ℒ𝑛
𝑆 | → |ℒ𝑛

𝑆 | × |ℒ𝑛
𝑆 | induite par

(Id, Id) ∶ ℙ𝑛
𝐴 → ℙ𝑛

𝐴 ×𝐴 ℙ𝑛
𝐴 est simplement la diagonale 𝜆 ↦ (𝜆,𝜆), qui identifie |ℒ𝑛

𝑆 |
au sous-ensemble 𝛥𝑆 de |ℒ𝑛

𝑆 | × |ℒ𝑛
𝑆 | constitué des couples dont les deux composantes

sont égales.

Nous reprenons les notations 𝛷𝑆 , 𝛩𝑆 , 𝒟𝑆 de 6.4.9 et de la démonstration de la proposi-

tion 6.4.10 – notez simplement que maintenant𝑚 = 𝑛. Soit ℰ𝑆 le sous-ensemble de |ℒ𝑛2+2𝑛
𝑆 |
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constitué des classes d’objets (N , (𝜎𝑖𝑗)) tels que l’on ait

𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖𝑗′ ⊗ 𝜎𝑖′𝑗

pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′) et 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗) avec 𝑖 ≠ 𝑗 (notez que si 𝑖 = 𝑗, l’égalité

est automatiquement vérifiée). En vertu du lemme 6.4.4.2, il suffit de démontrer que

l’application𝛷𝑆 ∶ |ℒ𝑛
𝑆 |×|ℒ𝑛

𝑆 | → |ℒ𝑛2+2𝑛
𝑆 | induit une bijection de𝛥𝑆 sur ℰ𝑆. Il est immédiat

que 𝛷𝑆(𝛥𝑆) ⊂ ℰ𝑆 , et l’on sait d’après la preuve de la proposition 6.4.10 que 𝛷𝑆 induit

une bijection ℒ𝑛
𝑆 ≃ 𝒟𝑆 de réciproque 𝛩𝑆. Il suffit donc pour conclure de vérifier que

𝛩𝑆(ℰ𝑆) ⊂ 𝛥𝑆.

Soit donc (N , (𝜎𝑖𝑗)) un objet de ℒ𝑛2+2𝑛
𝑆 tel que

𝜎𝑖𝑗 ⊗ 𝜎𝑖′𝑗′ = 𝜎𝑖𝑗′ ⊗ 𝜎𝑖′𝑗

pour tout (𝑖, 𝑖′, 𝑗, 𝑗′) et 𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗). Pour tout (𝑖, 𝑗), on note 𝑆𝑖𝑗 l’ouvert 𝐷𝜎𝑖𝑗 ; il

résulte de nos hypothèses que 𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝑗𝑖 pour tout (𝑖, 𝑗). Posons

( (L , (𝑠𝑖)), (M , (𝑡𝑗)) ) = 𝛩𝑆(N , (𝜎𝑖𝑗)).

Il s’agit de prouver que (L , (𝑠𝑖)) ≃ (M , (𝑡𝑗)). Les faits suivants résultent de la défini-

tion de 𝛩𝑆.

On dispose pour tout (𝑖, 𝑗) d’une identification L |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗 modulo laquelle 𝑠𝑎
est égale à 𝜎𝑎𝑗 pour tout 𝑎.
On dispose pour tout (𝑖, 𝑗) d’une identification M |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗 modulo laquelle 𝑡𝑏
est égale à 𝜎𝑖𝑏 pour tout 𝑏.

Soit (𝑖, 𝑗) un couple d’indices. La section 𝑠𝑖 de L est inversible sur 𝑆𝑖𝑗. Comme 𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝑗𝑖 , il
en va de même de la section 𝑡𝑖 de M . En conséquence, il existe un unique isomorphisme

ℓ𝑖𝑗 ∶ L |𝑆𝑖𝑗 ≃ M |𝑆𝑖𝑗 tel que ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑖) = 𝑡𝑖.

Soit 𝑎 ∈ {0,⋯ , 𝑛} et soient 𝑖 et 𝑗 deux entiers conpris entre 0 et 𝑛. Modulo l’isomor-

phisme M |𝑆𝑖𝑗 ≃ N |𝑆𝑖𝑗 , on a au-dessus de l’ouvert 𝑆𝑖𝑗 les égalités

ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑎) =
𝑠𝑎
𝑠𝑖
ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑖) =

𝑠𝑎
𝑠𝑖
𝑡𝑖 =

𝜎𝑎𝑗
𝜎𝑖𝑗

𝑡𝑖.

On a par ailleurs 𝑆𝑖𝑗 = 𝑆𝑗𝑖 , et

𝜎𝑎𝑗
𝜎𝑖𝑗

𝑡𝑖 =
𝜎𝑗𝑎
𝜎𝑗𝑖

𝑡𝑖 =
𝜎𝑗𝑎
𝜎𝑗𝑖

𝜎𝑗𝑖 = 𝜎𝑗𝑎 = 𝑡𝑎 ,

toujours au-dessus de cet ouvert mais cette fois-ci modulo l’isomorphisme M |𝑆𝑖𝑗 ≃
N |𝑆𝑖𝑗. En conséquence, ℓ𝑖𝑗(𝑠𝑎) = 𝑡𝑎.

Il en résulte que les ℓ𝑖𝑗 se recollent en un isomorphisme de (L , (𝑠𝑖)) sur (M , (𝑡𝑗))
envoyant 𝑠𝑖 sur 𝑡𝑖 pour tout 𝑖, ce qui achève la démonstration.

306 Schémas projectıfs



6.4.12.1 Corollaıre

Le morphisme (Id, Id) ∶ ℙ𝑛
𝐴 → ℙ𝑛

𝐴 ×𝐴 ℙ𝑛
𝐴 est une immersion fermée.

Démonstration. Notons 𝛿 le morphisme en question. La proposition 6.4.12 assure que

𝜓 ∘ 𝛿 est une immersion fermée, et 𝜓 est elle-même une immersion fermée d’après la

proposition 6.4.10. Il résulte alors de 5.4.13.2 que 𝛿 est une immersion fermée.

6.4.12.2 Remarque. Soit 𝑆 un 𝐴-schéma. Il est immédiat que l’application de |ℒ𝑛
𝑆 | dans |ℒ𝑛2+2𝑛

𝑆 |
induite par 𝜒 envoie la classe d’un objet (L , (𝑠𝑖)𝑖) sur celle de (L ⊗ 2, (𝑠𝑖 ⊗ 𝑠𝑗)𝑖𝑗). Autre-

ment dit, 𝜒 n’est autre que le morphisme [𝑆𝑖𝑆𝑗]𝑖𝑗 (6.4.5 et seq.).

6.4.12.3 Exemple. Nous allons décliner les propositions 6.4.10 et 6.4.12 lorsque 𝑛 = 𝑚 = 1 ;

notez que dans ce cas 𝑛2 + 2𝑛 = 3. Identifions ℙ3
𝐴 à Proj𝐴[𝛴00,𝛴01,𝛴10,𝛴11].

Le plongement de Segre identifie ℙ1
𝐴 ×𝐴 ℙ1

𝐴 à la « quadrique » de ℙ3
𝐴 définie par

l’idéal homogène (𝛴00𝛴11 − 𝛴01𝛴10).
Le plongement de Veronese identifie ℙ1

𝐴 au sous-schéma fermé de ℙ3
𝐴 défini par

l’idéal homogène (𝛴00𝛴11 − 𝛴01𝛴10,𝛴01 − 𝛴10).

6.5 Séparatıon et propreté

Morphısmes séparés

6.5.1 La notion naïve (purement topologique) de séparation n’a guère d’intérêt en théorie des

schémas, faute d’être suffisamment discriminante : en effet, comme on a eu l’occasion

de le voir, les schémas ne sont presque jamais topologiquement séparés.

6.5.1.1 Il existe toutefois, comme on va le voir, une « bonne » notion de séparation en théorie

des schémas, qui est conforme à l’intuition – par exemple, si 𝑘 est un corps, les 𝑘-sché-

mas 𝔸𝑛
𝑘 et ℙ𝑛

𝑘 sont séparés, mais la droite affine avec dédoublée D𝑘 vue aux 5.2.6 et seq.

ne l’est pas.

6.5.1.2 On peut donner en topologie deux définitions d’un espace séparé (leur équivalence

est immédiate, nous vous laissons la vérifier).

1) Un espace topologique 𝑋 est séparé si pour tout couple (𝑥, 𝑦) de points de 𝑋 avec

𝑥 ≠ 𝑦, il existe un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 dans 𝑋 et un voisinage ouvert 𝑉 de 𝑦
dans 𝑋 tels que 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅.

2) Un espace topologique𝑋 est séparé si la diagonale {(𝑥, 𝑥)}𝑥∈𝑋 est un sous-ensemble

fermé de 𝑋 × 𝑋.

Pour ce qui nous intéresse ici, la définition 2) est meilleure : comme nous le verrons,

elle se décalque très naturellement en géométrie algébrique et fournit la bonne notion

de séparation dans ce contexte – alors qu’à notre connaissance, il n’existe pas de façon

pertinente de « schématiser » la définition 1).

6.5.2 Défınıtıon (immersion)
Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. On dit que 𝜑 est une immersion s’il existe

un ouvert 𝛺 de 𝑋 tel que 𝜑 induise une immersion fermée 𝑌 ↪ 𝛺.
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6.5.2.1 Exemples. Il résulte immédiatement de la définition que les immersions ouvertes et les

immersions fermées sont des cas particuliers d’immersions (la terminologie choisie

est donc cohérente). Il n’est pas difficile de construire des immersions qui ne soient

ni ouvertes ni fermées. Donnons-nous par exemple un corps 𝑘, soit 𝛺 l’ouvert 𝐷(𝑆)
de 𝔸2

𝑘 = Spec 𝑘[𝑆,𝑇] et soit 𝑌 le sous-schéma fermé de 𝛺 défini par l’idéal (𝑇). Par

définition, la flèche composée 𝑌 ↪ 𝛺 ↪ 𝔸2
𝑘 est une immersion, mais elle n’est ni

ouverte ni fermée, car son image est égale à 𝐷(𝑆) ∩𝐷(𝑇) et n’est ni ouverte ni fermée.

6.5.2.2 Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. Si 𝜑 est une immersion alors 𝑌×𝑋𝑌 ≃ 𝑌. En

effet, il existe par hypothèse un ouvert 𝛺 de 𝑌 tel que 𝜑 se factorise par une immersion

fermée 𝑌 ↪ 𝛺. On sait que 𝑌 ×𝑋 𝑌 est alors égal à 𝑌 ×𝛺 𝑌, et ce dernier s’identifie à 𝑌
en vertu de 5.4.12.2.

6.5.2.3 On vérifie sans peine que la composée de deux immersions est une immersion, et que

le fait d’être une immersion est stable par changement de base.

6.5.2.4 Lemme

Soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. On suppose que 𝜑 est une immersion. Pour

que 𝜑 soit une immersion fermée, il faut et il suffit que 𝜑(𝑌) soit un fermé de 𝑋.

Démonstration. Si 𝜑 est une immersion fermée, 𝜑(𝑌) est un fermé de 𝑋. Réciproque-

ment, supposons que 𝜑(𝑌) soit un fermé de 𝑋 et soit 𝑈 son ouvert complémentaire.

Comme 𝜑 est une immersion, il existe un ouvert 𝛺 de 𝑋 tel que 𝜑 induise une immer-

sion fermée 𝑌 ↪ 𝛺. En conséquence,

(𝑌 ×𝑋 𝛺 → 𝛺) = (𝜑−1(𝛺) → 𝛺) = (𝑌 → 𝛺)

est une immersion fermée. Par ailleurs,

(𝑌 ×𝑋 𝑈 → 𝑈) = (𝜑−1(𝑈) → 𝑈) = (∅ → 𝑈)

est aussi une immersion fermée. Comme 𝜑(𝑌) ⊂ 𝛺, les ouverts 𝑈 et 𝛺 recouvrent 𝑌 ;

puisque le fait d’être une immersion fermée est une propriété locale sur le but, 𝜑 est

une immersion fermée.

6.5.2.5 Remarque. L’assertion analogue pour les immersions ouvertes est fausse : par exemple,

si 𝑋 est un schéma non réduit, 𝑋red ↪ 𝑋 est une immersion (fermée) dont l’image est

𝑋, mais ce n’est pas une immersion ouverte, car sinon ce serait un isomorphisme et 𝑋
serait réduit.

6.5.3 Défınıtıon (diagonale du morphisme de schémas)
Soit 𝑋 un schéma et soit 𝑌 un 𝑋-schéma. La diagonale du morphisme 𝑌 → 𝑋 (ou du

𝑋-schéma𝑌, ou de𝑌 au-dessus de𝑋...) est la flèche𝑌 (Id,Id) 𝑌×𝑋𝑌, que nous noterons

𝛿 dans ce qui suit.
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6.5.3.1 Diagonale et changement de base. Soit 𝑋′ un 𝑋-schéma, et soit 𝑌′ le produit fibré 𝑌×𝑋 𝑋′ ;

on a d’après 1.5.9 un isomorphisme canonique

(𝑌 ×𝑋 𝑌) ×𝑋 𝑋′ ≃ 𝑌′ ×𝑋′ 𝑌′,

et 𝛿 induit donc une flèche 𝛿′ ∶ 𝑌′ → 𝑌′ ×𝑋′ 𝑌′. La commutativité du diagramme

𝑌

𝑌 ×𝑋 𝑌 𝑌

𝑌 𝑋

𝛿
Id

Id

entraîne celle de

𝑌′

𝑌′ ×𝑋′ 𝑌′ 𝑌′

𝑌′ 𝑋′

𝛿′
Id

Id

et 𝛿′ est en conséquence égale à la diagonale de 𝑌′ → 𝑋′. Il résulte par ailleurs de 1.5.8

que la carré commutatif

𝑌′ 𝑌′ ×𝑋′ 𝑌′

𝑌 𝑌 ×𝑋 𝑌

𝛿′

𝛿

est cartésien, c’est-à-dire qu’il identifie le terme en haut à gauche au produit fibré des

trois autres.

6.5.3.2 Soit 𝑈 un ouvert de 𝑋, et soient 𝑉 et 𝑊 deux ouverts de 𝑌×𝑋𝑈. Soient 𝑝1 et 𝑝2 les deux

projections de 𝑌 ×𝑋 𝑌 sur 𝑌. L’ouvert 𝑉 ×𝑈 𝑊 de 𝑌 ×𝑋 𝑌 est égal à 𝑝−11 (𝑉) ∩ 𝑝−12 (𝑊).
Comme 𝑝1 ∘ 𝛿 = 𝑝2 ∘ 𝛿 = Id𝑌 il vient

𝛿−1(𝑉 ×𝑈 𝑊) = 𝑉 ∩𝑊.

6.5.3.3 Supposons que 𝑋 est le spectre d’un anneau 𝐴, et 𝑌 celui d’une 𝐴-algèbre 𝐵. La

diagonale 𝛿 est alors induite par le morphisme d’anneaux 𝐵 × 𝐵 → 𝐵 correspondant

au couple (Id𝐵, Id𝐵), qui n’est autre que la « multiplication » 𝑏 ∘ 𝛽 ↦ 𝑏𝛽. Celle-ci est

manifestement surjective ; en conséquence, 𝛿 est une immersion fermée.

6.5.3.4 On ne suppose plus que 𝑋 et 𝑌 sont affines. Soit 𝛺 la réunion des ouverts de 𝑌 ×𝑋 𝑌
qui sont de la forme 𝑉 ×𝑈 𝑉 où 𝑉 est un ouvert affine de 𝑌 et 𝑈 un ouvert affine de 𝑋
contenant l’image de 𝑉.
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Donnons-nous en tel couple (𝑈,𝑉). Il résulte de 6.5.3.2 que

𝛿−1(𝑉 ×𝑈 𝑉) → 𝑉 ×𝑈 𝑉

est la diagonale 𝑉 → 𝑉 ×𝑈 𝑉. En vertu 6.5.3.3, c’est une immersion fermée.

Puisqu’être une immersion fermée est une propriété locale sur le but d’un morphisme,

𝛿−1(𝛺) → 𝛺 est une immersion fermée. Par ailleurs, soit 𝑧 ∈ 𝑌 ×𝑋 𝑌. Par définition,

les images de 𝛿(𝑧) par les deux projections sur 𝑌 sont égales à un même point 𝑦 ; soit

𝑥 l’image de 𝑦 sur 𝑋. Choisissons un voisinage affine 𝑈 de 𝑥 dans 𝑋 et un voisinage

affine 𝑉 de 𝑦 dans 𝑌 ×𝑋 𝑈 ; par construction, le point 𝛿(𝑧) appartient à 𝑉 ×𝑈 𝑉 ⊂ 𝛺.

Ainsi, 𝛿−1(𝛺) = 𝑌. La diagonale 𝛿 se factorise donc par une immersion fermée 𝑌 ↪ 𝛺 ;

par conséquent, 𝛿 est une immersion.

6.5.4 Défınıtıon (morphisme séparé ; schéma séparé)
Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas. On dit que 𝑌 → 𝑋 est séparé si la diagonale

𝑌 ↪ 𝑌 ×𝑋 𝑌 (qui est une immersion d’après le 6.5.3.4 ci-dessus) est une immersion

fermée. On dit parfois aussi que 𝑌 est un 𝑋-schéma séparé, ou que 𝑌 est séparé sur 𝑋.

Un schéma est dit séparé s’il est séparé sur Specℤ.

6.5.5 Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas et soit 𝛿 ∶ 𝑌 ↪ 𝑌 ×𝑋 𝑌 l’immersion diagonale.

6.5.5.1 Si 𝑌 et 𝑋 sont affines, il découle de 6.5.3.3 que 𝑌 → 𝑋 est séparé.

6.5.5.2 En général, comme 𝛿 est une immersion, on déduit du lemme 6.5.2.4 que 𝑌 → 𝑋 est

séparé si et seulement si 𝛿(𝑌) est fermé dans 𝑌 ×𝑋 𝑌.

6.5.5.3 Soit 𝑋′ → 𝑋 un morphisme ; posons 𝑌′ = 𝑌 ×𝑋 𝑋′, et soit 𝛿′ la diagonale de 𝑌′ → 𝑋′.

On déduit de 6.5.3.1 que la diagonale 𝛿′ est une immersion fermée dès que 𝛿 est une

immersion fermée. Autrement dit, si 𝑌 → 𝑋 est séparé alors 𝑌′ → 𝑋′ est séparé : la

séparation est stable par changement de base.

6.5.5.4 Soit (𝑈𝑖) un recouvrement ouvert de 𝑋. Pour tout indice 𝑖, on pose 𝑉𝑖 = 𝑌 ×𝑋 𝑈𝑖 ;

remarquons que l’image réciproque de 𝑈𝑖 sur 𝑌 ×𝑋 𝑌 est égale à 𝑉𝑖 ×𝑈𝑖 𝑉𝑖 pour tout 𝑖,
et qu’en conséquence 𝑌 ×𝑋 𝑌 est recouvert par les 𝑉𝑖 ×𝑈𝑖 𝑉𝑖.

Supposons que𝑉𝑖 est séparé sur𝑈𝑖 pour tout 𝑖. Fixons 𝑖. En vertu 6.5.3.2, on a 𝛿−1(𝑉𝑖×𝑈𝑖

𝑉𝑖) = 𝑉𝑖. Le fait que 𝑉𝑖 soit séparé sur 𝑈𝑖 signifie donc que

𝛿−1(𝑉𝑖 ×𝑈𝑖 𝑉𝑖) → 𝑉𝑖 ×𝑈𝑖 𝑉𝑖

est une immersion fermée.

Ceci vaut pour tout 𝑖, et les 𝑉𝑖 ×𝑈𝑖 𝑉𝑖 recouvrent 𝑌 ×𝑋 𝑌. Comme la propriété d’être une

immersion fermée est locale sur le but, il s’ensuit que 𝑌 → 𝑌 ×𝑋 𝑌 est une immersion

fermée. Autrement dit, 𝑌 est séparé sur 𝑋, et la séparation apparaît ainsi à son tour

comme une propriété locale sur le but.

6.5.5.5 Il résulte de 6.5.5.1 et 6.5.5.4 que si le morphisme 𝑌 → 𝑋 est affine, il est séparé.
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6.5.5.6 Soit 𝑍 → 𝑌 un morphisme de schémas. Supposons que 𝑍 → 𝑌 et 𝑌 → 𝑋 soient séparés.

Nous allons montrer qu’il en va alors de même de la flèche composé 𝑍 → 𝑋.

La flèche diagonale 𝑍 → 𝑍 ×𝑋 𝑍 est composée de 𝑍 → 𝑍 ×𝑌 𝑍, qui est une immersion

fermée par hypothèse, et de 𝑍×𝑌𝑍 → 𝑍×𝑋𝑍. Il suffit dès lors pour conclure de montrer

que

𝑍 ×𝑌 𝑍 → 𝑍 ×𝑋 𝑍

est une immersion fermée. Nous allons montrer que cette dernière flèche s’identifie

naturellement à

𝑌 ×(𝑌×𝑋𝑌) (𝑍 ×𝑋 𝑍) → 𝑍 ×𝑋 𝑍,

ce qui permettra de conclure puisque 𝑌 → 𝑌 ×𝑋 𝑌 est par hypothèse une immersion

fermée.

On cherche donc à établir que le carré commutatif

𝑍 ×𝑌 𝑍 𝑍 ×𝑋 𝑍

𝑌 𝑌 ×𝑋 𝑌

𝑞

𝛿

𝑝 𝜋

est cartésien. Face à ce genre de problème, le seul réflexe sain est d’invoquer le lemme

de Yoneda pour se ramener à l’assertion ensembliste correspondante (pour un exemple de

raisonnement détaillé de ce type, cf. 1.5.8.1).

On suppose donc pour un instant que le carré ci-dessus vit dans la catégorie des

ensembles, et nous allons montrer qu’il est cartésien. Appelons 𝑔 la flèche 𝑍 → 𝑌, et 𝑓
la flèche 𝑌 → 𝑋. Par définition, le produit 𝑌×𝑋𝑌 est l’ensemble des couples (𝑦, 𝑦′) ∈ 𝑌2

tels que 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦′), le produit 𝑍 ×𝑋 𝑍 est l’ensemble des couples (𝑦, 𝑦′) ∈ 𝑌2 tels

que 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦′), le produit 𝑍 ×𝑋 𝑍 est l’ensemble des couples (𝑧, 𝑧′) ∈ 𝑍2 tels que

𝑓(𝑔(𝑧)) = 𝑓(𝑔(𝑧′)), et le produit 𝑍 ×𝑌 𝑍 est l’ensemble des couples (𝑧, 𝑧′) ∈ ℤ2 tels que

𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑧′). Les flèches du diagramme sont données par les formules suivantes :

𝑞(𝑧, 𝑧′) = (𝑧, 𝑧′) ;

𝜋(𝑧, 𝑧′) = (𝑔(𝑧), 𝑔(𝑧′)) ;

𝑝(𝑧, 𝑧′) = 𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑧′) ;

𝛿(𝑦) = (𝑦, 𝑦).

Il s’agit maintenant de s’assurer que pour tout triplet (𝑦, 𝑧, 𝑧′) ∈ 𝑌 × (𝑍 ×𝑋 𝑍) tel que

𝛿(𝑦) = 𝜋(𝑧, 𝑧′) il existe un unique élément de 𝑍 ×𝑌 𝑍 dont l’image par 𝑝 est égale à 𝑦 et

l’image par 𝑞 à (𝑧, 𝑧′). L’unicité est claire : étant donnée la formule qui définit 𝑞, si un tel

élément existe, ce ne peut être que (𝑧, 𝑧′). Il reste à s’assurer que celui-ci convient. Mais

l’égalité 𝛿(𝑦) = 𝜋(𝑧, 𝑧′) signifie que 𝑔(𝑧) = 𝑦 et 𝑔(𝑧′) = 𝑦, ce qui signifie précisément

que (𝑧, 𝑧′) ∈ 𝑍 ×𝑌 𝑍 et que 𝑝(𝑧, 𝑧′) = 𝑦 ; on a de plus 𝑞(𝑧, 𝑧′) = (𝑧, 𝑧′), ce qui termine

la démonstration.
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6.5.6 Exemples et contre-exemples.

6.5.6.1 Nous avons déjà vu que les morphismes affines sont séparés (6.5.5.5). En particulier,

pour tout schéma 𝑋 et tout entier 𝑛, le schéma 𝔸𝑛
𝑋 est séparé sur 𝑋.

6.5.6.2 Toute immersion est séparée, puisque sa diagonale est un isomorphisme d’après 6.5.2.2.

6.5.6.3 Pour tout schéma 𝑋 et tout entier 𝑛, le schéma ℙ𝑛
𝑋 = ℙ𝑛

ℤ ×ℤ 𝑋 est séparé sur 𝑋. En effet,

en vertu de 6.5.5.3, il suffit de traiter le cas où 𝑋 est égal à Specℤ , auquel cas c’est une

conséquence directe du corollaire 6.4.12.1 (qui établit d’ailleurs en fait directement la

séparation de ℙ𝑛
𝐴 sur Spec𝐴 pour tout anneau 𝐴).

6.5.6.4 Un morphisme de schémas 𝑌 → 𝑋 est dit quasi-projectif (resp. projectif ) si pour tout

𝑥 ∈ 𝑋 il existe un voisinage ouvert 𝑈 de 𝑥 dans 𝑋 et un entier 𝑛 tel que le morphisme

𝑌×𝑋𝑈 → 𝑈 se factorise par une immersion (resp. une immersion fermée)𝑌×𝑋𝑈 ↪ ℙ𝑛
𝑈.

Il résulte de 6.5.6.2, 6.5.6.3, 6.5.5.6 et 6.5.5.4 que tout morphisme quasi-projectif est

séparé ; c’est a fortiori le cas de tout morphisme projectif.

6.5.6.5 Soit 𝑘 un corps et soit 𝔻𝑘 la droite affine avec origine dédoublée construite aux 5.2.6

et seq. Nous allons démontrer qu’elle n’est pas séparée.

Redonnons brièvement ici la description de𝔻𝑘. Elle est réunion de deux ouverts affines

𝑋 = Spec 𝑘[𝑆] et 𝑌 = Spec 𝑘[𝑇]. Leur intersection est égale à 𝐷(𝑆) = Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1] en

tant qu’ouvert de𝑋, et à𝐷(𝑇) = Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1] en tant qu’ouvert de 𝑌. L’isomorphisme

entre ces deux identifications est induit par l’isomorphisme de 𝑘-algèbres

𝑘[𝑆, 𝑆−1] → 𝑘[𝑇,𝑇−1]
𝑆 ↦ 𝑇

𝑆−1 ↦ 𝑇−1

On dispose d’un morphisme naturel 𝜋∶ 𝑋 ⨿ 𝑌 → 𝔻𝑘. Complétons le diagramme

(𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌)

𝔻𝑘 𝔻𝑘 ×𝑘 𝔻𝑘

en un carré cartésien

𝛥 (𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌)

𝔻𝑘 𝔻𝑘 ×𝑘 𝔻𝑘

dont la flèche horizontale supérieure est une immersion, et une immersion fermée si

𝔻𝑘 est séparée.

Moralement, on peut penser à 𝛥 comme au graphe de la relation d’équivalence qui a permis

de définir 𝔻𝑘 à partir de 𝑋 ⨿ 𝑌, mais nous allons maintenant en donner une description

312 Schémas projectıfs



rigoureuse. Commençons par observer que nous sommes dans la même situation

formelle qu’au 6.5.5.6 ; il s’ensuit que l’immersion

𝛥 ↪ (𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌)

s’identifie à

(𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝔻𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌) → (𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌).

La source et le but de cette flèche admettent chacun une décomposition en quatre

ouverts disjoints, et cette flèche préserve ces décompositions. On se retrouve donc

avec quatre immersions différentes à considérer.

1) L’immersion𝑋×𝔻𝑘𝑋 → 𝑋×𝑘𝑋. Comme𝑋 est un ouvert de𝔻𝑘 , le produit fibré𝑋×𝔻𝑘𝑋
s’identifie à 𝑋, et l’immersion étudiée est donc l’immersion diagonale 𝑋 ↪ 𝑋 ×𝑘 𝑋,

qui est fermée puisque 𝑋 = Spec 𝑘[𝑇] est affine (on peut évidemment la calculer

directement et voir qu’elle s’identifie à Spec 𝑘[𝑇1,𝑇2]/(𝑇1 − 𝑇2) ↪ Spec 𝑘[𝑇1,𝑇2]).
2) L’immersion 𝑌 ×𝔻𝑘 𝑌 → 𝑌 ×𝑘 𝑌. Pour la même raison, c’est l’immersion diagonale

𝑌 ↪ 𝑌 ×𝑘 𝑌, et elle est fermée.

3) L’immersion 𝑋 ×𝔻𝑘 𝑌 → 𝑋 ×𝑘 𝑌. Comme 𝑋 et 𝑌 sont des ouverts de 𝔻𝑘 , le terme de

gauche est l’intersection de𝑋 et 𝑌 dans 𝔻𝑘 , laquelle est s’identifie à Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1] ≃
Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1] (l’isomorphisme envoyant 𝑇 sur 𝑆). Quant au produit fibré 𝑋 ×𝑘 𝑌,

c’est de façon naturelle le spectre de 𝑘[𝑆,𝑇]. La flèche entre les deux est donnée

par le morphisme d’algèbres 𝑘[𝑆,𝑇] → 𝑘[𝑆, 𝑆−1] qui envoie 𝑆 et 𝑇 sur 𝑆. Il n’est pas

surjectif et cette flèche n’est donc pas une immersion fermée.

Donnons quelques précisions. Le morphisme 𝑘[𝑆,𝑇] → 𝑘[𝑆, 𝑆−1] est la composée

de 𝑘[𝑆,𝑇] → 𝑘[𝑆, 𝑆−1,𝑇] et de la surjection 𝑘[𝑆, 𝑆−1,𝑇] → 𝑘[𝑆, 𝑆−1] qui envoie 𝑇
sur 𝑆 et a pour noyau (𝑆 − 𝑇). L’immersion 𝑋 ×𝔻𝑘 𝑌 → 𝑋 ×𝑘 𝑌 est donc égale

à la composée de l’immersion fermée 𝑉(𝑆 − 𝑇) ∩ 𝐷(𝑆) ↪ 𝐷(𝑆) (où le fermé

𝑉(𝑆−𝑇)∩𝐷(𝑆) de𝐷(𝑆) est muni de sa structure réduite, d’anneau associé 𝑘[𝑆, 𝑆−1]),
et de l’immersion ouverte 𝐷(𝑆) ↪ Spec 𝑘[𝑆,𝑇]. On voit bien que son image n’est

pas fermée : c’est 𝑉(𝑆 − 𝑇) ∩𝐷(𝑆) = 𝑉(𝑆 − 𝑇) ⧵ {(0, 0)}, c’est-à-dire la diagonale

épointée (cela traduit le fait qu’on a identifié chaque point de 𝑋 à l’exception de

l’origine au point correspondant de 𝑌).

4) L’immersion 𝑌 ×𝔻𝑘 𝑋 → 𝑌 ×𝑘 𝑋. Elle se décrit exactement comme l’immersion

considérée au 3) ; elle a également pour image la diagonale épointée, et n’est donc

pas fermée.

On voit donc qu’en raison de 3) et 4), l’immersion

𝛥 ↪ (𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌)

n’est pas fermée ; il s’ensuit que 𝔻𝑘 n’est pas séparée.

6.5.6.6 Remarque. On sait que le 𝑘-schéma ℙ1
𝑘 est séparé (6.5.6.3). On peut par ailleurs en

donner une construction par recollement, analogue à celle utilisée pour définir 𝔻𝑘
(5.2.5 et seq.) : si l’on reprend les notations ci-dessus, la seule différence avec le cas de
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la droite à origine dédoublée réside dans le fait que l’isomorphisme entre les deux

identifications

𝑋 ∩ 𝑌 ≃ Spec 𝑘[𝑆, 𝑆−1] et 𝑋 ∩ 𝑌 ≃ Spec 𝑘[𝑇,𝑇−1]

est induit par le morphisme d’algèbres qui envoie 𝑇 sur 𝑆−1 (et non pas 𝑆). Supposons

que l’on cherche, dans ce nouveau contexte, à décrire l’immersion

𝛥 ↪ (𝑋 ⨿ 𝑌) ×𝑘 (𝑋 ⨿ 𝑌).

Tout se passe comme ci-dessus jusqu’au point 2) inclus, mais une différence fonda-

mentale apparaît au point 3) : l’immersion 𝑋 ×ℙ1
𝑘
𝑌 → 𝑋 ×𝑘 𝑌 est alors donnée par le

morphisme d’algèbres de 𝑘[𝑆,𝑇] vers 𝑘[𝑆, 𝑆−1] qui envoie 𝑇 sur 𝑆−1 et qui est surjectif ,

de noyau (𝑇𝑆 − 1) ; c’est donc une immersion fermée, d’image l’hyperbole 𝑉(𝑆𝑇 − 1)
(et qui induit la structure réduite sur celle-ci, d’anneau associé 𝑘[𝑆, 𝑆−1]).

6.5.7 Nous allons terminer ces considérations sur la séparation par un lemme facile qui a

son intérêt, même si nous ne nous en servirons pas dans la suite.

6.5.8 Lemme

Soit 𝐴 un anneau et soit 𝑋 un 𝐴-schéma séparé ; soient 𝑈 et 𝑉 deux ouverts affines

de 𝑋. L’intersection 𝑈 ∩ 𝑉 est affine.

Démonstration. Comme le schéma 𝑋 est séparé sur 𝐴, le morphisme diagonal 𝛿 ∶ 𝑋 ↪
𝑋 ×𝐴 𝑋 est une immersion fermée. Soient 𝑝 et 𝑞 les deux projections de 𝑋 ×𝐴 𝑋 vers 𝑋.

L’ouvert 𝑈×𝐴𝑉 de 𝑋×𝐴𝑋 est affine puisque 𝑈, 𝑉 et Spec𝐴 le sont. En vertu de 6.5.3.2,

𝛿−1(𝑈×𝐴𝑉) = 𝑈∩𝑉, et 𝛿 induit donc une immersion fermée 𝑈∩𝑉 ↪ 𝑈×𝐴𝑉. Comme

𝑈 ×𝐴 𝑉 est affine, on en déduit que 𝑈 ∩ 𝑉 est affine.

6.5.9 Remarque. Esquissons un contre-exemple au lemme 6.5.8 ci-dessus lorsque l’hypothèse

de séparation n’est pas satisfaite. Soit 𝑘 un corps. On peut définir, par un procédé

analogue à celui utilisé pour définir 𝔻𝑘 que nous avons rappelé au 6.5.6.5 ci-dessus,

le plan affine avec origine dédoublée. C’est un 𝑘-schéma qui n’est pas séparé. Il est réunion

de deux ouverts affines 𝑋 et 𝑌. Chacun d’eux est isomorphe à 𝔸2
𝑘 , et leurs intersection

s’identifie, comme ouvert de 𝑋 aussi bien que de 𝑌, à 𝔸2
𝑘 ⧵ {(0, 0)} ; elle n’est donc pas

affine (5.1.27 et seq.).

Morphısmes propres

6.5.10 Il en va de la compacité comme de la séparation : il ne semble pas raisonnable, au vu

de la grossièreté de la topologie de Zariski en général, d’espérer une notion satisfai-

sante de compacité en géométrie algébrique qui soit définissable en termes purement

topologiques. Songez par exemple que sur un corps 𝑘, les espaces topologiques 𝔸1
𝑘

et ℙ1
𝑘 sont homéomorphes (c’est une conséquence immédiate de 6.2.7.6, et du fait que

l’ensemble des points fermés de 𝔸1
𝑘 et celui de ℙ1

𝑘 sont de même cardinal infini) ; or
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quel que soit le sens que l’on donne à l’adjectif « compact », la décence exige que 𝔸1
𝑘

ne le soit pas et que ℙ1
𝑘 le soit.

6.5.11 Soit 𝑋 un espace topologique. On démontre que 𝑋 est quasi-compact si et seulement

si pour tout espace topologique 𝑌, la projection 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 est fermée (cela signifie que

l’image d’un fermé est fermé) ; si l’on suppose de plus 𝑋 séparé, il est donc compact si

et seulement si 𝑋 × 𝑌 → 𝑌 est fermée pour tout 𝑌.

L’expérience a montré que c’est cette caractérisation de la compacité qui se prête le

mieux à une transposition dans le monde des schémas – sous le nom de propreté.

Pour pouvoir définir celle-ci, nous allons avoir besoin d’une première notion, celle de

morphisme universellement fermé.

6.5.12 Défınıtıon (morphisme universellement fermé)
Un morphisme de schémas𝑌 → 𝑋 est dit universellement fermé si pour tout𝑋-schéma𝑋′,

l’application continue canonique 𝑌 ×𝑋 𝑋′ → 𝑋′ est fermée.

6.5.13 Exemples et contre-exemples.

6.5.13.1 Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme fini de schémas ; il est universellement fermé. En effet, soit

𝑋′ un 𝑋-schéma. Le morphisme 𝑌 ×𝑋 𝑋′ → 𝑋′ est fini, et est en conséquence fermé (la

proposition 5.4.23).

6.5.13.2 Soit 𝑘 un corps. Le morphisme 𝔸1
𝑘 → Spec 𝑘 n’est pas universellement fermé (notez

qu’il est par contre fermé, et qu’il n’a pas grand mérite puisque Spec 𝑘 est un point).

En effet, la projection 𝑝 ∶ 𝔸2
𝑘 → 𝔸2

𝑘 par rapport à la seconde variable n’est pas fermée,

puisque l’image par 𝑝 de l’hyperbole 𝑉(𝑇1𝑇2−1) est l’ouvert 𝐷(𝑇2), qui n’est pas fermé.

6.5.14 Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas.

6.5.14.1 Si 𝑌 → 𝑋 est universellement fermé, alors pour tout 𝑋-schéma 𝑋′, le morphisme

𝑌 ×𝑋 𝑋′ → 𝑋′ est universellement fermé : c’est une conséquence immédiate de la

définition, qui impose la stabilité par changement de base.

6.5.14.2 Soit 𝑍 → 𝑌 un morphisme. Supposons que 𝑍 → 𝑌 et 𝑌 → 𝑋 soient universellement

fermés ; la flèche composée 𝑍 → 𝑌 → 𝑋 est alors universellement fermée.

Effet, soit 𝑋′ un 𝑋-schéma. Posons

𝑌′ = 𝑌 ×𝑋 𝑋′ et 𝑍′ = 𝑍 ×𝑋 𝑋′ = 𝑍 ×𝑌 𝑌′.

Comme 𝑌 → 𝑋 est universellement fermé, 𝑌′ → 𝑋′ est fermé. Comme 𝑍 → 𝑌 est

universellement fermé, 𝑍′ → 𝑌′ est fermé. Il est immédiat que la composée de deux

applications fermées est fermée ; en conséquence, 𝑍′ → 𝑋′ est fermé, et 𝑍 → 𝑋 est

universellement fermée.

6.5.14.3 Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme. Supposons qu’il existe un recouvrement ouvert (𝑈𝑖) de 𝑋
tel que 𝑌 ×𝑋 𝑈𝑖 → 𝑈𝑖 soit universellement fermé pour tout 𝑖. Dans ce cas, 𝑌 → 𝑋 est

universellement fermé.
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En effet, soit 𝑋′ un 𝑋-schéma. Pour tout 𝑖, posons 𝑈′
𝑖 = 𝑋′ ×𝑋 𝑈𝑖 ; la famille (𝑈′

𝑖) est un

recouvrement ouvert de 𝑋′. Pour tout 𝑖, le morphisme

(𝑌 ×𝑋 𝑈𝑖) ×𝑈𝑖 𝑈
′
𝑖 = (𝑌 ×𝑋 𝑋′) ×𝑋′ 𝑈′

𝑖 → 𝑈′
𝑖

est fermé, puisque 𝑌×𝑋𝑈𝑖 → 𝑈𝑖 est universellement fermé. Il s’ensuit immédiatement,

compte-tenu du fait qu’être fermé est, pour un sous-ensemble de 𝑋′, une propriété

locale, que 𝑌 ×𝑋 𝑋′ → 𝑋′ est fermé, d’où notre assertion.

6.5.15 Il est bien connu en topologie générale que si 𝜑 est une application continue d’un

espace topologique compact 𝑌 vers un espace topologique séparé 𝑍 alors 𝜑(𝑌) est

une partie fermée de 𝑍. Nous allons énoncer un avatar de ce résultat dans le monde

des schémas.

6.5.16 Lemme

Soit 𝑌 → 𝑋 un morphisme de schémas universellement fermé, soit 𝑍 un 𝑋-schéma

séparé et soit 𝜑∶ 𝑌 → 𝑍 un 𝑋-morphisme. L’image 𝜑(𝑌) est un fermé de 𝑍.

Démonstration. Le morphisme 𝜑 peut s’écrire comme la flèche composée

𝑌 (Id,𝜑) 𝑌 ×𝑋 𝑍 𝑍.

Comme 𝑌 → 𝑋 est universellement fermé, 𝑌 ×𝑋 𝑍 → 𝑍 est fermé. Il suffit donc pour

conclure de s’assurer que (Id,𝜑) ∶ 𝑌 → 𝑌 ×𝑋 𝑍 a une image fermée. Nous allons pour

ce faire montrer que le carré commutatif

𝑌 𝑌 ×𝑋 𝑍

𝑍 𝑍 ×𝑋 𝑍

(Id,𝜑)

𝜑

𝛿

(𝜑 ∘ 𝑝, 𝑞)

(où 𝛿 est la diagonale de 𝑍 → 𝑋, et où 𝑝 et 𝑞 sont les projections respectives de 𝑌 ×𝑋 𝑍
vers 𝑌 et 𝑍) est cartésien : sa flèche du bas étant une immersion fermée en vertu de

l’hypothèse de séparation faite sur le 𝑋-schéma 𝑍, il en résultera que (Id,𝜑) ∶ 𝑌 →
𝑌×𝑋𝑍 est une immersion fermée, et en particulier a une image fermée, ce qui achèvera

la preuve.

Là encore, nous nous ramenons grâce au lemme de Yoneda au cas d’une diagramme

analogue dans la catégorie des ensembles. Soit (𝑧, 𝑦, 𝑧′) ∈ 𝑍 × 𝑌 ×𝑋 𝑍 tel que 𝛿(𝑧) =
(𝜑 ∘ 𝑝, 𝑞)(𝑦, 𝑧′), c’est-à-dire tel que (𝑧, 𝑧) = (𝜑(𝑦), 𝑧′), ou encore tel que 𝑧′ = 𝑧 = 𝜑(𝑦).
Il s’agit de montrer qu’il existe un unique élément 𝜂 ∈ 𝑌 tel que (Id,𝜑)(𝜂) = (𝑦, 𝑧′)
(c’est-à-dire tel que 𝜂 = 𝑦 et 𝜑(𝜂) = 𝑧′) et tel que 𝜑(𝜂) = 𝑧. Or il est immédiat que 𝜂 = 𝑦
est solution du problème, et est la seule.

6.5.17 Défınıtıon (morphisme propre ; schéma propre)
Un morphisme de schémas 𝑌 → 𝑋 est dit propre s’il est séparé, de type fini et univer-
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sellement fermé. On dira également que 𝑌 est un 𝑋-schéma propre ou que 𝑌 est propre

sur 𝑋.

6.5.17.1 Les propriétés, pour un morphisme, d’être séparé, d’être de type fini, et d’être univer-

sellement fermé sont stables par composition, par changement de base, et sont locales

sur le but ; il en va donc de même pour la propreté.

6.5.17.2 Unpremier exemple. Tout morphisme fini est de type fini, est affine donc séparé (6.5.5.5),

et est universellement fermé (6.5.13.1). Autrement dit, tout morphisme fini est propre.

En particulier, une immersion fermée est propre (notez que le caractère universelle-

ment fermé peut être établi directement dans ce cas, alors que pour les morphismes

finis généraux il fait in fine appel au lemme de going-up).

6.5.18 Théorème

Soit 𝑋 un schéma et soit 𝑛 un entier. Le morphisme ℙ𝑛
𝑋 → 𝑋 est propre.

Démonstration. Commeℙ𝑛
𝑋 = ℙ𝑛

ℤ×ℤ𝑋, et comme la propreté est stable par changement

de base (6.5.17.1), il suffit de traiter le cas où 𝑋 = Specℤ. Le morphisme ℙ𝑛
ℤ → ℤ est

de type fini, et est séparé (cf. 6.5.6.3, ou directement le corollaire 6.4.12.1).

Il reste à s’assurer queℙ𝑛
ℤ → Specℤ est universellement fermé, c’est-à-dire queℙ𝑛

𝑌 → 𝑌
est fermé pour tout 𝑌. Le fait, pour une partie d’un schéma 𝑌, d’être fermée dans 𝑌
est une propriété locale ; il en résulte qu’on peut supposer que 𝑌 est le spectre d’un

anneau 𝐴.

6.5.18.1 Soit 𝐼 un idéal homogène de 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]. Nous allons démontrer que l’image de

𝑉(𝐼) ⊂ ℙ𝑛
𝐴 sur Spec𝐴 est fermée, ce qui permettra de conclure. L’immersion fermée

Proj(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼) ↪ ℙ𝑛
𝐴 induit un homéomorphisme Proj(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼) ≃ 𝑉(𝐼).

Il suffit donc de vérifier que l’image de Proj(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼) sur Spec𝐴 est fermée ;

nous allons plus précisément prouver que son complémentaire 𝑈 est ouvert.

6.5.18.2 Soit 𝑥 ∈ Spec𝐴. Notons 𝐽(𝑥) l’idéal de 𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛] engendré par l’image de 𝐼. La

fibre de Proj(𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼) en 𝑥 s’identifie à

Proj((𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐼) ⊗𝐴 𝜅(𝑥)) = Proj(𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥)).

Dire que 𝑥 ∈ 𝑈 signifie que la fibre en question est vide, c’est-à-dire, en vertu 6.1.13.1,

que tout élément homogène de degré strictement positif de 𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥) est

nilpotent. Comme l’idéal (𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥))+ est engendré par (𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛), cela

revient à demander que les 𝑇𝑖 soient nilpotents dans 𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥), ou encore

que (𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥))𝑑 soit nul pour un certain 𝑑.

6.5.18.3 Soit 𝑑 un entier. On pose 𝐼𝑑 ≔ 𝐼 ∩ 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑 , et on définit le 𝐴-module 𝑄𝑑 par

la suite exacte

0 → 𝐼𝑑 → 𝐴[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑 → 𝑄𝑑 → 0.

Pour tout 𝑥 ∈ Spec𝐴, l’exactitude à droite du produit tensoriel garantit l’exactitude de

la suite

𝐼𝑑 ⊗𝐴 𝜅(𝑥) → 𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]𝑑 → 𝑄𝑑 ⊗𝐴 𝜅(𝑥) → 0,
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ce qui montre que 𝑄𝑑 ⊗𝐴 𝜅(𝑥) ≃ (𝜅(𝑥)[𝑇0,⋯ ,𝑇𝑛]/𝐽(𝑥))𝑑. Par conséquent, il découle

de 6.5.18.1 que le point 𝑥 appartient à 𝑈 si et seulement s’il existe 𝑑 ∈ ℕ tel que

𝑄𝑑 ⊗𝐴 𝜅(𝑥) = {0}.

6.5.18.4 Soit 𝑑 un entier ; rappelons que𝑄𝑑 désigne le faisceau quasi-cohérent sur Spec𝐴 associé

au 𝐴-module 𝑄𝑑. Si 𝑥 ∈ Spec𝐴, l’espace vectoriel 𝑄𝑑⊗𝐴 𝜅(𝑥) s’identifie à 𝑄𝑑⊗𝜅(𝑥), au

sens de la notation tensorielle introduite au 3.3.13. Comme 𝑄𝑑 est de type fini d’après

sa définition, il s’écrit comme un quotient de 𝐴𝑚 pour un certain 𝑚, et 𝑄𝑑 s’écrit dès

lors comme un quotient de O𝑚
Spec𝐴. Il résulte alors du corollaire 3.3.17 (voir aussi les

commentaire qui le suivent en 3.3.17.1) que le sous-ensemble 𝑉𝑑 de Spec𝐴 constitué

des points 𝑥 tels que 𝑄𝑑 ⊗𝐴 𝜅(𝑥) = 𝑄𝑑 ⊗ 𝜅(𝑥) = {0} est ouvert.

L’ensemble 𝑈 étant égal en vertu de 6.5.18.3 à la réunion des 𝑉𝑑 pour 𝑑 ∈ ℕ , il est

ouvert, ce qui achève la démonstration.

6.5.19 Corollaıre

Tout morphisme projectif (6.5.6.4) est propre.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème 6.5.18 ci-dessus, du

fait que les immersions fermées sont propres (6.5.17.2), et du bon comportement de

la propriété à divers égards (6.5.17.1).

Un « prıncıpe du maxımum » en géométrıe algébrıque

6.5.20 Nous nous proposons pour terminer ce cours d’établir une variante algébrique du

principe du maximum de la géométrie complexe. Nous aurons besoin du lemme

suivant.

6.5.21 Lemme

Soit 𝑋 un schéma irréductible et réduit. L’anneau O𝑋(𝑋) est intègre.

Démonstration. Comme 𝑋 ≠ ∅ (puisqu’il est irréductible), l’anneau O𝑋(𝑋) est non

nul (3.3.4.3). Soient 𝑓 et 𝑔 deux éléments de O𝑋(𝑋) tels que 𝑓𝑔 = 0. On a alors 𝑋 =
𝑉(𝑓𝑔) = 𝑉(𝑓) ∪ 𝑉(𝑔), et comme 𝑋 est irréductible il vient 𝑋 = 𝑉(𝑓) ou 𝑋 = 𝑉(𝑔).
Supposons par exemple que 𝑋 = 𝑉(𝑓). La restriction de 𝑓 à tout ouvert affine de 𝑋 est

alors nilpotente, donc nulle puisque 𝑋 est réduit ; il s’ensuit que 𝑓 = 0. On a de même

𝑔 = 0 si 𝑋 = 𝑉(𝑔), ce qui achève la preuve.

6.5.22 Théorème

Soit 𝑘 un corps et soit 𝑋 un 𝑘-schéma propre, irréductible et réduit. L’anneau O𝑋(𝑋)
est une extension finie de 𝑘 ; en particulier, O𝑋(𝑋) = 𝑘 si 𝑘 est algébriquement clos.

Démonstration. Comme 𝑋 est irréductible et réduit, l’anneau O𝑋(𝑋) est intègre d’après

le lemme 6.5.21. Soit 𝑓 ∈ O𝑋(𝑋). Elle induit un 𝑘-morphisme 𝜓∶ 𝑋 → 𝔸1
𝑘 , caractérisé

par le fait que 𝜓∗𝑇 = 𝑓 (cf. 5.6.3.1). La composée de 𝜓 et de l’immersion ouverte

𝔸1
𝑘 ↪ ℙ1

𝑘 (obtenue en identifiant 𝔸1
𝑘 à l’une des deux cartes affines standard de ℙ1

𝑘)
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est un 𝑘-morphisme 𝑋 → ℙ1
𝑘. Comme le 𝑘-schéma 𝑋 est propre, et en particulier

universellement fermé, et comme ℙ1
𝑘 est séparé sur 𝑘, l’image 𝜓(𝑋) est fermée dans ℙ1

𝑘
(le lemme 6.5.16). Étant par ailleurs contenue dans 𝔸1

𝑘 , cette image est nécessairement

un ensemble fini de points fermés, et consiste finalement en un unique point fermé 𝑥
car 𝑋 est irréductible.

Le point fermé 𝑥 de 𝔸1
𝑘 correspond à un polynôme irréductible 𝑃 de 𝑘 ; comme 𝑋 est

réduit,𝜓 se factorise par {𝑥}red = Spec(𝑘[𝑇]/(𝑃)), ce qui vaut dit que 𝑃(𝑓) = 𝑃(𝜓∗𝑇) =
𝜓∗𝑃(𝑇) = 0.

L’anneau O𝑋(𝑋) est ainsi une 𝑘-algèbre intègre dont tous les éléments sont entiers

sur 𝑘 ; c’est donc un corps (le lemme 2.8.11). Il reste à s’assurer qu’elle est de type fini

sur 𝑘.

Le 𝑘-schéma 𝑋 est propre, et donc de type fini. Il est non vide car irréductible, et

possède donc un point fermé 𝑦. L’évaluation en 𝑦 est un 𝑘-morphisme de O𝑋(𝑋) dans

𝜅(𝑦), injectif puisque O𝑋(𝑋) est un corps. Comme [𝜅(𝑦) ∶ 𝑘] < +∞, le corps O𝑋(𝑋) est

une extension finie de 𝑘.
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