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符号说明

𝒖 三维向量 𝒖, 2

‖𝑞‖ 四元数的模长（范数）

𝑪
𝑏𝑎

坐标系 𝑆𝑎 变换为坐标系 𝑆𝑏 的方向余弦矩阵 , 3

𝒆 三维向量基 𝒆, 2

𝒖 三维向量 𝒖的分量矩阵，用于向量的矩阵运算，

为了将向量和矩阵区别，后文中的矩阵加了下

划线, 2

𝑞 四元数 , 9

𝑞∗ 四元数 𝑞的共轭 , 12

𝑞−1 四元数的逆 , 12
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第 1章 航天器姿态运动学

1.1 航天器常用坐标系

1.1.1 基本概念

定义 1.1 天体坐标系基本概念

天球 指一个以地球质心 𝑀 为中心，半径 𝑟 为任意长的一个假想的球体。其目的是将天体沿观测者视线

投影到球面上，以便于研究天体及其相互关系。

黄道平面 由于地球绕太阳公公转而产生的，即地球公转轨道在天球上的反映称为黄道。它和赤道面相

交于春分点和秋分点。

春分点 指太阳从难向北在黄赤道上的交点。

图 1.1: 天球坐标系的基本概念
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图 1.2: 地心赤道惯性坐标系

1.1.2 地心赤道惯性坐标系

定义 1.2 地心赤道惯性坐标系

如图 1.2所示，地心第一赤道坐标系，简称为惯性坐标系。𝑋 轴在地球赤道平面内，指向赤道平面与黄道

平面的相交线交点（春分点）。𝑍 轴垂直于赤道平面，与地球自转角速度矢量方向一致。J2000的地心平赤道、

平春分点的地心赤道坐标系。



2 第 1章 航天器姿态运动学

1.1.3 地心赤道旋转坐标系

定义 1.3 地心赤道坐标系

如图 1.3所示，地心赤道旋转坐标系，也叫地心第四赤道坐标系。𝑋 轴在赤道平面内，指向格林威治子午

线，𝑍 轴垂直于赤道平面，与地球自转角速度矢量方向一致。𝜆 是地理经度，从格林威治子午线向东度量，𝜙

是地心纬度。
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图 1.3: 地心赤道旋转坐标系
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图 1.4: 轨道坐标系和星体坐标系

1.1.4 轨道坐标系和星体坐标系

定义 1.4 地心赤道坐标系

轨道坐标系 原点在飞行器质心，𝑧𝑜轴指向地心，𝑥𝑜轴在轨道面内与 𝑧𝑜轴垂直，指向速度方向，𝑦𝑜轴在

轨道平面法线方向，与 𝑥𝑜，𝑧𝑜 轴成右手正交坐标系。

星体坐标系 原点在质心，𝑥𝑏 轴为滚动轴，𝑦𝑏 轴为俯仰轴，𝑧𝑏 轴为偏航轴。（对地定向航天器）

1.2 姿态参数

1.2.1 向量的描述及向量运算的矩阵表示

对于任意一个向量𝒖，都可以表示为某个向量基 𝒆 =
[
𝒊 𝒋 𝒌

]T
的基向量的线性组合，即

𝒖 = 𝑢𝑠 𝒊 + 𝑢𝑦 𝒋 + 𝑢𝑧𝒌 (1.1)

其中，𝒊, 𝒋, 𝒌分别称为向量 𝒖在基向量上的 3个分向量，3个标量系数 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦, 𝑢𝑧 分别称为向量 𝒖在 3个基向量上

的坐标。这 3个坐标构成一个标量矩阵，称为向量 𝒖在基向量 𝒆上的坐标阵（或分量矩阵），记为

𝒖 =
[
𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧

]T (1.2)

那么向量 𝒖可以写成矩阵乘积的形式为

𝒖 = 𝒖T𝒆 = 𝒆T𝒖 (1.3)

航天器姿态动力学与控制 Attitude Dynamics and Control of Spacecraft



1.2姿态参数 3

由基向量的正交性，可以将 𝒖的分量矩阵写为

𝒖 =


𝒖 · 𝒊
𝒖 · 𝒋
𝒖 · 𝒌


= 𝒖 · 𝒆 = 𝒆 · 𝒖 (1.4)

1.2.2 方向余弦矩阵

对于坐标系原点重合的两个不同的坐标系 𝑆𝑎和 𝑆𝑏，坐标基分别为 𝒆𝑎和 𝒆𝑏 ，对于矢量 𝒖在两个坐标系下的

分解，有

𝒖 = 𝒆𝑏𝑢𝑏 = 𝒆𝑎𝑢𝑎 (1.5)

两边同时乘以 𝒆𝑏，得

𝒆𝑏𝒆𝑏𝑢𝑏 = 𝒆𝑏𝒆𝑎𝑢𝑎 ⇒ 𝑢𝑏 = 𝒆𝑏𝒆𝑎𝑢𝑎

为此我们定义坐标系 𝑆𝑎 变换为坐标系 𝑆𝑏 的方向余弦矩阵为

𝑪
𝑏𝑎

= 𝒆
𝑏
𝒆
𝑎
=


𝒊𝑏 · 𝒆𝑎

𝒋𝑏 · 𝒆𝑎

𝒌𝑏 · 𝒆𝑎


=


𝒊𝑏 · 𝒊𝑎 𝒊𝑏 · 𝒋𝑎 𝒊𝑏 · 𝒌𝑎

𝒋𝑏 · 𝒊𝑎 𝒋𝑏 · 𝒋𝑎 𝒋𝑏 · 𝒌𝑎

𝒌𝑏 · 𝒊𝑎 𝒌𝑏 · 𝒋𝑎 𝒌𝑏 · 𝒌𝑎


=


𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33


(1.6)

方向余弦矩阵有以下几个特征：

1. 6个约束方程

(1) 模值约束 

��𝒊𝑏��2 = 𝐶2
11 + 𝐶2

12 + 𝐶2
13 = 1�� 𝒋𝑏��2 = 𝐶2

21 + 𝐶2
22 + 𝐶2

23 = 1��𝒌𝑏

��2 = 𝐶2
31 + 𝐶2

32 + 𝐶2
33 = 1

(1.7)

证 由于 𝒊𝑏, 𝒋𝑏, 𝒌𝑏 的模值为 1（空间绝对），所以将它们投影到坐标系 𝑆𝑎 后模值仍然为 1，即



��𝒊𝑏 · 𝒆𝑎

��2 = ��𝒊𝑏��2 = 1�� 𝒋𝑏 · 𝒆𝑎

��2 = �� 𝒋𝑏��2 = 1��𝒌𝑏 · 𝒆𝑎

��2 = ��𝒌𝑏

��2 = 1

=⇒



��𝒊𝑏��2 = 𝐶2
11 + 𝐶2

12 + 𝐶2
13 = 1�� 𝒋𝑏��2 = 𝐶2

21 + 𝐶2
22 + 𝐶2

23 = 1��𝒌𝑏

��2 = 𝐶2
31 + 𝐶2

32 + 𝐶2
33 = 1

(2) 几何约束 
𝒊𝑏 · 𝒋𝑏 = 𝐶11𝐶21 + 𝐶12𝐶22 + 𝐶13𝐶23 = 0

𝒊𝑏 · 𝒌𝑏 = 𝐶11𝐶31 + 𝐶12𝐶32 + 𝐶13𝐶33 = 0

𝒋𝑏 · 𝒌𝑏 = 𝐶21𝐶31 + 𝐶22𝐶32 + 𝐶23𝐶33 = 0

(1.8)

证 由于 𝒊𝑏, 𝒋𝑏, 𝒌𝑏 两两正交（空间绝对），所以将它们投影到坐标系 𝑆𝑎 后仍然满足几何关系，即


𝒊𝑏 · 𝒋𝑏 =

(
𝒊𝑏 · 𝒆𝑎

)
·
(
𝒋𝑏 · 𝒆𝑎

)
= 0

𝒊𝑏 · 𝒌𝑏 =
(
𝒊𝑏 · 𝒆𝑎

)
·
(
𝒌𝑏 · 𝒆𝑎

)
= 0

𝒋𝑏 · 𝒌𝑏 =
(
𝒋𝑏 · 𝒆𝑎

)
·
(
𝒌𝑏 · 𝒆𝑎

)
= 0

=⇒


𝒊𝑏 · 𝒋𝑏 = 𝐶11𝐶21 + 𝐶12𝐶22 + 𝐶13𝐶23 = 0

𝒊𝑏 · 𝒌𝑏 = 𝐶11𝐶31 + 𝐶12𝐶32 + 𝐶13𝐶33 = 0

𝒋𝑏 · 𝒌𝑏 = 𝐶21𝐶31 + 𝐶22𝐶32 + 𝐶23𝐶33 = 0

Attitude Dynamics and Control of Spacecraft 航天器姿态动力学与控制



4 第 1章 航天器姿态运动学

2. 坐标变换矩阵是正交矩阵

由于 
𝒆
𝑏
· 𝒆𝑇

𝑏
= 𝒆

𝑎
· 𝒆T

𝑎
= 𝑬3

𝒆
𝑏
· 𝒆𝑇

𝑏
= 𝑪

𝑏𝑎
𝒆
𝑎
·
(
𝑪

𝑏𝑎
𝒆
𝑎

)T
= 𝑪

𝑏𝑎
𝒆
𝑎
𝒆T
𝑎
𝑪T

𝑏𝑎

⇒ 𝑬3 = 𝑪
𝑏𝑎

(
𝒆
𝑎
𝒆T
𝑎

)
𝑪T

𝑏𝑎
= 𝑪

𝑏𝑎
𝑪T

𝑏𝑎

所以可以得到

𝑪−1
𝑏𝑎

= 𝑪T
𝑏𝑎

(1.9)

且有

𝑪
𝑎𝑏

= 𝒆
𝑎
𝒆T
𝑏
= 𝒆

𝑎
𝒆T
𝑎
𝑪T

𝑏𝑎
= 𝑪−1

𝑏𝑎
(1.10)

3. 坐标变换矩阵的行列式为 1

由于矩阵乘积的行列式等于行列式的乘积且矩阵的转置的行列式等于矩阵的行列式，所以

det
(
𝑪

𝑏𝑎

)
det

(
𝑪

𝑏𝑎

)
=
[
det

(
𝑪

𝑏𝑎

) ] 2
= det

(
𝑪

𝑏𝑎
𝑪

𝑏𝑎

)
= 1 ⇒ det

(
𝑪

𝑏𝑎

)
= ±1 (1.11)

而因为

𝑪
𝑏𝑎

= adj
(
𝑪

𝑏𝑎

)
⇒ 𝑪−1

𝑏𝑎
=

adj
(
𝑪

𝑏𝑎

)
det

(
𝑪

𝑏𝑎

) =
𝑪

𝑏𝑎

det
(
𝑪

𝑏𝑎

) =
𝑪−1

𝑏𝑎

det
(
𝑪

𝑏𝑎

)
因此

det
(
𝑪

𝑏𝑎

)
= +1 (1.12)

4. 相继运动的坐标变换矩阵

对于坐标系原点重合的三个不同的坐标系 𝑆𝑎，𝑆𝑏 和 𝑆𝑐，有


𝒆
𝑏
· 𝒆

𝑎
= 𝑪

𝑏𝑎

𝒆
𝑐
· 𝒆

𝑏
= 𝑪

𝑐𝑏

𝒆
𝑐
· 𝒆

𝑎
= 𝑪

𝑐𝑎

⇒ 𝒆
𝑐
= 𝑪

𝑐𝑎
𝒆
𝑎
= 𝑪

𝑐𝑏
𝒆
𝑏
= 𝑪

𝑐𝑏
𝑪

𝑏𝑎
𝒆
𝑎

因此

𝑪
𝑐𝑎

= 𝑪
𝑐𝑏
𝑪

𝑏𝑎
(1.13)

航天器姿态动力学与控制 Attitude Dynamics and Control of Spacecraft
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1.2.3 欧拉角

定义 1.5 基元旋转矩阵

基元旋转矩阵 任何一个坐标变换可以看成是绕三个基本轴的旋转，这三个基本轴的坐标转换矩阵为基

元旋转矩阵，如图 1.5, 1.6, 1.7所示，绕各个轴旋转的角度称为欧拉角。每个坐标轴对应的基元旋转矩阵为

𝑪
𝑥
(𝜑) =


1 0 0

0 cos 𝜑 sin 𝜑

0 − sin 𝜑 cos 𝜑


𝑪

𝑦
(𝜃) =


cos 𝜃 0 − sin 𝜃

0 1 0

sin 𝜃 0 sin 𝜃


𝑪

𝑧
(𝜓) =


cos𝜓 sin𝜓 0

− sin𝜓 cos𝜓 0

0 0 1


(1.14)

az

a
y

ax

O
b
y

bz

φ

φ

bx

图 1.5: 绕 𝑥轴旋转

b
y

bx

O

az

a
y

θ

θ

ax

图 1.6: 绕 𝑦轴旋转

ay
ax

O

az

byψ

ψ

bx

bz

图 1.7: 绕 𝑧轴旋转

下面给出两种基元旋转矩阵表示的坐标变换。

1. 𝑍𝑋𝑍 旋转顺序

如图 1.8所示，方向余弦矩阵和 𝑍𝑋𝑍 顺序欧拉角的关系为

𝑪
𝑏𝑎

= 𝑪
𝑧
(𝜑)𝑪

𝑥
(𝜃)𝑪

𝑧
(𝜓) =


cos 𝜑 cos𝜓 − sin 𝜑 cos 𝜃 sin𝜓 cos𝜛 sin𝜓 + sin 𝜑 cos 𝜃 cos𝜓 sin 𝜑 sin 𝜃

− sin 𝜑 cos𝜓 − cos 𝜑 cos 𝜃 sin𝜓 − sin 𝜑 sin𝜓 + cos 𝜑 cos 𝜃 cos𝜓 cos 𝜑 sin 𝜃

sin 𝜃 sin𝜓 − sin 𝜃 cos𝜓 cos 𝜃


(1.15)

通过与方向余弦矩阵的对应项进行对比，可以计算得到


𝜓 = − tan−1

(
𝐶31

𝐶32

)
𝜃 = cos−1

(
𝐶33

)
𝜑 = tan−1

(
𝐶13

𝐶23

) (1.16)

由公式 (1.16)可知，若欧拉角 𝜃 = 0◦，则欧拉转动处于奇异状态，欧拉角 𝜓, 𝜑不能唯一确定。因此，𝜃的取

值范围为 0◦ < 𝜃 < 180◦。

2. 𝑍𝑋𝑌 旋转顺序

如图 1.9所示，方向余弦矩阵和 𝑍𝑋𝑌 顺序欧拉角的关系

𝑪
𝑏𝑎

= 𝑪
𝑦
(𝜃)𝑪

𝑥
(𝜑)𝑪𝒛 (𝝍) =


cos 𝜃 cos𝜓 − sin 𝜑 sin 𝜃 sin𝜓 cos 𝜃 sin𝜓 + sin 𝜑 sin 𝜃 cos𝜓 − cos 𝜑 sin 𝜃

− cos 𝜑 sin𝜓 cos 𝜑 cos𝜓 sin 𝜑

sin 𝜃 cos 𝜑 + sin 𝜑 cos 𝜃 sin𝜓 sin 𝜃 sin𝜓 − sin 𝜑 cos 𝜃 cos𝜓 cos 𝜑 cos 𝜃


(1.17)
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图 1.8: 𝑍𝑋𝑍 顺序欧拉角旋转
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图 1.9: 𝑍𝑋𝑌 顺序欧拉角旋转

通过与方向余弦矩阵的对应项进行对比，可以计算得到


𝜓 = − tan−1

(
𝐶21

𝐶22

)
𝜃 = sin−1 (𝐶23

)
𝜑 = tan−1

(
𝐶13

𝐶33

) (1.18)

由公式 (1.18)可知，若欧拉角 𝜃 = ±90◦，则欧拉转动处于奇异状态，欧拉角 𝜓, 𝜑 在同一平面转动，不能唯

一确定。

1.2.4 欧拉轴角

定义 1.6 欧拉轴 /角

坐标系 𝑆𝑏 相对坐标系 𝑆𝑎的姿态参数可以用单位矢量 𝒆在参考坐标系 𝑆𝑎的三个分量 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦, 𝑒𝑧 以及绕此转

轴的转角𝛷这 4个参数来描述，称为欧拉轴 /角参数。矢量 𝒆称为欧拉轴，𝛷称为欧拉转角。

1. 欧拉轴 /角求方向余项矩阵

方向余项矩阵 𝑪
𝑏𝑎
可由欧拉轴 /角参数 𝒆,𝛷得到，即1

𝑪
𝑏𝑎

= cos𝛷𝑬3 +
(
1 − cos𝛷

)
𝒆𝒆T − sin𝛷𝒆×

=


cos𝛷 + 𝑒2

𝑥

(
1 − cos𝛷

)
𝑒𝑥𝑒𝑦

(
1 − cos𝛷

)
+ 𝑒𝑧 sin𝛷 𝑒𝑥𝑒𝑧

(
1 − cos𝛷

)
− 𝑒𝑦 sin𝛷

𝑒𝑥𝑒𝑦

(
1 − cos𝛷

)
− 𝑒𝑧 sin𝛷 cos𝛷 + 𝑒2

𝑦

(
1 − cos𝛷

)
𝑒𝑦𝑒𝑧

(
1 − cos𝛷

)
+ 𝑒𝑥 sin𝛷

𝑒𝑥𝑒𝑧

(
1 − cos𝛷

)
+ 𝑒𝑦 sin𝛷 𝑒𝑦𝑒𝑧

(
1 − cos𝛷

)
− 𝑒𝑥 sin𝛷 cos𝛷 + 𝑒2

𝑧

(
1 − cos𝛷

)


(1.19)

证 如图 1.10所示，设矢量 𝒂 是固定在坐标系 𝑆𝑎 的任意矢量，矢量 𝒃 是固定于坐标系 𝑆𝑏 中的矢量。将

矢量 𝒂 绕轴 𝒆旋转一个角度𝛷后得到矢量 𝒃。首先将矢量 𝒂，矢量 𝒃 沿轴 𝒆方向和垂直于轴 𝒆方向分解，其平

行分量 𝒂‖ = 𝒃‖ = 𝒆相等，即旋转前后不变，可以发现旋转仅与垂直分量 𝒂⊥, 𝒃⊥有关。

1关于矩阵 𝒆𝒆T 和叉乘矩阵 𝒆× 的由来，详见第 2章参考内容：2.3向量运算的矩阵表示
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图 1.10: 欧拉轴旋转分解图
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图 1.11: 欧拉轴旋转投影图
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θ
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图 1.12: 欧拉轴 /角的坐标变换图

将垂直分量 𝒂⊥, 𝒃⊥投影到垂直于轴 𝒆的平面 Π上，如图 1.11所示。定义单位正交矢量 𝒖, 𝒗

𝒖 = 𝒂⊥ =
𝒆 × 𝒂��𝒆 × 𝒂

�� = 1
𝑎 sin 𝜃

(𝒆 × 𝒂)

𝒗 = 𝒆 × 𝒖 =
1

𝑎 sin 𝜃
𝒆 × (𝒆 × 𝒂) = 1

𝑎 sin 𝜃
[
𝒂 − (𝒆 · 𝒂)𝒆

]
将矢量 𝒃⊥分解，得

𝒃⊥ = cos𝛷𝒖 + sin𝛷𝒗 = cos𝛷𝒂⊥ + sin𝛷(𝒂⊥ × 𝒆)

将矢量 𝒂, 𝒃用上面的矢量表示为（注：𝒂, 𝒃模长相等，即 𝑎 = 𝑏）

𝒂 = 𝑎
(
cos 𝜃𝒂‖ + sin 𝜃𝒂⊥

)
= 𝑎

(
cos 𝜃𝒆 + sin 𝜃𝒗

)
(1.20)

𝒃 = 𝑏
(
cos 𝜃𝒃‖ + sin 𝜃𝒃⊥

)
= 𝑎

(
cos 𝜃𝒆 + sin 𝜃𝒃⊥

)
(1.21)

将 𝒃⊥的表达式反代，可以得到

𝒃 = cos𝛷𝒂 + (1 − cos𝛷)(𝒆 · 𝒂)𝒆 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) (1.22)

为了写成矩阵形式，我们利用把向量（在坐标系 𝑆𝑎 的分量）的计算转换为矩阵的形式1，即

𝒆 · 𝒂 · 𝒆 =
[
𝒊𝑎 𝒋𝑎 𝒌𝑎

] 
𝑒𝑥

𝑒𝑦

𝑒𝑧


[
𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧

] 
𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧


= 𝒆T

𝑎
𝒆𝒆T𝒂, 𝒆 × 𝒂 =

[
𝒊𝑎 𝒋𝑎 𝒌𝑎

] 
0 −𝑒𝑧 𝑒𝑦

𝑒𝑧 0 −𝑒𝑥

−𝑒𝑦 𝑒𝑥 0



𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧


= 𝒆T

𝑎
𝒆×𝒂

将 𝒂, 𝒃在坐标系 𝑆𝑎 下分解，得

𝒆T
𝑎
𝒃 = cos𝛷𝒆T

𝑎
𝒂 + (1 − cos𝛷)𝒆T

𝑎
𝒆𝒆T𝒂 + sin𝛷𝒆T

𝑎
𝒆×𝒂 (1.23)

将基向量的三个向量基 𝒊, 𝒋 , 𝒌 代入，得

𝒆
𝑏
= 𝒆T

𝑎


𝒊
𝑏

𝒋
𝑏

𝒌
𝑏


=


cos𝛷𝒆T

𝑎
𝒊
𝑎
+ (1 − cos𝛷)𝒆T

𝑎
𝒆𝒆T 𝒊

𝑎
+ sin𝛷𝒆T

𝑎
𝒆× 𝒊

𝑎

cos𝛷𝒆T
𝑎
𝒋
𝑎
+ (1 − cos𝛷)𝒆T

𝑎
𝒆𝒆T 𝒋

𝑎
+ sin𝛷𝒆T

𝑎
𝒆× 𝒋

𝑎

cos𝛷𝒆T
𝑎
𝒌

𝑎
+ (1 − cos𝛷)𝒆T

𝑎
𝒆𝒆T𝒌

𝑎
+ sin𝛷𝒆T

𝑎
𝒆×𝒌

𝑎


(1.24)

所以

𝒆
𝑏
= cos𝛷𝒆T

𝑎


𝒊
𝑎

𝒋
𝑎

𝒌
𝑎


+ (1 − cos𝛷)𝒆T

𝑎


𝒆𝒆T 𝒊

𝑎

𝒆𝒆T 𝒋
𝑎

𝒆𝒆T𝒌
𝑎


+ sin𝛷𝒆T

𝑎


𝒆× 𝒊

𝑎

𝒆× 𝒋
𝑎

𝒆×𝒌
𝑎


(1.25)

1关于向量运算的矩阵表示的证明，详见第 2章参考内容：2.3向量运算的矩阵表示
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由于1

𝒆T
𝑎


𝒊
𝑎

𝒋
𝑎

𝒌
𝑎


=


𝒊
𝑎

𝒋
𝑎

𝒌
𝑎


T

𝒆
𝑎
=
[
𝒊
𝑎

𝒋
𝑎

𝒌
𝑎
]𝒆

𝑎
=


1 0 0

0 1 0

0 0 1


𝒆
𝑎
= 𝑬3𝒆𝑎

𝒆T
𝑎


𝒆𝒆T 𝒊

𝑎

𝒆𝒆T 𝒋
𝑎

𝒆𝒆T𝒌
𝑎


= (𝒆𝒆T)𝒆

𝑎
= 𝒆𝒆T𝒆

𝑎
, 𝒆T

𝑎


𝒆× 𝒊

𝑎

𝒆× 𝒋
𝑎

𝒆×𝒌
𝑎


= (𝒆×)T𝒆

𝑎
= −𝒆×𝒆

𝑎

代入后可以得到

𝒆
𝑏
= (cos𝛷𝑬

𝑒
+
(
1 − cos𝛷

)
𝒆𝒆T − sin𝛷𝒆×)𝒆

𝑎

所以可以得到

𝑪
𝑏𝑎

= cos𝛷𝑬
𝑒
+
(
1 − cos𝛷

)
𝒆𝒆T − sin𝛷𝒆× (1.26)

2. 由方向余弦矩阵确定欧拉轴 /角参数

若已知方向余弦矩阵 𝑪
𝑏𝑎
，可以计算得到欧拉轴 /角参数，得

cos𝛷 =
tr𝑪

𝑏𝑎
− 1

2
(1.27)

𝒆 =
1

2 sin𝛷


𝐶32 − 𝐶23

𝐶13 − 𝐶31

𝐶21 − 𝐶12


(1.28)

其中，tr𝑪
𝑏𝑎
是方向余弦矩阵的迹，tr𝑪

𝑏𝑎
= 𝐶11 + 𝐶12 + 𝐶13。绕任意轴转动相同的𝛷角，方向余项矩阵的迹不变。

将公式展开，对应得到以下 3组解：

(1) 当 tr𝑪
𝑏𝑎

≠ 3,−1时，可以直接计算分量 𝑒𝑥 , 𝑒𝑦, 𝑒𝑧。

(2) 当 tr𝑪
𝑏𝑎

= 3时，此时对应转角 𝛷 = 0,±2𝜋,±4𝜋, · · ·，方向余弦矩阵 𝑪
𝑏𝑎
为单位矩阵，𝑒𝑥 , 𝑒𝑦, 𝑒𝑧 无法确

定。这种情况相当于没有发生转动。

(3) 当 tr𝑪
𝑏𝑎

= −1时，对应转角𝛷 = ±𝜋,±3𝜋,±5𝜋, · · ·，此时 𝑪
𝑏𝑎

= 2𝒆𝒆 − 𝑬3，则有
𝑒𝑥 = ±

…
1 + 𝐶11

2
, 𝑒𝑦 = ±

…
1 + 𝐶22

2
, 𝑒𝑧 = ±

…
1 + 𝐶33

2

𝑒𝑥𝑒𝑦 =
1
2
𝐶12, 𝑒𝑦𝑒𝑧 =

1
2
𝐶23, 𝑒𝑧𝑒𝑥 =

1
2
𝐶31

(1.29)

其中，使用后三个方程来判断前三个方程的符号。

3. 欧拉转角的几何意义

如图 1.13所示，令 𝜑𝑥 , 𝜑𝑦, 𝜑𝑧 分别为两个坐标系对应轴之间的夹角，方向余弦矩阵的对焦线上的元素即为这

几个角的余弦值，所以

2 cos𝛷 = tr𝑪
𝑏𝑎

− 1 = cos 𝜑𝑥 + cos 𝜑𝑦 + cos 𝜑𝑧 − 1 (1.30)

利用半角公式 cos𝛼 = 1 − 2 sin2 𝛼

2
，则

sin2 𝛷

2
=

1
2

(
sin2 𝜑𝑥

2
+ sin2 𝜑𝑦

2
+ sin2 𝜑𝑧

2

)
(1.31)

1关于这个的证明，详见第 2章参考内容：2.3.3三维方阵与单位正交基的矩阵乘法
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ay

ax

bx

by

azbz

e

Φ

zφ

xφ

yφ

图 1.13: 欧拉转角与两个坐标系之间的几何关系

当偏角较小时，有

𝛷 ≈
√

2
2

»
𝜑2

𝑥 + 𝜑2
𝑦 + 𝜑2

𝑧 (1.32)

这个公式对于评价旋转误差是很有用的。

1.2.5 四元数

1. 四元数的定义1

定义 1.7 四元数

四元数的定义和复数类似，唯一的区别就是四元数一共有三个虚部，而复数只有一个。所有的四元数 𝑞 ∈ H

（H代表四元数的发现者William Rowan Hamilton）都可以写成下面这种形式

𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R) (1.33)

其中，
𝑖2 = 𝑗 2 = 𝑘2 = 𝑖 𝑗 𝑘 = −1 (1.34)

四元数可以写成向量形式

𝑞 =



𝑎

𝑏

𝑐

𝑑


(1.35)

同时，通常将四元数的实部与虚部分开，并用一个三维的向量来表示虚部，将它表示为标量向量有序对形式

𝑞 =
[
𝑠, 𝒗

]
, 𝒗 =


𝑥

𝑦

𝑧


(𝑠, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R) (1.36)

1四元数章节中的部分内容参考 Github上 Krasjet的讲义 Quaternion [1]
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2. 四元数的模长

定义 1.8 四元数的模长

四元数的模长（范数）定义为

‖𝑞‖ =
√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 (1.37)

用标量向量有序对表示为

‖𝑞‖ =
√

𝑠2 + ‖𝒗‖2 =
√
𝑠2 + 𝒗 · 𝒗 (1.38)

注：由于四元数是四维向量，其没有明确的物理几何意义。

3. 四元数的加减运算

四元数的加减运算和复数一致，设两个四元数为 𝑞1 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘, 𝑞2 = 𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘，则

𝑞1 ± 𝑞2 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 ± (𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘)

= (𝑎 ± 𝑒) + (𝑏 ± 𝑓 )𝑖 + (𝑐 ± 𝑔) 𝑗 + (𝑑 ± ℎ)𝑘 (1.39)

标量向量对形式的加减与标量和向量的加减运算一致，设两个四元数为 𝑞1 =
[
𝑠, 𝒗

]
, 𝑞2 =

[
𝑡, 𝒖

]
，则

𝑞1 ± 𝑞2 =
[
𝑠 ± 𝑡, 𝒗 ± 𝒖

]
(1.40)

4. 四元数的数乘

一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 和标量 𝑠的乘积为

𝑠𝑞 = 𝑠(𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘)

= 𝑠𝑎 + 𝑠𝑏𝑖 + 𝑠𝑐 𝑗 + 𝑠𝑑𝑘 (1.41)

四元数的数乘运算满足交换律，即 𝑠𝑞 = 𝑞𝑠.

5. 四元数的乘法

四元数的乘法和矩阵乘法类似，不遵守交换律，即在一般情况下 𝑞1𝑞2 ≠ 𝑞2𝑞1。所以，四元数乘法和矩阵乘法

一样有左乘和右乘的区别。即

(1) 𝑞1𝑞2 𝑞1左乘 𝑞2 或 𝑞2右乘 𝑞1.

(2) 𝑞2𝑞1 𝑞1右乘 𝑞2 或 𝑞2左乘 𝑞1.

四元数的乘法满足结合律和分配律。

那么，如果有两个四元数 𝑞1 =
[
𝑠, 𝒗

]
, 𝑞2 =

[
𝑡, 𝒖

]
，则

𝑞1𝑞2 = (𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘)(𝑒 + 𝑓 𝑖 + 𝑔 𝑗 + ℎ𝑘)

= 𝑎𝑒 + 𝑎 𝑓 𝑖 + 𝑎𝑔 𝑗 + 𝑎𝑘

+ 𝑏𝑒𝑖 + 𝑏 𝑓 𝑖2 + 𝑏𝑔𝑖 𝑗 + 𝑏ℎ𝑖𝑘

+ 𝑐𝑒 𝑗 + 𝑐 𝑓 𝑗𝑖 + 𝑐𝑔 𝑗 2 + 𝑐ℎ 𝑗 𝑘

+ 𝑑𝑒𝑘 + 𝑑𝑓 𝑘𝑖 + 𝑑𝑔𝑘 𝑗 + 𝑑ℎ𝑘2 (1.42)
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利用四元数的性质 𝑖2 = 𝑗 2 = 𝑘2 = 𝑖 𝑗 𝑘 = −1，可以得到

𝑖 𝑗 𝑘 = −1
等式两边同时左乘 𝑖−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑖𝑖 𝑗 𝑘 = −𝑖 ⇒ 𝑗 𝑘 = 𝑖 (1.43)

𝑖 𝑗 𝑘 = −1
等式两边同时右乘 𝑘−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑖 𝑗 𝑘 𝑘 = −𝑘 ⇒ 𝑖 𝑗 = 𝑘 (1.44)

𝑗 𝑘 = 𝑖
等式两边同时左乘 𝑗

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑗 𝑗 𝑘 = 𝑗𝑖 ⇒ 𝑗𝑖 = −𝑘 (1.45)

𝑗 𝑘 = 𝑖
等式两边同时右乘 𝑘−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑗 𝑘 𝑘 = 𝑖𝑘 ⇒ 𝑖𝑘 = − 𝑗 (1.46)

𝑖 𝑗 = 𝑘
等式两边同时左乘 𝑖−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑖𝑖 𝑗 = 𝑖𝑘 ⇒ 𝑖𝑘 = − 𝑗 (1.47)

𝑖 𝑗 = 𝑘
等式两边同时右乘 𝑗

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑖 𝑗 𝑗 = 𝑘 𝑗 ⇒ 𝑘 𝑗 = −𝑖 (1.48)

将上面的性质整理为表格如表 1.1所示。

× 1 𝑖 𝑗 𝑘

1 1 𝑖 𝑗 𝑘

𝑖 𝑖 −1 𝑘 − 𝑗

𝑗 𝑗 −𝑘 −1 𝑖

𝑘 𝑘 𝑗 −𝑖 −1

表 1.1: 四元数基本向量的乘法计算表（左 ×上）

评注

记忆方法：类似于向量的叉乘，将 𝑖, 𝑗 , 𝑘 理解为三维右手坐标系，则 𝑖 × 𝑗 = 𝑘, 𝑗 × 𝑖 = −𝑘，其余类似。

利用表 1.1，可以将四元数乘法的结果化简为

𝑞1𝑞2 = 𝑎𝑒 + 𝑎 𝑓 𝑖 + 𝑎𝑔 𝑗 + 𝑎𝑘

+ 𝑏𝑒𝑖 + 𝑏 𝑓 𝑖2 + 𝑏𝑔𝑖 𝑗 + 𝑏ℎ𝑖𝑘

+ 𝑐𝑒 𝑗 + 𝑐 𝑓 𝑗𝑖 + 𝑐𝑔 𝑗 2 + 𝑐ℎ 𝑗 𝑘

+ 𝑑𝑒𝑘 + 𝑑𝑓 𝑘𝑖 + 𝑑𝑔𝑘 𝑗 + 𝑑ℎ𝑘2

= (𝑎𝑒 − 𝑏 𝑓 − 𝑐𝑔 − 𝑑ℎ)

+ (𝑏𝑒 − 𝑎 𝑓 − 𝑑𝑔 − 𝑐ℎ)𝑖

+ (𝑐𝑒 − 𝑑 𝑓 − 𝑎𝑔 − 𝑏ℎ) 𝑗

+ (𝑑𝑒 − 𝑐 𝑓 − 𝑏𝑔 − 𝑎ℎ)𝑘 (1.49)

写成矩阵为

𝑞1𝑞2 =



𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐

𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎





𝑒

𝑓

𝑔

ℎ


(1.50)
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同理可得，右乘的结果为

𝑞2𝑞1 =



𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑

𝑏 𝑎 𝑑 𝑐

𝑐 −𝑑 𝑎 𝑏

𝑑 𝑐 −𝑏 𝑎





𝑒

𝑓

𝑔

ℎ


(1.51)

6. Grassmann积

为了将四元数的结果写成标量向量有序对，重新整理结果

𝑞1𝑞2 = (𝑎𝑒 − (𝑏 𝑓 + 𝑐𝑔 + 𝑑ℎ))

+ (𝑏𝑒 + 𝑎 𝑓 + 𝑐ℎ − 𝑑𝑔)𝑖

+ (𝑐𝑒 + 𝑎𝑔 + 𝑑𝑓 − 𝑏ℎ) 𝑗

+ (𝑑𝑒 + 𝑎ℎ + 𝑏𝑔 − 𝑐 𝑓 )𝑘

令 𝒗 =


𝑏

𝑐

𝑑


, 𝒖 =


𝑓

𝑔

ℎ


，那么

𝒗 · 𝒖 = 𝑏 𝑓 + 𝑐𝑔 + 𝑑ℎ

𝒗 × 𝒖 =

���������
𝒊 𝒋 𝒌

𝑏 𝑐 𝑑

𝑓 𝑔 ℎ

��������� = (𝑐ℎ − 𝑑𝑔) 𝒊 + (𝑑𝑓 − 𝑏ℎ) 𝒋 + (𝑏𝑔 − 𝑐 𝑓 )𝒌

所以，𝑞1𝑞2 的结果可以用向量点乘和叉乘的形式表示出来1

𝑞1𝑞2 =
[
𝑎𝑒 − 𝒗 · 𝒖, 𝑎𝒖 + 𝑒𝒗 + 𝒗 × 𝒖

]
(1.52)

这个结果称为Grassmann积，一般来说

定理 1.1 Grassmann积

对于任意四元数 𝑞1 =
[
𝑠, 𝒗

]
, 𝑞2 =

[
𝑡, 𝒖

]
，𝑞1𝑞2 的结果为

𝑞1𝑞2 =
[
𝑠𝑡 − 𝒗 · 𝒖, 𝑠𝒖 + 𝑡𝒗 + 𝒗 × 𝒖

]
(1.53)

7. 四元数的逆

因为四元数不遵守交换律，所以类似于矩阵除法，四元数相除等价于乘以它的逆。同样地，也有左除和右除

之分，即 𝑝𝑞−1 或 𝑞−1𝑝，它们的结果一般不同。

定义 1.9 四元数的逆

如果

𝑞𝑞−1 = 𝑞−1𝑞 = 1 (𝑞 ≠ 0) (1.54)

那么，我们称 𝑞−1 为四元数 𝑞的逆。

1其实按照历史的顺序来说，这里第一次提出叉乘的概念。
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直接求解一个四元数的逆 𝑞−1 是非常困难的，但是我们可以使用四元数共轭的性质来求 𝑞−1。

8. 共轭四元数

定义 1.10 共轭四元数

一个四元数 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐 𝑗 + 𝑑𝑘 的共轭为

𝑞∗ = 𝑎 − 𝑏𝑖 − 𝑐𝑖 − 𝑑𝑘 (1.55)

如果用标量向量有序对的形式来定义，则 𝑞 =
[
𝑠, 𝒗

]
的共轭为

𝑞∗ =
[
𝑠,−𝒗

]
(1.56)

共轭四元数的一个非常有用的性质就是

𝑞𝑞∗ =
[
𝑠, 𝒗] ·

[
𝑠,−𝒗]

=
[
𝑠2 − 𝒗 · 𝒗, 𝑠(−𝒗) + 𝑠𝒗 + 𝒗 × (−𝒗)]

=
[
𝑠2 + 𝒗 · 𝒗, 0]

= 𝑠2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = ‖𝑞‖2 (
𝒗 =

[
𝑥, 𝑦, 𝑧

] )
(1.57)

因为 (𝑞∗)∗ =
[
𝑠,−(−𝒗)] =

[
𝑠, 𝒗

]
= 𝑞，则

𝑞∗𝑞 = (𝑞∗)(𝑞∗)∗ = ‖𝑞∗‖2 = 𝑠2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = ‖𝑞‖2 = 𝑞𝑞∗ (1.58)

这说明，𝑞∗𝑞 = 𝑞𝑞∗。这个特殊的乘法是遵守交换律的。

下面利用四元数的性质求四元数的逆。

𝑞𝑞−1 = 1
等式两边同时左乘 𝑞∗

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑞∗𝑞𝑞−1 = 1 ⇒ (𝑞∗𝑞)𝑞−1 = 𝑞∗ 𝑞∗𝑞 = ‖𝑞‖2

−−−−−−−−−−−−−−−→ ‖𝑞‖2 · 𝑞−1 = 𝑞∗

由此可知

定理 1.2 四元数逆的求解

四元数的逆可以表示为

𝑞−1 =
𝑞∗

‖𝑞‖2
(1.59)

用这种方法寻找一个四元数的逆会非常高效，我们只需要将一个四元数的共轭除以它的模长的平方就可以得

到四元数的逆。特别地对于单位四元数‖𝑞‖ = 1来说，它的逆为

𝑞−1 =
𝑞∗

12
= 𝑞∗ (1.60)

9. 纯四元数

定义 1.11 纯四元数

如果一个四元数实部为 0，仅有虚部，即

𝑣 =
[
0, 𝒗

]
(1.61)

那么我们则称这个四元数 𝑣为一个纯四元数。因为纯四元数仅由虚部的三维向量决定，我们可以将任意的三维

向量转换为纯四元数。
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纯四元数有一个很重要的特性：两个纯四元数 𝑣 =
[
0, 𝒗

]
, 𝑢 =

[
0, 𝒖

]
的乘积为

𝑣𝑢 =
[
0 − 𝒗 · 𝒖, 0 + 𝒗 × 𝒖

]
=
[
− 𝒗 · 𝒖, 𝒗 × 𝒖

]
(1.62)

10. 四元数与三维旋转

ab|| ( a|| )

 a  

 b  

e

b

图 1.14: 向量旋转分解图

 a
 u ( a  )

 

v

 b
 

 b
u 

 b
v 

e

图 1.15: 向量旋转投影图

在上个章节 1.2.4 中我们知道：如果我们需要将一个向量 𝒂 沿着一个用单位向量 𝒆 所定义的旋转轴旋转 𝛷

度，那么我们可以将这个向量 𝒂可以分解为平行于旋转轴的分量 𝑎‖ 和垂直于旋转轴的分量 𝑎⊥。旋转后得到的向

量 𝒃可以表示为这两个分量分别旋转后之和，即 𝒃 = 𝒃‖ + 𝒃⊥。

我们定义这些向量为纯四元数

𝑎 =
[
0, 𝒂

]
𝑏 =

[
0, 𝒃

]
𝑎⊥ =

[
0, 𝒂⊥

]
𝑏⊥ =

[
0, 𝒃⊥

]
𝑎‖ =

[
0, 𝒂‖

]
𝑏‖ =

[
0, 𝒃‖

]
𝑒 =

[
0, 𝒆

]
那么我们可以得到

𝑎 = 𝑎‖ + 𝑎⊥ 𝑏 = 𝑏‖ + 𝑏⊥

如图 1.14所示，我们知道，旋转前后平行分量 𝒂‖ = 𝒃‖ = 𝒆相等，即旋转前后不变，下面考虑垂直分量 𝒂⊥的

旋转。在上个章节 1.2.4中我们推导过垂直分量 𝒂⊥的旋转公式

𝒃⊥ = cos𝛷𝒂⊥ + sin𝛷(𝒆 × 𝒂⊥)

我们可以很容易将 𝑎′
⊥ 和 𝑎⊥ 写成四元数的形式，而对于 𝒂⊥ × 𝒆，由纯四元数的重要性质，由第 14页的公式

(1.62)可知，纯四元数 𝑎 =
[
0, 𝒂⊥

]
, 𝑒 =

[
0, 𝒆

]
，那么

𝑒𝑎⊥ =
[
− 𝒆 · 𝒂⊥, 𝒆 × 𝒂⊥

]
而 𝒆 ⊥ 𝒂⊥ ⇒ 𝒆 · 𝒂⊥ = 0，所以

𝑒𝑎⊥ =
[
0, 𝒆 × 𝒂⊥

]
= 𝒆 × 𝒂⊥

所以 𝒂⊥旋转公式的四元数表达为

𝑏⊥ = cos𝛷𝑎⊥ + sin𝛷(𝑒𝑎⊥) =
(
cos𝛷 + sin𝛷𝑒

)
𝑎⊥ (1.63)
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令 𝑞 = cos𝛷 + sin𝛷𝑒，则可以得到

𝑏⊥ = 𝑞𝑎⊥ (1.64)

所以，我们只需要构造一个四元数 𝑞，就可以完成垂直分量的旋转。对 𝑞进一步变形，得

𝑞 = cos𝛷 + sin𝛷𝑒

=
[
cos𝛷, 0

]
+
[
0, sin𝛷𝒆

]
=
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
(1.65)

如果已经知道旋转轴的坐标 𝒆 =


𝑒𝑥

𝑒𝑦

𝑒𝑧


和旋转角𝛷，那么四元数 𝑞就确定为

𝑞 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
= cos𝛷 + sin𝛷𝑒𝑥 𝒊 + sin𝛷𝑒𝑦 𝒋 + sin𝛷𝑒𝑧𝒌 (1.66)

四元数 𝑞还有一个性质（注：‖𝒖‖ = 1）

‖𝑞‖ =
√

cos2𝛷 + (sin𝛷𝒖 · sin𝛷𝒖)

=
»

cos2𝛷 + sin2𝛷(𝒖 · 𝒖)

=
√

cos2𝛷 + sin2𝛷 = 1 (1.67)

说明旋转四元数参数 𝑞是单位四元数，一定意义上表面它所做的变换并不会对原向量进行缩放，是一个纯旋转。

又因为平行分量旋转前后不改变，即 𝒃‖ = 𝒂‖ ⇒ 𝑏‖ = 𝑎‖ 所以，向量 𝒂的最终四元数旋转表示为

𝑏 = 𝑏‖ + 𝑏⊥

= 𝑎‖ + 𝑞𝑎⊥ （其中 𝑞 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
） (1.68)

通过进一步的化简1，可以得到

定理 1.3 旋转四元数参数

任意向量 𝒂沿着以单位向量定义的旋转轴 𝒆旋转𝛷度之后的向量 𝒃可以用四元数表达。令 𝑎 =
[
0, 𝒂

]
, 𝑞 =[

cos
(
1
2
𝛷

)
, sin

(
1
2
𝛷

)
𝒆

]
，那么

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ = 𝑞𝑎𝑞−1 (1.69)

为了更好的理解这个公式的意义，我们可以得到2

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ = 𝑞𝑞∗𝑎‖ + 𝑞𝑞𝑎⊥ = 𝑎‖ + 𝑞2𝑎⊥ (1.70)

也就是说，𝑞𝑎𝑞∗ 这个变换，实际上可以等价为，对 𝑎 平行于坐标轴的分量 𝑎‖ 实施的变换是 𝑞𝑞∗，这两个变换

是互逆的，完全抵消了，也就是没有旋转。而对于正交于旋转轴的分量 𝑎⊥，则实施的是两次完全一样的变换

𝑞2 = 𝑞𝑞，将它旋转
𝛷

2
+ 𝛷

2
=𝛷度。

由这个公式的由来，可以发现其和上一章节的欧拉轴 /角的证明是类似的。实际上，旋转四元数参数和欧拉

轴 /角时完全等价的3，即

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ = cos𝛷𝒂 + (1 − cos𝛷) (𝒆 · 𝒂)𝒆 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) (1.71)

1由于篇幅所限，此部分化简内容请参见第 2章参考内容：2.1旋转四元数参数的化简
2公式 (1.70)是原式公式化简第一步的结果，详情请见第 24页的公式 (2.2)。
3其证明见第 2章参考内容：2.2旋转的欧拉轴 /角参数表达和四元数表达的等价性
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若已经知道旋转四元数参数 𝑞 = [𝑞0, 𝒒]，则可以很容易获得其对应的旋转角度和旋转轴向量
𝛷

2
= cos−1 𝑞0 (1.72)

𝒆 =
𝒒

sin
(
cos−1 𝑞0

) (1.73)

1.2.6 欧拉参数

1. 欧拉参数的定义和表示

为了和方向余弦矩阵具有一致的形式，我们可以将四元数写成矩阵的形式。在四元数的乘法中，我们计算

过左乘矩阵和右乘矩阵，若乘数 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2 𝑗 + 𝑞3𝑘，那么左乘矩阵和右乘矩阵可以分别表示为

𝐿 (𝑞) =



𝑞0 −𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞1 𝑞0 −𝑞3 𝑞2

𝑞2 𝑞3 𝑞0 −𝑞1

𝑞3 −𝑞2 𝑞1 𝑞0


, 𝑅(𝑞) =



𝑞0 −𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞1 𝑞0 𝑞3 −𝑞2

𝑞2 −𝑞3 𝑞0 𝑞1

𝑞3 𝑞2 −𝑞1 𝑞0


(1.74)

同时，对于四元数 𝑞的共轭 𝑞∗的乘数矩阵，有

𝐿 (𝑞∗) =



𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

−𝑞1 𝑞0 𝑞3 −𝑞2

−𝑞2 −𝑞3 𝑞0 𝑞1

−𝑞3 𝑞2 −𝑞1 𝑞0


= [𝐿 (𝑞)], 𝑅(𝑞∗) =



𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

−𝑞1 𝑞0 −𝑞3 𝑞2

−𝑞2 𝑞3 𝑞0 −𝑞1

−𝑞3 −𝑞2 𝑞1 𝑞0


= [𝑅(𝑞)] (1.75)

取 

𝑞 =
[
𝑞0, 𝒒

]
=
[
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

]
,

𝑞0 = cos
𝛷

2
, 𝑞1 = 𝑒𝑥 sin

𝛷

2

𝑞2 = 𝑒𝑦 cos
𝛷

2
, 𝑞3 = 𝑒𝑧 sin

𝛷

2
其中，四元数 𝑞是旋转四元数参数，也称为欧拉参数。那么我们可以得到

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ = 𝐿 (𝑞)𝑅(𝑞∗)𝑎
[
= 𝑅(𝑞∗)𝐿 (𝑞)𝑎

]

=



𝑞0 −𝑞1 −𝑞2 −𝑞3

𝑞1 𝑞0 −𝑞3 𝑞2

𝑞2 𝑞3 𝑞0 −𝑞1

𝑞3 −𝑞2 𝑞1 𝑞0





𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

−𝑞1 𝑞0 −𝑞3 𝑞2

−𝑞2 𝑞3 𝑞0 −𝑞1

−𝑞3 −𝑞2 𝑞1 𝑞0


𝑎

=



𝑞2
0 + 𝑞2

1 + 𝑞2
2 + 𝑞2

3 𝑞0𝑞1 − 𝑞1𝑞0 − 𝑞2𝑞3 + 𝑞3𝑞2 𝑞0𝑞2 + 𝑞1𝑞3 − 𝑞2𝑞0 − 𝑞3𝑞1 𝑞0𝑞3 − 𝑞1𝑞2 + 𝑞2𝑞1 − 𝑞3𝑞0

𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1 + 𝑞3𝑞2 − 𝑞2𝑞3 𝑞2
1 + 𝑞2

0 − 𝑞2
3 − 𝑞2

2 𝑞1𝑞2 − 𝑞0𝑞3 − 𝑞3𝑞0 + 𝑞2𝑞1 𝑞1𝑞3 + 𝑞0𝑞2 + 𝑞3𝑞1 + 𝑞2𝑞0

𝑞2𝑞0 − 𝑞1𝑞3 − 𝑞0𝑞2 + 𝑞1𝑞3 𝑞2𝑞1 + 𝑞3𝑞0 + 𝑞0𝑞3 + 𝑞1𝑞2 𝑞2
2 − 𝑞2

3 + 𝑞2
0 − 𝑞2

1 𝑞2𝑞3 + 𝑞3𝑞2 − 𝑞0𝑞1 − 𝑞1𝑞0

𝑞3𝑞0 + 𝑞2𝑞1 − 𝑞1𝑞2 − 𝑞0𝑞3 𝑞3𝑞1 − 𝑞2𝑞0 + 𝑞1𝑞3 − 𝑞0𝑞2 𝑞3𝑞2 + 𝑞2𝑞3 + 𝑞1𝑞0 + 𝑞0𝑞1 𝑞2
3 − 𝑞2

2 − 𝑞2
1 + 𝑞2

0


𝑎

由于 𝑞2
0 + 𝑞2

1 + 𝑞2
2 + 𝑞2

3 = 1（旋转四元数参数 𝑞是一个单位四元数），所以进一步化简为

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ =



1 0 0 0

0 1 − 2(𝑞2
2 + 𝑞2

3) 2(𝑞1𝑞2 − 𝑞3𝑞0) 2(𝑞1𝑞3 + 𝑞2𝑞0)
0 2(𝑞1𝑞2 + 𝑞3𝑞0) 1 − 2(𝑞2

1 + 𝑞2
3) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞1𝑞0)

0 2(𝑞3𝑞1 − 𝑞2𝑞0) 2(𝑞2𝑞3 + 𝑞1𝑞0) 1 − 2(𝑞2
1 + 𝑞2

2)





𝑎0

𝑎1

𝑎2

𝑎3


(1.76)
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其中，𝑎 =
[
𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑎3

]
。由矩阵乘法可知，矩阵的最外圈不会对 𝑎 进行任何变换，而代表 𝑏 的方向仅取决

于
[
𝑎1 𝑎2 𝑎3

]
。因此，我们可以删去矩阵最外圈，得到一个 3 × 3的矩阵用于三维向量的旋转变换，即

定理 1.4 欧拉参数表示的三维旋转矩阵

任意向量 𝒂沿着以单位向量定义的旋转轴 𝒆旋转𝛷角度之后的向量 𝒃可以用矩阵乘法来获得

𝑞0 = cos
𝛷

2

𝑞1 = 𝑒𝑥 sin
𝛷

2

𝑞2 = 𝑒𝑦 sin
𝛷

2

𝑞3 = 𝑒𝑧 sin
𝛷

2

=⇒ 𝒃 = 𝑪
𝑏𝑎
(𝒒)𝒂, 𝑪

𝑏𝑎
(𝒒) =


1 − 2(𝑞2

2 + 𝑞2
3) 2(𝑞1𝑞2 − 𝑞3𝑞0) 2(𝑞1𝑞3 + 𝑞2𝑞0)

2(𝑞1𝑞2 + 𝑞3𝑞0) 1 − 2(𝑞2
1 + 𝑞2

3) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞1𝑞0)
2(𝑞3𝑞1 − 𝑞2𝑞0) 2(𝑞2𝑞3 + 𝑞1𝑞0) 1 − 2(𝑞2

1 + 𝑞2
2)


(1.77)

虽然三维旋转的矩阵形式（欧拉参数）可能不如四元数的形式简单，而且占用更多的空间，但是对于大批量

的转换，使用预先计算好的矩阵是比四元数乘法更有效率的。

我们知道方向余弦矩阵的欧拉轴 /角参数表述为

𝑪
𝑏𝑎

= cos𝛷𝑬3 + (1 − cos𝛷)𝒆𝒆 − sin𝛷𝒆× (1.78)

类似的，我们也可以将欧拉参数写成矩阵运算的形式，注意到

𝑞0 = cos
𝛷

2

𝒒 = 𝒆 sin
𝛷

2

𝒒 = 𝒆 sin
𝛷

2

𝒒× =



0 −𝑒𝑧 sin
𝛷

2
𝑒𝑦 sin

𝛷

2

𝑒𝑧 sin
𝛷

2
0 −𝑒𝑥 sin

𝛷

2

−𝑒𝑦 sin
𝛷

2
𝑒𝑥 sin

𝛷

2
0


= 𝒆× sin

𝛷

2

𝒒𝑇 𝒒 =

[
𝑒𝑥 sin

𝛷

2
𝑒𝑦 sin

𝛷

2
𝑒𝑧 sin

𝛷

2

] 

𝑒𝑥 sin
𝛷

2

𝑒𝑦 sin
𝛷

2

𝑒𝑧 sin
𝛷

2


= (𝑒2

𝑥 + 𝑒2
𝑦 + 𝑒2

𝑧) sin2 𝛷

2
= sin2 𝛷

2

对欧拉轴 /角参数型方向余弦矩阵进行变换，得

𝑪
𝑏𝑎

= cos𝛷𝑬3 + (1 − cos𝛷)𝒆𝒆 − sin𝛷𝒆×

=

(
1 − 2 sin2 𝛷

2

)
𝑬3 + 2 sin2 𝛷

2
𝒆𝒆 − 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆×

=

(
1 − 2 sin2 𝛷

2

)
𝑬3 + 2

(
𝒆 sin

𝛷

2

) (
𝒆 sin

𝛷

2

)
− 2 cos

𝛷

2

(
𝒆× sin

𝛷

2

)
=
(
1 − 2𝒒T𝒒

)
𝑬3 + 2𝒒𝒒T − 2𝑞0𝒒

× (1.79)
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2. 欧拉参数与方向余弦矩阵之间的转换

通过比对欧拉参数矩阵和方向余弦矩阵系数

𝑪
𝑏𝑎

=


𝐶11 𝐶12 𝐶13

𝐶21 𝐶22 𝐶23

𝐶31 𝐶32 𝐶33


=


1 − 2(𝑞2

2 + 𝑞2
3) 2(𝑞1𝑞2 − 𝑞3𝑞0) 2(𝑞1𝑞3 + 𝑞2𝑞0)

2(𝑞1𝑞2 + 𝑞3𝑞0) 1 − 2(𝑞2
1 + 𝑞2

3) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞1𝑞0)
2(𝑞3𝑞1 − 𝑞2𝑞0) 2(𝑞2𝑞3 + 𝑞1𝑞0) 1 − 2(𝑞2

1 + 𝑞2
2)


(1.80)

当方向余弦矩阵系数已知时，可以求出四元数 𝑞



𝑞0 = ±1
2
√

1 + 𝐶11 + 𝐶22 + 𝐶33

𝑞1 =
1

4𝑞0
(𝐶32 − 𝐶23)

𝑞2 =
1

4𝑞0
(𝐶13 − 𝐶31)

𝑞3 =
1

4𝑞0
(𝐶21 − 𝐶12)

(1.81)

当 𝑞0 = 0时，公式 (1.81)是奇异的，无法求解 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3，通过比对系数还可以获得其余三组解：



𝑞1 = ±1
2
√

1 + 𝐶11 − 𝐶22 − 𝐶33

𝑞2 =
1

4𝑞1
(𝐶12 + 𝐶21)

𝑞3 =
1

4𝑞1
(𝐶13 + 𝐶31)

𝑞0 =
1

4𝑞1
(𝐶32 − 𝐶23)

(1.82)



𝑞2 = ±1
2
√

1 − 𝐶11 + 𝐶22 − 𝐶33

𝑞3 =
1

4𝑞2
(𝐶23 + 𝐶32)

𝑞0 =
1

4𝑞2
(𝐶13 − 𝐶31)

𝑞1 =
1

4𝑞2
(𝐶12 + 𝐶21)

(1.83)



𝑞3 = ±1
2
√

1 − 𝐶11 − 𝐶22 + 𝐶33

𝑞0 =
1

4𝑞3
(𝐶21 − 𝐶12)

𝑞1 =
1

4𝑞3
(𝐶13 + 𝐶31)

𝑞2 =
1

4𝑞3
(𝐶23 + 𝐶32)

(1.84)

所以，一共有四种计算方法求解欧拉参数 𝑞 =
[
𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

]
，为了降低计算结果的误差，我们选取奇异
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性最小的一组解，即通过计算 

𝑞0 = ±1
2
√

1 + 𝐶11 + 𝐶22 + 𝐶33

𝑞1 = ±1
2
√

1 + 𝐶11 − 𝐶22 − 𝐶33

𝑞2 = ±1
2
√

1 − 𝐶11 + 𝐶22 − 𝐶33

𝑞3 = ±1
2
√

1 − 𝐶11 − 𝐶22 + 𝐶33

(1.85)

选取最大的一个作为解，即

𝑞 𝑗 = max
𝑖=1,2,3,4

𝑞𝑖 (1.86)

这样以后，后面计算用到的
1

4𝑞 𝑗

的奇异性最小，计算的精度最高。

上面计算得到的欧拉参数称为从坐标系 𝑆𝑎 到坐标系 𝑆𝑏 的欧拉参数，或者坐标系 𝑆𝑏 相对于坐标系 𝑆𝑎 的欧

拉参数。为了更明确的显示坐标系的转换关系，将其记为 𝑞𝑏𝑎。

3. 相继转动的欧拉参数表示

假设有两个表示沿着不同轴，不同角度旋转的非零四元数 𝑞𝑏𝑎, 𝑞𝑐𝑏，我们先对 𝑎进行 𝑞𝑏𝑎 变换得到 𝑏

𝑏 = 𝑞𝑏𝑎𝑎𝑞
∗
𝑏𝑎

再对 𝑏进行 𝑞𝑐𝑏 变换得到 𝑐

𝑐 = 𝑞𝑐𝑏𝑏𝑞
∗
𝑐𝑏

= 𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎𝑎𝑞
∗
𝑏𝑎𝑞

∗
𝑐𝑏

下面给出一个引理

引理 1.1

对任意四元数 𝑞1 =
[
𝑠, 𝒗

]
, 𝑞2 =

[
𝑡, 𝒖

]
，有

𝑞∗
1𝑞

∗
2 = (𝑞2𝑞1)∗ (1.87)

证 由 Grassmann积，等式左边

LHS = 𝑞∗
1𝑞

∗
2

=
[
𝑠,−𝒗

]
·
[
𝑡,−𝒖

]
=
[
𝑠𝑡 − (−𝒗) · (−𝒖), 𝑠(−𝒖) + 𝑡 (−𝒗) + (−𝒗) × (−𝒖)

]
=
[
𝑠𝑡 − 𝒗 · 𝒖,−𝑠𝒖 − 𝑡𝒗 + 𝒗 × 𝒖

]
等式右边

RHS = (𝑞2𝑞1)∗

=
( [
𝑡, 𝒖

]
·
[
𝑠, 𝒗

] ) ∗
=
[
𝑡𝑠 − 𝒖 · 𝒗, 𝑡𝒗 + 𝑠𝒖 + 𝒖 × 𝒗

] ∗
=
[
𝑠𝑡 − 𝒗 · 𝒖,−𝑠𝒖 − 𝑡𝒗 − 𝒖 × 𝒗

]
=
[
𝑠𝑡 − 𝒗 · 𝒖,−𝑠𝒖 − 𝑡𝒗 + 𝒗 × 𝒖

]
= LHS

Attitude Dynamics and Control of Spacecraft 航天器姿态动力学与控制
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□

所以，根据引理 1.1可以得到

𝑐 = 𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎𝑎𝑞
∗
𝑏𝑎𝑞

∗
𝑐𝑏

= (𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)𝑎(𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)∗

= 𝑞𝑐𝑎𝑎𝑞
∗
𝑐𝑎 (1.88)

其中，𝑞𝑐𝑎 = 𝑞𝑐𝑏 · 𝑞𝑏𝑎。也就是说，坐标系 𝑆𝑎 通过两次旋转 𝑞𝑏𝑎, 𝑞𝑐𝑏 后得到坐标系 𝑆𝑐 等价于一次旋转 𝑞𝑐𝑎。

注意

旋转顺序与四元数乘法顺序

我们先进行的是 𝑞𝑏𝑎 变换，再进行 𝑞𝑐𝑏 变换，其对应的四元数乘法为 𝑞𝑐𝑎 = 𝑞𝑐𝑏 · 𝑞𝑏𝑎，即先进行的变

换放在后面，对于多旋转来说也符合这个计算顺序。

我们这个只是两个旋转的复合，很容易可以推广到多旋转，即

𝑑 = 𝑞𝑑𝑐 (𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)𝑎(𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)∗𝑞∗
3 = (𝑞𝑑𝑐𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)𝑎(𝑞𝑑𝑐𝑞𝑐𝑏𝑞𝑏𝑎)∗ = 𝑞𝑑𝑎𝑎𝑞

∗
𝑑𝑎 (1.89)

1.2.7 其他类型的姿态参数

1. 罗德里格 (Rodrigues)参数

罗德里格参数是三个标量，也是从欧拉轴 /角参数演化过来的，其定义是

𝝆 ≜ 𝒆 tan
𝛷

2
=

1
𝑞0

𝒒 (1.90)

罗德里格参数与欧拉参数相比，其优点是参数少；缺点是在某些时候（如𝛷接近 ±𝜋时），参数会接近无限

大，而欧拉参数的绝对值不会超过 1。

罗德里格参数的方向余弦矩阵表示为

𝑪
𝑏𝑎

=
(1 − 𝝆𝝆)𝑬3 + 2𝝆𝝆 − 2𝝆×

1 + 𝝆𝝆
(1.91)

=
1

1 + 𝜌2
1 + 𝜌2

2 + 𝜌2
3


1 + 𝜌2

1 − 𝜌2
2 − 𝜌2

3 2(𝜌1𝜌3 − 𝜌3) 2(𝜌!𝜌3 − 𝜌2)
2(𝜌2𝜌1 − 𝜌3) 1 − 𝜌2

1 + 𝜌2
2 − 𝜌2

3 2(𝜌2𝜌3 + 𝜌1)
2(𝜌3𝜌)1 + 𝜌2) 2(𝜌3𝜌2 − 𝜌1) 1 − 𝜌2

1 − 𝜌2
2 + 𝜌2

3


(1.92)

2. 修正的罗德里格参数

基于罗德里格参数在 𝛷 接近 ±𝜋 时，参数会接近无限大的缺点，又提出了一种修正的罗德里格参数，其定
义为

𝝆∗ ≜ 𝒆 tan
𝛷

4
=

sin(𝛷/2)
1 + cos(𝛷/2) 𝒆 =

1
1 + 𝑞0

𝒒 (1.93)

根据定义可知，修正的罗德里格参数只有在欧拉转角为 ±2𝜋 时才会变为奇异点，而实际应用中航天器相对

参考坐标系的欧拉转角不需要表示到 ±2𝜋，这经常在工程中使用。
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1.3 姿态运动学方程

研究姿态参数的变化与角速度矢量 𝝎𝑏𝑎的关系的学科称为姿态运动学。实际上，𝜔𝑏𝑎的方向就是欧拉轴 /角

姿态参数中的瞬时旋转轴 𝒆的方向，𝝎𝒃𝒂 的数值大小即为 d𝛷/d𝑡。

角速度 𝝎𝑏𝑎 的表示方法有两种：

(1) 𝝎𝑏𝑎 在参考坐标系 𝑺𝑎 中的分量矩阵 𝜔𝑎
𝑏𝑎.

(2) 𝝎𝑏𝑎 在参考坐标系 𝑺𝑏 中的分量矩阵 𝜔𝑏
𝑏𝑎.

1.3.1 方向余弦矩阵的微分方程

由

𝒆
𝑎
= 𝑪

𝑎𝑏
𝒆
𝑏

两边取转置−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝒆T
𝑎
=
(
𝑪

𝑎𝑏
𝒆
𝑏

)T ⇒ 𝒆T
𝑎
= 𝒆T

𝑏
𝑪T

𝑎𝑏
= 𝒆T

𝑏𝑪𝑏𝑎

在坐标系 𝑺𝑎 中对两边求导

0T = 𝑪
𝑏𝑎
¤𝒆T
𝑏
+ ¤𝑪

𝑏𝑎
𝒆T
𝑏

= 𝑪
𝑏𝑎
(𝝎𝑏𝑎 × 𝒆𝑏)T + ¤𝑪

𝑏𝑎
𝒆T
𝑏

写成矩阵形式−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 𝑪
𝑏𝑎
(𝝎×

𝑏𝑎
𝒆
𝑏
)T + ¤𝑪

𝑏𝑎
𝒆T
𝑏

=
( ¤𝑪𝑎𝑏 + 𝑪𝑎𝑏𝝎

×
𝑏𝑎

)
𝒆𝑏 （矩阵乘法的结合律和分配律）

⇒ ¤𝑪𝑎𝑏 + 𝑪𝑎𝑏𝝎
×
𝑏𝑎 = 0

于是可以得到方向余弦矩阵 𝑪𝑏𝑎 的微分方程为

¤𝑪𝑏𝑎 = −𝑪𝑏𝑎𝝎
×
𝑏𝑎 (1.94)
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22 第 1章 航天器姿态运动学

航天器姿态动力学与控制 Attitude Dynamics and Control of Spacecraft
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2.1 旋转四元数参数的化简

旋转四元数原始表达式为

𝑏 = 𝑏‖ + 𝑏⊥

= 𝑎‖ + 𝑞𝑎⊥ （其中 𝑞 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
） (2.1)

在进一步化简前，我们需要证明几个引理：

引理 2.1

如果 𝑞 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
，而且 𝒆为单位向量，那么 𝑞2 = 𝑞𝑞 =

[
cos(2𝛷), sin(2𝛷)𝒂

]
.

证 这个引理证明只需要用到 Grassmann积的定义和三角函数的公式。

𝑞2 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
·
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
=
[
cos2𝛷 − (sin𝛷𝒆 · sin𝛷𝒆), (cos𝛷 sin𝛷 + sin𝛷 cos𝛷)𝒆 + (sin𝛷𝒆 × sin𝛷𝒆)

]
=
[
cos2𝛷 − sin2𝛷‖𝑎‖2, 2 sin𝛷 cos𝛷𝒆 + 0

]
=
[
cos2𝛷 − sin2𝛷, 2 sin𝛷 cos𝛷𝒆

]
=
[
cos(2𝛷), sin(2𝛷)𝒆

]
□

这个引理的几何意义就是，如果绕着同一个轴 𝒆连续旋转𝛷度 2次，那么所做出的的变换等同于直接绕着

𝒂旋转 2𝛷度。

引理 2.2

假设 𝑎‖ =
[
0, 𝒂‖

]
是一个纯四元数，而 𝑞 =

[
𝛼, 𝛽𝒆

]
，其中 𝒆 是一个单位向量且 𝛼, 𝛽 ∈ R.在这种条件下，如

果 𝒂‖ 平行于 𝒆，那么 𝑞𝑎‖ = 𝑎‖𝑞.

证 这个引理的证明同样用到了 Grassmann积，分别计算等式的左右两边。等式左边：

LHS = 𝑞𝒂‖

=
[
𝛼, 𝛽𝒆

]
·
[
0, 𝒂‖

]
=
[
0 − 𝛽𝒆 · 𝒂‖ , 𝛼𝒂‖ + 0 + 𝛽𝒆 × 𝒂‖

]
=
[
− 𝛽𝒆 · 𝒂‖ , 𝛼𝒂‖

]
（𝒂‖平行于𝒆，所以𝛽𝒆 × 𝒂‖ = 0）
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等式右边：

RHS = 𝑎‖𝑞

=
[
0, 𝒂‖

]
·
[
𝛼, 𝛽𝒆

]
=
[
0 − 𝒂‖ · 𝛽𝒆, 0 + 𝛼 + 𝛼𝒂‖ + 𝒂‖ × 𝛽𝒆

]
=
[
− 𝒂‖ · 𝛽𝒆, 𝛼𝒂‖

]
（𝒂‖平行于𝒆，所以𝛽𝒂‖ × 𝛽𝒆𝑙 = 0）

=
[
− 𝛽𝒆 · 𝒂‖ , 𝛼𝒂‖

]
（点乘遵守交换律）

= LHS

□

引理 2.3

假设 𝑎⊥ =
[
0, 𝒂⊥

]
是一个纯四元数，而 𝑞 =

[
𝛼, 𝛽𝒆

]
，其中 𝒆是一个单位向量且 𝛼, 𝛽 ∈ R.在这种条件下，如

果 𝒂‖ 正交于 𝒆，那么 𝑞𝑎‖ = 𝑎‖𝑞
∗.

证 这个引理的证明和引理 2.2类似。

LHS = 𝑒𝑎⊥

=
[
𝛼, 𝛽𝒆

]
·
[
0, 𝒂⊥

]
=
[
0 − 𝛽𝒆 · 𝒂⊥, 𝛼𝒂⊥ + 0 + 𝛽𝒆 × 𝒂⊥

]
=
[
0, 𝛼𝒂⊥ + 𝛽𝒆 × 𝒂⊥

]
（𝒂⊥正交于𝒆，所以𝛽𝒆 × 𝒂⊥ = 0）

RHS = 𝑎⊥𝑞
∗

=
[
0, 𝒂⊥

]
·
[
𝛼,−𝛽𝒆

]
=
[
0 + 𝒂⊥ · 𝛽𝒆, 0 + 𝛼𝒂⊥ + 𝒂⊥ × (−𝛽𝒆)

]
=
[
0, 𝛼𝒂⊥ + 𝒂⊥ × (−𝛽𝒆)

]
（𝒂⊥正交于𝒆，所以𝛽𝒆 × 𝒂⊥ = 0）

=
[
0, 𝛼𝒂⊥ − (−𝛽𝒆) × 𝒂⊥

]
（𝒂 × 𝒃 = −𝒃 × 𝒂）

=
[
0, 𝛼𝒂⊥ + 𝛽𝒆 × 𝒂⊥

]
= LHS

□

现在，我们利用引理对公式进行变形。首先，利用四元数逆的定义 𝑞𝑞−1 = 1，可得

𝑏 = 𝑎‖ + 𝑞𝑎⊥

= 1 · 𝑎‖ + 𝑞𝑎⊥

= 𝑝𝑝−1𝑎‖ + 𝑝𝑝𝑎⊥ (2.2)

其中，引入了新的四元数 𝑝且

𝑞 = 𝑝2 =
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
𝑝 =

[
cos

𝛷

2
, sin

𝛷

2
𝒆

]
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根据引理 2.1可以验证其正确性：

𝑝𝑝 = 𝑝2

=

[
cos

(
2 · 𝛷

2

)
, sin

(
2 · 𝛷

2

)
𝒆

]
=
[
cos𝛷, sin𝛷𝒆

]
= 𝑞

同样的，容易得到 𝑝也是一个单位四元数，即

𝑝−1 = 𝑝∗

那么

𝑏 = 𝑝𝑝−1𝑎‖ + 𝑝𝑝𝑎⊥

= 𝑝𝑝∗𝑎‖ + 𝑝𝑝𝑎⊥

结合引理 2.2和引理 2.3，对公式再次变形

𝑏 = 𝑝𝑝∗𝑎‖ + 𝑝𝑝𝑎⊥

= 𝑝𝑎‖ 𝑝
∗ + 𝑝𝑎⊥𝑝

∗ (2.3)

= 𝑝(𝑎‖ + 𝑎⊥)𝑝∗ (2.4)

由因为 𝑎‖ , 𝑎⊥是 𝑎的分量，所以 𝑎‖ + 𝑎⊥ = 𝑎，即

𝑏 = 𝑝𝑎𝑝∗ (2.5)

其中，

𝑝 =

[
cos

𝛷

2
, sin

𝛷

2
𝒆

]
(2.6)

2.2 旋转的欧拉轴 /角参数表达和四元数表达的等价性

若定义这些旋转参数和向量为四元数

𝑎 =
[
0, 𝒂

]
𝑏 =

[
0, 𝒃

]
𝑒 =

[
0, 𝒆

]
𝑞 =

[
cos

𝛷

2
, sin

𝛷

2
𝒆

]
其中，𝒆是旋转轴单位向量，𝛷是旋转的角度。则

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗ = 𝒃 = cos𝛷𝒂 + (1 − cos𝛷) (𝒆 · 𝒂)𝒆 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) (2.7)

证 首先，引入一个引理，即向量二重叉乘公式.

引理 2.4 向量二重叉乘公式

向量 𝒂, 𝒃, 𝒄满足

(𝒂 × 𝒃) × 𝒄 = (𝒄 · 𝒂)𝒃 − (𝒄 · 𝒃)𝒂 (2.8)

𝒂 × (𝒃 × 𝒄) = (𝒂 · 𝒄)𝒃 − (𝒂 · 𝒃)𝒄 (2.9)

这个引理的证明略。
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下面我们开始推导旋转的欧拉轴 /角参数表达和四元数表达的等价性，由 Grassmann积，

𝑏 = 𝑞𝑎𝑞∗

=

[
cos

𝛷

2
, sin

𝛷

2
𝒆

]
·
[
0, 𝒂

]
·
[
cos

𝛷

2
,− sin

𝛷

2
𝒆

]
=

[
0 − sin

𝛷

2
𝒆 · 𝒂, cos

𝛷

2
𝒂 + 0 + sin

𝛷

2
𝒆 × 𝒂

]
·
[
cos

𝛷

2
,− sin

𝛷

2
𝒆

]
=

[
− sin

𝛷

2
𝒆 · 𝒂, cos

𝛷

2
𝒂 + sin

𝛷

2
𝒆 × 𝒂

]
·
[
cos

𝛷

2
,− sin

𝛷

2
𝒆

]
=

[
− sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 −

(
− sin

𝛷

2
𝒆 ·

(
cos

𝛷

2
𝒂 + sin

𝛷

2
𝒆 × 𝒂

))
,

− sin
𝛷

2
𝒆 · 𝒂 ·

(
− sin

𝛷

2
𝒆

)
+ cos

𝛷

2

(
cos

𝛷

2
𝒂 + sin

𝛷

2
𝒆 × 𝒂

)
+
(
cos

𝛷

2
𝒂 + sin

𝛷

2
𝒆 × 𝒂

)
×
(
− sin

𝛷

2
𝒆

) ]
=

[
− sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin2 𝛷

2
𝒆 · (𝒆 × 𝒂),

sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒂 × 𝒆 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
=

[
− sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin2 𝛷

2
𝒆 · (𝒆 × 𝒂),

sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
由于 𝒆 × 𝒂正交于 𝒆，即

𝒆 · (𝒆 × 𝒂) = 0

进一步化简得

𝑏 =

[
− sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + sin2 𝛷

2
𝒆 · (𝒆 × 𝒂),

sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
=

[
− sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂 + 𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 · 𝒂, sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
=

[
0, sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
利用倍角公式化简和引理 2.4进一步化简得

𝑏 =

[
0, sin2 𝛷

2
(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos2 𝛷

2
𝒂 + 2 sin

𝛷

2
cos

𝛷

2
𝒆 × 𝒂 − sin2 𝛷

2
(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
=

[
0,

1 − cos𝛷
2

𝒆 · 𝒂 · 𝒆 + 1 + cos𝛷
2

𝒂 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) − 1 − cos𝛷
2

(𝒆 × 𝒂) × 𝒆

]
=

[
0,

1 − cos𝛷
2

(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + 1 + cos𝛷
2

𝒂 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) − 1 − cos𝛷
2

(
(𝒆 · 𝒆)𝒂 − (𝒆 · 𝒂)𝒆

) ]
=

[
0,

1 − cos𝛷
2

(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + 1 + cos𝛷
2

𝒂 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂) − 1 − cos𝛷
2

(
𝒂 − (𝒆 · 𝒂)𝒆

) ]
=

[
0, (1 − cos𝛷)(𝒆 · 𝒂) · 𝒆 + cos𝛷𝒂 + sin𝛷(𝒆 × 𝒂)

]
= 𝒃

□
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2.3 向量运算的矩阵表示

2.3.1 向量叉乘的矩阵表示

已知向量在三维坐标系下的表达为 𝒖 = 𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌, 𝒗 = 𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌，其中，𝒊, 𝒋 , 𝒌 是单位标准正交基，

且其运算满足表 2.1，即满足右手系。

× 𝒊 𝒋 𝒌

𝒊 0 𝒌 − 𝒋

𝒋 −𝒌 0 𝒊

𝒌 𝒋 −𝒊 0

表 2.1: 单位标准正交向量的叉乘计算表（左 ×上）

那么，由向量叉乘的分配律及单位标准正交基的运算法则，

𝒖 × 𝒗 = (𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌) × (𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌)

= 𝑢1𝑣1 (𝒊 × 𝒊) + 𝑢1𝑣2 (𝒊 × 𝒋) + 𝑢1𝑣3 (𝒊 × 𝒌) + 𝑢2𝑣1 ( 𝒋 × 𝒊) + 𝑢2𝑣2 ( 𝒋 × 𝒋) + 𝑢2𝑣3 ( 𝒋 × 𝒌)

+ 𝑢3𝑣1 (𝒌 × 𝒊) + 𝑢3𝑣2 (𝒌 × 𝒋) + 𝑢3𝑣3 (𝒌 × 𝒌)

= 𝑢1𝑣2𝒌 + 𝑢1𝑣3 (− 𝒋) + 𝑢2𝑣1 (−𝒌) + 𝑢2𝑣3 𝒊 + 𝑢3𝑣1 𝒋 + 𝑢3𝑣2 (−𝒊)

= (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2) 𝒊 + (𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3) 𝒋 + (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)𝒌 =

���������
𝒊 𝒋 𝒌

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

���������
将向量用矩阵表达，即

𝒖 × 𝒗 = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2) 𝒊 + (𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3) 𝒋 + (𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)𝒌

=
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2

𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3

𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1


=
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
0 −𝑢3 𝑢2

𝑢3 0 −𝑢1

−𝑢2 𝑢1 0



𝑣1

𝑣2

𝑣3


所以，我们可以得到向量叉乘矩阵的定义

定义 2.1 向量叉乘矩阵

已知向量 𝒖 = 𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌, 𝒗 = 𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌，其叉乘运算可以用矩阵表达

𝒖 × 𝒗 =
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
0 −𝑢3 𝑢2

𝑢3 0 −𝑢1

−𝑢2 𝑢1 0



𝑣1

𝑣2

𝑣3


= 𝒆T𝒖×𝒗 = 𝒗T (𝒖×)T𝒆 (2.10)

同时，叉乘矩阵有一个很重要的性质，从其定义很容易可以发现

(𝒖×)T =


0 𝑢3 −𝑢2

−𝑢3 0 𝑢1

𝑢2 −𝑢1 0


= −


0 −𝑢3 𝑢2

𝑢3 0 −𝑢1

−𝑢2 𝑢1 0


= −𝒖× (2.11)
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2.3.2 向量两边乘同一个向量运算的矩阵表示

已知向量在三维坐标系下的表达为 𝒖 = 𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌, 𝒗 = 𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌，则

𝒖 · 𝒗 · 𝒖 = (𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌) · (𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌)𝒖

= (𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3)𝒖

= (𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3)(𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌)

= (𝑢2
1𝑣1 + 𝑢1𝑢2𝑣2 + 𝑢1𝑢3𝑣3) 𝒊 + (𝑢1𝑢2𝑣1 + 𝑢2

2𝑣2 + 𝑢2𝑢3𝑣3) 𝒋 + (𝑢1𝑢3𝑣1 + 𝑢2𝑢3𝑣2 + 𝑢2
3𝑣3)𝒌

用矩阵表达为

𝒖 · 𝒗 · 𝒖 = (𝑢2
1𝑣1 + 𝑢1𝑢2𝑣2 + 𝑢1𝑢3𝑣3) 𝒊 + (𝑢1𝑢2𝑣1 + 𝑢2

2𝑣2 + 𝑢2𝑢3𝑣3) 𝒋 + (𝑢1𝑢3𝑣1 + 𝑢2𝑢3𝑣2 + 𝑢2
3𝑣3)𝒌

=
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
𝑢2

1𝑣1 + 𝑢1𝑢2𝑣2 + 𝑢1𝑢3𝑣3

𝑢1𝑢2𝑣1 + 𝑢2
2𝑣2 + 𝑢2𝑢3𝑣3

𝑢1𝑢3𝑣1 + 𝑢2𝑢3𝑣2 + 𝑢2
3𝑣3


=
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
𝑢2

1 𝑢1𝑢2 𝑢1𝑢3

𝑢1𝑢2 𝑢2
2 𝑢2𝑢3

𝑢1𝑢3 𝑢2𝑢3 𝑢2
3



𝑣1

𝑣2

𝑣3


=
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
𝑢1

𝑢2

𝑢3


[
𝑢1 𝑢2 𝑢3

] 
𝑣1

𝑣2

𝑣3


所以，我们可以得到

定理 2.1 向量两边乘同一个向量运算的矩阵表示

已知向量 𝒖 = 𝑢1 𝒊 + 𝑢2 𝒋 + 𝑢3𝒌, 𝒗 = 𝑣1 𝒊 + 𝑣2 𝒋 + 𝑣3𝒌，则

𝒖 · 𝒗 · 𝒖 =
[
𝒊 𝒋 𝒌

] 
𝑢1

𝑢2

𝑢3


[
𝑢1 𝑢2 𝑢3

] 
𝑣1

𝑣2

𝑣3


= 𝒆T𝒖𝒖T𝒗 = 𝒗T𝒖𝒖T𝒆 (2.12)

2.3.3 三维方阵与单位正交基的矩阵乘法

三维方阵与单位正交基在坐标系 𝑆𝑎 的矩阵运算表示为

𝒆T
𝑎


𝑨𝒊

𝑎

𝑨 𝒋
𝑎

𝑨𝒌
𝑎


=


𝒆T
𝑎
𝑨𝒊

𝑎

𝒆T
𝑎
𝑨 𝒋

𝑎

𝒆T
𝑎
𝑨𝒌

𝑎


, 𝑨 =


𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33


=
[
𝒂1 𝒂2 𝒂3

]
, 𝒊

𝑎
=


1

0

0


, 𝒋

𝑎
=


0

1

0


, 𝒌

𝑎
=


0

0

1


其中，𝒂1, 𝒂2, 𝒂3 为列向量，容易得到

𝑨𝒊
𝑎
=
[
𝒂1 𝒂2 𝒂3

] 
1

0

0


= 𝒂1, 𝑨 𝒋

𝑎
=
[
𝒂1 𝒂2 𝒂3

] 
0

1

0


= 𝒂2, 𝑨𝒌

𝑎
=
[
𝒂1 𝒂2 𝒂3

] 
0

0

1


= 𝒂3
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所以，

𝒆T
𝑎


𝑨𝒊

𝑎

𝑨 𝒋
𝑎

𝑨𝒌
𝑎


=


𝒆T
𝑎
𝒂1

𝒆T
𝑎
𝒂2

𝒆T
𝑎
𝒂3


(2.13)

由向量分解，有 𝒆T
𝑎
𝒂 = 𝒂T𝒆

𝑎
，则

𝒆T
𝑎


𝑨𝒊

𝑎

𝑨 𝒋
𝑎

𝑨𝒌
𝑎


=


𝒂T

1 𝒆𝑎

𝒂T
2 𝒆𝑎

𝒂T
3 𝒆𝑎


=


𝒂T

1

𝒂T
2

𝒂T
3


𝒆
𝑎
=
[
𝒂1 𝒂2 𝒂3

]T
𝒆
𝑎
= 𝑨T𝒆

𝑎
(2.14)

定理 2.2 向量阵与单位正交基的乘法

三维方阵与单位正交基在坐标系 𝑆𝑎 的矩阵运算为

𝒆T
𝑎


𝑨𝒊

𝑎

𝑨 𝒋
𝑎

𝑨𝒌
𝑎


= 𝑨T𝒆

𝑎

注意

值得注意的是，不要误以为其结果为

𝒆T
𝑎


𝑨𝒊

𝑎

𝑨 𝒋
𝑎

𝑨𝒌
𝑎


= 𝒆T

𝑎
𝑨


𝒊
𝑎

𝒋
𝑎

𝒌
𝑎


因为 𝑨𝒊𝒂 是矩阵乘法，不是数乘，因此要先计算内部的矩阵乘法再化简。
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