
1. Chamfer Distance between Sphere Sets

Chamfer Distance는 간단히 (sphere_tree A의 각각의 sphere center들로부터 가장 가까운 
sphere_tree B의 sphere center까지의 distance 합) + (sphere_tree B의 각각의 sphere 
center들로부터 가장 가까운 sphere_tree A의 sphere center까지의 distance 합)으로 구할 
수 있습니다.

              min  min min closest point in B from , min  : closest point in A from )



2. EMD between Sphere Sets

EMD는 두 확률 분포 사이의 차이를 계산할 때 유용한데, 그래프로 옮겨보면 다음처럼 단순
화시킬 수 있습니다.
set A =   , set B =    (A, B : set of vertices)
A의 각 vertex 들은 의 값을 가지고 있고, (양수라고 가정)
B의 각 vertex 들은  의 값을 가지고 있다.

전제조건 :      (확률 분포의 경우는 1로 동일한 값을 가질 것입니다.)

(graph의 network-flow 문제와 매우 유사합니다. )와 를 잇는 edge는 weight 를 갖는다. (우리의 경우 distance로 정의)
work function을 다음과 같이 정의하는데,   
(단,    는 와 사이의 edge에서의 flow를 의미한다.)

EMD는 이 work function의 최솟값을 의미합니다.(정확히는 최솟값을   로 나눈 값)

(요약하면, A의 vertex들에 있던 흙더미들(만큼 각각의 vertex에 있음)이 B의 vertex들
이 각각  의 흙더미들을 가지도록 옮겨지는데, 각 흙더미들이 이동하는 거리의 합(work 
function)을 최소로 만들 때 이 최솟값을 의미합니다. 
(수업에서 EMD 는 각 element들이 bijection(전단사 함수)을 가져야 한다고 했는데, A의 
vertex의 각 흙더미 알갱이들이 B의 어느 vertex로 갈지를 결정짓는 함수를 의미하고, 결국 
이 모든 가능한 함수들 중 work function을 최소로 만드는 함수를 찾아 그 work function
을 구하는 것을 의미합니다.)
=> super source s*, super sink t*을 잡고 s*과 A의 vertices들을, B의 vertices들과 t*
을 연결시킨 후 minimum cost flow 문제를 푸는 식으로 접근해야 할 것 같습니다.

ex)



- Applying to Sphere Set             
(Chamfer Distance와 동일하게 설정)     

(우리 문제의 경우 각 vertex(sphere center)의 weight은 모두 1으로 설정합니다.)
sphere set A, B의 집합 크기가 으로 동일하기 때문에(*leaf level에서는 weight을 재분
배시키지 않는 한, EMD를 적용시킬 수 없습니다.) EMD를 구할 수 있고, edge의 capacity도 
1로 설정하면 위의 일반적인 경우보다 문제가 조금 단순해집니다.
A의 vertex들과 B의 vertex들을 모두 연결시켰다고 생각하면 weight edge(weight은 각 
sphere center 사이의 distance)가 있는 Bipartite graph에서 Minimum weight bipartite 
matching Problem이 됩니다.

1) 첫 번째 방법(Find Optimal)
찾아보니 Hungarian Algorithm이라는 algorithm이 이 문제와 완전히 같은 문제를 푸는 알
고리즘이 있어서 다음은 Hungarian Algorithm에 대한 내용입니다.



(이해를 돕기 위한 단계별 그래프 figure들입니다.)
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2) 두 번째 방법(By Heuristic)
optimal matching을 찾기 너무 어려우니 optimal에 가까울 것으로 추정되는 bijection 함수 
두 개의 workfunction 값의 평균을 사용하는 방법입니다. 
(대강 비슷하게 나오지 않을까요..?)
함수1
-sphere_set A의 각각의 sphere_center에서 순서대로 가장 가까운 B의 vertex 하나씩 배정
함수2
-sphere_set B의 각각의 sphere_center에서 순서대로 가장 가까운 A의 vertex 하나씩 배정
(Chamfer Distance와 다른 것은 EMD의 경우 bijection이어야 하므로 A의 다른 두 개의 
center  의 minimum distance vertex가 동일하게 라고 하더라도 처음 배정한 에만 
를 배정하고, 에는 아직 배정되지 않은 vertex중 minimum distance vertex들을 배정하
는 방식)


