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ВВЕДЕНИЕ 

Метод Монте-Карла- это численный метод решения математи

ческих задач при помощи моделирования случайных величин. Этот 

метод можно определить как метод статистических испытаний или 

метод моделирования случайных величин с целью вычисления харак

теристик их распределений. Обычно предполагается, что моделиро

вание осуществляется с помощью ЭВМ, хотя в некоторых случаях 

можно добиться успеха, используя приспособления типа рулетки, ка
рандаш и бумагу [8] . · · 

В подавляющем большинстве задач, решаемых методом Монте

Карла, вычисляют ма~матическое ожидание векоторой случайной ве

личины. Так как математическое ожидание непрерьmной случайной ве

личины выражается через обычный шrrеграл, то центральное положение 
метода Монте-Карла занимают методы вычисления интегралов. 

ИСТОРИЧЕСКАЯСПРАВКА 

Название «Монте-Карла» произошло от города Монте-Карла в 

княжестве Монако, известного своими казино, ибо одним из про

стейших приборов для генерирования случайных чисел служит ру

летка [12]. 
Идея моделирования случайных явлений очень стара и, по мне

нию некоторых авторов, например Дж. Н. Халтона [13], восходит ко 
временам Древнего Вавилона и Ветхого Завета. Что же касается ис

пользования таких методов для приближенных вычислений, то пер

вой работой в этой области принято считать работу А. Холла [14] о 
вычислении числа n с помощью случайных бросаний иглы на раз
графленную параллельными линиями бумагу [8]. Это так называемая 
задача Бюффона. 

Пусть на плоскости изображена последовательность равноот

стоящих параллельных прямых, и на плоскость сверху бросается иг

ла. Какова вероятность пересечения иглой одной из прямых? Оказы
вается, что эта вероятность равна 

1 
р = -. 

n 
Можно ли отсюда определить значение числ~~~

но фактически осуществить бросание иглы на ~PJ!~J 
женными на ней параллельными прямыми. otttO и~( 

~ныо 1tOИJ 
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Тогда 

м 
(1) N ~--;;;• 

где N - количество всех бросаний иглы, М - количество бросаний, 
при которых игла пересекла одну из прямых. Из соотношения (1) и 
определяется приближенное значение числа n. Это было проведено 
экспериментально. Получившиеся результаты дали хорошее совпаде

ние с известным значением числа 1t [3]. 
Можно назвать также ряд более поздних работ, в которых до по

явления ЭВМ использовались по существу идеи метода Монте

Карло. Довольно подробно об этом сказано в книге Дж. Хамерепли и 

Д. Хэндскома [15]. Идеи эти не получили заметного развития вплоть 
·до 1944 г., когда в связи с работами по созданию атомной бомбы Дж. 
фон Неймаи предложил широко использовать аппарат теории вероят

ностей для решения приклад~ задач с помощью ЭВМ. Первая ра

бота, где этот вопрос систематически излагается, принадлежит Н. Ме

трополису и С. У ламу [16], опубликована в 1949 г. Этот год и счита
ется офJЩИальной датой рождения метода Монте-Карло. 

Первоначально метод Монте-Карло использовался главным ~б

разом для решения задач ядерной физики, где традипионные числен
ные методы оказались малопригодными. Далее его влияние распро

странилось на широкий круг задач статистической физики, очень 

разных по своему содержанию. К разделам науки, где все в ·большей 

мере используется метод Монте-Карло, следует отнести теорию мас

сового обслуживания, теорию игр и математическую экономику и ряд 

других [8]. 
Термин «метод Монте-Карло» равнозначен термину «метод ста

тистических испытаний», также принятому в отечественной литера

туре. В · зарубежных изданиях обычно говорят о методах Монте
Карло. 

КРАТКИЕТЕОРЕТИЧЕСКИЕСВЕДЕНИЯ 

Рассмотрим способ приближенного вычисления определенного 

интеграла по методу Монте-Карло. 

Пусть требуется вычислить определенный интеграл 

1 

fq>(t)dt. 

о 
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Рассмотрим равномерно распределенную случайную величину t, 
плотность распределения вероятностей которой имеет вид 

{

0, если t < О, 

p(t) = 1, если О ~t ~ 1, 

О, если t > 1. 

Тогда математическое ожидание функпни случайного аргумента 

<p(t) вычисляется по формуле [5, 10] 
00 

.. M(<p(t)) = f<p(t)p(t)dt . 
-00 

С учетом значений функциир(t) ~еем 

1 

M(<p(t)) = f<i>(t)dt. 

о 

(2) 

Вычислим приближенное значение математического ожидания 

M(<p(t)). Пусть в результате N испьпаiшй получено N значений слу
чайной величины t: 

ti, i=1,2, ... N. 

Эти значения можно взять из таблицы случайных чисел или но

nучить с помощью генератора случайных чисел на ЭВМ. Тогда по 

теореме Чебышева 

1 N 
M(<p(t)) ~ N I <p(ti). 

i=l 

(3) 

Сравнивая (2) и (3), получаем формулу для приближенного вы-
числения определенного интеграла: 

1 N 

f<p(t)dt ~ ~ I <p(ti). 
о i=l 

(4) 

Вычисление определенного интеграла с произвольными преде
ь 

лами интегрирования J!(x)dx сводится к предыдущей задаче с по-
а 

мощью замены переменной х = а+ ( Ь -а )t 

5 



ь 1 

Jt(x)dx = (Ь- а) Jq>(t)dt, 

а О 

где q>(t)=f(a+(b-a)t). 

С учетом (4) получим 
Ь N 

f Ь-а~ 
f(x)dx>::!N ~q>(ti) 

а 1=1 

или 

Ь · N 

ff(x)dx>::! b~aLf(xi), 
а i=l . 

(5) 

где xi =а+ (Ь- a)ti, i = 1,2, .. N, или значения xi можно получить на 

ЭВМ с помощью генератора ·равномерно распределенных на отрезке 
[а, Ь] чисел. 

Другой способ приближенного вычисления определенного инте

грала методом Монте-Карло основан на определении геометрической 

вероятности [5, 6, 10]. 
Пусть требуется вычислить площадь фигуры, ограниченной ли

ниями у= f(x), у= О, х =О, х =а, где./{х) на отрезке [0, а] прИIЩма-
ет неотрицательные значения. 

То есть требуется вычислить площадь S криволинейной траrrе
ции (рис. 1 ), которая численно равна значению определенного инте
грала 

а 

Jt(x)dx. (6) 

. о 

х 

Рис. 1 
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Отметим, что интеграл с произволъными пределами интегриро
d 

вания J!t (z)dz сводится к интегралу (б) с помощью замены перемен-
с 

ной z =х+с. 
Фигура площади S может бьпь вписана в прямоу1·ольник со сто

ронами а и Ь (рис. 2), где Ь ~ max f(x). 
. хе(О,а] 

х 

Рис. 2 

Пусть в r~рямоугольник со сторонами а и Ь попадают N с~чай
ных точек, координаты которых независимо и равномерно распреде

лены: хг на отрезке [0, а],уг на отрезке [0, Ь], i=l, 2, ... N. Тогда ве
роятность того, что случайная точка попадет на фигуру S, равна от
ношению площадей фиryp:I>I S и прямоугольника со сторонами а и Ь, 

то есть 

s 
р=- . 

аЬ 
С другой стороны, эта же вероятность приближенно равна 

м 
p';:j N' 

где М- число случайных точек, попавших на фигуру S, N - число 

случайных точек, попавших в прямоугол:ьник, площадь которого рав

нааЬ. 

или 

Таким образом, получаем 

s м 
--;:j - или 

аЬ N 

а 

м 
S';:j - ab 

N 

Jt(x)dx ';:j ~ аЬ . 
о 

7 

(7) 
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Отметим [2, 4, 8], что точность (погрешность) при вычислении 
по методу Монте-Карла оценивается величиной 

1 
E=k -

JN' 
гд~ k - некоторая постоянная, N - число испытаний. Очевидно, что 

величина Е стремится к нуmо с ростом N, но достаточно медленно. 
Увеличение точности расчетов, например в 10 раз, приводит к сто
кратному увеличению времени решения задачи. Но при решении 

многих практических задач, где не требуется очень большая точ

ность, метод статистических испытаний· (метод Монте-Карла) широ

ко применИм, благодаря в том числе и его сравнительной простоте и 
естественности алгоритма. 

·при вьmолнении лабораторной работы используется генератор 
случайных чисел, равномерно распределенных на отрезке [0, х] На
помним, что функция плотности равномерного распределения имеет 
вид [5, 10] . 

p(x)={d~c~ 
О, 

если х Е [c,d], 

если х ~ [c,d], 

график которой изображен на рис. 3. 

р(х) 

1 
d-c 

с d 
Рис. 3 

х 

Математическое ожидание М(Х) и дисперсия D(X) равномерного 
распределения вычисляются по формулам [5, 10] 

М(Х) =с~ d, D(X) =(с ~:)2 
В частности, если случайная величина равномерно распределена 

на отрезке [0, а] (рис. 4), то она имеет плотность распределения 
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р(х)={~· если хЕ[О,а], 

О, если х~[О,а]. 

р(х) 

l 
а ' 

' ' ' 

' 

а х 

Рис. 4 
Ее математическое ожидание М(Х) и дисперсия D(X) вычисля

ются по формулам 

М(Х)=~, 
2 

2 
D(X)=~. 

12 
(8) 

Предполагается, что лабораторная работа будет выполняться на 

компьютере в системе MathCAD [7]. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНОЙРАБОТЫ 

ЗАДАНИЕ 1 

Используя метод Монте-Карло, вычислить площадь треугольни

ка, ограниченного линиями 

l)y=f(x), у=О, х=О, где 

f(x) = n {
!Ох, если xE[O,n), 

lOx-
20 если xE[n,20) 

n -:- 20' 

для n :::::; 1 О, n-номер варианта 
2)y=.fi(~), y=f2(x), х=О, где 

.fi(x) =!Ох, 
- n 

х-20 
f2(x) = 10-- + 20, 

n-20 
для n;;:: 11, п-номер варианта 

Указ а н и е : При выполнении задания 1 следует выполнить 
следующие действия. 

1. Построить график функции 
y=f(x) для п::::;lО 
(y=.fi(x),y = f2(x), для п;;::ll). 

Определить размеры а, Ь прямоугольника, в котором целиком 

лежит фигура, площадь которой нужно вычислить. 
2. Выбрать количество случайных точекN, например N=100. 
3. С помощью встроенной функции rnd(x) (генератора случай

ных чисел, равномерно распределенных на отрезке [0, х]) получить N 
равномерно распределенных в прямоугольнике а х Ь случайных то'!ек 

с координатами (х;, у;), i=: 1, 2, .. . N. 
У становив курсор на команде x;:=rnd( а), с помощью нажатия на 

клавишу F9 выбрать такую часть последовательности случайных чи
сел, для которой среднее значение (математическое ожидание) и дис

персия мало отличаются от соответствующих для равномерного рас

пределения теоретических значений, вычисляемых по формулам (8). 
Для вычисления математического ожидания используется встроенная 

функция mean(x), дисперсии- var(x). 
Аналогичные операции проделать дляу;:=rпd(Ь). 

4. Вычислить количество М случайных точек, лежащих вну1ри 
фигуры S. Для этого нужно проверить выполнение условия у6/(х;) 
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(для варпатов п:s;10) или fi(xд<yi<f2(xд (дЛя вариантов n~11). Если 
это условие выnолняется, то точка попадает на фигуру S. 

5. Вычислить приближенно площадь фигуры S по формуле (7) 
м 

s~-a · b 
N 

или по формуле (5) 
N 

s~~ Lf(x;). 
N i=l 

6. Оценить .абсошотную и относительную погрешности по мето
ду Монте-Карло. 

7. Увеличить количество точек N и повторить вьmолнение пп. 3-6. 

ЗАДАНИЕ2 

Вычислить приближенно _определенный интеграл по методу 

Моте-Карл о 
5 

1) J~11-иsin1 xdx, для n~10, 
о 

7 

2) J.J29 -исоs2 х dx, для n ~ 11. 

о 
n-номер варианта 

Указание. Выполнить пп. 1-7 из указания для задания 1. 

ЗАДАНИЕЗ 

Вычислить приближенное значение числа 1t, исходя из вычисле

ния площади круга радиуса R=n, где n- номер варианта. 
Указание. Так как площадь круга радиуса R, лежащего целиком 

в квадрате со стороной 2R и площадью S=4R2
, равна 

2 м sR =7tR , то sR ~-s 
N 

или 7tR1 ~M4R1 или п~4М 
N N' 

где N- общее число случайных точек квадрата [- R, R] х [-R, R], 
М- число случайных точек, попавших в круг радиуса R. 

При выполнении задания 3 следует выполнить следующие дейст-
вия. 

11 
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1. Выбрать количество случайных точек, например N=lOO. 
2. С помощью генератора случайных, равномерно распределен

ных на отрезке [0, х] чисел rnd(x) получить N равномерно распреде
ленных случайных точек на отрезке · длиной 2R (xi:=rnd(2R), 
i= 1, 2, .. . N), оценить среднее значение и дисперсию выбранной части 
последовательности xi (см. п. 3 задания 1 ). В качестве значений слу
чайных ординат Yi выбрать следующие N значений последовательно
сти случайных чисел {j:=l ... N; Y/=xj+N)· 

3. Вычислить количество М случайных точек с координатами 
(xi, yi), лежащих внутри круга SR, для чего нужно проверить выполне-
ние условия 

(xi + R)z + (yi - R)z < R2 . 

Если это условие выполняется, то точка попадает в круг S R· 

4. Построить окружность радиуса R, вписанную в квадрат 

[-R, R] х [-R, R], нанести на эт.от квадрат выбранные случайные точ
ки с координатами (xj, yi). Использовать параметрическое задание ок
ружности 

х = R + R cos <р, 
y=R+Rsin<p, <pE(0,21t) . 

ЗАДАНИЕ4 

Вычислить приближенно по методу Монте-Карла площадь фи

гуры, ограниченной замкнутой линией, заданной в полярных коорди-

натах. 

Указание. 

p 2 =Acos2 qJ+Bsin2 qJ, где 

1)A=11+n, В=11-п, для n~IO 

2)A=n=10, B=.n-10, для n~ll 

n- номер варианта. 

1. Построить график кривой, заданной в полярных координатах, 
используя формулы перехода от полярных координат к декартовым 

x=p(<p)cos<p, · y=p(<p)sin<p, <рЕ[0,2п]. 
Определить размеры [-а, а] х [-Ь, Ь] прямоугольника, в котором 

лежит фигура S, ограниченная заданной замкнутой линией. 
2. Выполнить пункты 2, 3 из задания 1. 
3. Вычислить количество М случайных точек, лежащих внутри 

фигуры S. Для этого нужно проверить вьшолнение условия 
'i < р(<р;), 
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где (r;,q>J- полярные координаты случайной точки (х;,У;); 

arctgY;, если Х; >0 
Х; 

n + arctg Yi, если Х; < 0 

1 2 2 
Х; 

r; = \ Х; +У; ; <р;= Jt 
Х; =0 2' 

если и У; >0 

7t 
Х; =0 У; < 0 2' если и 

О, если Х; =0 и У; =0 
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ПРИМЕР ВЬШОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 
ЗАДАНИЕJ 

Используя метод Монте-Карло, вычислить площадь треугольни

ка, ограниченного линиями у = 4х, у = 1 О-х, у = О. 
РЕШЕНИЕ 

f(x):>= if(x< 2,4 ·x,l0- х) t:= 0,0.5 .. 10 

Ь:"". 8 а~""' 10 N := 200 i :"" 1 .. N 

xi '= rnd(a) yi := rnd(b) 

mi = if( yi< f(~) ,1,0 ) 

М·-"" m ··- ~ i 

м 
S ::= ~-а·Ь 

N 
s = 44 

Проверка 

s ·~ J: f( t) dt 

s = 40.001 

м = 110 10 

yi 
5 

f( t) 

о 
о 

14 

5 

xi' t 
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ЗАДАНИЕ2 

Вычислить приближенно определенный интеграл по методу 
Монте-Карло 

РЕШЕНИЕ 

f( х) := J,-1---3-. s_in_(_x_) 2 t ::= о ' 0.125 .. 8 

f( t) 

о 

ь := 3 а:'"' 8 N := 200 i ~= 1 .. N 

х. r= rnd(a) 
1 

у.:= rnd(b) 
1 

mi:~ n(yi<r(xi),l,O} 
3 • 

М r:= Imi м= 159 

i у. 2 
1 
• 

м 
81:: -·а·Ь f( t) 1 

N 
s = 19.08 

о 
о 5 10 

Проверка xi,t 

s>< J: f( t) dt 

s = 18.625 

15 



ЗАДАНЛЕЗ 

Вычислить приближенное значение числа n, исходя из вычисле

ния площади круга радиуса R=ЗЗ. 

РЕШЕНИЕ 

R ·~ 33 N := 200 i :.. 1 .. 2 · N 

zi :"' rnd( R ·2 ) mean ( z) = 31.482 

R 

var(z) = 363.79 

4·R· - = 363 
12 

j ;::: 1 .. N х. :::= z. 
J J 

mj :~ ~ ( ~ - R ) 
2 

+ ( Yj .- R ) 
2 
< R

2
, 1 , О ] 

М := I mj М = 155 · 

j 

м 2 3 
S ·~ -·(2 ·R ) S = 3.376 -10 

N 

ф 0 , .1 .. 2 ·n 

L65.9859 • 

....... + + 

.. ~ 

. . 

. . 

+ 1-ttJ" . . . 
i- ...... ++ t + 

.. • • . . 
+ r+t- + + 

Lo.oo2sз2s"_·_·_· _..• ~· ... '-'--"~~ ....... e::::..c...--'-"'-'-.L__.J 

L0.02854J_., R·cos ( ф ) + R L6~ 
J 

16 

pi = 3.1 

1t = 3.142 



ЗАДАНИЕ4 

Вычислить приближенно по методу Монrе-Карло площадь фи

rуры, ограниченной замкнутой линией, заданной в полярных коорди-

натах. 

РЕШЕНИЕ 
г--------

J 
2 . 2 

р ( ф ) ~"' 3 · cos ( ф ) + 7 · sin( ф ) 

х1(ф) :~ р(ф)·соs(ф) 

ф :-:: 0,.05 .. 2·1[ а~= 3 

.2.6448 

c-2.64543l/-..----L:=:-..--L.--=:::::..L..---' 
с-1.75_, хl(ф) J.74994. 

N :" 179 i := 1 .. N . 

у1 ( ф ) == р ( ф ) · sin( ф ) 

Ь:,:.. 3 

xi :::: rnd( 2· а) 

у. ~= rnd(2·b) 
1 

xi := ~- а 

у. :.= у. - ь 
1 1 

L-2.9773 + 1- tt-

c-2.99239_, xl( + ) ' х. .2.98077_, 
1 

фф 1 ~ it 'i>o,atan ( ::н 'i<o,atan(::) . п ,n(r,>o+ п ~))) 
ppi:"' (xi? + (yi? mi = if( ppi< p ( ФФJ 1,o ) М:: _Lmi М = 77 

м 
S •= -·(а·Ь·4) 

N 

s = 15.486 

Проверка 

1t 
ss ~~ - ·(3 + 7) 

2 

··~ i{ 2 

17 

ss = 15.708 

р ( ф ) 2 dф s = 15.708 
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