Olimpiada Brasileira de Matematica
1998 - 2020

98
99
00
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Todo e qualquer feedback, especialmente sobre erros neste livreto (mesmo erros tipogréaficos pequenos), é apreciado. Vocé também pode
contribuir enviando suas solugdes (de preferéncia, formatadas em TEX).

Vocé pode enviar comentarios e solugbes para zeusdanmou+tex@gmail.com.

A versdo mais atualizada desse arquivo (provavelmente) estd disponivel clicando aqui. Ultima atualizacdo: 18 de maio de 2021.


mailto:zeusdanmou+tex@gmail.com
https://github.com/ZeusDM/latex-problems/blob/master/exams/math/brazil/mo/livreto/livreto_obm.pdf?raw=true

Nivel 3 Olimpiada Brasileira de Matematica 2020

Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Prove que existem inteiros positivos a1, as, ..., asgzo tais que
1 1 1 1
aq 2a2 3a3 2020@2020

PROBLEMA 2
Para a inteiro positivo, defina Fl(a) =1, Fz(a) =ae, paran > 2, B = FT(LG,)l + F,(La,)g Um inteiro positivo é fibondtico

)

’ . a . . oy . . . 7 . .
quando é igual a F,g para algum a inteiro positivo e algum n > 3. Prove que existem infinitos nimeros inteiros que

nao sao fibonéticos.

PROBLEMA 3

Sejam 74, rg e r¢ semirretas de origem P. O circulo w,, de centro X, é tangente a rg e r¢; o circulo wy, de centro Y,
é tangente a r¢ e r4; e o circulo w., de centro Z, é tangente a 74 e 7. Suponha que P esta no interior do tridngulo
XY Z, de modo que 74, rp e r¢ sejam tangentes comuns internas aos circulos correspondentes. Sejam s4 a reta
tangente internamente a wp € w,. que nao contém r4; sp a reta tangente internamente a w. e w, que nao contém rpg;
e s¢ a reta tangente internamente a w, e w, que ndo contém rc. Prove que s4, sp e S¢ tém um ponto comum @), e
prove que P e @ sado conjugados isogonais no tridngulo XY Z, ou seja, as retas X P e X (@ sdo simétricas com relagao
a bissetriz de LY XZ e as retas Y P e Y(Q sdo simétricas com relagdo a bissetriz de ZXY Z.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Seja ABC um tridngulo. Os circulos ex-inscritos (que tangenciam um lado e os prolongamentos de outros dois lados)
tocam os lados BC, C A e AB nos pontos U, V e W, respectivamente. Sejam r,, a reta que passa por U e é perpendicular
a BC, r, a reta que passa por V e é perpendicular a CA e 1, a reta que passa por W e é perpendicular a AB. Prove
que as retas 1y, T, € 7y, passam por um mesmo ponto.

PROBLEMA 5

Sejam n e k ntimeros inteiros positivos com k£ < n. Em um grupo de n pessoas, cada uma ou sempre fala a verdade
ou sempre mente. Arnaldo pode fazer perguntas para quaisquer dessas pessoas desde que essas perguntas sejam do
tipo: “No conjunto A, qual a paridade de pessoas que falam averdade?”, onde A é um subconjunto de tamanho k& do
conjunto das n pessoas. A resposta s6 pode ser “par” ou “impar”.

(a) Para quais valores de n e k é possivel determinar quais pessoas falam a verdade e quais pessoas sempre mentem?

(b) Qual o ntimero minimo de perguntas necessirias para determinar quais pessoas falam a verdade e quais pessoas
sempre mentem, quando esse ntmero ¢ finito?

PROBLEMA 6
Sejam f(X) =222 +z —1, fO%(z) =z e f"*(z) = f(f"(x)) para todo z real e n > 0 inteiro (ou seja, f™ é a n-ésima
iterada de f).

(a) Determine o ntimero de solugdes reais distintas da equagdo de f3(x) = .

(b) Determine, para cada n > 0 inteiro, o nimero de solugoes reais distintas da equacdo f"(z) = 0.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Sejam wy e wo duas circunferéncias de centros C e Cy, respectivamente, que se cortam em dois pontos P e ). Suponha
que a circunferéncia circunscrita ao tridngulo PC;C5 intersecte w; novamente em A # P e ws novamente em B # P.
Suponha ainda que @ estad no interior do tridngulo PAB. Demonstre que ) é o incentro do tridngulo PAB.

PROBLEMA 2

Sao dadas a reta real e os inicos pontos marcados 0 e 1. Podemos realizar quantas vezes quisermos a seguinte operacao:
tomamos dois pontos ji marcados a e b e marcamos o simétrico de a em rela¢ao a b. Seja f(n) a quantidade minima
de operagoes necessirias para marcar na reta real o ntimero n. Por exemplo, f(0) = f(1) =0e f(-1) = f(2) = 1.
Encontre f(n).

PROBLEMA 3
Seja Rsg o conjunto dos ntimeros reais positivos. Determine todas as fungdes f : Rsg — R tais que

flay+ f(x) = F(f(2)f(y) +

para todos os reais positivos x e y.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Prove que para todo inteiro positivo m existe um inteiro positivo n,, tal que para todo inteiro positivo n > n,,, existem

inteiros positivos (ndo necessariamente distintos) ag,as, ..., a, tais que
! + ! +---+ ! 1
Tm T Tm T T oy T

ap ag anp,

PROBLEMA 5 (a) Prove que dadas constantes a, b com 1 < a < 2 < b, ndo existe particdo do conjunto dos inteiros
positivos em dois subconjuntos Ay, A; tal que: se j € {0,1} e m, n pertencem a A;, entdo n/m < a ou n/m > b.

(b) Determine todos os pares de reais (a,b) com 1 < a < 2 < b para os quais vale a seguinte propriedade: existe
uma partigdo do conjunto dos inteiros positivos em trés subconjuntos Ay, Ay, As tal que se j € {0,1,2} e m,n
pertencem a A;, entdo n/m < a ou n/m > b.

PROBLEMA 6

Seja A;As A3 A4 As um pentdgono convexo inscritivel com ZA; + ZA;1q > 180° para i = 1,2, 3,4, 5, (indices médulo
5 em todo o problema). Defina B; como a intersegdo das retas A;_1A4; e A;y14;12, formando uma estrela. Os
circuncirculos dos tridngulos A;_1B;_14; e A;B;A;11 se cortam novamente em C; # A;, e os circuncirculos dos
tridngulos B;_1A4;B; e B;A;11B;11 se cortam novamente em D; # B;. Prove que as dez retas A;C;, B;D;, i =
1,2,3,4,5, tém um ponto em comum.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Dizemos que um poligono P estd inscrito em outro poligono ) quando todos os vértices de P pertencem ao perimetro
de Q. Também dizemos nesse caso que @ esta circunscrito a P. Dado um tridngulo T', sejam ¢ o maximo valor do
lado de um quadrado inscrito em 7" e L o minimo valor do lado de um quadrado circunscrito a 7. Prove que, para
todo tridngulo T', vale a desigualdade L/¢ > 2, e encontre todos os tridngulos T para os quais a igualdade ocorre.

PROBLEMA 2

Azambuja escreve um ntmero racional ¢ em uma lousa. Uma operacéo consiste em apagar ¢ e substitui-lo por ¢+ 1; ou
por g — 1; ou por 2qq—_11 se q # % O objetivo final de Azambuja é escrever o niimero ﬁ apoés realizar uma quantidade
finita de operagoes.

a) Mostre que se o nimero inicial escrito é 0, entdo Azambuja ndao poderd alcancar seu objetivo.

b) Encontre todos os ntimeros iniciais para os quais Azambuja pode atingir seu objetivo.

PROBLEMA 3
Sejam k,n inteiros positivos fixados. Em uma mesa circular, sdo colocados n pinos numerados sucessivamente com os
nimeros 1,...,n, com 1 e n vizinhos. Sabe-se que o pino 1 é dourado e os demais sdo brancos. Arnaldo e Bernaldo
jogam um jogo, em que uma argola é colocada inicialmente em um dos pinos e a cada passo ela muda de posi¢do. O
jogo comeca com Bernaldo escolhendo com pino inicial para a argola, e o primeiro passo consiste no seguinte: Arnaldo
escolhe um inteiro positivo d qualquer e Bernaldo desloca a argola d pinos no sentido horario ou no sentido anti-horario
(as posigoes sdo consideradas médulo n, ou seja, os pinos z,y sdo iguais se e somente se n divide x — y). Apds isso, a
argola muda de pinos de acordo com uma das seguintes regras, a ser escolhida em cada passo por Arnaldo.

Regra 1: Arnaldo escolhe um inteiro positivo d qualquer e Bernaldo desloca a argola d pinos no sentido horério
ou no sentido anti-horario.

Regra 2: Arnaldo escolhe um sentido (horario ou anti-horério), e Bernaldo desloca a argola nesse sentido em d
ou kd pinos, onde d é o tamanho do tltimo deslocamento realizado.

Arnaldo vence se, ap6s um numero finito de passos, a argola é deslocada para o pino dourado. Determine, em
fungdo de k, os valores de n para os quais Arnaldo possui uma estratégia que garanta sua vitéria, ndo importando
como Bernaldo jogue.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Esmeralda escreve 2n ntimeros reais x1, s, ..., Z2,, todos pertencentes ao intervalo [0,1], ao redor de um circulo e
multiplica todos os pares de nimeros vizinhos entre si, obtendo, no sentido anti-horario, os produtos p; = zjxo,
P2 = ToI3, ..., Pon = TonT1. Ela soma os produtos de indice par e subtrai os produtos de indice impar. Qual é o
maior resultado que Esmeralda pode obter?

PROBLEMA 5

Considere a sequéncia em que a; = 1 e a,, é obtido justapondo ao final da representacao decimal de a,,_1 a representagao
decimal de n. Ou seja: a1 = 1,a2 = 12,... a9 = 123456789, a19 = 12345678910 e assim sucessivamente. Prove que
infinitos termos dessa sequéncia sdo multiplos de 7.

PROBLEMA 6

. N . . P 4
Considere 4n pontos no plano, sem trés colineares. Utilizando esses pontos como vértices, podemos formar (3”)

triangulos. Mostre que existe um ponto X do plano que pertence ao interior de pelo menos 2n? desses tridngulos.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1 (a) Mostre que podemos escolher dois racionais p e ¢ entre 0 e 1 tal que, a partir das representagdes

decimais p = 0.p1pap3 ... € ¢ = 0.q1¢2q3 - . ., é possivel construir um nimero irracional o = 0.a1aza3 ... tal que,
para cada ¢ = 1,2,3,... temos a; = p; ou a; = ¢;.

(b) Mostre que existem um racional s = 0.815283 ... e um irracional 8 = 0.b1babs ... tal que, para cada N > 2017,
o nimero de indices 1 < i < N tais que s; # b; € menor ou igual a W]\%

PROBLEMA 2

Seja n > 3 um inteiro. Prove que, para todo k inteiro, com 1 < k < (g), existe um conjunto A com n elementos
inteiros positivos distintos tais que o conjunto B = {mdc(z,y) : z,y € A,z # y} (obtido a partir do méximo divisor
comum de todos os pares de elementos distintos de A) contém exatamente k elementos distintos.

PROBLEMA 3

Um quadrilatero ABCD tem um circulo inscrito w e é tal que as semirretas AB e DC se cortam no ponto P e as
semirretas AD e BC se cortam no ponto Q. As retas AC' e PQ se cortam no ponto R. Seja T o ponto de w mais
préximo da reta PQ. Prove que a reta RT passa pelo incentro do triangulo PQC.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Nos vemos, nas figuras 1 e 2, exemplos de bloqueio de tela de um telefone celular que s6 funciona com uma senha que
nao é digitada, mas desenhada com segmentos de reta. Esses segmentos formam uma linha poligonal com vértices
em um reticulado. Ao desenhar o padrdo correspondente & senha, o dedo deve permanecer todo o tempo tocando a
tela. Toda a linha poligonal corresponde a uma sequéncia de algarismos e essa sequéncia é que é, de fato, a senha. O
tragado das poligonais obedece as regras a seguir:

a) O tragado comeca por um dos pontos destacados, os quais correspondem aos algarismos de 1 a 9 (figura 3).

b) Cada segmento do padrao deve ter como um dos seus extremos (aquele em que terminamos de tragar o segmento)
um ponto que ainda néao foi usado.

¢) Se um segmento liga dois pontos e contém um terceiro (o seu ponto médio), entao o algarismo correspondente a
esse terceiro ponto é incluido na senha. Isso ndo acontece quando esse ponto/algarismo ja foi usado.

d) Toda senha tem pelo menos quatro algarismos.

OO, YRORE
Q VRN YR

figura 1 figura 2 figura 3

Assim, toda linha poligonal é associada a uma sequéncia de quatro ou mais algarismos, os quais aparecem na senha
na mesma ordem em que sdo visitados. Na figura 1 acima, por exemplo, a senha é 218369, caso o primeiro ponto
visitado tenha sido o 2. Note que o segmento ligando os pontos associados aos algarismos 3 e 9 inclui o ponto associado
ao algarismo 6. Se o primeiro ponto visitado fosse 0 9, entdo a senha seria 963812. Se o primeiro ponto visitado fosse o
6, entdo a senha seria 693812. Note que o 6 seria pulado, j& que nao poderia repetir. Por outro lado, a linha poligonal
da figura 2 é associada a uma tnica senha.

Determine o menor n > 4 tal que dado qualquer subconjunto de n algarismos de 1 a 9 é possivel elaborar uma
senha que envolva exatamente esses algarismos em alguma ordem.

PROBLEMA 5

No tridngulo ABC, seja 74 a reta que passa pelo ponto médio de BC' e é perpendicular a bissetriz interna de ZBAC.
Defina rp e 7¢ da mesma forma. Sejam H e I o ortocentro e o incentro de ABC)| respectivamente. Suponha que as
trés retas r 4, rg, rc definem um tridngulo. Prove que o circuncentro desse tridngulo é o ponto médio de H 1.

PROBLEMA 6
Seja a inteiro positivo e p um divisor primo de a® — 3a + 1, com p # 3. Prove que p é da forma 9k + 1 ou 9%k — 1, sendo
k um inteiro.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Seja ABC' um tridngulo. As retas r e s sdo bissetrizes internas de ZABC e /BC A, respectivamente. Os pontos F
sobre r e D sobre s sdo tais que AD || BE ¢ AE || CD. As retas BD e CE se cortam em F. Seja I o incentro do
tridngulo ABC'. Mostre que se os pontos A, F' e I sdo colineares entdo AB = AC.

PROBLEMA 2
Encontre o menor n tal que qualquer conjunto de n pontos do plano cartesiano, todos com coordenadas inteiras,
contém dois cujo quadrado da distdncia é um multiplo de 2016.

PROBLEMA 3
Seja k um inteiro positivo fixado. Alberto e Beralto participam do seguinte jogo: dado um numero inicial Ny e
comecando por Alberto, eles alternadamente fazem a seguinte operagao: trocar um ntmero n por um ndmero m tal
que m < n e n e m diferem, na sua representacdo em base 2, exatamente [ digitos consecutivos para algum [ tal que
1 <1 < k. Quem nao conseguir jogar perde.

Dizemos que um inteiro nao negativo ¢ e vencedor quando o jogador que recebe t tem uma estratégia vencedora,
ou seja, consegue escolher os ntimeros seguintes de modo a garantir a vitoria, ndo importando como o outro jogador
faca suas escolhas. Caso contrério, dizemos que t é perdedor.

Prove que, para todo N inteiro positivo, a quantidade de inteiros nao-negativos perdedores e menores do que
& 9N —[logy(min{k,N})|

2N

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Qual é a maior quantidade de inteiros positivos menores ou iguais a 2016 que podemos escolher de modo que nao haja
dois numeros cuja diferenca é 1, 2 ou 67

PROBLEMA 5
Considere o polinémio do segundo grau P(z) = 422 + 122 — 3015. Defina a sequéncia de polinémios P;(x) = 5312

Poii(z) = 7P(2Pél1(6$)) .

(a) Prove que existe um ntmero real r tal que P,(r) < 0 para todo inteiro positivo n.
(b) Determine a quantidade de inteiros m tais que P,(m) < 0 para infinitos inteiros positivos n

PROBLEMA 6

Seja ABC'D um quadrildtero convexo, ndo circunscritivel, sem lados paralelos. As retas AB e C'D se cortam em
E. Seja M # E a intersecao dos circuncirculos de ADE e BC'E. As bissetrizes internas de ABC'D determinam um
quadrilatero convexo ciclico de circuncentro I e as bissetrizes externas de ABC'D determinam um quadrilatero convexo
ciclico de circuncentro J. Prove que I, J e M séao colineares.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Seja ABC' um triangulo escaleno e acutangulo e N o centro do circulo que passa pelos pés das trés alturas do tridngulo.
Seja D a interse¢do das retas tangentes ao circuncirculo de ABC' e que passam por B e C. Prove que A, D e N sio
colineares se, e somente se, ZBAC = 45°.

PROBLEMA 2
Seja S = 1,2,3,...,6n,n > 1. Encontre o maior valor de k para o qual a seguinte afirmacao é verdadeira: todo
subconjunto A de S com 4n elementos tem pelo menos k subconjuntos a,b com a < b e b multiplo de a.

PROBLEMA 3
Dado um natural n > 1 e sua fatoragdo em primos n = p{'py? ... pp*, sua falsa derivada é definida por:

f(n) = oqp(fl_lo@pg""_l .. akpg’rl

Prove que existem infinitos naturais n tais que f(n) = f(n — 1) + 1.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Seja m um inteiro positivo e sejam n = dy > dg > --- > dj, = 1 seus divisores positivos.

a) Prove que
di —dy+dz—- -+ (1)t =n—1

se, e somente se, n é primo ou n = 4.

b) Determine os trés inteiros positivos n para os quais

d1—d2+d3—"'+(—1)k_1dk:n—4.

PROBLEMA 5
E verdade que existem um polindémio f(x) de coeficientes racionais, nem todos inteiros, de grau n > 0, um polindémio
g(x), com todos os coeficientes inteiros, e um conjunto S com n + 1 inteiros tais que g(t) = f(t) para todo t € S?

PROBLEMA 6

Seja ABC um triangulo escaleno e X, Y e Z pontos sobre as retas BC, AC e AB, respectivamente, tais que ZAX B =
LBYC = ZCZA. Os circuncirculos de BXZ e CXY se cortam em P # X. Prove que P estd sobre a circunferéncia
cujo didmetro tem extremidades no ortocentro H e no baricentro G de ABC.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1
Seja ABC'D um quadrildtero convexo e seja P a interse¢do das diagonais AC' e BD. Os raios dos circulos inscritos
nos tridngulos ABP, BCP, CDP e DAP sio iguais. Prove que ABC'D é um losango.

PROBLEMA 2
Encontre todos os inteiros n > 1 com a seguinte propriedade: para todo k, 0 < k < n, existe um multiplo de n cuja
soma dos algarismos, na base decimal, deixa resto k£ na divisdo por n.

PROBLEMA 3
Seja N um inteiro maior do que 2. Arnaldo e Bernaldo disputam o seguinte jogo: ha N pedras em uma pilha. Na
primeira jogada, feita por Arnaldo, ele deve tirar uma quantidade k de pedras da pilha com 1 < k < N. Em seguida,
Bernaldo deve retirar uma quantidade de pedras m da pilha com 1 < m < 2k, e assim por diante, ou seja, cada
jogador, alternadamente, tira uma quantidade de pedras da pilha entre 1 e o dobro da iltima quantidade que seu
oponente tirou, inclusive. Ganha o jogador que tirar a ultima pedra.

Para cada valor de N determine qual jogador garante a vitéria, independe de como o outro jogar, e explique qual
é a estratégia vencedora para cada caso.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Uma sequéncia infinita de polindmios Py(x), Pi(z), Pa(x), ..., Py(x),... é definida por

Py(z) =z e Py(x) =Pp_1(x —1)- P,_1(z+ 1), para todon > 1
. Determine o maior inteiro k para o qual o polindémio Psg14() é miltiplo de 2*.

PROBLEMA 5

Em cada casa de um tabuleiro 2m x 2n estd escrito um inteiro. A operacdo permitida é tomar trés casas formando
um L-triminé (ou seja, uma casa C' e outras duas casas com um lado em comum com C, um na horizontal e outro na
vertical) e somar 1 ao inteiro em cada uma das trés casas. Determine a condigdo necesséria e suficiente, em fungéo de
m, n e dos nimeros iniciais, para que seja possivel deixar todos os ntimeros iguais.

PROBLEMA 6

Seja ABC um tridngulo com incentro I e incirculo w O circulo w4 tangencia externamente w e toca os lados AB e AC
em Aj e Ay. Seja ry a reta A1 As. Defina rg e ro de modo andlogo. As retas r4, rg e r¢ determinam um tridngulo
XY Z. Prove que o incentro de XY Z, o circuncentro de XY C' e I sdo colineares.



Nivel 3 Olimpiada Brasileira de Matematica 2013

Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Seja I' um circulo a A um ponto exterior a I'. As retas tangentes a I' que passam por A tocam I' em B e C. Seja M o
ponto médio de AB. O segmento M C' corta I' novamente em D e a reta AD corta I novamente em E. Sendo AB = a
e BC =0, calcular CE em funcéo de a e b.

PROBLEMA 2

Arnaldo e Bernaldo fazem a seguinte brincadeira: dado um conjunto finito de inteiros positivos A fixado, que os dois
conhecem, Arnaldo escolhe um ntimero a € A, mas néo conta a ninguém qual ntimero escolheu. Em seguida, Bernaldo
pode escolher um inteiro positivo b qualquer (b pode pertencer a A ou nao). Entdo Arnaldo fala apenas o nimero
de divisores inteiros positivos do produto ab. Mostre que Bernaldo pode escolher b de modo que consiga descobrir o
namero a escolhido por Arnaldo.

PROBLEMA 3
Encontre todas as fungoes injetoras f : R* — R* tais que

flz+y)- (f(x) + fly) = f(zy)

para todos x,y € R* com z + y # 0.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Encontrar o maior valor de n para o qual existe uma sequéncia (ag, a1, ...,a,) de algarismos nao nulos (ou seja,
a; € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}) tal que, para todo k, 1 < k < n, o ntimero de k digitos (ap_1ax_2...ap) = ap_110F71 +
agp_210%72 4 ... 4 q¢ divide o ntimero de k + 1 digitos (axar_1 . ..ao).

PROBLEMA 5

Seja  um ntmero irracional entre 0 e 1 e = 0,ajaz ... a sua representacdo decimal. Para cada k > 1, seja p(k)
a quantidade de sequéncias distintas aji1a;42...a;4% de k algarismos consecutivos na representacdo decimal de x.
Prove que p(k) > k + 1 para todo k inteiro positivo.

PROBLEMA 6
O incirculo do tridngulo ABC toca os lados BC, CA e AB nos pontos D, E e F respectivamente. Seja P o ponto de
intersecao das retas AD e BE. As reflexoes de P em relacdo a EF, FD e DE sdo X, Y e Z, respectivamente. Prove
que as retas AX, BY e C'Z tém um ponto comum pertencente a reta IO, sendo I e O o incentro e o circuncentro do
tridngulo ABC.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Quando duas amebas vermelhas se juntam, se transformam em uma tinica ameba azul; quando uma ameba vermelha
se junta com uma ameba azul, as duas se transformam em trés amebas vermelhas; quando duas amebas azuis se
juntam, elas se transformam em quatro amebas vermelhas. Um tubo de ensaio tem inicialmente a amebas azuis e v
amebas vermelhas. Determine, em funcdo de a e v, todas as quantidades de amebas possiveis no tubo de ensaio e,
para cada quantidade de amebas, as possibilidades de quantidades de amebas de cada cor.

PROBLEMA 2

Dado um tridngulo ABC, o exincentro relativo ao vértice A é o ponto de interse¢do das bissetrizes externas de DB e
DC'. Sejam I4, I e I¢ os exincentros do tridngulo escaleno ABC relativos a A, B e C, respectivamente, e X, Y e
Z os pontos médios de Iglc, IcIa e [41p, respectivamente. O incirculo do tridngulo ABC toca os lados BC, CA e
AB nos pontos D, E e F, respectivamente. Prove que as retas DX, FY e FZ tém um ponto em comum pertencente
areta 10, sendo I e O o incentro e o circuncentro do tridngulo ABC, respectivamente.

PROBLEMA 3
Qual é o menor natural n para o qual existe k natural de modo que os 2012 ultimos digitos na representagao decimal
de n* sdo iguais a 1?7

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Determine se existem inteiros positivos n, a1, asg, ..., az12, todos maiores ou iguais a 2, tais que

2 2 3 5 i
n®=ay+aytag+-o+a + oo Fagy,

em que p; é o i-ésimo primo (ou seja, p1 =2, pa =3, p3 =15, ...).

PROBLEMA 5

De quantas maneiras podemos pintar as casas de um tabuleiro n x n com 4 cores de modo que casas com um lado em
comum nao tenham a mesma cor e em cada quadrado 2 x 2 formado por quatro casas em linhas e colunas consecutivas
aparecam as quatro cores?

PROBLEMA 6
Encontre todas as fungoes sobrejetoras f : Rso — Rsg tais que

2z f(f(2)) = (f(f(2)) + 2) - f(2)

para todo x real positivo.
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PROBLEMA 1
Dizemos que um ntimero inteiro positivo é chapa quando ele é formado apenas por algarismos nao nulos e a soma dos
quadrados de todos os seus algarismos ¢ também um quadrado perfeito. Por exemplo, 221 é chapa pois 22 +22 412 = 9
e todos os seus algarismos sdo ndo nulos, 403 ndo é chapa, pois, apesar de 42 4+ 02 + 32 = 52, um de seus algarismos
de 403 é nulo e 12 ndo é chapa pois 12 4+ 22 = 5 ndo é quadrado perfeito.

Prove que, para todo inteiro positivo n, existe um nimero chapa com exatamente n algarismos.

PROBLEMA 2

Um 4lbum, composto por 2011 figurinhas, esta sendo colecionado por 33 amigos. Uma distribuicdo de figurinhas entre
os 33 amigos é incompleta quando existe pelo menos uma figurinha que nenhum dos 33 amigos tem. Determinar
o menor valor de m com a seguinte propriedade: toda distribui¢do de figurinhas entre os 33 amigos tal que, para
quaisquer dois dos amigos, faltam, para ambos, pelo menos m figurinhas em comum, é incompleta.

PROBLEMA 3
Mostre que, para todo pentdgono convexo Py P, P3Py Ps de area 1, existem dois tridngulos P; P11 P12 € P Pji1Pjq2
(em que Ps = P; e P; = P,), formados por trés vértices consecutivos do pentdgono, tais que

5-V5

< A(PjPj11Pji2)

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Existem 2011 inteiros positivos a1 < ag < --- < ago11 tais que, para todo 1 <14 < j <2011, mdc(a;, a;) = a; — a;?

PROBLEMA 5

Seja ABC' um tridngulo acutangulo e H seu ortocentro. As retas BH e CH cortam AC e AB em D e E, respecti-
vamente. O circuncirculo de ADFE corta o circuncirculo de ABC em F # A. Provar que as bissetrizes internas de
/BFC e ZBHC se cortam em um ponto sobre o segmento BC'.

PROBLEMA 6
Sejam 1, T2, T3, . . ., 2011 Teais nao negativos cuja soma é 221 Prove que

H(xz - $i+1)

cic

3V3
=|(x1 —22) - (w2 —x3) - -+ - (T2010 — T2011) - (2011 — 21)| < 6
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PROBLEMA 1
Encontre todas as fungdes f : R — R tais que

f(a+1) = f(ab)

para todos a, b irracionais.

PROBLEMA 2
Seja P(x) um polindmio com coeficientes reais. Prove que existem inteiros positivos n e k tais que k tem n digitos e
mais de P(n) divisores positivos.

PROBLEMA 3
Qual é a maior sombra que um cubo sélido de aresta 1 pode ter, no sol a pino?

Observagao: Entende-se “maior sombra de uma figura no sol a pino” como a maior area possivel para a proje¢ao
ortogonal da figura sobre um plano.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Seja ABC'D um quadrilatero convexo e M e N os pontos médios dos lados CD e AD, respectivamente. As retas
perpendiculares a AB passando por M e a BC passando por N cortam-se no ponto P. Prove que P pertence a
diagonal BD se, e somente se, as diagonais AC e BD sao perpendiculares.

PROBLEMA 5

Determine todos os valores de n para os quais existe um conjunto S de n pontos, sem que haja trés deles colineares,
com a seguinte propriedade: é possivel pintar todos os pontos de S de modo que todos os dngulos determinados por
trés pontos de S, todos da mesma cor ou de trés cores diferentes, ndo sejam obtusos. A quantidade de cores disponiveis
¢ ilimitada.

PROBLEMA 6

Encontre todos os pares (a,b) de inteiros positivos tais que

3% =202 + 1.
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PROBLEMA 1

Esmeralda escreve 2009% ntimeros inteiros em uma tabela com 2009 linhas e 2009 colunas, colocando um ntimero em
cada casa da tabela. Ela soma corretamente os nimeros em cada linha e em cada coluna, obtendo 4018 resultados.
Ela percebeu que os resultados sao todos distintos. E possivel que esses resultados sejam todos quadrados perfeitos?

PROBLEMA 2
Considere um primo ¢ da forma 2p + 1, sendo p > 0 um primo. Prove que existe um miltiplo de ¢ cuja soma dos
algarismos na base decimal é menor ou igual a 3.

PROBLEMA 3

Sédo colocadas 2009 pedras em alguns pontos (z,y) de coordenadas inteiras do plano cartesiano. Uma operacao consiste
em escolher um ponto (a,b) que tenha quatro ou mais pedras, retirar quatro pedras de (a, b) e colocar uma pedra em
cada um dos pontos

(a,b—1),(a,b+1),(a—1,b),(a+1,b).

Mostre que, apés um ntmero finito de operagoes, cada ponto terd no maximo trés pedras. Além disso, prove que a
configuragdo final ndo depende da ordem das operagoes.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Mostre que existe um inteiro positivo ny com a seguinte propriedade: para qualquer inteiro n > ng € possivel particionar
um cubo em n cubos menores.

PROBLEMA 5

Seja ABC um triangulo e O seu circuncentro. As retas AB e AC cortam o circuncirculo de OBC novamente em
By # B e Cy # C, respectivamente, as retas BA e BC cortam o circuncirculo de OAC em As # A e Cy # C,
respectivamente, e as retas CA e C'B cortam o circuncirculo de OAB em A3 # A e B3 # B, respectivamente. Prove
que as retas As Az, B1Bs e C1C5 passam por um mesmo ponto.

PROBLEMA 6
Seja n > 3 um inteiro fixado e x1, x2, . .., T, reais positivos. Encontre, em funcao de n, todos os possiveis valores reais
de

€ T2 Tn—1 T
- ot +
Ty + X1 + T2 T+ X2+ T3 Tpn—2+ Tpn-1+Tn Tn—1+Tn+ 21
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1

Vamos chamar de garboso o niimero que possui um multiplo cujas quatro primeiras casas de sua representacao decimal
sdo 2008. Por exemplo, 7 é garboso pois 200858 é multiplo de 7 e comega com 2008. Observe que 200858 = 28694 - 7.
Mostre que todos os inteiros positivos sao garbosos.

PROBLEMA 2

Sobre uma reta ha um conjunto S de 6n pontos. Destes, 4n sao escolhidos ao acaso e pintados de azul; os 2n demais
sdo pintados de verde. Prove que existe um segmento que contém exatamente 3n pontos de S, sendo 2n pintados de
azul e n pintados de verde.

PROBLEMA 3
Sejam z, vy, z reais quaisquer tais que x + y + z = xy + yz + zx. Encontre o valor minimo de

T n Y n z
2+1  y2+1  22+1

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Seja ABC' D um quadrilatero ciclico e r e s as retas simétricas a reta AB em relagdo as bissetrizes internas dos angulos
ZCAD e ZCBD , respectivamente. Sendo P a intersec¢ao de r e s e O o centro do circulo circunscrito a ABC D, prove
que OP é perpendicular a CD.

PROBLEMA 5
Prove que para quaisquer inteiros @ > 1 e b > 1 existe uma funcdo f dos inteiros positivos nos inteiros positivos tal
que f(a- f(n)) =b-n para todo n inteiro positivo.

PROBLEMA 6

O profeta venusiano Zabruberson enviou a seus discipulos uma palavra de 10000 letras, sendo cada uma delas A ou
E: a Palavra Zabribica. Seus seguidores passaram a considerar, para 1 < k < 10000, cada palavra formada por k
letras consecutivas da Palavra Zabrubica uma palavra profética de tamanho k. Sabe-se que ha no maximo 7 palavras
proféticas de tamanho 3. Determine o nimero maximo de palavras proféticas de tamanho 10.
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PROBLEMA 1
Seja f(x) = 22 4+ 2007z + 1. Prove que, para todo n inteiro positivo, a equacdo

onde f é aplicada n vezes, tem pelo menos uma solugao real.

PROBLEMA 2
Para quantos nimeros inteiros ¢, —2007 < ¢ < 2007 , existe um inteiro z tal que 22 + ¢ é multiplo de 220077

PROBLEMA 3
Sao dados n pontos no plano, os quais sdo os vértices de um poligono convexo. Prove que o conjunto das medidas dos
lados e das diagonais do poligono tem pelo menos |n/2| elementos distintos.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Arrumam-se 20072 quadradinhos iguais, formando um tabuleiro 2007 x 2007. Arnaldo e Bernaldo disputam o seguinte
jogo: cada jogada de Arnaldo consiste em retirar 4 quadradinhos que formem um quadrado 2 x 2. Cada jogada de
Bernaldo consiste em retirar apenas 1 quadradinho. Os jogadores jogam alternadamente, sendo Arnaldo o primeiro a
jogar. Quando Arnaldo ndo puder fazer sua jogada, Bernaldo fica com todas as pegas restantes do tabuleiro. Ganha
0 jogo aquele que possuir mais quadradinhos no final. E possivel que Bernaldo ganhe o jogo, ndo importando como
Arnaldo jogue?

PROBLEMA 5

Seja ABC'D um quadrilatero convexo, P a intersecio das retas AB e CD, @ a intersecdo das retas AD e BC e O a
interse¢do das diagonais AC e BD. Prove que se ZPOQ é um angulo reto entdao PO ¢é bissetriz de ZAOD e QO é
bissetriz de ZAOB.

PROBLEMA 6

Dados niimeros reais r1 < x5 < --- < x,, suponha que todo nimero real ocorre no maximo duas vezes entre as
diferencas =; — x;, com 1 < i < j < n. Prove que hd pelo menos |n/2| nimeros reais que ocorrem exatamente uma
vez entre tais diferencas.
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PROBLEMA 1
Seja ABC um tridngulo, P o pé da bissetriz interna relativa ao lado AC e I seu incentro. Se AP + AB = CB, prove
que API é um tridngulo isésceles.

PROBLEMA 2

Seja m um inteiro, n > 3. Definimos f(n) como a maior quantidade possivel de tridngulos isdsceles cujos vértices
pertencem a algum conjunto de n pontos do plano sem trés pontos colineares. Prove que existem constantes positivas
a e b tais que an? < f(n) < bn?, para todo n inteiro, n > 3.

PROBLEMA 3
Determine todas as fungoes f : R — R tais que

f@f(y) + f(@)) = 2f(z) + 2y

para todos z e y reais.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Um namero inteiro positivo é arrojado quando tem 8 divisores positivos cuja soma é 3240. Por exemplo, o nimero
2006 é arrojado porque seus 8 divisores positivos, 1, 2, 17, 34, 59, 118, 1003 e 2006, somam 3240. Encontre o menor
nimero inteiro positivo arrojado.

PROBLEMA 5

Seja P um poligono convexo de 2006 lados. As 1003 diagonais ligando vértices opostos e os 1003 segmentos que ligam
os pontos médios dos lados opostos sdo concorrentes, ou seja, todos os 2006 segmentos possuem um ponto em comuim.
Prove que os lados opostos de P sao paralelos e congruentes.

PROBLEMA 6

O professor Piraldo participa de jogos de futebol em que saem muitos gols e tem uma maneira peculiar de julgar um
jogo. Um jogo com placar de m gols a n gols, m > n, é dito equilibrado quando m < f(n), sendo f(n) definido por
f(0)=0e, paran > 1, f(n) =2n — f(r) +r, onde r é o maior inteiro tal que r < n e f(r) < n.

Sendo ¢ = 1+2\/g’ prove que um jogo com placar de m gols a n, m > n, estd equiliblado se m < ¢n e nao esta

equilibrado se m > ¢n + 1
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PROBLEMA 1
Um ntmero natural é palindromo quando se obtém o mesmo niimero ao escrevermos os seus digitos na ordem inversa.
Por exemplo, 481184, 131 e 2 sao palindromos. Determine todos os pares de inteiros positivos (m,n) tais que

(11---1)-(11---1)
é palindromo, onde o primeiro nimero possui m algarismos 1 e o segundo possui n algarismos 1.

PROBLEMA 2
Determine o menor niimero real C' para o qual a desigualdade

2005 2005 2005 2005 2005 125 125 125 125 125116
Cx?™™ + 25" + 25" a7 +ag°) < wpxexsxars (277 + 2577 + 2370 + 23°° + 25°°)
é valida para todos os niimeros reais positivos x1, xo, T3, T4, T5.

PROBLEMA 3
Dizemos que um quadrado estd contido em um cubo quando todos os seus pontos estdao nas faces ou no interior do
cubo. Determine o maior [ > 0 tal que existe um quadrado de lado | contido num cubo de aresta 1.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Temos quatro baterias carregadas, quatro baterias descarregadas e um radio que necessita de duas baterias carregadas
para funcionar. Supondo que nao sabemos quais baterias estao carregadas e quais estao descarregadas, determine o
menor numero de tentativas suficiente para garantirmos que o radio funcione. Uma tentativa consiste em colocar duas
das baterias no radio e verificar se ele, entao, funciona.

PROBLEMA 5

Sejam ABC' um tridngulo acutdngulo e F' o seu ponto de Fermat, isto é, o ponto interior ao tridngulo ABC tal que
os trés angulos ZAFB , Z/ZBFC e ZCFA medem 120 graus. Para cada um dos tridangulos ABF, ACF e BCF trace a
sua reta de Euler, ou seja, a reta que liga o seu circuncentro e o seu baricentro. Prove que essas trés retas concorrem
em um ponto.

PROBLEMA 6
Dados a, ¢ inteiros positivos e b inteiro, prove que existe x inteiro positivo tal que

a®*+x=0b (mod c)

ou seja, existe x inteiro positivo tal que ¢ é um divisor de a” + x — b.
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PROBLEMA 1
Seja ABC' D um quadrilatero convexo. Prove que os incirculos de ABC, BCD, CDA e DAB tém um ponto em comum
se, e somente se, ABC'D é um losango.

PROBLEMA 2
Determine todos os valores de n tais que é possivel dividir um tridngulo em n tridngulos de modo que nao haja trés
vértices alinhados e em cada vértice incida o mesmo ntimero de segmentos.

Mostramos a seguir tal divisdo para n = 7. Observe que em cada um dos seis vértices incidem quatro segmentos.

PROBLEMA 3
Seja x1, 2, . .., L2004 UmMa sequéncia de numeros inteiros satisfazendo

Thts = Thyo + Th+1Tk, 1 <k <2001

E possivel que mais da metade de seus termos sejam negativos?

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Considere todas as maneiras de colocarmos nas casas de um tabuleiro 10 x 10 exatamente dez vezes cada um dos
algarismos 0,1,2,...,9. Encontre o maior inteiro n com a propriedade de que, em cada tabuleiro, alguma linha ou
alguma coluna contenha pelo menos n algarismos diferentes.

PROBLEMA 5
Considere a sequéncia (an)nen com
apg=a1 =as=a3 =1

2
Anlp—4 = Gp—10p—3 + Qy,_o

Mostre que todos os termos dessa seqiiéncia sdo niimeros inteiros.

PROBLEMA 6
Sejam a e b nimeros reais. Considere a fun¢io f,, : R? — R? definida por f,(z;y) = (a — by — 2%;x). Sendo
P = (z;y) € R?, definimos f{ab(P) =Pe ff,ng(P) = fa( L’f’b(P)), para k inteiro nao negativo.

O conjunto per(a;b) dos pontos periédicos da fungdo f, é o conjunto dos pontos P de R? para os quais existe um
inteiro positivo n tal que f;',(P) = P.

Fixando o real b, prove que o conjunto A, = {a € R | per(a,b) # @} tem um menor elemento. Calcule esse menor
elemento.
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PROBLEMA 1
Determine o menor niimero primo positivo que divide 22 4+ 5z + 23 para algum inteiro .

PROBLEMA 2
Seja S um conjunto de m elementos. Determine o menor inteiro positivo k com a seguinte propriedade: dados

quaisquer k subconjuntos distintos Ai, Ao, ..., Ar de S, existe uma escolha adequada dos sinais + e — de modo que
S=AfUAFU---UAF, onde Af = Ae A7 =S — A é o complementar de A; em relagio a S.

PROBLEMA 3
Seja ABC'D um losango. Sejam FE, F, G e H pontos sobre os lados AB, BC, CD e DA, respectivamente, e tais que
as retas EF e GH sao tangentes a circunferéncia inscrita no losango. Prove que as retas EH e F'G sao paralelas.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Sao dados: uma circunferéncia K e um ponto A interior, fixo, distinto do centro. Determine os pontos B, C' e D sobre
a circunferéncia de forma que a drea do quadrilatero ABCD seja a maior possivel.

PROBLEMA 5
Suponha que f : (0,4+00) = R satizfaz:
)<y = f(z)<fy)

ii) f (%) > 7f($);f(y), para todo z,y € (0,+00)

Prove que existe xo € (0, +00) tal que f(zg) < 0.

PROBLEMA 6
Um grafo cujo conjunto de vértices V' tem n elementos é bacana se existir um conjunto D C N e uma fungao injetiva
f:V = [1,n%/4 N N tal que os vértices p e ¢ sdo ligados por uma aresta se e somente se |f(p) — f(q)| € D.

Mostre que existe ng € N tal que para todo n > ng existem grafos com n vértices que ndo sdo bacanas.
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PROBLEMA 1
Mostre que existe um conjunto A formado por inteiros positivos tendo as seguintes propriedades:

(a) A tem 2002 elementos.
(b) A soma de qualquer quantidade de elementos distintos de A (pelo menos um) nunca é uma poténcia perfeita.
Observag¢io. Uma poténcia perfeita é um niimero da forma a®, onde a e b sido inteiros positivos e b > 2.

PROBLEMA 2

ABCD é um quadrilatero convexo e inscritivel e M é um ponto sobre o lado C'D, tal que o tridngulo ADM e o
quadrilatero ABCM tém a mesma area e o mesmo perimetro. Prove que ABCD tem dois lados de comprimentos
iguais.

PROBLEMA 3
Numeramos as casas de um tabuleiro quadriculado m x n, onde m,n > 2, com os inteiros 1,2, 3, ..., mn de modo que,
para todo ¢ < mn — 1, as casas i € ¢ + 1 tenham um lado em comum.

Prove que existe i < mn — 3 tal que as casas ¢ e ¢ + 3 tém um lado em comum.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Definimos o didmetro de um subconjunto nao vazio de {1,2,...,n} como a diferenca entre seu maior elemento e seu
menor elemento (em mdédulo). Calcule a soma dos didmetros de todos os subconjuntos nao vazios de {1,2,...,n}.

PROBLEMA 5
Temos um numero finito de quadrados, de area total 4. Prove que é possivel arranja-los de modo a cobrir um quadrado
de lado 1.

Obs: E permitido sobrepor quadrados e parte deles pode ultrapassar os limites do quadrado a ser coberto.

PROBLEMA 6

Arnaldo e Beatriz se comunicam durante um acampamento usando sinais de fumaca, as vezes usando uma nuvem
grande, as vezes uma pequena. No tempo disponivel antes do café da manha, Arnaldo consegue enviar uma sequéncia
de 24 nuvens. Como Beatriz nem sempre consegue distinguir uma nuvem pequena de uma grande, ela e Arnaldo
fizeram um dicionario antes de ir para o acampamento. No diciondrio aparecem N sequéncias de 24 tamanhos de
nuvem (como por exemplo a sequéncia PGPGPGPGPGPGGPGPGPGPGPGP, onde G significa nuvem grande e
P significa nuvem pequena). Para cada uma das N sequéncias, o diciondrio indica seu significado. Para evitar
interpretacoes erradas, Arnaldo e Beatriz evitaram incluir no dicionario sequéncias parecidas. Mais precisamente,
duas sequéncias no dicionéario sempre diferem em pelo menos 8 das 24 posi¢oes. Demonstre que N < 4096.
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PROBLEMA 1
Prove que, para quaisquer ntiimeros reais positivos a, b e c,

(a+b)(a+c)>2+yabc(a+b+c).

PROBLEMA 2

Dado um inteiro ag > 1 definimos uma seqiiéncia (a,)n>0 a da seguinte forma; para cada k > 0, ax+1 é o menor
inteiro ag41 > ay tal que mde(agr1,a0-aq -+ - ax) = 1. Diga para quais valores de ag temos que todos os termos ay,
da seqiiéncia sdo primos ou poténcias de primos.

PROBLEMA 3

E e F sdo pontos do lado AB, do triangulo ABC, tais que AE = EF = FB. D é ponto da reta BC' tal que BC
é perpendicular a ED. AD é perpendicular a CF. Os angulos Z/ZBDF e ZCFA medem z e 3z, respectivamente.
Calcule a razdo DB/DC.

Segundo Dia

PROBLEMA 4

Uma calculadora tem o ntimero 1 na tela. Devemos efetuar 2001 operagdes, cada uma das quais consistindo em
pressionar a tecla sen ou a tecla cos. Essas operacdes calculam respectivamente o seno e o cosseno com argumentos
em radianos. Qual é o maior resultado possivel depois das 2001 operagoes?

PROBLEMA 5

Em um quadrilatero convexo, a altura em relacdo a um lado é definida como a perpendicular a esse lado passando
pelo ponto médio do lado oposto. Prove que as quatro alturas tém um ponto comum se e somente se o quadrildtero é
inscritivel, isto é, se e somente se existe uma circunferéncia que contém seus quatro vértices.

PROBLEMA 6
Temos uma fileira longa de copos e n pedras no copo central (copo 0). Os seguintes movimentos sdo permitidos:
Movimento tipo A

A&7 =~ A o
e dle L] = [ JleJl el JL |
i-1 i i+1 i+2 i-1 i i+1 i+2

Se hé pelo menos uma pedra no copo i e pelo menos uma no copo i+ 1 podemos fazer uma pedra que estd no copo
i+ 1 pular para o copo ¢ — 1 eliminando uma pedra do copo <.
Movimento tipo B

[ N ///’——‘\A KN -7 Y
I Jeef I JL | =L Jle]fleofl Jle[ |
i-1 i i+1 i+2 i-1 i i+1 i+2

Se ha pelo menos duas pedras no copo i podemos pular uma para o copo i + 2 e uma outra para o copo i — 1.

Demonstre o seguinte fato: fazendo os movimentos tipo A ou B durante um tempo suficientemente longo sempre
chegaremos a uma configuracdo a partir da qual ndo é mais possivel fazer nenhum desses dois tipos de movimento.
Além disso essa configuracao final ndo depende da escolha de movimentos durante o processo.
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PROBLEMA 1
Em uma folha de papel a reta r passa pelo canto A da folha e forma um angulo o com a borda horizontal, como na
figura 1. Para dividir este angulo o em trés partes iguais, executaremos as seguintes construgoes:

a) inicialmente, marcamos dois pontos B e C sobre a borda vertical de modo que AB = BC; pelo ponto B tragamos
a reta s paralela & borda (figura 2);

b) a seguir, dobramos o papel, ajustando-o de modo que o ponto C' coincida com um ponto C’ sobre a reta r e o
ponto A coincida com um ponto A’ sobre a reta s (figura 3); chamamos de B’ o ponto com o qual B coincide.

Mostre que as retas AA" e AB’ dividem o angulo a em trés partes iguais.
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PROBLEMA 2
Seja o(n) a soma de todos os divisores positivos de n, onde n é um inteiro positivo (por exemplo, o(6) = 12 e
o(11) = 12). Dizemos que n é quase perfeito se o(n) = 2n — 1 (por exemplo, 4 é quase perfeito, pois o(4) = 7) Sejam

n mod k o resto da divisdo de n por k e s(n) = Zn mod k (por exemplo, s(6) = 0+04+0+2+14+0=3c¢
k=1
s(11) =0+ 1+24+3+1+5+4+3+2+140=22).
Prove que n é quase perfeito se, e somente se, s(n) = s(n — 1).

PROBLEMA 3
Seja f uma fungdo definida nos inteiros positivos da seguinte forma: Dado n, escrevemos n = 2% - (2b+ 1), com a e b
inteiros e definimos f(n) = a® +a+ 1. Determine o menor inteiro positivo n tal que f(1)+ f(2) +---+ f(n) > 123456.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
A avenida Providéncia tem infinitos semaforos igualmente espagados e sincronizados. A distancia entre dois seméaforos
consecutivos é de 1.500m. Os seméforos ficam abertos por 1min 30s, depois fechados por 1 min, depois abertos por 1
min 30s e assim sucessivamente.

Suponha que um carro trafegue com velocidade constante igual a v, em m/s, pela avenida Providéncia.

Para quais valores de v é possivel que o carro passe por uma quantidade arbitrariamente grande de semaforos sem
parar em qualquer um deles?

PROBLEMA 5

Seja X o conjunto de todas as sequéncias A = (a1, as9,...,a2000) tais que a; € 0,1,2 se 1 < i < 1000 e a; € 0,1 se
1001 <4 <2000. Dados A e B em X, definimos a distancia d(A, B) entre A e B como sendo o nimero de valores de
i, 1 <14 <2000, tais que a; # b;. Determine o numero de fungoes f : X — X que preservam distancia, isto é, tais que
d(f(A), f(B)) = d(A, B), para quaisquer A e B em X.

PROBLEMA 6
Seja C um cubo de madeira. Para cada um dos 28 pares de vértices de C' cortamos o cubo C pelo plano mediador dos
dois vértices do par. Em quantos pedagos fica dividido o cubo?

Nota: Dados dois pontos A e B no espaco, o plano mediador de A e B é o conjunto dos pontos do espago cujas

distdncias a A e B sao iguais. Em outras palavras: é o plano perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto
médio de AB.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1
Seja ABCDE um pentagono regular tal que a estrela ACEBD tem area 1. Sejam P interse¢do entre AC' e BE e @
a intersecdo entre BD e C'E. Determine a drea de APQD.

PROBLEMA 2
Prove que ha pelo menos um algarismo diferente de zero entre a 1000000* e a 3000000* casa decimal de /2 apés a
virgula.

PROBLEMA 3

Temos um tabuleiro quadrado 10 x 10. Desejamos colocar n pecas em casas do tabuleiro de tal forma que nao existam
4 pecas formando em retangulo de lados paralelos aos lados do tabuleiro. Determine o maior valor de n para o qual é
possivel fazer esta construgao.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
O planeta Zork é esférico e tem véarias cidades. Dada qualquer cidade existe uma cidade antipoda (i.e., simétrica em
relagdo ao centro do planeta). Existem em Zork estradas ligando pares de cidades. Se existe uma estrada ligando
as cidades P e (Q entdo também existe uma estrada ligando as cidades P’ e ', onde P’ é a antipoda de P e Q' ¢é a
antipoda de ). Além disso, estradas nao se cruzam e dadas duas cidades P e ) sempre é possivel viajar de P a Q
usando alguma sequéncia de estradas.

O preco da Kriptonita em Urghs (a moeda planetdria) em duas cidades ligadas por uma estrada difere por no
méaximo 100 Urghs. Prove que existem duas cidades antipodas onde o preco da Kriptonita difere por no maximo 100

Urghs.

PROBLEMA 5

Em Tumbdlia existem n times de futebol. Deseja-se organizar um campeonato em que cada time joga exatamente uma
vez com cada um dos outros. Todos os jogos ocorrem aos domingos, e um time nao pode jogar mais de uma vez no
mesmo dia. Determine o menor inteiro positivo m para o qual é possivel realizar um tal campeonato em m domingos.

PROBLEMA 6
Dado triAngulo ABC mostre como construir com régua e compasso um tridngulo A’ B’C’ de drea minima com C’ € AC,
A’ € AB e B’ € BC tal que /B'A'C' = /BAC ¢ ZA'C'B' = ZACB.
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Primeiro Dia

PROBLEMA 1
Sao dados 15 nimeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer sdo primos entre si. Mostre
que pelo menos um desses 15 ntimeros é primo.

PROBLEMA 2
No triangulo ABC', D é o ponto médio de AB e E o ponto do lado BC tal que BE = 2EC. Dado que os angulos
LADC e ZBAFE sao iguais, encontre o angulo ZBAC.

PROBLEMA 3

Duas pessoas disputam um jogo da maneira descrita a seguir. Inicialmente escolhem dois niimeros naturais: n > 2
(o ntimero de rodadas) e ¢t > 1(o incremento méximo). Na primeira rodada o jogador A escolhe um natural m1l > 0
e, posteriormente, o jogador B escolhe um natural positivo nl # ml Para 2 < k < n, na rodada k o jogador A
escolhe um natural my com mi_1 < mi < mk — 1+t e posteriormente o jogador B escolhe um natural n; com
ng—1 < nk < ng_1 +t. Apds essas escolhas, nessa k-ésima rodada, o jogador A ganha mdc(my,ng—1) pontos e o
jogador B ganha mdc(myg, nk) pontos. Ganha o jogo o jogador com maior pontuagdo total ao fim das n rodadas. Em
caso de pontuagoes totais iguais o jogador A é considerado vencedor. Para cada escolha de n e t, determine qual dos
jogadores possui estratégia vencedora.

Segundo Dia

PROBLEMA 4
Dois meninos jogam o seguinte jogo. O primeiro escolhe dois ntimeros inteiros diferentes de zero e o segundo monta uma
equacao do segundo grau usando como coeficientes os dois niimeros escolhidos pelo primeiro jogador e 1998, na ordem
que quiser (ou seja, se o primeiro jogador escolhe a e b o segundo jogador pode montar a equacio 199822 +ax +b = 0,
ou br? + 1998z + a = 0, etc.)

O primeiro jogador é considerado vencedor se a equacgao tiver duas raizes racionais diferentes.

Mostre que o primeiro jogador pode ganhar sempre.

PROBLEMA 5
Determine todas as funcées f : N — N que satisfazem

F2f(x)) =z + 1998
para todo x € N={0,1,2,...}.

PROBLEMA 6
Dois matematicos, perdidos em Berlim, chegam a esquina da rua Barbarossa com a rua Martin Luther, e precisam
chegar a esquina da rua Meininger com a rua Martin Luther. Infelizmente eles ndo sabem para que lado fica a rua
Meininger, nem a que distancia ela estd, e eles sdo obrigados portanto a ir e voltar ao longo da rua Martin Luther até
chegaram a esquina desejada.

Qual é o menor valor para o nimero positivo K tal que eles podem ter certeza de que se hd N quarteirdes (ou
quadras) entre as ruas Barbarossa e Meininger entdo eles conseguem chegar ao destino andando no méximo KN
quarteiroes (ou quadras)?



