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Suppose a point PEXY E ]
"

in the world cord

and a p
1
= [X ' ,91 ,E '

]
T

in the pixel cord .

So
,
we can get

x
'
= X =

t
,

Y' = Y 吉

The above funtions describe the relation

between the world cord and pixel cord .

Bat pixel cordthe originnl point of s af

the upper leff cormeri

So
,
we suppose p

'

cord is Iu ,
VJT in the pixel

cord
,

and we canget

u =α x
'
tcx

- α B 表⽰縮放倍數

￡ V = BY
'

tty (
x
,cg 表⽰平移

U=α X 走 t (x = XExtlx
V = B < 走 tcy = Yztytlg

fx and fy uhif is pixel



We can use homogeneous cord reuritfen

the formula
,

∵ * ⼆ “obu001]
Ex + :

Int matrix only us how tofransformbefueentells

Camera Cord and pixel cord
. Ne still need a

matrix to transform befween camer cord and morld

Cord 旋轉矩陣 平移矩陣⾞
O

P = R %答_

世界座標系 F 的点

\

=

'

r .rzr13 +

i

⼀⼈
w

ri 1 rz2 γ i3 fz Yw

Zw

_

531 r32 r33 f 3 World cord to
-

- -

camera Eord
、

1 |

Yw

…

Pu
=

[* 上 “ Ʃotby 00,品品知Zw
⼀

-

- … -



繞 X 軸 :
-

1 0 0
-

R× ( θ x ) = 0 cospx -sinθ x

0 sintx costx
_

繞軸Y
⼀

⼀

⼀

costy 0 sintyRc (θ ) =

0 1
0

-

sinty0 costy -

繞 E 軸
cosθz -sinθ z

0

RE (tz ) =sinθ zcostz

- 10 -

R = R× (ox) Ry ( θy) Rz ( E ]



-
5個未知數

P' = MPW =KIRTJPW
了
3個未知數 θ x ,

θ y ,

θz

了3個未知數友在 ,
在

⼿⼩ 少 5+3+3 = 11

34 424 4× 1 總共有 11 個未
知數
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投影矩陣
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m . ,MnMnMu
4

共有 11 個未知數M = M21 M22 M23 mzy

-

M31 M32 M33 M34

主4

⽽⼀對点 [ ]觀可以提供 2個
⽅程

,

所以⾄少要需 6 個点

u : =
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p :,

U
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:
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_
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x122n
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_
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= PTM .T - URTMgT

时

:
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L

⼀

-

PM = O⿑性線性⽅程⼀蜘
但不要 O 解 ,

所以只能求非 0 解
,

即 minmizellPM 1 H



https://m.youtube.com/watch?v=OIe48iAqh8ESVD :

M =Ʃ Vi
号可⼀

旋轉拉伸轉

M為⼀個矩陣
,
所以可以將其看成 linear

fransformution
.
假設 M 為 - 2 × 2 矩陣

,

Λ A 線性 Λ

v
变換换 Gz品 uiG

古 ⼀ 时 时

5 ~ ” ~

,

V = [ 下 J U= [ u
,
π ]

Ʃ= 1 ∵ 0

—
拉伸

UƩ=[U 6 、 [ 262 ],

作⽤

MV = UƩ

M=UIVIorthogonalmatfrix
= U之 VT

、



solveSVD : 求 ( V

M = U之 VT

MTM = ( UƩ VT ) TU之 VT

= VƩVTVYTETV AB( ]
T
= BTAT

U 是⼀個正交基底所以
= VEUTUEVT
~

; Ui= U
+

,
UTO = I

) ∵ 是⼀個對稱矩陣Ʃ=Ʃ

= V之三 VT

Let L =Ʃ2
,

Ʃ=61
_

0 62
-

MTM = VLVT

MiMv =— 7 MTM 特征向量公式

MTM ≈=λ i

所以說
,

V 就是 MM 的 eigenvecfor
I 為 eigen value

求 V :

M = U Ʃ VT

MMT = VƩ VT ( UƩ VT )
T

= V三 VTV Ʃ UT



= U Ʃ之 U
^

,

let ƩƩ = B

MMT = UBUT

MMTU = VB

所以說
,

就是 MM 的eigenveorUT
為eigenvalueB

利⽤ SUD 求解 PM = 0 :11 H
L

~

min 11 Pn 11 = min 1 IUDVTM 11 = min 11 prim 1 k

> 正交矩陣
,
不影響 norm

約束條件 11 × 1 |=| :

將 P 進⾏ svd 分解後 ,
由於奇異值越往

在越⼩
,
可將其視為 O

.

⽽當奇異值中最

⼩的數值為 O 的話
,
則代表 PM = 0 有無

限多組解
。

proot :



∵ P = UDVT ,D為 ppTorpP 中的 eigen
value

,
且若矩陣的 eigenvalue 有 O 出

現的話
, 則可證明 rank ( A ) < m

,

具有無限多組解

A=≥≈ _

,AX =
0

, 求 x !

Eigenvalue of A :

A - λI =Odet(

= (2 -λ) ( 1 -λ ) -2 =0

⇒2 - 2 λ-λ+λ= - 2 =

=⇒ λ -3 λ =

⇒ λ ( λ - 3) = 0
,

λ= 0
, 3

求 X ;

2X . + X2 = 0
.

λ 1
= - IX 2

null ( A ) = { 或 ? }



由上可知 , 這樣會有無限多組解
,
所以在求解時

,

會為了⽅便計算求解 , 設定⼀約束條件 |=1

證明 P 矩陣的最⼩奇異值對應的 EigenVector為
min 11 AX 11 的最優解 :

MXr rar fxl hxl 2

min ( 1 Ax 1 |
P

= min 1 ( UDVix 1 | =minllprixyrranaxl
) 正交矩陣不影響 norm

令 Y = VTX , " 11 X 11 = 1 : 11 y11
fx

=7 min 11 Dy 11
'

= minll (Dyipgll =minllyipipyy
1 xr rar rxl
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let y = [ o .
0
,

1 ]
,
這樣做既可以滿⾜ 11 y 11 = 1



⼜可以讓 1 | YTDDTy 1 | 最

分解出內外參矩陣 :

M = K [ RI +
] I內參

= [ KR 1 kt ]
-

3 α 3 3x \

Y如
u

⼀

;
Pr

,

Pc
/

i Z

*
,

!
w

review : 當想要將世界座標系下的⼀点
,

轉

換到相机座標系下的⼀点則 ;

PC = PW[R 1 + ]

= EPw



Q: 那世界座標到相机座標系的距
離呢 ? 要先变成⿑次矩陣後再求 inv

-
^ O

=dis 11 E 0 11 - 11 ET
-

011
⼀

0 ⼀

吉⽂斯 (Givens ) 旋轉 ;

—⽅世界座標原的点 “

相机座標的原点

利⽤⼀個旋轉矩陣將⼀向量剛剛好轉移

到某⼀軸上 ,

即

R =

-

cosθ -sint
-

,

A = 1 台 !
_

sinθ COSθ
⼀

s . t RA =∴∴∴ ,

☆ cosθ= (
, sinθ= s

⼀

∴∵∵∵ 婚 ! = : :
∵ R為旋轉矩陣 : 11 A || =γ= Jd=+ bz

∴ . ( a -sb = Ja' tb 'o
sa+cb = 0

sa = - cb
,
s = - acb ③



⑤ i ① :

cat
a

< b
'

= Ja3 +bi

c ( a + ab ' ) = (
(

atb
'

) = ) a2 +bz

C =
Jatbb

=

a+b= = q+b= # ④q
2fb

2

a

④ ; ③ :

×s = - alb =

- sa'tbr
ab

-

- jutb #
分解QR 得出內外參 :

將⼀矩陣分解成⼀上三⾓矩陣和⼀正
交矩陣的內積

A = RQ
, ⽌交矩陣⼀

) 上三⾓矩陣
Cx :

A : 号
- 15 坐

,
利⽤ Givens 進⾏ QR分解

,

32

时 4
-

想將這迅
的天素都变



繞 x 軸 : 繞 Y 軸 : 繞 E 軸 :

-

1 0 0
-

⼀

Cos
⼀

-

( - s 0
∞

O C
- s

0 s C

-

osc
- →

0 品
_

0 0 1
-

step 1 : 先將 A
21 变為 o (利⽤繞正軸 )

A-Rr054
s

…
⼀ -

、

20001 告⼝ ⼀年
-

( = ⼀品 = 0 ,

= - t

=44
=

- 1

-

R2 IA

=

- 0 1 0 - 15 14
-

- 0 0 2

⼀

0 0 … 吿 \
4
-

—

— 32 2

=
0 15 14

—

-

3 -14

step 2 ; 將 A 31 变為 0 (利⽤繞 Y 軸 )

R31 R21 A =~ 69 %
-
-

4322
-

a

-

soc
-

_ 号毕。



C =

」 az + b=
d

=

142 + s

=
4

=

4

b
S = -

Ja2 +bz
= ⼀ +3== - 3

Rs 1RHA = - 0 - - - 432
2

0
1

0 0 15
- 14

3

_⼀⼦ 0 _
-

3 - 1 4
-

-

5 25 ⼀

=

0 15 -14

-

O -20 2
-

step 3 : 將 A 32 变為 0 (繞 X 軸 )

R32 R31 R21 A =

-

1 0 0

-

5 25 4
-

0 C - S 015 - 14a

⼀
S (

_ _

0
-202b

C =

) 15+20215 =☆

s =

2

= 4
J 102+202

R3 <R31 R21 A

=

-
0 0

- -

5 25 4
-

3
4

O 5
⼀

5 0 15 -14
4 3

-

0
5 5 - _

O20 2
-



-

5 25 4
= 0 25 to = B

_

0 0 to
-

∴

" R3 R 2 . A = B

A = BR>2"
R

3. "Rzi1

- —BR32 TR 3RaT

= ( R 2 )R 31R32
)

TB— QR

正交矩P ⾓矩陣
RQ分解 :

由剛剛的 QR分解得到的是正交矩陣上三⾓矩

陣
,

但我們要的是反過來的
,
所以需要利⽤

以下⽅法 ,

det . : ∵ 9 %! 可得知 T
==少八Ppp

=IPP



則 :

stepl :

A
'
= PA

Step 2 :

A
' T

= QR

step 3 : 將 stepl 代入 step 2

( PA )
T
= QR

PTAT = QR

AT = QRP

A = CQRPJT
= PTRT QT



= PRT 學⼀, 正交矩

下三⾓矩陣

要將⼀個下三⾓矩陣轉為⼀上三⾓矩陣 , 則

只要將 RT 先左右翻再上下顛倒,

PRTP : 上三⾓矩陣

∴

A =PR ( p) ( P了多出 ^

——

↓
上三⾓矩陣矩陣


