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Structures topologiques

Norme

Une norme sur un espace vectoriel E est une application
-1« E = [0, +o0]
telle que pour tous les points x et y de E' et tous les scalaires A dans R on ait

1. ||z|| = 0 si et seulement si 2z = 0 (séparation),
2. ||IAz]l = [Al||lz]| (homogénéité),
3. |z +yll < |zl + ||ly|| (inégalité triangulaire).

Espace vectoriel normé

Un espace vectoriel £ muni d’'une norme sur E est un espace vectoriel normé.

Normes sur R"

La norme privilégiée sur R™ est la norme euclidienne || - ||2, définie par

lzllz = /o +-- 4 2

Elle se déduit du produit scalaire usuel

(x,y) =T1y1 + - + TpYn

par la relation ||z]l2 = 1/(z,z). On la notera simplement | - || s’il n’y a pas
d’ambiguité. Deux autres normes communes dont on peut doter R™: la norme
|- [|1, définie par

[zl = [@a] + - + |zl

et la norme || - ||o0, définie par

[#]loc = max |z.
=1...n



Opérateurs linéaires bornés

Si E et F sont deux espaces vectoriels normés muni des normes || - ||g et || - || 7,
I’ensemble des applications linéaires A : EE — F dites bornées, telles que la norme
d’opérateur
[A-z|lr
[|A]| := sup |

< 400
w40 ||7|lE

est un espace vectoriel normé.

Démonstration 1l est clair que si A et B sont des opérateurs linéaires bornés
de E dans F et X est un réel, alors A\A et A+ B sont des opérateurs linéaires
bornés de E dans F' ; les opérateurs linéaires bornés forment donc un espace
vectoriel. De plus la valeur ||A|| est positive et si || A|| = 0, c’est-a-dire si

o 1Al
p =
o Tells

)

nécessairement A -z est nulle pour tout z € E \ {0}. Comme A -0 = 0 par
linéarité, 'opérateur A est nul. On a également

A -zllp A z]e

Az
IAA] = sup — sup A2lE

w20 lzlle  ax0  lzlle w20 ||z|E
et
A+ B)-
||A+BH:SUp ”( + ) x”F
@#0 2]l &
B |A -2+ B-x|r
2#0 |l &
< sup |A-z|p+|B-x||F
2#0 Izl
A- B.
< sup |A-z|F + sup |B-z|r
w20 Zle o0 lzle
= ||All + || B]

ce qui prouve que la norme d’opérateur est bien une norme sur ’espace des
opérateurs bornés de F dans F. |

Opérateurs linéaires de R" dans R™

Tout opérateur linéaire de R™ dans R™ — munis de leur normes euclidiennes —
est borné.

Démonstration Soit e; le i-eme vecteur de la base canonique de R™ et soit
x=(x1,...,2,) € R*. Comme z = z1€1 + -+ + Zpep, ON &

n
A-x:A~(m1el+~--+xnen):in(A-ei).
i=1



Par 'inégalité triangulaire et par homogénéité de la norme,

n n n
1A-zlle < lzillA-eillz < Y all2| A - el = (Z |A- 6i||2> |2,
=1 i=1 i=1

d’ou le caractére borné de A. [ |

Si X est un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé F, celui-ci “hérite” de F
une mesure de la distance entre deux points x et y avec la grandeur

d(z,y) = [lz = yl|.

) Tty

Y
N

FIGURE 1 — Le cercle unité {z € R?|||z|| = 1}. Bien que z = (1,0) et y = (0,1)
appartiennent au cercle unité, ni x + y ni 2z ne lui appartiennent. Il hérite
néanmoins d’une distance d de I'espace euclidien R? (telle que d(z,y) = ||[z—yll2 =
V2 quand z = (1,0) et y = (0,1)), ce qui fait de lui un espace métrique.

Par contre, & moins que X soit un sous-espace vectoriel de X les additions entre
élements de X ou la multiplication d’un élément de X n’ont plus de sens dans
X ; nous ne pouvons plus définir une norme sur X.

La fonction d définie ci-dessus sur X vérifie automatiquement les axiomes qui
font techniquement d’elle une distance:

Distance

Une distance sur un ensemble X est une fonction
d: X x X —[0,4+00]
telle que pour tous points z,y et z de X, on ait:

1. d(z,y) = 0 si et seulement si x = y (séparation),
2. d(z,y)

3. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire).

0
d(y,x) (symétrie),



Espace métrique

Un espace métrique est un ensemble X muni d’une distance.

Une fonction distance est également appelée une métrique.

Sous-ensemble d’un espace vectoriel normé

Soit X un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé E. La fonction d : X x X —
[0, +00[ définie par

d(z,y) = ||z -yl
est une distance sur X.

Autrement dit, tout sous-ensemble d’un espace vectoriel normé “est” un espace
métrique, c’est-a-dire qu’il existe une fonction distance “naturelle” dont on peut
le doter, induite par ’espace vectoriel normé. Cela vaut en particulier pour
I’espace vectoriel normé lui-méme: tout espace vectoriel normé “est” un espace
métrique.

Réciproquement, les espaces métriques ne sont pas plus généraux que les sous-
ensembles d’espace vectoriels normés: tout espace métrique peut en effet étre
identifié au moyen d’une isométrie avec un tel sous-ensemble (cf. l’exercice
“Plongement de Kuratowski”). Les espaces métriques n’exhibent donc aucune
propriété qui ne soit déja manifeste dans 1’étude des sous-ensembles d’espaces
vectoriel normés.

Démonstration Par construction, la fonction d est bien positive. De plus,
pour tous points x,y et z de X:

1. Par 'axiome de séparation des normes,
ler—yl|l=0=2—y=0< xz=y.

Cela entraine que d(z,y) = 0 si et seulement si x = y, soit 'axiome de
séparation pour la distance d.

2. Par homogénéité de la norme || - ||, on a

oz =yl = I(=1) x (y =) = | =1 x lly — 2| = [ly — =],

et donc d(z,y) = d(y,x), d’ou la symétrie de la fonction d.

3. Par l'inégalité triangulaire pour les normes, on a

le =zl =llz —y = (y = 2) < llz =yl + lly — 2],

ce qui établit I'inégalité triangulaire pour la distance d.



Distance point-ensemble et ensemble-ensemble

Une distance d sur X associe a deux points de X un réel positif. Cette fonction
peut servir de base pour définir une distance entre un point z de X et un
ensemble de points de A de X:

d(z, A) := injli1 d(z, A) € [0, +0]
ac

ou méme entre deux ensembles A et B de points de X:

d(A, B) = inf d(a, B) = inf inf d(a,b) € [0, +o0].
a€A a€AbER
Si A est l’ensemble vide, on a d(z,A) = +oo et si A ou B est vide on a
d(A, B) = +00 ; ce sont les seuls cas ol ces extensions de la distance entre points
peuvent prendre des valeurs infinies.

Isométries

Une application f : X — Y définie entre deux espaces métriques (X, dx) et
(Y, dy) telle que:
dy (f(x), f(y)) = dx (z,y)

est une isométrie.

Les isométries sont les morphismes des espaces métriques: les applications qui
préservent la structure des espaces métriques. Construire des isométries peut
aller de pair avec la construction d’une métrique sur un ensemble qui en est
initialement dépourvu ; voir a ce propos 'exercice “Droite réelle achevée”.

Sous-espace métrique

Un sous-ensemble Y d’un espace métrique X est un sous-espace métrigue de X
lorsqu’il est muni de la distance de X, restreinte aux points de Y.

Structure topologique d’un espace métrique

Il est possible de se livrer a un exercice d’abstraction sur les espaces métriques
en considérant la distance d(x, A) entre un point z et un ensemble de points
A et en regardant uniquement si cette grandeur est nulle — on dira alors que =
adhére & A — ou strictement positive:

x adheére & A & d(z,A) =0.

En faisant de la sorte pour tous les points et ensembles de points de I'espace
métrique et en “oubliant” ensuite la distance qui a permis cette construction, on
remplace une mesure quantitative de proximité sur I’ensemble par une mesure
uniquement qualitative (dans ce contexte, “z adhére & A” peut étre interprété
comme “z dans A ou infiniment proche de A”).



Relation d’adhérence

Une relation d’adhérence (ou test d’adhérence) sur 'ensemble X est une relation
entre éléments de X et sous-ensembles de X telle que:

1. Aucun point n’adhere a I’ensemble vide,
2. Tout point d’un ensemble adhere a cet ensemble,

3. Un point adhére a I'union de deux ensembles si et seulement s’il adhere a
I’'un des deux ensembles,

4. Un point qui adhére a ’ensemble des points adhérents a un ensemble
adhere a cet ensemble.

Espace topologique

Un espace topologique est un ensemble muni d’une relation d’adhérence. Les
éléments de I’ensemble sont appelés des points, ses sous-ensembles des ensembles
de points.

Sous-espace topologique

Un sous-ensemble Y d’un espace topologique X est un sous-espace topologique
de X lorsqu’il est muni de la relation d’adhérence de X, restreinte aux points et
sous-ensembles de Y.

Continuité

Une application f: X — Y définie entre deux espaces topologiques est continue
en x € X si, lorsque = adhére a A dans X, f(x) adhére & f(A) dans Y. Une
application continue en tout point x € X est continue.

Les applications continues sont les morphismes des espaces topologiques: elle
préservent la structure des espaces topologiques.

Cette caractérisation “abstraite” des fonctions continues se préte a des preuves
particulierement concises de certains résultats. Ainsi:

Composée d’applications continues

La composée de fonctions f: X — Y continueen z € X et g: Y — Z continue
en f(x) €Y est continue en x.

Démonstration Si z adhére & A, par continuité de f en z, f(z) adhére
f(A) ; donc par continuité de g en y = f(z), g(y) = (g o f)(z) adhere
g(f(A)) = (go f)(A). La composée de f et de g est donc continue en z.

o> o



Les espaces métriques sont des espaces topologiques

Soit X un espace métrique muni d’une distance d. La relation définie par
xz adhére & A & d(z,A) =0

est une relation d’adhérence sur X.

Démonstration

1. Le point « adhére & ’ensemble vide si et seulement si d(x, @) = 0, mais

d(, @) = inf d(z,y) = +oo,

par conséquent aucun point d’adheére a I’ensemble vide.

2. Size A, ona

d(z,A) = ;gg d(z,y) =d(z,z) =0,

donc z adhére a A.

3. Si x adhére a A, c’est-a-dire si d(z, A) = 0, alors

0<d(z,AUB) = (z,y) < ingd(z,y) =d(z,A) =0
ye

inf d
yeAUB
et donc x adhere a AU B. De la méme fagon, du fait de la symétrie des
roles des ensembles A et B, si x adhére a B alors z adhére & AU B.
Réciproquement, si x adhére & A U B, alors il existe une suite de points
xr de AU B telle que d(x, zx) — 0 quand k — 4o00. Cette suite x) admet
une suite extraite de points de A et/ou une suite extraite de points de B.
Dans le premier cas on a donc d(z, A) = 0 et dans le second d(x, B) = 0,
c’est-a-dire que x adhére & A et/ou a B.

4. Les points y qui adhérent a ’ensemble A sont caractérisés par d(y, A) = 0.
Par conséquent, 1’ensemble des points x qui adhérent a cet ensemble sont
caractérisés par

d(z,{y € X |d(y,A) =0}) = 0.

Pour tout x de ce type et pour tout € > 0, il existe un y tel que d(y,z) <
e/2 et d(y,A) = 0 et donc un z € A tel que d(y, z) < £/2. L’inégalité
triangulaire fournit donc

Az, A) = inf d(z, ) < d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) <

ac

et comme € > 0 est arbitraire, d(z, A) =0 : x adhére a A.



L’espace topologique généralise ’espace métrique

Les espaces métriques “sont” des espaces topologiques (c’est-a-dire héritent
automatiquement d’une relation d’adhérence, définie & partir de leur distance).
A Tinverse, les espaces topologiques qui peuvent étre muni d’une distance com-
patible avec leur relation d’adhérence sont dits métrisables. Toutefois, tous les
espaces topologiques ne sont pas métrisables '; la notion d’espace topologique
est donc strictement plus générale que la notion d’espace métrique.

Produit d’espaces vectoriels normés

On appelle produit des espaces vectoriels normés E1, ..., E,, munis des normes
-z - || |&,, Vespace vectoriel E = Ey X -+ x E,, muni de la norme

Izl = fleally, + -+ loal?,

Produit d’espaces métriques

On appelle produit des espaces métriques X1, ..., Xy, munis des distances dx,,
..., dx, le produit cartésien X = X; x --- x X,,, muni de la distance

d((z1, . Tn), (Y1, Yn)) = \/dX1 (w1, y1)2 + -+ dx, (T, yn)2

Limite
Limite d’une suite de points

Une suite z de valeurs d’un espace métrique X a comme limite un point £ de X
— ou converge vers ¢ — si xy, est arbitrairement proche de ¢ a partir d’un certain
rang, c’est-a-dire si pour tout € > 0, il existe un entier n tel que pour tout k > n,
d(zy,?) < e, ou encore si

lim d(xg,?) =0.

k—+oco

On utilisera alors une des deux notations:

{= lim x ou xx — £ quand k — 4o0.
k—-+o0

Une suite possédant une limite est dite convergente.

1. Par exemple, I'espace formé de deux points {0,1} ot x adhére & A si x appartient & A
ouz =0et A= {1} — c’est-a-dire I'espace de Sierpinski — est un espace topologique qui n’est
pas métrisable. En effet, si d était une distance sur cet ensemble, telle que d(z, A) = 0 si et
seulement si z adhére & A, alors on aurait d(0, {1}) = d(0,1) = 0, ce qui contredirait 'axiome
de séparation pour les distances.

10
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Unicité de la limite d’une suite

Si une suite x; admet une limite, celle-ci est unique.

Démonstration Par 'inégalité triangulaire, si les points £ et £’ sont des limites
de la suite des xj, alors pour tout entier k on a

(0,0 < d(wy, ) + d(zp, ).

Comme il existe des rangs n et n’ tels que lorsque k¥ > n et k > n’, on a
d(z,l) < €/2 et d(xy, ') < /2, pour k = max(n,n’), on a d((,¢') < e. La
valeur € > 0 étant arbitraire, on en déduit que d(¢,¢') = 0, soit par 'axiome de
séparation, que £ = ¢’. Il n’existe donc qu’une limite possible pour la suite des
Tk |

Limite d’une fonction en un point

Soit f : X C Y — Z une application définie sur un sous-ensemble X d’un
espace métrique Y et a valeurs dans un espace métrique Z. Soit x un point
de Y adhérent a X. Le point ¢ € Z est la limite de f en x si pour toute suite
z de points de X convergeant vers x mais ne prenant pas la valeur z, on a
limg 100 f(2x) = £. On utilisera alors une des deux notations:

¢=lim f(y) ou f(y) — £ quand y — z.

Yy—x

Unicité de la limite d’une fonction en un point

Si la fonction f admet une limite en z, celle-ci est unique.
Démonstration Un corollaire de 'unicité de la limite des suites. |

Continuité et limite

Une fonction f: X — Y, ou X et Y sont deux espaces métriques, est continue
en x € X si et seulement si la limite de f existe en x et

lim f(y) = f(z).

Yy—x

Démonstration Supposons que f soit telle que f(y) — f(z) quand y — =z.
Soit A un sous-ensemble de X tel que x adhére a A. Dans un espace métrique, cela
signifie que d(z, A) = 0, ou encore qu’il existe une suite de points z; de A telle
que d(z,z) — 0 quand z — x. Par conséquent, f(zr) — f(x) quand k — +o0,
soit d(f(zk), f(z)) — 0 quand k — +o0. Comme Pensemble {f(xy) |k € N} est
un sous-ensemble de f(A), nous en déduisons que d(f(z), f(4)) = 0: le point
f(z) adhére & f(A). La fonction f est donc continue en x.

11



Réciproquement, si f(y) 4 f(z) quand y — z, il existe une suite z; tendant vers
x telle que f(xy) ne tende pas vers f(x) et donc un € > 0 et une suite y; extraite
de zy, telle que y, — z et pour tout k € N, d(f(yx), f(x)) > €. Par conséquent, =
adhére & {yi | k € N}, mais f(z) n’adhére pas a f({yx |k € N}) = {f(yx) | k € N}

; la fonction f n’est donc pas continue en x.

Continuité de la distance

Soit X un espace métrique. La fonction distance d : X x X — [0, +00[ est une
application continue. Si A est un sous-ensemble non vide de X, la distance a A
x € X — d(z, A) € [0,+00[ est une application continue.

Démonstration Soient (29, yo) et (x,y) deux points de l'espace produit X x X.
Par I'inégalité triangulaire, d(z,y) < d(x,x0) + d(xo0, yo) + d(yo, y) et d(zo, yo) <
d(an 33) + d(xv y) + d(y7 yo)a donc

|d(,y) — d(zo, yo)| < d(wo, x) + d(yo, y)-

Or la distance sur le produit X x X est définie comme

dxxx((2,9), (x0,0)) = Vd(z,20)2 + d(y,y0)2,

donc
ld(z,y) — d(wo,y0)| < 2dxxx((2,9), (T0,Y0))

et d(.ﬁ,y) — d($07y0) quand (Jf,y) — ('1:07?/0)'

Pour tout @ € A, on a d(z,a) < d(x,zo) + d(zg, a) et donc d(z, A) < d(z,zo) +
d(zg, A). En intervertissant x et xo, on obtient également d(zg, A) < d(zo,z) +
d(z, A). Par symétrie de la distance, ces deux inégalités entrainent

|d(z, A) — d(zo, A)| < d(zg,x)
et donc d(z, A) — d(zo, A) quand = — xo. [ ]

Bestiaire

Définitions séquentielles

Soit X un espace métrique et A un ensemble de points de X.

— Un point adhére & un ensemble A s’il existe une suite de points de A qui
converge vers ce point.

— Un ensemble A est fermé si la limite de toute suite de points de A qui
est convergente (dans X) appartient & A.

— Un point est frontiére de A s’il existe une suite de points de A qui converge
vers ce point et une suite de points du complémentaire de A dans X qui
converge vers ce point.

— Un point x est intérieur a un ensemble A si toute suite convergeant vers
x appartient a A & partir d’un certain rang.

12



— Un ensemble V est un voisinage d’un point x de X si toute suite conver-
geant vers x appartient a V' a partir d’un certain rang.

— Un ensemble A est ouvert si toute suite de points de X qui converge vers
un point de A appartient & A & partir d’un certain rang.

Ensembles dérivés

Soit A un ensemble de X. On note

— A ladhérence de A (Pensemble des points adhérents a A),
— 0A la frontiére de A ('ensemble des points fronticres de A).
— A Vintérieur de A (I’ensemble des points intérieurs a A).

Définitions métriques

Soit X un espace métrique et A un ensemble de points de X.

— Un point x adhére a un ensemble A si sa distance & I'ensemble A est nulle:
reA & dx,A)=0.

— Un ensemble A est fermé si tous les points a distance nulle de A appar-
tiennent a A:
A=A & (d(z,A)=0=z € A).

— Un point est frontiére de A si sa distance & A et au complémentaire de A
est nulle:
x€0A & (d(z,A)=0et d(z,X\A)=0).

— Un point z est intérieur a un ensemble A si sa distance au complémentaire
de A est strictement positive:

red o dz, X\ A)>0.

— Un ensemble V est un voisinage d’'un point = de X si la distance de x au
complémentaire de V' est strictement positive:

VeV & dz,X\V)>0.

— Un ensemble A est ouvert si la distance de tout point de A au complé-
mentaire de A est strictement positive:

A=A & (zeA=d(z X\ A)>0).

— Pour tout x € X et r > 0, on définit la boule ouverte de centre x et de
rayon r comme
B(z,r) ={y € X |d(z,y) <r}

et la boule fermée de centre x et de rayon r comme

B(z,r)={y € X |d(z,y) <r}.
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Définitions topologiques

Soit X un espace topologique et A un ensemble de points de X.

— L’adhérence A d’un ensemble A est constituée des points qui adherent &
I’ensemble A.
— Un ensemble A est fermé s’il est égal a son adhérence:

A=A ou (zreAsxec A

— Un point est frontiére de A s’il appartient & adhérence de A et a celle
de son complémentaire:

r€dA & (reA=0etxe X\ A).

— Un point z est intérieur & un ensemble A s’il n’adhére pas au complé-
mentaire de A
reA e g X\ A

— Un ensemble V' est un voisinage d’un point x de X si = est intérieur a V'
VeV  xgX\V.
— Un ensemble A est ouwvert s’il est un voisinage de chacun de ses points

A=A & (zcA=z¢ X\ A).

Calcul topologique

Avec Vopérateur d’adhérence, les axiomes définissant une relation d’adhérence —
et donc un espace topologique — prennent une forme symbolique simple :

Ouverts et fermés

Un ensemble est ouvert si et seulement si son complémentaire est fermé ; un
ensemble est fermé si et seulement si son complémentaire est ouvert.

Démonstration En raisonnant par équivalence, le complémentaire F' = X \ U
d’un ensemble ouvert U — qui vérifie aussi U = X \ F' — est caractérisé par

reX\F=zd X\ (X\F),

soit x € XAF =z ¢&F.La contraposée de cette relation — qui lui est équivalente
—estx € F = x € F. Comme F C F, cela équivaut F' = F, c’est-a-dire au
caractere fermé de F'.

La démonstration de la seconde partie de 1’énoncé est immédiate (le complémen-
taire du complémentaire d’un ensemble est cet ensemble). ]
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Continuité

Une fonction f: X — Y ou X et Y sont des espaces topologiques est continue
si et seulement si 'image réciproque de tout ensemble fermé (resp. ouvert) de Y’
par f est un ensemble fermé (resp. ouvert) de X.

Démonstration Supposons f continue. Si B est un ensemble fermé de Y, par
continuité,

f(f~4(B)) C f(f~*(B)) C B =B.
Prendre I'image réciproque des deux membre de cette équation fournit
f~X(B) = f(B),
par conséquent f~1(B) est fermé.

Réciproquement, supposons que I'image réciproque de tout ensemble fermé est
un ensemble fermé. Soit A un sous-ensemble de X ; 'ensemble f(A) étant fermé,

FHFA) = F7H(F(A).

Comme A C f~1(f(A)),ona A C f~1(f(A)), donc

FOA) C F(FH(f(A) € f(A).

Comme A est arbitraire, f est continue.

Montrons la variante avec des ensembles ouverts plutét que fermés. Supposons
f continue ; si C' est un ensemble ouvert de Y, son complémentaire B =Y \ C
est un ensemble fermé. Comme

fFHO) =Y\ B) =X\ f71(B),

son image réciproque est le complémentaire d’un fermé dans X et donc ouverte.
La réciproque est établie de fagon similaire. |

Complétude

Point fixe

Soit f: X — X une application d’'un ensemble X dans lui-méme. Un élément
x € X est un point fize de f si z = f(z).

Points fixes et zéros

Etre un point fixe d’une fonction f : X — X, c¢’est donc étre déterminé implici-
tement par I'équation x = f(z). Si X est un sous-espace d’un espace vectoriel,
cela équivaut a dire que x est une solution de 1’équation z — f(z) = 0, soit un
zéro (appelé également une racine) de la fonction x € X — z — f(z).
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La démarche inverse — qui consiste a caractériser les solutions d’une équation
comme des point fixes — peut étre utile pour établir des résultats d’existence et
d’unicité de solutions ou obtenir des méthodes numériques pour leur calcul. Un
exemple élémentaire de ce type de transformation: le nombre d’or est déterminé
comme l'unique solution de 1’équation

=z+1, >0
ou encore comme un zéro de fonction par 1’équation
2

zo—rz—1=0, z>0;

il peut également étre caractérisé comme un point fixe par I’équation
1
r=1+—,2>0.
x

Ce type de transformation n’est toutefois pas unique: un zéro de fonction peut
étre caractérisé par une infinité d’équations de type point fixe. Parmi cette
multitude de choix, il faudra déterminer une reformulation qui soit utile aux
objectifs poursuivis, ce qui n’a rien d’automatique. On se reportera a l’exercice
“Le nombre d’or” pour prolonger 1’étude de cet exemple particulier.

T\

—_y=1+1/

FIGURE 2 — Le nombre d’or comme point fixe de z — 1+ 1/x.

Algorithmes et critéres de convergence

Dans un algorithme (idéalisé) de calcul d’une suite de valeurs numériques, il
n’est pas évident d’établir un critere de convergence qui garantisse exactement
que la suite calculée ait une limite, quand cette limite potentielle est inconnue.

Vérifier que |zi1+1 — x| — 0 par exemple est insuffisant pour garantir une limite
comme en atteste la suite des x = Z?:o 1/(j+1). Vérifier que la série de terme
général |xp1 — x| est bornée, c’est-a-dire que

+oo

Z |Tpr1 — 2] < 400
k=0

va bien garantir la convergence, mais va par contre rejeter des suites convergentes
telle que xp = Z?ZO(—l)]/(j + 1). Un critére plus adapté serait d’examiner
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le développement décimal de zj et de vérifier que quel que soit le nombre de
décimales souhaité apres la virgule, le développement de xj, finit par se stabiliser
au-deld d'un certain rang m (qui dépend du nombre de décimales). Mais 1a aussi,
il existe des cas pathologiques qui convergent sans respecter le critére, comme la
suite des x, = 1+ (—1)*27%, dont le développement avec 0 décimales apres la
virgule — c¢’est-a-dire la partie entiére — oscille indéfiniment entre 0 et 1.

C’est la notion de suite de Cauchy qui capture le bon critére; pour une suite
numérique (& valeurs réelles ou dans R™) “étre de Cauchy” — ou “passer le test
de Cauchy” ou encore “vérifier le critere de Cauchy” — est équivalent a étre
convergente.

Suite de Cauchy

Une suite de points z; d’'un espace métrique X est de Cauchy si pour tout ¢ > 0,
il existe un rang m tel que pour tous les entiers n > m et p > m, d(x,,z,) < e.

Diamétre

Le diameétre d’un sous-ensemble A d’un espace métrique X est donné par:

diam(A) = sup {d(z,y) |z € A,y € A}

Suite de Cauchy et diameétre

Une suite de points zj, est de Cauchy si et seulement si

lim diam({z, |n > k}) = 0.

k—+oo

Toute suite convergente est de Cauchy

Toute suite de points convergente dans un espace métrique est de Cauchy.

Démonstration Soit X un espace métrique et ) une suite convergente, de
limite ¢. Soit € > 0; il existe un rang m au-dela duquel on a d(zy, £) < /2. Par
conséquent, sin > m et p > m,

d(@n, zp) < d(xn, l) +d(l,z,) <e.

La suite z est donc de Cauchy. |

Réciproque ?

Il est parfois plus facile de vérifier qu'une suite de points dans un espace métrique
satisfait le critere de Cauchy que de vérifier qu’elle est convergente, en particulier
quand la limite de la suite est inconnue. Malheureusement, dans ce cadre tres
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général, il n’est pas possible en général de déduire la convergence du fait que la
suite vérifie le critére de Cauchy. Ainsi, dans Q, considéré en tant que sous-espace
métrique de R, la suite qui définie le développement décimal de v/2 & Pordre k:

ag

ToF ot aj = max {n € N|n? < 2(10%)?}

T =

est de Cauchy — on peut prouver que |z, — zp| < 1/10™ quand n > m et p > m
— mais n’est pas convergente. En effet, la suite converge dans R, mais sa limite
V2 est irrationelle; cette suite n’a donc pas de limite dans Q (une telle limite
serait aussi une limite dans R, ce qui contredirait son unicité.)

L’ensemble R posséde une propriété bien utile qui fait défaut a Q: toute suite de
Cauchy y est convergente.

Espaces complets

Un espace métrique X est complet si et seulement si toute suite de Cauchy
est convergente. Un espace vectoriel normé E complet est qualifié d’espace de
Banach?.

Complétude de 1’espace euclidien

L’espace R™ est complet.

Démonstration Dans les cas de R (c’est-a-dire quand n = 1), le résultat est
une conséquence directe de la construction de R comme complété de Q(3). Pour
des valeurs de n > 1, si xj, est une suite de Cauchy, ses composantes zj, ..., z}
sont aussi de Cauchy car pour tout i € {1,...,n},

Ix;z - x;| < |l@n — JS;,H .

Comme R est complet, chaque suite zi admet donc une limite, notée £°. Si I'on
note £ = (¢%,...,4™), on déduit de 'égalité

la convergence de xj vers ¢. Toute suite de Cauchy de R™ est donc convergente.
|

2. d’apres Stefan Banach, un mathématicien polonais du 20éme siecle d’apres lequel sont
nommeés de nombreux concepts et théorémes.

3. bien sir si 'on a utilisé une technique alternative pour construire R, par exemple par les
coupures de Dedekind, la complétude de R n’a rien d’automatique.
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Complétude de ’espace des fonctions bornées

Soit X un ensemble et Y un espace métrique complet. L’ensemble des fonctions
f de X dans Y bornées — c’est-a-dire telles que sup,¢c x d(0, f(z)) soit fini — muni
de la distance de la convergence uniforme

d(f,g) := sup d(f(z),g(x))

rzeX

est complet.

Démonstration Soit f; une suite de Cauchy de fonctions bornées pour la
distance de la convergence uniforme. Pour tout € > 0, il existe un rang m € N
tel que si n > m et p > m, on ait

sup d(fn(‘r)v fp(‘r)) <e.
reX

Par conséquent, pour tout z € X, on a d(f,(x), fp(x)) < €, donc la suite des
fr(z) est de Cauchy dans Y. L’espace Y étant par hypothése complet, cette
suite a une limite, que nous notons f (z). Par continuité de la distance, pour
tout x € X et tout n > m, on a

d(fn(x)vfw(x)) = lim d(fn(x)afp(x)) <e

p—r—+o0

et donc sup,e x d(frn(x), foo(z)) < e. La fonction fo, est donc bornée, car

d(0, foo(2)) < d(0, fn(z)) + &,

et la limite uniforme de la suite des fy. |

Application contractante

Soit X un espace métrique. Une fonction f : X — X est k-contractante, ou
k € [0, 1], si pour tout couple de points x et y de X, on a

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Une telle application est contractante si elle est k-contractante pour un € [0, 1].

Théoréme de point fixe de Banach

Soit f : X — X une application contractante dans un espace métrique X complet.
L’application f admet un unique point fize x, c’est-a-dire une unique solution
r € X a I’équation

x = f(z).

Démonstration L’unicité du point fixe (I’existence d’au plus une solution a
x = f(z)) est simple a établir: si z et y sont deux points fixes de f, c’est-a-dire
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six = f(z) et y = f(y), alors d(z,y) = d(f(x), f(y)). L’application f étant
k-contractante, on a donc

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y);
et puisque 0 < k < 1, cette inégalité entraine d(z,y) = 0, soit x = y.

Quant a 'existence du point fixe, sa preuve est constructive: nous allons établir
que quel que soit le choix de zg € E, la suite de valeurs définie par

Tpy1 = f(xn)

converge vers un point fixe. Le point crucial est d’établir que cette suite admet
une limite £ ; en effet, si ce résultat est acquis, en passant a la limite sur n dans
la relation de récurrence et exploitant la continuité de I'application f, on obtient

(= lim 2,11 = lim f(x,) = f(£).

n—-+o0o n—-+oo

A cette fin, nous allons prouver que la suite des z,, est de Cauchy; Iexistence
d’une limite se déduira alors de la complétude de X. On remarque tout d’abord
que pour tout entier n,

d(l’n+27$n+1) = d(f($n+1)a f(mn)) < Hd(x’rﬂrlvxn)?
ce qui par récurrence fournit pour tout n
d(Tpt1, zn) < &"d(x1,20).

Par I'inégalité triangulaire, pour tout couple d’entiers n et p, on a

|
—

1

b b
d(xn+p7xn) < d(xn—i-k—&-lyxn-‘rk) < K:n+kd(x1ax0)~
0 0

~
Il
£
Il

Dans le second membre apparait une somme de termes d’une suite géométrique:

p—1
1— kP K"
E Hn-&-k — g" S :
1—k 11—k
k=0

on en déduit N

R
— Hd(xl, $0).

d($n+pa xn) < 1

Le second membre de cette inégalité tend vers 0 indépendamment de p quand n
tend vers +00; la suite des x,, est bien de Cauchy. |

Compacité

Compacité séquentielle

Un ensemble K d’un espace métrique est compact (séquentiellement) si toute
suite de valeurs de K admet une sous-suite qui converge dans K.
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Théoréme de Heine-Borel

Un ensemble K de ’espace euclidien R™ est compact si et seulement si il est
fermé et borné.

Démonstration Supposons K compact; soit x; une suite de points de K qui
converge dans R"™, vers une limite notée ¢. Il existe alors une sous-suite y; de
x), qui converge dans K; or comme cette sous-suite a la méme limite que xy, ¢
appartient & K. L’ensemble K est donc fermé.

Si K est non-borné, il existe une suite xj; non-bornée de points de K. Toute
sous-suite de xj étant également non-bornée, elle ne peut donc converger et par
conséquent K ne peut pas étre compact.

Finalement, supposons K fermé et borné. Soit xj une suite de valeurs de K.
Tout ensemble borné peut étre recouvert par un nombre finis d’ensembles fermés
et bornés de diameétre arbitrairement faible®. Si ’'on considére un recouvrement
de ce type de K pour un diametre inférieur & 1, il existe nécessairement un
ensemble du recouvrement qui contient I'intégralité d’une sous-suite J:g de zg;
on le note K. Il est possible de réitérer le raisonnement & la suite des z9 dans
K° en imposant cette fois-ci un diamétre maximale de 1/2 aux élements du
recouvrement et plus généralement de construire une suite gy extraite de xy
telle que yx € Ky, si k > m et diam(K,,) < 27™. La suite des yi est donc de
Cauchy; I'espace euclidien R™ étant complet, elle est convergente. L’ensemble K
étant fermé par hypothese, cette limite appartient & K ; 'ensemble K est donc
compact. |

Image d’un compact

L’image d’un ensemble compact par une application continue est un ensemble
compact.

Démonstration Soit f: K C X — Y ou X et Y sont deux espaces métriques
et K un sous-ensemble compact de X. Soit yj, une suite de points de f(K) ; par
construction, il existe une suite de points xx de K tels que f(xx) = yi. Soit 2
une sous-suite de xx qui converge vers un ¢ € K; par continuité de f en ¢, la
suite des f(zr) — qui est une suite extraite des y, — converge vers f(¢) € f(K).
L’ensemble f(K) est donc compact. |

Existence d’un minimum / maximum

Une fonction continue f : K — R définie sur un ensemble compact K admet un
minimum global et un maximum global.

4. par exemple des pavés de la forme
[i1e, (i1 + 1)e] X -+« X [ine, (in + 1)e] ou (i1,...,in) € Z",

dont le diametre est /7.
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Démonstration Soit x; € K une suite minimisante de f, c’est-a-dire telle
que

lim f(z) = inf f(x).

k—4oc0 zeK

Il existe une suite y, extraite de x; qui converge vers un point ¢ de K. Par
continuité de f en ¢, on a

F(0) = lmf() = inf f(z).

k—+o00

La fonction f admet donc un minimum en ¢. En appliquant ce résultat a la
fonction — f, on établit que f admet un maximum. |

Complétude de ’espace des fonctions continues

Soit X un espace métrique compact et Y un espace métrique complet. L’ensemble
des fonctions continues de X dans Y muni de la distance de la convergence
uniforme

d(f,g) = sup d(f(z), g(x))

zeX
est complet.

Démonstration En préambule: pour toute fonction f continue de X dans Y,
la fonction
reX —d(f(x),0) eR,

continue et définie sur un compact, admet un maximum; la fonction f est donc
bornée. L’espace des fonction continues de X dans Y est donc un sous-espace
métrique de I'espace des fonctions bornées de X dans Y.

Soit fi une suite de Cauchy de fonctions continues de X dans Y. Cette suite est
convergente dans l’espace des fonctions bornées en raison de la complétude de
ce dernier. Il nous suffit de montrer que sa limite (uniforme) est continue pour
conclure la preuve.

Soit f la limite des fi et soit € > 0. Soit k tel que

sup (fi(x), f(x)) < &/3.
reX

Pour tout x € X, fi étant continue en x, pour y assez proche de x on a
d(fr(x), fr(y)) < e/3. Or, par l'inégalité triangulaire,

d(f(z), f(y)) < d(f(2), fi(x)) + d(fe(@), fe(y)) + d(fr(y), f(y)) <e.
La fonction f est donc continue. |

La notion de compacité peut également étre définie dans des espaces topologiques
généraux, sans recourir a une distance ou aux suites de points.

Propriété de l’intersection finie

Une collection d’ensembles vérifie la propriété de I'intersection finie si toute
sous-collection finie est d’intersection non vide.
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Compacité et propriété de ’intersection finie

Un ensemble K d’un espace topologique est compact si pour toute collection
de sous-ensembles de K vérifiant la propriété de I'intersection finie, il existe un
point adhérent a tous les ensembles de la collection.

Autrement dit, si pour tout A € A, A est un sous-ensemble de K et si pour
toute suite finie Ay,..., Ay € Ail existe un x € K tel que z € A1 N---N Ay,
alors il existe un x € K adhérent a tout A € A.

Compacité et compacité séquentielle

Dans les espaces métriques, compacité et compacité séquentielle sont équivalentes.

Démonstration Supposons que K est un sous-ensemble compact de ’espace
métrique X. Soit x; une suite de points de K. Considerons la collection d’en-
sembles A définie par

A:{Ak|]€€N} ou Ak:{x”jZk}

La collection A vérifie la propriété d’intersection finie: en effet, si Ax,, Ak,, -- -,
Ay, € A, alors

Ap, N A, V- M A, = Ay avec k =max(ky,..., k)

et donc leur intersection est non-vide. Par conséquent, il existe un x € K tel
que pour tout rang k, x adhere & Ay = {x;|j > k}, c’est-a-dire d(x, {z;|j >
k}) = 0. En particulier, il existe un yo := xx, € Ap tel que d(z,y0) < 27°, un
Y1 = Tk, € Ap,r1 tel que d(z,y1) < 271 ete. La suite y est extraite de xy,
et vérifie d(x,y,) < 27F, elle converge donc vers x. De toute suite de points
de K on peut donc extraire une sous-suite qui converge dans K: K est donc
séquentiellement compact.

Réciproquement, supposons K séquentiellement compact. Nous allons montrer
que si A est une collection d’ensembles de K telle que

(| 4=2,

AcA

ou A désigne I'adhérence de A dans K, alors il existe un nombre fini d’ensemble
de A dont lintersection est vide ; nous aurons alors établi la contraposée de
la propriété qui définit la compacité de K et donc la compacité de K. Au
préalable, nous allons montrer que sous ’hypothése ci-dessus d’intersection vide
des adhérences, il existe un € > 0 tel que pour tout x € K, on peut trouver un
A € Atel que B(x,e) N A = @. En effet, si cette propriété n’était pas vérifiée,
on pourrait construire une suite z de points de K telle que pour tout A € A, il
existe un aj! € A tel que d(zy,afl) < 27*. Mais une telle suite aurait alors une
sous-suite convergente; la limite serait dans I’adhérence de chacun des A € A, en
contradiction avec ’hypothese initiale. On utilise ce résultat de la fagon suivante:
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on sélectionne un zg € K et un Ay € Atel que Ay N B(xp,¢) = @, puis un
x1 € K\ B(xzg,¢) et un A; € A tel que A; N B(z1,¢) = &, ce qui induit

(Ao N A1) N (B(zo,e) U B(z1,¢)) = 9,

puis un x5 € K\ (B(zo,e)UB(z1,¢)) et un Ay € A tel que A2NB(z2,¢) = 2, etc.
Le procédé s’arréte en un nombre fini d’étapes, dés que B(zg,e) U --- U B(zy, €)
recouvre K. Cela arrive nécessairement puisque les xj ainsi construits vérifient
d(z;,xj) > e sii # j; si cette suite était infinie, elle ne pourrait admettre de suite
extraite convergente, en contradiction avec I’hypothese de compacité séquentielle.
Par conséquent, il existe un rang k tel que

K C B(zg,e)U--- U B(xg,¢)

et comme
(AgN---NAp) N (B(zg,e)U---U B(zp,¢)) = 2,

on en déduit que AgN---NA, = @ et donc que AgN---NA, = @, ce qui conclut
la preuve. |

Exercices

Normes d’opérateurs

La fonction norm du module numpy.linalg peut calculer des normes de vecteurs
de R™, mais également de matrices carrée de R™*™. Ainsi, on a par exemple:

>>> from numpy import inf

>>> from numpy.linalg import norm
>>> A = [[1.0, 2.0], [3.0, 4.0]]
>>> norm(A)

5.477225575051661

>>> norm(A, 1)

6.0

>>> norm(A, 2)
5.464985704219043

>>> norm(A, inf)

7.0

En étudiant la documentation de cette fonction, déterminer pour les quatres
exemples d’usage ci-dessus §'il existe une norme || - || de vecteurs de R™ dont
la norme d’opérateur associée correspond & cette norme de matrice, c¢’est-a-dire
telle que
A -z

lllz

|A]l = sup
z#0

)
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https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.linalg.norm.html#numpy-linalg-norm
(https://docs.scipy.org/doc/numpy/reference/generated/numpy.linalg.norm.html#numpy-linalg-norm)

Droite réelle achevée

La droite réelle achevée (ou droite réelle étendue) est composée des nombres réels
et de —oo et +oo. Le but de cet exercice est de doter cet ensemble [—oo, +00]( ®)
d’une distance aux propriétés “raisonnables”. A cette fin, on introduit I'espace
métrique X des points du cercle unité de R? d’ordonnée positive:

X:{(x,y)ERQ‘\/xQ—i—yQ:l etyzO},

muni de la distance euclidienne de R? et la fonction f : X — [—o0, +-00] définie
par
—0oo i (x,y) = (7170)3
flz,y)=| z/y siy>0,
+oo si(z,y) = (1,0).

Question 1 Pouvez-vous donner une interprétation géométrique simple a la
grandeur calculée par la fonction f ?

F1GURE 3 — Construction d’'une métrique pour la droite réelle achevée.

(?)
Question 2 Montrer que f est une bijection. (?)

Question 3 En déduire qu’il existe une et une seule fonction distance sur
[—00, +00] qui fasse de f une isométrie; on note d*+>° cette distance. (?)

Question 4 Calculer d**°(0, +-00), d*>°(—00, +00), d*>(—1,1). (?)

Question 5 Montrer que 'injection canonique z € R — z € [—o0, +00] est
une fonction continue. (?)

Question 6 Yoda a dit “deux facons d’interpréter x; — +oo désormais il y
a”. Qu’est-ce qu’il a voulu dire ? Est-ce que c’est un probléme ? (?)

5. Pilule rouge. Dans le monde réel, on trouvera fréquemment la notation R pour désigner
I’ensemble des réels étendus; mais cette convention se heurte alors avec la désignation de
I’adhérence de R dans lui-méme, une interprétation selon laquelle on aurait R = R.
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Question 7 Suggérer une variante de la construction précédente pour doter
I’ensemble RU{co} (0o sans signe: ni +, ni —) d’une métrique d° telle |z5| — 400
si et seulement si d*°(xy,00) — 0. En déduire que cet ensemble est compact. (?)

Localement fermé

Dans un espace métrique® X, un ensemble A est localement fermé si chaque
point de A a un voisinage ouvert V tel que ANV soit fermé dans V' (Sato 1959).

Question 0 Expliquer I'expression “fermé dans V' dans la définition ci-dessus;
est-ce que cela fait une différence si ’on remplace cette expression par “fermé” ?

€]

Question 1 Montrer que dans R, U'intervalle [0, 1] est localement fermé et que
I'image de toute suite convergente est localement fermée. Donner un exemple de
sous-ensemble de R qui ne soit pas localement fermé. (?)

Question 2 Montrer que tout ensemble fermé est localement fermé, mais aussi
que tout ensemble ouvert est localement fermé. Montrer que l'intersection de
deux ensembles localement fermés est localement fermé. (?)

Question 3 Montrer qu'un ensemble est localement fermé si et seulement s’il
est 'intersection d’un ensemble fermé et d’un ensemble ouvert. (?)

Distance entre ensembles

Soit A et B deux ensembles compacts non vides de R™ ; on souhaite évaluer a
quel point les deux ensembles different — en mesurant a quelle distance les points
de A peuvent étre éloignés de ’ensemble B et réciproquement.

Question 1 Est-ce que la distance entre ensembles classique

WA B) = Jal e B) = g e

fait Daffaire ? (?)
On définit la grandeur
d[A, B] = max {sup d(a, B), sup d(b, A)} .
a€A beB

appelée distance de Hausdorff entre A et B.

Question 2 Calculer d[A, B] lorsque A = [-1,1] x [-1,1] et B =[0,2] x [0, 2].

6. ou plus généralement dans un espace topologique.
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FIGURE 4 — Ensembles A = [—1,1] x [-1,1] et B =[0,2] x [0, 2].

()

Question 3 Cette terminologie de “distance” de Hausdorft est-elle légitime ?

()

Question 4 La somme de Minkowksi de deux ensembles A et B est définie
comme

A+B={a+blac A, bc B}

Vérifier que la somme de Minkowski de deux ensembles compacts non vides de
R™ est un ensemble compact non vide de R™. Cette opération est-elle continue
pour la distance de Hausdorff 7 (?)

Plongement de Kuratowski

Nous souhaitons établir le résulat suivant: tout espace métrique peut étre identifié
a un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé d’une fagon qui préserve la
distance entre points.

Soit X un espace métrique et zo un point de X. On associe a 1’élément z de X
la fonction f, : X — R définie par

fw(y) =d(z,y) — d(.’L‘o,y).

Question 1 Montrer que la fonction z — f, est injective. (?)
Question 2 Montrer que pour tout point z la fonction f, est bornée. (?)

Question 3 Montrer que 'espace vectoriel E des fonctions bornées de X dans
R est un espace vectoriel qui peut étre muni de la norme | - ||, définie par

[fllsc = sup{[f ()l |y € X}
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Question 4 Montrer que x — f, est une isométrie, c’est-a-dire que pour tout
x et y dans X, on a

(?)

Le nombre d’or

Le but de cet exercice est de montrer I'existence d’un unique réel positif = tel
que 22 = 2 + 1 — le nombre d’or — et de produire une méthode itérative pour
I’évaluer.

Question 1 Montrer I'existence d’un unique point fixe associé & I'application
1
x €]0,4o00[ =14+ —
x

et établir qu’il se situe dans l'intervalle fermé [4/3,2]. (?)

Question 2 Montrer que la suite de réels définie par z¢ € [4/3,2] et Tp11 =
f(zy) converge vers le nombre d’or. (?)

Question 3 FEtudier la fonction f o f et en exploitant le résultat de 'exercice
“Point fixe”, en déduire que la suite des x,, converge vers le nombre d’or pour
toute valeur initial zy strictement positive. (?)

Spirale d’Euler

La spirale d’Euler est la courbe paramétrée du plan déterminée pour ¢t > 0 par
les coordonnées

t t
x(t) :/ coss>ds et y(t) :/ sin 52 ds
0 0
Nous souhaitons établir que cette spirale & un point limite quand ¢ — +o0( 7).

Question 1 Montrer que si pour toute suite de valeurs t; tendant vers ’infini,
la suite de points de coordonnées (g, yr) := (x(tx),y(tx)) a une limite dans

7. cette courbe a été introduite par Euler en 1744. Il lui apparait alors manifeste que la
courbe est une spirale qui s’enroule aprés un nombre de tours infinis autour d’un centre bien
défini, mais que ce point est tres difficile & déterminer par cette construction. Il faudra attendre
1781 pour qu'Euler puisse calculer analytiquement les coordonnées de ce point (cf. Levien
(2008)).
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FIGURE 5 — Spirale d’Euler (0 <t <5)

le plan — limite qui peut dépendre a priori de la suite ¢ — alors le point de
coordonnées (x(t),y(t)) a une limite dans le plan quand ¢ tend vers +o0. (?)

Question 2 Montrer que pour tout couple (a,b) de réels tels que 0 < a < b,
les grandeurs

b b
I(a,b) ::/ cos s?ds et J(a,b) ::/ sin 52 ds

vérifient pour un réel a > 0 les inégalités

1I(a,b)] < = et |J(a,b)| <

$
EL

(?)

Question 3 Conclure. (?)

Point fixe

On souhaite montrer que si X est un espace métrique complet et qu’il existe
un entier n > 1 tel que la composée n fois d’une application f : X — X avec
elleeméme — notée f" — est contractante, alors la conclusion du théoréme de
point fixe de Banach est toujours valable (bien que les hypothéses considérées
ici soient plus générales).

Question 1 Soit X un ensemble et f : X — X. Montrer que tout point fixe
de f est également un point fixe de f™ ; montrer que si f™ admet un unique
point fixe, il est également 1'unique point fixe de f. (?)
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Question 2 On suppose désormais que X est un espace métrique complet
et que f™ est contractante. Montrer que f admet un unique point fixe et que
le procédé habituel pour calculer ce point fixe comme une limite est toujours
valable. (?)

Résolution itérative de systémes linéaires

Un opérateur linéaire A : R™ — R" est diagonalement dominant si la matrice

[a;;]i; € R™*™ associée vérifie pour tout ¢ € {1,...,n},
n
> laij| < laiil-
j=1
J#i

Soit D I'opérateur dont la matrice [d;;];; est la diagonale de [a;}];;:

a; 0 - 0
0 s -+ 0
[digly=| .. 2
0 0 apn

Question 1 Montrer que deux vecteurs = et y de R™ vérifient Az = y si et
seulement si
r=D' (D-A)-2+D*'.y.

<)

Question 2 En déduire que A est inversible et une méthode itérative de calcul
de A7t (7)

Equation différentielle

Soit. A un opérateur linéaire de R™ dans R™. On souhaite montrer que pour tout
xo € R™, il existe une unique fonction dérivable x : [0, +00[ — R™ & I’équation

différentielle
z(t) = A - z(t) pour tout ¢t > 0,

assortie de la condition initiale z(0) = xo.

Question 1 Montrer que la fonction  : [0, +oo[ — R"™ est solution du probléme
ci-dessus si et seulement si elle est continue et vérifie pour tout ¢ > 0 la relation

x(t) = xo +/0 A-x(s)ds.

)
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Question 2 Soit 7" > 0 ; on note E lespace des fonctions continues de [0, 7]
dans R™, muni de la norme

]l = sup [lz(®)]-
te[o, )]

)

A quelle condition simple I'application ® : E — E définie par

O(x) = <ton+/0tA~x(s)ds)

est-elle contractante ? Quelle conclusion (partielle) quant au probléme initial
peut-on en tirer 7 (?)

Question 3 Soit a > 0. On note

lzll% = sup [le*x(t)]].
t€[0,T]
Montrer que || - ||, est une norme sur 'espace des fonctions continues de [0, T

dans R™ et que muni de cette norme, l'espace E est complet. (?)

Question 4 Reprendre la question 2 avec la norme || - || au lieu de || - || €t
conclure quant & lexistence d’une solution au probléme initial. (?)

Localement borné

Soit f: U C R — R ou U est ouvert. Cette application est dite localement
bornée si pour tout point x € U, on peut trouver un rayon r > 0 et une borne
M > 0 tels que pour tout point y € U tel que ||y — z|| < r on ait |f(y)| < M.

Question 1 Soit A un sous-ensemble borné de U tel que d(A,R™\ U) > 0.
Montrer que f est bornée sur A. (?7)

Question 2 La fonction f est localement constante si pour tout point x € U,
on peut trouver un rayon r > 0 et une valeur ¢ € R tels que pour tout point
y € U tel que ||y — z|| <r on ait f(y) = c. La fonction f est-elle nécessairement
constante sur tout sous-ensemble borné A de U tel que d(A,R"\U) >07? (?)
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Solutions

Normes d’opérateurs

norm(A) En I'absence de second argument, la fonction norm calcule la norme
de Frobenius de 'opérateur A, donnée comme

n n
2
ZZ%"

=1 j=1

Al =

Il s’agit bien d’une norme sur les applications linéaires de R™ dans R", car on
peut la calculer comme la norme euclidienne de la matrice [A] aprés une “mise &
plat” comme vecteur de R™”, c’est-a-dire par la formule || A||p = | ([A])]]2. Mais
elle n’est induite par aucune norme de vecteur ; en effet, s’il existait une norme

| - 1|- telle que ||A||r = sup ||A - z||2/||z||2, alors on aurait en particulier
I-xl|- Z||?
e —sup 12l _ o Dl
a0 2]z wzo [2]l2

Or, on peut constater que la norme de Frobenius de la matrice associée a l'identité
dans R™ est y/n, qui differe de 1 si n > 1.

norm(A, 1) L’expression norm(A, 1) calcule d’apres la documentation de

norm la grandeur
n
[Alli = max (Z az‘j|> :
Jj=l..n \ 4
i=1

Le fait que le second argument de ’appel & norm soit 1 peut laisser penser que
cette norme de matrice est induite par la norme de vecteurs

n
lally =) lail.
i=1

Vérifions cela ; siy = A-x, on a

n n n n n n n
Iyl =D lwsl = D 1D aszs| <D0 laglle = (Z |%’> |5
=1

=1 |j=1 =1 j=1 j=1 =1
n n
< max (z |am—|) o
Jj=l.n \ 4 -
i=1 j=1
= || A]|1]|z |-

Pour conclure, il nous suffit désormais d’exhiber un z € R™ tel que ||A - z| =
| All1/||]1. Sile maximum de Y} | |a;;| est réalisé en j, il nous suffit de considérer
le j-éme vecteur de la base canonique de R", z = e;. En effet, on a alors ||e;||; =1
et

n
1A ejlls = ll(as,- - ang)lly = > laizl = [|A]1-
i=1
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norm(A, 2) La norme en question est définie par NumPy comme o1, la plus
grande valeur singuliére de A. Les valeurs singuliéres o7 > o9 > 0, > 0 associées
a l'opérateur linéaire A : R™ — R sont définies a travers une décomposition de
A de la forme

A=U-2.V*

ou Y- (21,...,2n) = (0121, ..,0,2,) et U ER™ - R™ et V € R” — R” sont
des applications linéaires orthogonales (inversible et dont l'inverse est I’adjoint).
Pour montrer que o1(-) constitue la norme d’opérateur || - |22 induite par la
norme euclidienne || - |2 des vecteurs de R™, on constate au préalable que pour
toute application orthogonale U,

U -2l = V(U -2,U-2) =/(U* - U-z,2) = /{x,z) = ||,
puis que

[All22 = sup [|(U-%-V") -zl
lefl2<1
= sup [U-(%-(V"-2))2
lofl2<1
= sup [|Z-yl2
lyll2<1

= sup yJolyi - +o2y2

lyll2<1

=01.

norm(A, inf) On constate que 'expression donnée dans la documentation de
norm, a Savoir

n

|Alloo = max [ a;]
i=1...n

j=1

entretient une troublante ressemblance avec la norme || - ||; pour les opérateurs.
Plus précisément, si A* : R™ — R" désigne 'opérateur adjoint de A, tel que pour
tous vecteurs = et y de R™, (y, Az) = (A*y,x), associé & la matrice transposée
de la matrice associée a A, alors on a

[Alloo = IA™]1-
C’est un peu trop gros pour étre une coincidence ... Pour montrer que ||+ ||oo
est la norme d’opérateur || - ||ooco associée a la norme de vecteurs || - ||oo, on peut

d’abord constater que pour les vecteurs,

[2lloc = sup (y,z) et |zli = sup (y,z)
lyll <1 Iyl <1
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puis en déduire que

[Allocso = sup [|A-zfc = sup sup (y,A-x)
Il <1 el <1 Iyl <1

= sup sup (A" -y,x)
[z]loo <1 lylla <1

= sup sup (z,A"-y)
lyll1 <1 llzfloo<1

= sup [[A" -y
Iyl <1

= [|A"]x

= |4/,

et donc || - [locco = || - lco-

Droite réelle achevée

Question 1 Quand l'ordonnée y du point p = (z,y) est strictement positive,
f(p) représente ’abscisse de I'unique point ¢ de 'intersection de la demi-droite
D issue de Dorigine (0,0) et passant par p avec la droite horizontale des points
d’ordonnée y = 1.

En effet, les points de D sont de la forme (Az, Ay) pour A > 0. On a donc Ay =1
si et seulement si A = 1/y, auquel cas Az = x/y.

Dans les cas limites ot p = (1,0) et p = (—1,0), la demi-droite D est horizontale,
partant vers la droite de ’origine ou vers sa gauche selon le cas. Il n’y a donc
pas d’intersection avec la droite horizontale d’équation y = 1 dans R2, mais des
intersections “a l'infini”.

Question 2 La fonction f peut étre décomposée comme f = 1) o ¢ ou 'appli-
cation ¢ : (z,y) € X — x € [—1,1] est bijective, d’inverse ¢~ (z) = (z,v1 — 22)
et 'application v : [—1,1] = [—00, +00] définie par

—00 sizx = —1,

x
= —— s —l<z<],
Vel = e
+00 siz=1.
est également bijective, d’inverse
-1 six = —o0,
Y

w—l(x): \/i si —oo < x < +4o0,
1+y?

+1 si x = 4o0.

La fonction f est donc bijective comme composée de fonctions bijectives.

Question 3 La fonction f sera une isométrie quand [—oo, +00] est muni de la
distance d*> — et X la distance induite par la distance euclidienne de R? — si et
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seulement si pour toute paire de points p; et po dans X

d*=*(f(p1), f(p2)) = d(p1,p2),

ce qui rend nécessaire le choix de

dF® (@1, 0) = d(f (1), [ (22))

On vérifiera facilement que ce choix détermine bien une distance sur la droite
réelle achevée.

Question 4 On a fﬁl(foo) = (7170)7 fﬁl(fl) = (7\&/27 ﬁ/Q)’ fﬁl(o) =
(0,1), f7H(=1) = (V2/2,v2/2) et f~'(00) = (1,0), donc d=*(0,+00) =
d((0,1),(1,0)) = V2, d¥*°(—o0, +00) = d((—1,0),(1,0)) = 2 et d*>°(-1,1) =
V2.

Question 5 Soit i : z € R — 2 € [—00, +00]. Pour montrer que i est conti-
nue, il nous faut prouver que pour tout x; € R, quand d(z2,2;) — 0, alors
A= (i(x2),i(x1)) = d=>(x2,21) — 0. Or,

dioo(l‘g, 1‘1) =

T 1 To 1
d ) ) ’
<<\/1—|—x% \/1—|—xf> <\/1+x§ \/1—|—x§>>

2 2
_ T1 T3 " 1 1
Vita? /1423 Vita? J1+a3)
et cette expression est une fonction continue de ses arguments x; et x5, nulle
quand x; = xo ; cette propriété est donc bien vérifiée.

Question 6 Quand x; est une suite de réels, xy — +oo est & interpréter
classiquement comme: pour tout M € R, il existe un rang m € N tel que si
k > m, alors x;, > M.

Mais il existe maintenant une seconde interprétation si ’on considere z; € R
comme une suite de points dans Iespace métrique [—oo, +00]. Cela signifie alors
que d*>°(zy, +00) — 0 quand k — +oo. Or, comme

2
1
d° (g, +00)) = | s — 1] 4+ ——
(47 (. Fo0)) («/1+xi 1437

2
2
. Ty, 1
= -1 I
(“gn(x’“) T+ ) T

ces deux conditions sont équivalentes.

+

Question 7 On admettra sans preuve (la démarche est tres similaire & celle
menée dans les questions précédentes) que la construction graphique ci-dessous
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FIGURE 6 — Construction du compactifié de R.

permet de doter R U {oco} d'une métrique telle que |x| — 400 si et seulement si
d*>(zy,00) — 0 et que l'injection canonique associée est continue. On constate
graphiquement que dans cette variante, quand le point de la droite d’ordonnée
y = 2 s’¢éloigne vers 'infini vers la droite ou vers la gauche, le point correspondant
du cercle centré en (0,1) et de rayon 1 converge vers l'origine (0, 0).

Si 'on considére une suite de points x;, € R U {oo}, soit il existe une suite de
points réels bornée que 'on peut extraire de x; — auquel cas par compacité des
fermés bornés dans R il existe une sous-suite extraite des x; convergeant dans R
(et donc dans RU {o0}) — soit || — +00 quand k — +oo — auquel cas x; — 00
dans RU {oo}. Dans les deux cas, la suite admet une suite extraite convergente,
I’espace est donc compact.

Localement fermé

Question 0 Un sous-ensemble B d’un ensemble A de points d’un espace
topologique X est “fermé dans A” s’il est fermé comme ensemble de points
de I’espace topologique A, muni de la topologie (ou le cas échéant la métrique)
induite par X. Et cette propriété peut étre différente de étre “fermé” (sous-
entendu comme ensemble de points de X).

Par exemple, si X = R, A =]0,+o0[ et B = ]0,+0o0][, B n’est pas fermé dans
R, car la suite 2 = 27% appartient & B, mais z;, — 0 € B quand k — +o00.
Par contre, toute suite de B convergeant dans A converge dans B car les deux
ensembles sont identiques. Par conséquent, B est fermé dans A.

Question 1 Soit x € A:=[0,1[; si > 0, on peut prendre V = |2/2,1[. C’est
bien un voisinage ouvert de z et ANV = V. L’ensemble ANV est donc fermé
dans V. Si z = 0, on peut prendre V =]—1,1/2[; c’est un voisinage ouvert de x
et ANV =10,1/2[ est bien fermé dans V.

Soit z, une suite de R qui converge vers £ et A = {x; |k € N}. Sia € A et que
a # £, alors il existe un € > 0 tel que V =|a —e,a+¢[ vérifie ANV = {a}. V est
un voisinage ouvert de a et ANV est bien fermé dans V. Si la valeur limite ¢
n’est pas atteinte par un x, cela conclut la preuve que A est localement fermé.
Dans le cas contraire, pour a = ¢, on peut prendre V = R; en effet, A est alors
fermé.

36



L’ensemble des rationnels @Q n’est pas localement fermé. En effet si V' est un
voisinage de 0 il contient nécessairement un ensemble de la forme |—&, e[ pour un
€ > 0. Or cet intervalle contient des irrationels, qui peuvent étre obtenus comme
limite de rationnels dans |—¢,¢[ et donc de V. Par conséquent, Q NV ne peut
pas étre fermé dans V', donc Q n’est pas localement fermé.

Question 2 Si A est fermé, on peut prendre V = X qui est un voisinage ouvert
de A (il contient A et est ouvert). On a alors ANV = A est donc ANV est bien
fermé dans V = X.

Si A est ouvert, on peut prendre V = A qui est un voisinage ouvert de A (il
contient A et est ouvert). On a alors ANV = A est donc ANV est bien fermé
dans V = A.

Si A et B sont localement fermés et z € AN B, il existe des voisinages ouverts
U et V de x tels que ANU soit fermé dans U et BNV soit fermé dans V.
Par construction, U NV est un voisinage ouvert de z; en effet, d'une part cette
intersection contient x et d’autre part pour tout y dans UNV, d(y, X \U) > 0
et d(y, X \V)>0;or

Ay, X\ (UNV)) =d(y, (X \U)U(X\V))
= min (d(y, X \ U),d(y, X \ V))
> 0.

donc U NV est ouvert. L’ensemble A, qui est fermé dans U, est donc fermé
dans U NV (si une suite de A converge dans U NV, elle converge dans U et
donc sa limite appartient & A); de la méme fagon, B est fermé dans U NV. Par
conséquent, AN B est fermé dans U NV

Question 3 Si un ensemble est I'intersection d’un ouvert et d’un fermé dans X,
il est I'intersection de deux ensembles localement fermés, donc il est localement
fermé (par les résultats de la question précédente).

Réciproquement, supposons que ’ensemble A soit localement fermé. En tout
point a € A, il existe un voisinage ouvert V, tel que ANV, soit fermé dans V.
L’ensemble V, \ (ANV,) =V, \ A est donc ouvert dans V,, et donc dans X. Par
construction, la collection des V, recouvre A, c’est-a-dire que A C Uye 4V, donc

A= Uva\<U Va\A>.

acA acA

Posons V' = Uy 4 Va; le complémentaire dans X de (J,c 4 Va \ A est un ensemble
fermé F' ; de I’équation ci-dessus on déduit donc que A =V N F ou V est ouvert
dans X et F est fermé dans X.

Distance entre ensembles

Question 1 Non, la distance usuelle d(A, B) en convient pas. En effet, cette
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distance est nulle dés que l'intersection de A et B est non vide, méme si des
points de A sont tres éloignés de B.

Question 2 Lorsque A =[—1,1] x [-1,1] et B =0,2] x [0, 2], il est possible
de calculer d(a, B) pour tout a € A. Plus précisément, B étant fermé, I'infimum
qui définit la distance est un minimum. Dans ce cas précis, il existe un unique
projeté mp(a) de a sur B, qui minimise la distance

d(a,mg(a)) = inf d(a,b).

beB
Il est donné quadrant par quadrant par
(0,9) si (2,y) € [-1,0] x [0,1]
(@) = ({83 ii gz; 2 Flll,]o>< >[<07[i]1,0]
(z,0) si(x,y)€[0,1] x [-1,0]
Par conséquent, on a
|z| si(x,y) € [-1,0] x [0,1]
lyl st (z,y) €[0,1] x [-1,0]

Cette fonction est minimale sur A pour (z,y) = (=1,—1). On a donc

sup inf d(a,b) = V2.
acA beB

On montre de la méme fagon que

sup inf d(a,b) = V2.
begaeA ( )

La distance de Hausdorff entre A et B vaut donc /2.

Question 3 Vérifions que la “distance” de Hausdorff est effectivement une
distance sur ’espace des sous-ensembles compacts de R”.

1. Axiome de séparation. Si

d[A, B] = max(sup d(a, B),sup d(b, A)) = 0,
acA beB

alors pour tout a € A, d(a, B) = 0 et pour tout b € B, d(b,A) = 0,
c’est-a-dire a € B et b € A. Par conséquent, puisque A et B sont fermés,
ACB=Bet BCA=Aectdonc A=B.

2. Axiome de symétrie. Il est clair par construction que pour tous les en-
sembles compacts non vides A et B de R™, on a d[A, B] = d[B, A].
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3. Pour tout a € A, b € B, ¢ € C, I'inégalité triangulaire fournit d(a,c) <
d(a,b) +d(b, c). Par conséquent, inf.cc d(a,c) < d(a,b) + inf.cc d(b, c) et
donc

fd < inf d(a,b f inf d(b
26 400,0) < fof ) + jnf 1 dlh. )

< 1nf d(a,b) + sup inf d(b, ¢),
beBceC

inégalité dont on déduit

sup inf d(a,c) < sup inf d(a,b) + sup inf d(b, c
GGECG ( ) aegbe ( ) begcec ( )

et par conséquent

sup inf d(a,c) < d[A, B]+d[B,C].
agcA el

De fagon similaire, on a

sup inf d(a,c) < sup inf d(c,b) + sup inf d(b, a
sup fof, d(a. ) < sup fuf, d(e,b) + sup Inf, (b, a)

et par conséquent

sup inf d(a,c) < d[A, B] +d[B, C]
ceC acA

et donc d[4, C] < d[A, B] +d|B,C].

Question 4 Si A et B sont des ensembles non vides de R™, A+ B est clairement
non vide. Si de plus A et B sont compacts, et que ’on considére une suite x; de
points de A + B, alors il existe des a; de A et b, de B tels que x, = ap + by.
Par compacité de A, il existe une suite as) — ot 0 : N — N est croissante —
qui converge vers un a € A ; par compacité de B, il existe une suite b, (x)) —
ou 7 : N — N est croissante — qui converge vers un b € B. Par continuité de
la somme dans R", la suite des x (s (x)), qui est extraite des xy, converge vers
a+be A+ B.

Soit A, B, C et D quatre ensembles compacts non vides de R". Sia € A, b € B,
ceCetdeD,ona

dla+betd)=llatb—c—dl <lla—cd+]b-d.
Par conséquent,
sup  inf d(z,y) =supsup inf inf ||a+b—c—d|

z€A+BYECHD acAbeBceCdeD

< sup sup 1nf 1nf la —c|| + ||b—d]|
a€AbeB °E

< sup 1nf la —c|l + sup 1nf 16—l
acAc

< d[A,C] +d|B,D.
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De méme, on peut montrer que

y:gEDxelg+B (z,y) < d[A,C) +d[B, D]

et par conséquent d[A + B,C + D] < d[A,C]+d[B,D]. Si A, — A et C, — C,
comme d[A;+C, A+C| < d[A, Ag]+d[C, Ck), on en déduit que Ap+Cy — A+C.
La somme de Minkowski est donc continue.

Plongement de Kuratowski

Question 1 Soit x, 2’ deux points de X. Pour tout y dans X on a:

fo(y) = fur(y) = d(z,y) — d(xo,y) — (d(2,y) — d(2', x0))
= d((E, y) - d(xlv y)a
par conséquent, si f, = f./, on a en particulier f,(a') = fu/(2'), soit d(z,x’) —

d(z',2") = d(z,2') = 0, c’est-a~dire © = &’ par 'axiome de séparation.

Question 2 Pour tout z,y € X, on a

[fz(y)| = ld(x, y) — d(x0,y)| < d(x,z0)

par l'inégalité triangulaire.

Question 3 Si f: EF— Ret g: E — R sont bornées et A € R, il est clair que
f+ g et Af sont bornées. De plus,

1. Si ||fllee = sup,eg | f(2)|| =0, alors ||f(z)|| = 0 pour tout « € E ; par
conséquent f =0,

2. On a A fllee = sup,ep [[Af(@)|| = [A[supyep [ f ()] = (Al f]oo-
3. On a

1f + glloc = sup [|f(z) + g(@)||
zEE

IA

sup [|Af(z)[| 4 sup [[Ag()]]
rzel reE

[[flloe + llglloo-

Question 4 Soient z,y € X ; on a

fa(2) = fy(2) = d(z,2) = d(z,20) — (d(2,9) — d(2,90)) = d(z,2) — d(z,y).

Par conséquent, par I'inégalité triangulaire,

1o = fyllse = sup [d(z, ) — d(z,y)| < d(z,y)
yeX
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et d’autre part
Hh—ﬂmm=ﬂgwwﬂﬁ—ﬂawﬁﬂﬂ%@—d@wﬂ=M%@~
ye

Finalement, on a bien
1fe = fylleo = d(z,y)

et x — f, est une isométrie.

Le nombre d’or

Question 1 L’existence d’un unique point fixe associé a I'application
1
f:x6]0,+oo[l—>1+;

peut étre établi par des méthodes classiques d’analyse d’une fonction d’une
variable réelle. La fonction g : = € ]0,400] — = — f(z) est dérivable. Sa
dérivée en x vaut 1+ 1/22, qui est strictement positive, donc la fonction g est
strictement croissante et il existe donc au plus un zéro de g. De plus, g(z) — —o0
quand z — 0 et g(z) — +oo quand g(z) — +oo. Comme g est continue
(puisque dérivable), par le théoréme des valeurs intermédiaires, g admet bien
un zéro sur )0, +oo[. La fonction f admet donc un unique point fixe. Comme
9(4/3) =4/3—-1-3/4=-5/12<0et g(2) =2—-1-1/2=1/2 > 0, le point
fixe de f se situe dans 'intervalle [3/2, 2].

Question 2 Soit zy la suite de réels définie par xg € [4/3,2] et xxy1 = f(zk).
La fonction f est continue et décroissante croissante ; de plus

1 3 7 4

et ) 5
N=1+-=-¢€|-,2|.
@=1+3=3¢[3
Par conséquent, f([4/3,2]) C [4/3,2]. Comme f'(z) = —1/x2, pour tout x €
[4/3,2], |f'(x)] < 9/16 < 1. Par le théoréme des accroissements finis, la restriction
de f a [4/3,2] est donc contractante. L’ensemble [4/3,2] est un ensemble fermé
R ; il est donc complet. L’existence et 'unicité du point fixe de f sur [4/3, 2]
ainsi que son obtention comme limite de la suite xj résultent du théoreme de
point fixe de Banach.

Question 3 Compte tenu des résultats de l'exercice “Point fixe”, il suffit
d’établir que sur un sous-ensemble complet X de ]0,+oo] tel que f(X) C X,
f o f est contractante pour conclure que f possede un unique point fixe sur X,
obtenu comme limite de la suite définie par zx1+1 = f(xx) pour tout zp € X.

Posons X = [1,+00[ ; X est complet car c’est un sous-ensemble fermé de R qui
est complet (une suite de Cauchy de X converge dans R, donc dans X). De plus,
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comme pour tout > 0, 1 +1/z > 1, on a bien f([1,+o0[) C [1,+0o0[. Pour tout
r>1,0na

1 z z+1 1 1
f(f(x)):1+(1+1/33):1+x+1:1+x+1_a¢+1:2_$+1
et donc '
(fof)/(x):m

ce qui entraine que |(f o f)'(z)] < 1/4 < 1 si x > 1. La restriction de fo f &
[1,400[ est donc contractante. Nous avons donc établi toutes les hypotheéses
garantissant que la suite x+1 = f(zx) tend vers le nombre d’or si zy > 1. Notons
finalement que si xg € ]0,1], f(zo) € [1,+0o0[ ; par conséquent le résultat vaut
non seulement pour tout zy € [1, +00[ mais bien pour tout zg € ]0, +oo.

Spirale d’Euler

Question 1 Montrer que (z(t),y(t)) a une limite quand ¢ — +oo suppose de
montrer qu’il existe un point T € R? tel que pour toute suite de valeurs ¢, tendant
vers 400, la suite (x(tx),y(tx)) tende vers T. Compte tenu de I'hypothese, cela
revient & montrer que la limite d’une telle suite est indépendante du choix de la
suite des ty.

Considérons deux suites s; et 7 de réels positifs tendant vers +oo et notons S
et R les limites de (z(sg),y(sk)) et (x(rx), y(rk)). La suite ¢ des réels so, ro, S1,
r1,... est positive et tend vers +o00. Les (z(tg), y(tx)) sont admettent donc une
limite T' quand k — +00; toute sous-suite étant convergente et de méme limite,
on a nécessairement 7' = S = R, ce qui prouve le résultat cherché.

Question 2 Nous traitons le cas de I(a,b), celui de J(a,b) étant similaire.
Pour tout a et b tels que 0 < a < b, le changement de variable 7 = s? fournit:

b Vb
I(a,b) = / cos s> ds = / T 4r.
a Va 2\/7—

Par intégration par parties, on obtient alors

dr.

I(a,b):Sinb—Sina—i— \/ESiDT
2\/5 2\/& \/E 7—3/2

Comme |sin7| <1,
/\/Esian </\/5 dr 2 2
— dr — =+ —.
va T2 ~Jya T Vb Va

[(a,b)| <

S

On en déduit

B
E

IA

S
s
Sl



Question 3 Pour établir 'existence d’un point limite & la spirale d’Euler,
compte tenu du résultat de la question 1, il nous suffit de montrer que pour
toute suite de valeurs t;, tendant vers 400, la suite des (zg, yx) = (x(tx), y(tx))
est convergente. Comme nous ne connaissons par la valeur de cette limite, nous
allons établir que cette suite est de Cauchy; 'ensemble R? étant complet, cela
prouvera la convergence de la suite.

Or, pour tout couple d’entier n et p, on a

tn t
Ty, — xp = x(tn) — x(tp) = / cos 5% ds — / cos 5% ds
0 0
tn
:/ cos s ds
tP
= 1I(tp,tn)
et de fagon similaire,

tn
Yn — Yp = / sin s®ds = J(tp, ).
¢

P

En exploitant le résultat de la question 2, on peut alors en déduire que

2
V/min(t,, t,)

Pour un £ > 0 donné, il suffit de choisir un rang m € N tel que

20\ 2
th — ,kZm

H(xnvyn) - (fpayp)” = \/I(tpvtn)2 + J(t;nvtn)g <

g

pour avoir la garantie que si p > m et n > m, alors

2x

Ty, —(z <——=<¢
) = o) £ ——=es

La suite des (z, yx) est donc de Cauchy.

Point fixe

Question 1 Si z est un point fixe de f, f(x) = x, par conséquent

fx) = f(f(2) = fz) ==,
puis
Fx) = f(f?(2) = f(z) = =,

etc. Par récurrence, il est clair que I’'on peut établir que pour tout n > 1, on a
f™(z) = x: x est un point fixe de f™.

Supposons désormais que la fonction itérée f™ admette un unique point fixe x.
Comme tout point fixe de f est un point fixe de f", f admet au plus un point
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fixe. De plus, comme f"(x) = z, en applicant f aux deux membres de cette
équation, on obtient

(" (@) = [ (f(2) = [ ().

Par conséquent, f(z) est un point fixe de f™ ; c’est donc 'unique point fixe 2 de
f™. On a donc f(z) =z, c’est-a-dire que x est un point fixe de f.

Question 2 Si X est un espace métrique complet et que f™ est contractante,
par théoréme du point fixe de Banach, f™ admet un unique point fixe x, calculable
comme limite de toute suite yi telle que yr+1 = f™(yr) et yo € X.

Par les résultats de la question 1, x est I'unique point fixe de f. Le “procédé
habituel pour construire un point fixe de f” consiste a prendre un xy € X
quelconque et & construire par récurrence la suite des x+1 = f(xy) ; on souhaite
donc montrer que cette suite converge vers 'unique point fixe x de f. La suite
(Trn)r — extraite des xp — converge vers x, car T(y11)n = f™(Trn). Il en est
de méme pour la suite extraite (Zgnt1)k, construite a partir du méme procédé
mais en initialisant la séquence avec la valeur x, pour la suite (Tgn42)k, - -,
jusqu'a (Tgp4(m—1))r. Ces n suites convergent toutes vers x, donc la suite des
(zk)x converge également vers le point fixe x.

Résolution itérative de systeémes linéaires

Question 1 Larelation A-x = y est vérifiée si et seulement si D-x+(A—D)-x =
Y, soit
D-z=(D-A)-z+y.

L’opérateur A étant diagonalement dominant, a;; > 0 pour tout i; opérateur D
est donc inversible. La relation ci-dessus est donc équivalente a

r=D' (D-A)-2+D"'.y.

Question 2 La question 1 établit que pour tout y € R”, le vecteur x € R" est
solution de A -z = y si et seulement s’il est un point fixe de 'application

p:zeR*—»D 1. (D—A)-z24+D ' yeR"
Cette application est affine: pour tout couple x; et x5 dans R"™,
d(x1) — ¢(xz) = D71 (D — A) - (21 — x2).
Notons qu’avec B := D~! . (D — A) et [B];; = bij, on a b;; = 0 et si i # j,
bij = —aij/ai;. Par conséquent, pour tout i, Y7, |bi;| < 1, soit

n
e, D Jbigl <1
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On reconnait au membre de gauche de cette inégalité la norme d’opérateur
| Blloo de lexercice “Normes d’opérateurs” ; on a donc pour tout = € R™,

IB - z|loo < kll2z||oo avec & :=||Blloo <1

(on peut aussi établir ce résultat directement). Si 'on munit R™ de la norme || - ||oo
(Vespace est alors complet puisque || - ||« est équivalent & la norme euclidienne :
ona |-|l2/v/7 < || lleo < |- ]l2), Vapplication ¢ est contractante. Par le théoréme
du point fixe de Banach, elle admet donc un unique point fixe z, qui est la
solution de A - & = y. L’opérateur A est donc inversible et A~! -y peut étre
calculé comme la limite de la suite 11 = B - 2 pour un zo € R™ arbitraire.

Equation différentielle

Question 1 Si la fonction x est continue et vérifie pour tout ¢ > 0 I’équation
intégrale

z(t) =z + /o A-x(s)ds,

alors nécessairement
0
z(0) = g —|—/ A-x(s)ds = xo,
0

et sa dérivée satisfait @(t) = A - z(1).

Réciproquement, si (0) = xo et pour tout ¢ > 0 on a @(t) = A - z(¢), alors
comme le second membre de cette équation est continue comme composée de
fonctions continues, & est continue, et par intégration entre 0 et ¢ on retrouve
I’équation intégrale souhaitée.

Question 2 Par linéarité de l'intégrale et de I'opérateur A, pour tout couple
x et y de fonctions continue de [0,7] dans R™ et tout ¢ € [0,T], on a

(ﬂ@—¢@Mﬂ=Af$@®%w®D%,

et donc
H@@Xﬂ—ﬂwWHSAHA%ﬂﬂ—Mﬁm%
< [ 1alle = gl ds
— (JAIT) % [z = o,
soit

[2(z) = 2(¥)]leo < ([AIIT) X [l = Ylloo-
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L’application ® est donc contractante si ||A|| < 1/T. Le théoréme du point fixe
de Banach prouve alors 'unicité d’une fonction continue telle que

x(t) = xo +/O A-x(s)ds

pour tout t € [0,T].

Question 3 Le fait que || - ||% soit une norme se déduit facilement du fait que
I - lloo €n soit une. On peut constater que pour toute fonction x continue sur
[0,T], on a

le*Tzll% < ll2llS% < ll2lle-

Les deux normes sont donc équivalentes. En particulier, les notions de convergence
de suite de points et de suites de Cauchy sont les mémes dans les deux espaces.
L’espace vectoriel E muni de la norme || - ||oc étant complet, c’est également le
cas pour E muni de la norme || - ||%.

Question 4 Pour tout couple = et y de fonctions continue de [0,T] dans R™
et tout ¢t € [0,T], on a

eiat(x —y)(t) = eiat/o A-(x—y)(s)ds = /0 A-em(x — y)(s)e*a(tfs) ds

et donc

et (z — y)(8)] < / 1Al (@ — y)(s) e~ ds

t
< (A|T e ds) eyl
0

t —a(t—s) t _ —at
/ e~ %) ds = [e ] 1o < lv
0 a o a a

on en déduit que

Comme

|AIT
lz = yllS = = —llz —yls-

L’application ® est donc contractante des lors que « > || A||T. Pour tout 7' > 0,
le théoreme du point fixe de Banach prouve donc, en sélectionnant un « adapté,
I'unicité d’une fonction continue telle que

t
x(t) = xo +/ A-x(s)ds
0
pour tout t € [0,T]. Le probléme original admet donc une solution unique.
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Localement borné

Question 1 Soit A un sous-ensemble borné de R™ tel d(A,R™ \ U) > 0.
Supposons que f ne soit pas bornée sur A ; cela signifie qu’on peut trouver
une suite de z € A telle que |f(zg)] = +oo0 quand & — +o00. Comme A est
borné, c’est-a-dire si A C K := B(0,7) pour un r > 0, par compacité la suite
Zj, a une sous-suite y, qui converge vers un ¢ € R”. Comme d(A,R"\ U) > 0
et que d(yx, R" \ U) > d(A,R™\ U), en passant & la limite sur k& on obtient
d(¢,R"\U) > 0, soit £ € U. Mais f est localement bornée au voisinage de ¢,
nous avons donc exhibé une contradiction ; par conséquent, f est bornée sur A.

Question 2 La réponse est non: il suffit de prendre pour U I’ensemble R privé
de 0 et la fonction f: U — R définie par

|+l siz >0,
f@) = -1 siz<0.

Elle est localement constante, mais pas constante sur I’ensemble A = {—1,+1}
qui est pourtant borné et vérifie d(A, R\ U) = d(A,{0}) =1 > 0.
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