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Somme et intégrale de Riemann

Intervalle

On appelle intervalle d'un ensemble ordonné E tout sous-ensemble I de E tel
que si z et y appartiennent a I et vérifient x < y et si z est un point intermédiaire
(tel que & < z < y), alors z appartient également a I.

Intervalles de R

Les intervalles de R peuvent étre bornés ou non-bornés, ouverts, fermés, ouverts
et fermés ou ni 'un ni Pautre. Les intervalles de la forme |—oo, +00] (c’est-a-dire
R), |—00,b[, Ja,+oo[ et Ja,b] — ol a et b désignent des nombres réels — sont
ouverts. Les intervalles de la forme |—oo, +00[, |—00, b], [a,4+0o0[ et [a,b] sont
fermés. Les intervalles compacts (a la fois fermés et bornés) sont de la forme
[a, b].

Longueur d’un intervalle

La longueur ¢(I) d’un intervalle I de R est le nombre réel étendu positif (ap-
partenant & [0, +oo]) défini pour tout intervalle borné I de la forme [a, b], ]a, b],
[a,b] ou ]a,b] avec a < b par

I)=b—-a
et si I est non-borné par

{(I) = +oo0.

Subdivision pointée
Une subdivision de 'intervalle fermé [a, b] est une collection finie
{Li]0<i<n-1}

constituée d’intervalles fermés inclus dans I, sans chevauchement — si i et j
different, I'intersection de I; et I; contient au plus un point — et recouvvrant I —
I'union de tous les intervalles I; inclut I. Une subdivision pointée D de l'intervalle
fermé I = [a,b] est une collection finie

ol les I; forment une subdivision de I et ¢; € I; pour tout i € {0,...,n —1}.



Somme de Riemann

La somme de Riemann associée & la fonction f : [a,b] — R et & la subdivision
pointée D de [a, b] est la grandeur

S(£ED) = Y fme).

(t,I)eD

Intégrale de Riemann

Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann s’il existe un
réel A tel que pour tout € > 0 il existe un réel § > 0 tel que pour toute subdivision
pointée D de [a, b] vérifiant pour (¢,J) € D, £(J) < §, on ait |S(f, D) — A| <e.
Le réel A quand il existe est unique ; il est appelé intégrale de f sur [a,b] et noté

b
/ Fydtou [ f@)ar
a [a,b]

Quadrature

Cette définition de l'intégrale permet de garantir I'exactitude asymptotique
de méthodes de quadrature — c’est-a-dire d’algorithmes de calcul numérique
d’intégrales — comme la méthode des rectangles. En effet, si f : [a,b] — R est
une fonction intégrable au sens de Riemann, et D,,, une subdivision pointée de
[a, b] de la forme

sz{<a+z‘b_a,{a+z‘b_a,a+(i+1)b7;aD ‘iG{Ow--am—l}},

m

3

la somme de Riemann associée vérifie

De plus, quel que soit § > 0, pour m suffisamment grand, on a

é([aﬂ‘b“,aﬂz‘ﬂ)bab _boae
m

m m



Par conséquent,

m m

b—a'ex b—a b
fla+i — [ f(t)dt quand m — +o0.
=0 a

7

La définition de I'intégrale de Riemann ne se limite pas a une famille particuliere
de subdivisions — comme ici & des subdivisions réguliéres de [a, b] ou tous les
intervalles sont de méme longueur — et n’impose pas une position fixe au point
t; dans l'intervalle J; — comme ici & gauche de l'intervalle — ce qui garantit
une forme de robustesse & la définition de 'intégrale ; d’autres méthodes de
quadratures pourront étre utilisées avec le méme résultat asymptotique.

L’intégrale de Riemann possede des limitations qui en font un outil mathématique
difficile a exploiter. En particulier la classe des fonctions qui peuvent étre intégrées
est trop restrictive pour certaines applications car les fonctions “trop grandes”
ou “trop irrégulieres” ne sont pas intégrables. Les deux théorémes qui suivent
précisent cette situation.

Seules les fonctions bornées sont intégrables

Si f:[a,b] — R est intégrable au sens de Riemann, alors f est bornée.

Démonstration Soit § > 0 tel que pour toute subdivision pointée D de [a, ]
vérifiant £(J) < § pour tout (¢,.J) € D, on ait

<1.

b
S(f.D) - / F(t)dt

Soit D = {(t, [as, bs]) ;161 une telle subdivision ; il est toujours possible de
supposer en outre que D ne contient aucun intervalle de longueur nulle (enlever
de tels intervalles & D génere une nouvelle subdivision dont la somme de Riemann
est identique).

Soit J; = [a;, b;] un intervalle de D ; si 'on définit D’ & partir de D en remplagant
t; par un t de .J; quelconque, on obtient

[F@®)L(T:) = f(t)L(Ji)] = |S(f, D) = S(f, D)

<|stron- | "fw il + [s0m) - / iy
<2
et par conséquent,
101 < 1)1+ 705



Les intervalles J; recouvrant [a, b], on a pour tout ¢ € [a, D]

0 < max {1 @) + 555 | i € 0 om -1} s

2
0(J;)

la fonction f est donc bornée. |

Ensemble négligeable

Un ensemble A de R est négligeable si pour tout € > 0, il existe un recouvrement
de A par une famille dénombrable d’intervalles I; de R tels que

Nous voyons que le procédé qui définit la notion d’ensemble négligeable consiste
a surestimer la taille de I’ensemble en lui substituant une collection d’intervalles
dont I'union est au moins aussi grande, puis a surestimer la longueur de I’ensemble
résultant en calculant la somme des longueurs des intervalles, sans tenir compte
des éventuels chevauchements. Si a l'issue de cette double surestimation la
longueur évaluée est encore aussi petite que l'on veut, on peut légitimement
considérer que I’ensemble de départ est de longueur nulle! et que c’est donc ce
que signifie “négligeable”. Nous verrons ultérieurement que cette intuition est
valide.

Presque partout

Une propriété dépendant d’un réel = est vraie presque partout si 'ensemble des
points x ou elle est fausse est un ensemble négligeable.

Les ensembles dénombrables sont négligeables

Par exemple, les ensembles finis sont négligeables, Q est négligeable, etc. En
effet, si A = {z,, |n € N}, alors pour tout € > 0, la collection d’intervalle ouverts

€ € .
{lo - gmm+ g | 1o}

recouvre A et par ailleurs
= € € = e
ZKGW—WJWWD =D 5 =¢
i=0

=0

1. plus exactement de mesure extérieure (de longueur) nulle.




Critére de Lebesgue pour l’intégrabilité au sens de Riemann

La fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si f
est bornée et continue presque partout.

En particulier, si f est continue par morceaux, elle est intégrable au sens de
Riemann.

Démonstration Le lemme ci-dessus montre que le caractere borné est né-
cessaire pour l'intégrabilité au sens de Riemann. Pour le reste de la preuve, se
reporter a (Burk 2007, 58). |

Intégrale de Riemann généralisée

Jauge

Une jauge v sur un intervalle [a, b] est une fonction qui associe a tout ¢ € [a, ]
un intervalle ouvert v(t) contenant ¢.

Subdivision pointée subordonnée a une jauge

Une subdivision pointée D de lintervalle [a, b] est subordonnée a une jauge ~ sur
[a, b] si pour tout (¢,J) € D, J C ~(t).

Représentation graphique
On peut associer & une jauge v sur [a, b] Pensemble du plan

{(z,y) |y € [a,b], € y(y)}.

Par construction, cet ensemble contient la diagonale D = {(z,z) | € [a,b]}. La
représentation graphique de cet ensemble permet de visualiser si une subdivision
pointée est ou non subordonnée a la jauge considérée.

Lemme de Cousin

Pour toute jauge v sur l'intervalle [a, b], il existe une subdivision pointée D qui
soit subordonnée a +.

Démonstration S’il existe un t € I° = I = [a,b] tel que I C v(¢), la subdi-
vision pointée D = {(¢,I)} convient. Sinon, on peut considérer les intervalles
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t

FIGURE 1 — Graphe de la jauge v(¢t) =t — 0.2,t + 0.2[, t € [0,1].

I} =Ja, (a+b)/2] et I} = [(a+b)/2,b] et examiner pour chacun de ces intervalles
g'il existe un ¢; € I} tel que I} C v(¢;), dans ce cas ajouter la paire (¢;, I}) a
la famille D et dans le cas contraire décomposer a nouveau l'intervalle posant
probleme. Il s’avere que ce procédé converge en un nombre fini d’étapes ; il

génere donc une subdivision pointée D de I.

En effet, dans le cas contraire il existerait une infinité d’intervalles fermés J;
emboités (J;+1 C J;) tels que Jy = I, £(J;41) = €(J;)/2 et pour tout t € J;,
Ji ¢ ~v(t). Soit ¢; un point de J; ; la suite des ces points appartient & Jy qui
est compact et admet donc une suite extraite qui converge. Comme la suite
des tj, appartient a J; pour tout k > i, cette limite ¢t adhere a tous les J;, et
donc appartient a tous les J; puisqu’ils sont fermés. La longueur de J; étant
divisée par deux a chaque incrément de i, ¢(J;) = £(Jy)/2" ; comme t € J;,
Ji C [t —€(Jo)/2%,t + £(Jy)/2%]. Par conséquent, il existe un rang i a partir
duquel J; C ¥(t), ce qui contredit 'hypothese de départ. |

La définition de I'intégrale de Henstock-Kurzweil est similaire & I'intégrale de
Riemann classique. Comme cette derniére, elle exploite des sommes de Riemann
pour fournir une estimation de l'intégrale et contrdle la finesse des subdivisions
employées pour améliorer la précision de cette estimation ; mais contrairement a
cette derniere, elle permet de controler différemment cette finesse en fonction de
la zone de I'intervalle d’intégration considérée.



Intégrale de Henstock-Kurzweil

Une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Henstock-Kurzweil®
s’il existe un réel A tel que pour tout € > 0, il existe une jauge v sur [a,b]
telle que, pour toute subdivision pointée D de [a,b] subordonnée & ~, on ait
|S(f,D) — A| < e. Le réel A quand il existe est unique; il est appelé intégrale de
f sur [a,b] et noté

b
/ Fodt on [ ft)ar
a [a,b]
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0.8 1
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0.2 1
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FIGURE 2 — Graphe de la jauge v(t) =]t — 0.2,¢ 4+ 0.2[, ¢ € [0, 1] et de la subdi-
vision pointée {(0.1,[0,0.2]),...,(0.9,[0.8,1])} ; les intervalles de la subdivision
sont délimités par des barres verticales et les points associés représentés par des
croix. La comparaison avec le graphe de la jauge v montre que cette subdivision
pointée lui est subordonnée.

2. On trouvera également dans la littérature cette intégrale désignée par le terme d’intégrale
de Riemann généralisée ou d’intégrale de jauge (mais ces termes sont génériques ; en particulier
il existe d’autres intégrales dont la définition repose sur des sommes de Riemann et des jauges,
comme lintégrale de McShane), intégrale de Kurzweil-Henstock (techniquement Jaroslav
Kurzweil a inventé cette construction avant Ralph Henstock dans les années 1950, mais dans
un but bien précis — ’étude des équations différentielles généralisées — probablement sans
réaliser totalement la portée de sa définition) ou intégrale de Denjoy-Perron-Kurzweil- Henstock
(Arnaud Denjoy et Oskar Perron ont introduit dés les années 1910 des intégrales équivalentes,
mais dont les définitions sont beaucoup plus complexes et en apparence trés différentes ; en
particulier, les sommes de Riemann n’interviennent pas dans ces définitions).



Ordre des bornes de l’intégrale

Comme dans le cas de l'intégrale de Riemann, la premiere notation peut étre
étendue sans difficulté au cas ou b < a ; on définit alors I'intégrale de a a b en se
ramenant au cas précédent, par

/abf(t) dt == /baf(t) dt.

Intégrale de Riemann et de Henstock-Kurzweil

Toute fonction f : [a,b] — R intégrable au sens de Riemann est intégrable au
sens de Henstock-Kurzweil et les deux intégrales coincident.

Démonstration Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Rie-
mann, d’intégrale A ; soit € > 0 et § > 0 tels que si la subdivision pointée D de
[a, b] est telle que pour (¢,1) € D, £(J) < ¢ alors |[S(f,D) — A| <e.

Considérons la jauge 7 sur [a,b] définie par v(t) = [t —46/2,t+/2[. Si la
subdivision pointée D est subordonnée & -, alors pour tout (¢,J) € D, on a
J CJt—6/2,t+§/2[ ; par conséquent, £(J) < ¢ et donc |[S(f,D) — A| < e.
La fonction f est donc intégrable au sens de Henstock-Kurzweil et I'intégrale
associée est égale a son intégrale de Riemann. |

Un résultat similaire vaut aussi pour l'intégrale de Newton :
Intégrale de Newton et de Henstock-Kurzweil

Toute fonction f : [a,b] — R intégrable au sens de Newton est intégrable au sens
de Henstock-Kurzweil et les deux intégrales coincident.

L’énoncé précédent peut étre reformulé de la fagon suivante : l'intégrale de
Henstock-Kurzweil satisfait le théoréme fondamental du calcul en toute généralité.

Théoréme fondamental du calcul

Soit [a, b] un intervalle compact de R ; si la fonction f : [a,b] — R est dérivable,
sa dérivée f’ est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur [a, b] et

b
[f]E = F(b) — f(a) = / £t dt.

Démonstration du théoréme fondamental du calcul Nous souhaitons
établir que f’ : [a,b] — R est intégrable, d’intégrale égale a f(b) — f(a). Pour
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cela, nous devons montrer que pour tout € > 0 il existe une fonction de jauge
sur [a,b] telle que, si une subdivision pointée

D = {(to, [0, 1], - - s (tm—1, [Tm—1,Tm]))}
vérifie pour tout ¢ € {0, .. — 1}, [zi, ®ig1] C v(¢;), alors
1S(f',D) = (f(b) = fla))| <&
Notons que si D = {(to, [z0, Z1],- - -, (bm—1, [®m—1,Zm]))}, le membre de gauche

de cette inégalité vérifie

1

3

n

1S(f, D) = (f(b) = f(a))| =

i

f'(t) (igr — ) — (f(b) — f(a))‘

m—1 m—1

= f/(t J(@ip1 — ;) Z (Tit1) 2))‘
=0 i=0
m—1

™

@
I
= o

(f'(t)(@ig1 — x5) — (f (i) — f(xi)))|

3
|

<

1=

) (@ivr — @) = (f(@ira) — f(2:))]

(=)

Si l'on parvient a garantir que pour chacun des termes de cette somme,

€

[t (@irr = 2i) = (f (i) = f(@i)] < g (@i = i),

ce qui revient a assigner a chaque terme une erreur maximale proportionnelle &
la longueur de lintervalle [x;, x;11], alors

IS D) = (B~ )] € 3 s — )
=0
c m—1
= (Tit1 )
b—alzo +
:b—a(b_a)
=¢&.

Fixons donc un € > 0 arbitraire ; comme pour tout ¢ € [a, ],

ft+h) = ft) + f'(O)h + o(|h]),

il existe un 6(t) > 0 tel que si |h| < d(¢),

7Ok = (F(t+h) = FO)] < 5=

11



Par conséquent, pour tout sous-intervalle fermé [c, d] de [a, ] tel que t € [c,d] et
[e,d] C ]t —6(t),t+ 6(t)[, nous avons

FOd=1) = (fd) = FO) < g ld = t] = —(d~ 1)
ainsi que
F(B)e—t) = (fle) = FO)| < 7—le—t] = ——(t —c).
L’inégalité triangulaire fournit alors
FBd=c) = (F(d) = f(O)] < 7—(d = o).

Posons «(t) =]t — 6(t),t + d(t)[ ; nous avons ainsi bien défini une fonction de
jauge sur [a,b]. Si D est subordonnée & +, pour tout i € {0,...,m — 1},

ti € [wi, 1] Clt — (), ti + ()],

par conséquent

3

‘f/(tz‘)(xiﬂ - 331‘) - (f($i+1) - f(xz))| < b_ a($i+1 - xz)

et donc |S(f', D) — (f(b) — f(a))| < &, ce qui prouve le résultat recherché. W

Intégration de x — ¢e”

La fonction f : z — e® est intégrable au sens de Newton sur tout intervalle [a, b]
puisqu’elle admet F' : x — e® comme primitive. Par le théoréeme fondamental
du calcul, f est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil et 'intégrale associée
coincide avec l'intégrale de Newton. On a donc

b
— b _ b
/eId:cf[e"”]afe —ef.
a

L’intégrabilité au sens de Henstock-Kurzweil signifie que pour toute précision
e > 0, il existe une jauge ~ sur [a, b] telle que pour toute subdivision pointée D
subordonnée a ~, ’écart entre S(f, D) et la valeur de l'intégrale soit au plus €.

Construisons une telle jauge en nous inspirant de la preuve du théoreme fon-
damental du calcul. Dans cette preuve, nous avons montré que si € > 0, et
nous pouvions trouver une jauge -y telle que pour toute subdivision pointée D
subordonnée a «y et tout (¢, [x,y]) € D nous avions

[F(O)(y =) = (Fy) = F(x))] <

b—a(y_x)’

alors nous avions |S(f, D) — (F(b) — F(a))| < e. Nous avons également montré
comment sélectionner une jauge v pour satisfaire cette inégalité en utilisant le

12



fait que F’ = f. Nous allons reprendre cette approche ici, mais quantitativement,
et en exploitant la propriété que la fonction f est continfiment dérivable (et non
plus simplement dérivable) et que donc sa dérivée est bornée sur tout compact.

Comme
f@®)(y—x) /f t)ds et F(y /f

le membre de gauche de I'inégalité vérifie
< [N - sl as

[ - s

et par conséquent, comme par l'inégalité des des accroissements finis

[F()(y —x) = (F(y) - F(2))| =

|f(t) = f(s)| < max [f'(2)] x [t —s| < max [f'(z)| x [t — ],
z€[z,y| z€[z,y]

on obtient

' [f(t) = £(s)|ds < max |f'(z)] x (y—2)*

z 2€[z,y] 2
Il suffit donc de garantir

a ! N AL
fél[z,’;]'f(z)‘ 5 <1_a

pour obtenir I'inégalité recherchée.

Si 'on décide de rechercher une jauge v garantissant cette inégalité sous la
forme ~(t) = |t — d(¢),t + 0(t)[, comme ¢ € [x,y] C v(t), nous somme assurés
que 'inégalité est vraie quand

max{|f'(2)|, z € [t = 6(t),t + 0(£)]} x 6(t) <

€
b—a’

Ici, comme f'(z) = e*, I'inégalité a satisfaire prend simplement la forme

3

e s 5(t) < , soit 8(t)e’® < et

b—a b—a

Or la fonction 6 € ]0, +oo[ — de € ]0, +o0[ est croissante et bijective ; notons
W son inverse 3. Le plus grand §(¢) satisfaisant I'inégalité précédente est donc
donné par

En conclusion : pour tout [0, 1] et tout € > 0, la jauge ~ définie sur [a, b] par

7(,g):]t-W(ffbfa) ,t—i—W(e‘tb_Ea){

3. La notation W est classique pour désigner la fonction de Lambert.
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est telle que pour toute subdivision pointée D de [a, b] subordonnée & ~y on ait

b
S(x € [a,b] — €%, D) —/ e’ dx

a

<e.

1.0 1

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 7

0.0 1
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

FIGURE 3 — Graphe de la jauge 7 garantissant une précision e = 1/2 & la somme
de Riemann pour évaluer l'intégrale de la fonction = € [0,1] — e”.

Intégration de z — 1/\/z

Considérons la fonction f : [0,1] — R définie par

=] 1% 4228

On ne précise pas pour le moment la valeur de f en 0 : elle est supposée arbitraire
(mais finie). On verra que l'intégrale de f sur [0,1] existe dans tous les cas et ne
dépend pas de la valeur de f en 0 (méme si la sélection d’une jauge assurant
une précision € en dépend).

Préambule La difficulté de cet exemple est liée a la “singularité” de f en
x = 0, ou la fonction est a la fois discontinue et localement non-bornée. Si au
lieu de lintervalle [0, 1], on considére l'intervalle [a, 1] ou 0 < a < 1, comme la
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fonction f restreinte & [a, 1] est continue, elle y admet une primitive, par exemple
la fonction F : x € [a,1] — 2y/z. Elle y est intégrable au sens de Newton — et
donc au sens de Henstock-Kurzweil — et

1 1
/ f(a) de = / (2v2) dz = [2V/z], = 2V1 - 2V/a.

Si f est bien HK-intégrable sur [0, 1], ce que nous allons nous efforcer de démon-
trer, 'expression ci-dessus suggere que son intégrale pourrait étre

/lf(z)dx72ﬁ2\@2.
0

On va confirmer cette intuition dans la suite.

Intégrale sur [a,1], @ > 0 Une primitive de F de f sur [a,1] est z — 2\/x.
Nous allons rechercher une jauge « sur [a, 1] telle que

) =) = (Fl) = F| = |¥7F — 205+ 2Va| < Sy —a)

quand ¢ € [z,y] C v(¢), ce qui garantira que

1S(fiia,11, Pa) = (F(1) = F(a))| < 5(1 —a) <

N ™
N ™

pour tout subdivision pointée D, de [a, 1] subordonnée & 7.

On remarque qu’il suffit de prouver d’une part que

y—t €
T 22V < S(y—t
7 VY <5-1
et d’autre part que
t—x €
—2Vt+2Va| < S(t—x
= Va| < St -a)

pour obtenir I'inégalité voulue. Intéressons-nous au membre de gauche de la
premiere de ces inégalités ; on a
—t—2Vt [y +2t
Vit
2
VT HVE -2V
Vit
(VI = V1)?

v

y—t Y
Y=l o giavi=
7 VY
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Pour garantir que ce terme soit plus petit que

S == (V5 - VOV + V),

il suffit donc de s’assurer que

WD < S+ v,

soit
€
VI < VE+ Sy +1).
C’est le cas si )
\/z7§\ﬁ+%t soit y < (\/{t+%t) :

Par une méthode en tout point identique, on montre que la seconde inégalité —
impliquant x et t — est satisfaite si

€
Vit < \/5+§x,
soit puisque x < ¢, si
VEzVi- oz vi- ot

ce qui est le cas si

La jauge v définie par

satisfait donc nos criteéres.

On remarquera que cette jauge v que nous avons construit — et qui est en fait
définie sur |0, 1] — ne dépend pas de la valeur de a dans |0, 1]. De plus, quand
¢ est suffisamment petit — par exemple €/2 < 1 — on constate que pour tout
t €10,1], comme vt — (¢/2)t >0, on a 0 & y(t).

Intégrale sur [0, 1]
Considérons désormais une jauge sur [0, 1] qui étende la jauge définie sur ]0,1] a
la section précédente.

Comme 7(t) C ]0,+o00[ si t > 0, si D = {(t;, [xs, zi+1]),¢ € {0,...,m — 1}}
est une subdivision pointée de [0, 1] subordonnée a v, si t; > 0, 0 & [z, T;y1].
Comme les ensembles [z;, x;41] doivent recouvrir [0, 1], il est nécessaire que le
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point ¢y associé a Uintervalle [z, z1] soit 0. Le reste de la subdivision est alors
subordonnée & «y sur [z1, 1] avec 21 > 0

m—1
(f,D) = f(0) (w1 — o) + D f(t:) (i1 — i)
i=1
et d’apres la section précédente,
m—1
>t @i — ) — (VI 2ya)| < 5.
i=1

Si l'on choisit v(0) = ]—46, o[ tel que si [zg, z1] C 7(0),
1£(0)(z1 = 0) = (2v/71 — 2V/m0)| <
ce qui est le cas si [ f(0)z1|+2/z1 < €/2, alors on a garanti que [S(f,D)—2| <,

ce qui est le résultat cherché. Comme sur [0, 1], z1 < \/z7, il suffit de s’assurer
que |f(0)|z1 + 221 < &/2, ce qui est le cas si

w\m

E
T HOE)

Au final, la jauge « sur [0, 1] définie par

}— ° ° [ sit=0
L= | | 20701 +2) 207(0)+ 2

- ](\ft) (Vi t)[ site]0,1]

garantit un écart |S(f, D) — 2| inférieur a £ pour toute subdivision pointée D de
[0, 1] subordonnée a +.

1.0 1

0.5 1

0.0 1 T T T T T
—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

FIGURE 4 — Graphe de la jauge v pour f(0) =0et e =0.5
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Propriétés élementaires de l’intégrale
Linéarité

Sif:la,b] > Retg:[a,b] — R sont intégrables et A € R, alors f+ g et Af sont
intégrables. De plus,

/abf(t)+g(t)dt/abf(t)dtJr/abg(t)dt et /abAf(t)th/abf(t)dt

Démonstration La linéarité de I'intégrale résulte de la linéarité (additivité et
homogénéité) de la somme de Riemann S(f, D) par rapport a f.

En effet, si € > 0, on peut trouver des jauges vy et v, sur [a,b] telles que pour
toute subdivision pointée D subordonnée & v et 74, on ait

/fdt S(9,D /fdt

Comme S(f+g,D) = S(f,D)+5(g, D), toute subdivision pointée D subordonnée
a la jauge v définie par y(t) = v (t) N y,4(t) vérifie

<fet <

<
2’

<e.

b
’3<f+g,2>> - / F() + g(t) dt

La fonction f + g est donc intégrable, et son intégrale sur [a, b] est la somme des
intégrales de f et de g sur [a,b].

De fagon similaire, S(Af, D) = AS(f, D). Dans le cas ot A = 0, il est clair que Af
est intégrable, d’intégrale nulle ; dans le cas contraire, on peut trouver une jauge
~ sur [a, ] telle que pour toute subdivision pointée D subordonnée & v, on ait :

D)—/abf( dt
(/,D /f 1) dt

La fonction Af est donc intégrable sur [a, b] et son intégrale est le produit de A
et de l'intégrale de f sur [a, b]. |

< —
I/\I

On a alors

[A] S <e.

i)\fD /f t)dt| =
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Positivité

Si f : [a,b] — R est intégrable et positive alors

b
/ F(#)dt > 0.
a
Démonstration Soit € > 0 et v une jauge telle que toute subdivision pointée
D de [a,b] subordonnée & ~y vérifie

<e.

b
S(.D) / f(t) dt

Quelle que soit la subdivision pointée D de [a, b], la somme de Riemann associée

S(f£, D)= > fHe)

(t,J)eD
est positive, ce qui entraine par 'inégalité triangulaire
b
/ fydt > S(f,D) —e > —e¢.
a

Le nombre strictement positif € pouvant étre choisi arbitrairement petit, on en
déduit que l'intégrale est positive. |

Intégration par parties
Soit [a, b] un intervalle compact de R ; si les fonctions f : [a,b] = Ret g : [a,b] —

R sont dérivables, la fonction f’g est intégrable si et seulement si la fonction fg’
est intégrable. Si c’est le cas, on a

b b
[ roswa=1sgt - [ g o

Démonstration La fonction f’g + fg’ est la dérivée du produit fg, elle est
donc intégrable. Par conséquent, si 'une des fonctions f’g ou fg¢' est intégrable,
lautre est la différence de deux fonctions intégrables et elle est donc intégrable.
Dans ce cas, le théoréme fondamental du calcul appliqué & (fg)’ fournit

b b b
/ (o) () dt = / F(g(t) dt + / F(0)g () dt = [fg]%,

ce qui est le résultat recherché. |
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Changement de variables

Soit [a, b] et [c, d] deux intervalles compacts de R ; si la fonction f : [¢,d] - R
admet une primitive et que la fonction g : [a,b] — [c, d] est dérivable, alors la
fonction (f o g)g’ est intégrable sur [a, b] et

b g(b)
/ Fla(t)g'(t) dt = / Fa) d.
a g(a)

Démonstration Soit & une primitive de f. La fonction t € [a, b] — h(g(t)) a
pour dérivée h'(g(t))g'(t) = f(g(t))g’'(t). Par le théoréme fondamental du calcul
on a donc d’une part

/ Fla®)g'(t) dt = [t h(g(®)]’, = h(g(b)) — h(g(a))

et d’autre part
g(b) )
/ ., T = DI = hlg(0) ~ ho(@);

les deux intégrales sont donc égales. |

Additivité

Si la fonction f est définie et intégrable sur les intervalles [a, b] et [b, ¢], alors elle
est intégrable sur l'intervalle [a, ] et

/abf(t)dt—s—/bcf(t)dt:/:f(t)dt.

Démonstration Soit € > 0. Si la fonction f est intégrable sur [a,b] et [b, ],
alors il existe deux jauges 71 : [a,b] = R et o : [b, ] = R telles que pour toutes
les subdivisions pointées Dy et Dy de [a, b] et [b, ¢] respectivement subordonnées

a7y et ya,

S(f,Dl)—/abf(t)dt <2 et ‘S(f,Dg)—/bcf(t)dt‘ <2

Définissons la fonction v : [a,b] — P(R) par:

Y1(z) N]—00,b] si a<az<b,

Y(z)=| m@)Nyelz) siaz=b,
Yo(x) N]b,+00] sib<z<e.
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Par construction, cette fonction est une jauge sur [a, ¢] (pour tout z € [a, ], y(z)
est un intervalle ouvert non vide de R contenant z). Supposons que D = {(¢;, I;) };
soit une subdivision pointée de [a, ] subordonnée & . Admettons temporairement
que chaque intervalle I; appartienne a [a,b] ou bien dans le cas contraire a [b, ¢].
Les deux subdivisions pointées D; et Dy sont telles que

Elles sont également subordonnées a v, et o respectivement ; par conséquent

<e.

b c
|S(f,D)/ f(t)dt+/b () dt

Si notre hypothése temporaire n’est pas vérifié, c’est qu’il existe un (unique)
intervalle I; & cheval sur [a, b] et [b, ¢], c’est-a-dire d’intersection non vide avec
[a,b] et avec ]b, c]. La jauge v a été choisie de telle sorte que si x # b, alors
b & ~v(x); par conséquent, si cet intervalle I; = [d;, e;] existe, alors ¢; = b et on peut
remplacer le terme (¢;, I;) dans la subdivision pointée D par (b, [d;, b]) et (b, [b, &;])
sans que la somme de Riemann associée change (le terme f(b)¢([d;, e;]) étant égal
a f(b)e([d;,b]) + f(b)£(]b, ei])). La nouvelle subdivision D’ ainsi construite vérifie
quant a elle ’hypothese de non-chevauchement de b. Par conséquent 'inégalité
ci-dessus est satisfaite dans le cas général. |

Dans le cas ot 'on souhaite établir I'intégrabilité sans savoir quelle est la valeur
de l'intégrale, le test suivant d’intégrabilité est utile :

Critere d’intégrabilité de Cauchy

Une fonction f : [a,b] — R est intégrable si et seulement si pour tout € > 0 il
existe une jauge v sur [a, b] telle que pour tout couple de subdivisions pointées
D et D’ subordonnées a -, on ait

|S(f,D) = S(£. D) <e.

Démonstration Sila fonction f est intégrable, pour tout € > 0, il existe une
jauge v sur [a, b] telle que pour tout couple de subdivisions pointées D et D’
subordonnées a «, on ait

S(f,D)—/bf(t)dt gg et S(f,D’)—/bf(t)dt gg_

Par I'inégalité triangulaire, on a alors |S(f,D) — S(f,D’')| < e.
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Réciproquement, si la fonction f vérifie le critere du théoreme, pour tout k € N
il existe une jauge 7 sur [a, b] telle que pour tout couple de subdivisions pointées
D et D’ subordonnées & 7y, on ait

IS(f,D) = S(f, D) <27%.

Il est de plus possible de choisir les jauges 7y telles qu’a tout ordre k et pour
tout ¢ € [a,b], on ait yy1(t) C Y& (t) (si Y41 ne satisfait pas ce criteére, il suffit
de lui substituer la jauge définie par en ¢ par vx11(t) Nyx(t)). Soit D une suite
de subdivisions pointées sur [a,b] subordonnées & ;. Sim > k et n > k, D,, et
D,, sont subordonnées a v, donc

|S(f, D) — S(f, D) <27

La suite des S(f,Dx) est donc de Cauchy ; la droite des réels étant complete,
cette suite & une limite A. En passant & la limite sur n dans l'inégalité |S(f, D) —
S(f,Dn)| < 27%, valable quand D est subordonnée & i, on obtient

S(£,D) — Al <27,
La fonction f est donc intégrable et d’intégrale A. |

La propriété d’additivité de I'intégrale — qui permet de prouver l'intégrabilité de
I'intégrale sur un intervalle a partir de son intégrabilité sur des intervalles qui la
compose — admet une réciproque :

Restriction

Si f est intégrable sur l'intervalle [a, b], elle est intégrable sur tout intervalle [c, d]
inclus dans [a, b].

Démonstration Nous démontrons en détail le casotic = a ;le casou d = b se
prouve de facon similaire et le cas général se déduit facilement de la combinaison
de ces deux cas particuliers.

Soit & > 0. Par le critére d’intégrabilité de Cauchy, il existe une jauge + sur [a, b]
telle que pour tout couple de subdivisions pointées D et D’ subordonnées a -,
on ait |S(f,D) — S(f,D')| <e.

Considérons les restrictions 1 et 72 de v & [a, d] et [d, b] respectivement. Soient
D; et D} deux subdivisions pointées de [a,d] subordonnées & 7, ; si Dy est
une subdivision de [d, b] subordonnée & 7,, alors D; U Dz et D] U Dy sont des
subdivisions pointées de [a, b] subordonnées & ~y. Par conséquent,

|S(f,D1 UDQ) — S(f,Dll UD2)| <e.

Or S(f,D1UDy) =S(f,D1) +S(f,D2) et S(f, Dy UDs) = S(f,D}) + S(f,D2),
par conséquent
|S(f,D1) —S(f. D) <e.
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Par le critere d’intégrabilité de Cauchy, la fonction f est donc intégrable sur
l'intervalle [a, d]. |

Fonctions égales presque partout

Une fonction f : [a,b] — R égale presque partout & une fonction ¢ : [a,b] = R
intégrable est elle-méme intégrable et

bf(t) dt = bg(t) dt.
IRCLES

Démonstration Par linéarité de intégrale, il suffit d’établir que si f : [a, b] —
R est nulle presque partout (c’est-a-dire égale presque partout & la fonction
g : [a,b] — R identiquement nulle), alors elle est intégrable et d’intégrale nulle.

Supposons dans un premier temps que f soit bornée. Alors, pour tout € > 0, il
existe un recouvrement de

A= fTIR\A{0}) = {z € [a,0]| f(2) # 0}

par une collection dénombrable d’intervalles I; telle que ). ¢(1;) < e. Il est de
plus possible de supposer les I; ouverts 4. Définissons la jauge 7 sur [a, b] par

y(t)=1I sitelet t ¢I; quand j <i

et par exemple (t) = ]—o0,00[ si t ¢ U;I;. Pour toute subdivision pointée
D = {(t;,J;)}; de [a,b] subordonnée & ~,

IS(f,D)| = Zf(tj)f(Jj) =) Ft)eT| < ?uglﬂ X Zf(Jj)~

t;eA

Par construction les J; ne se chevauchent pas et sont tous inclus dans un des
intervalles I;. On a donc
e <> ) <.
J i

Il suffit par conséquent de choisir un ¢ suffisamment petit initialement pour
rendre la somme de Riemann associée arbitrairement petite ; f est donc intégrable
d’intégrale nulle.

Si f est non-bornée, on peut faire une démonstration similaire en considérant
les ensembles

Av={z € [a,b] |k < (@) < k+1},

4. On peut trouver un recouvrement de A par des intervalles J; non nécessairement ouverts,
tels que Zl £(J;) < e/2, puis remplacer chaque J; par un intervalle I; ouvert de longueur
double contenant J;.
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puis en associant a chaque Ag un recouvrement par une collection dénombrable
d’intervalles ouverts IF tels que

ce qui est possible puisque tous les A sont négligeables. On définit alors la
jauge 7 sur [a, b] par y(t) = IF si t appartient & un I¥ (et on choisit alors le plus
petit k, puis le plus petit 7 telle que cette propriété soit vérifiée) et par exemple
Y(t) = ]—o00,00[ si t € Uy U; IF. L'évaluation d'une somme de Riemann pour une
subdivision pointée subordonnée a cette jauge fournit

|—Zf =D e ;

k tjeAy

> (k+ 1)t
cAg

t;
et comme

g
> <Z€I’“ SW’

t; €A

S(ED) <Y (h+1)Y el < 22]% —e¢.
k i k

La fonction f est donc bien intégrable et d’intégrale nulle. |

on obtient

Intégration sur des intervalles non-bornés

La théorie de I'intégration de Henstock-Kurzweil présentée dans les sections pré-
cédentes peut étre modifiée de fagon assez mineure pour permettre 'intégration
de fonctions sur des intervalles non-bornés. Le travail central consiste a redéfinir
la somme de Riemann; en effet, comme toute subdivision pointée d’un intervalle
non-borné comporte nécessairement un ou deux éléments de la forme (¢, I) ou I
est un intervalle non-borné de R, la longueur ¢(I) associée est alors infinie. La
somme de Riemann définie jusqu’a présent comporte alors un ou deux termes de
la forme f(t) x oo ; elle donc potentiellement infinie, ou méme indéfinie si les
termes —oo et 400 apparaissent.

Pour pallier ce probleme, nous adoptons la stratégie suivante:

1. Intervalles. Nous considérons désormais l'intégration de fonctions sur
des intervalles de la forme [a,b] ot —c0 < a < b < 400, autrement dit
les intervalles fermés (ou ce qui revient au méme, compacts) de la droite
réelle achevée [—00, +00]. Nous définissons la longueur d’un intervalle de
[—00, +00] comme la longueur de son intersection avec R(?).

5. En particulier avec cette convention, £([—oco, —oo]) = ¢([+o0, +o0]) = £(@) = 0.
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2. Fonctions. Si les fonctions que nous souhaitons intégrer sont définies sur
des intervalles fermés mais non bornés dans R, nous leur assignons une
valeur arbitraire en —oo et/ou en 400, par exemple la valeur 0, pour les
prolonger & un intervalle qui soit fermé dans [—oo, +00].

3. Somme de Riemann. Si D est une subdivision pointée de [a,b] et
f:]a,b] = R, la somme de Riemann associée est définie comme

S(f.D) =Y _ f(t)UI) on (t,I) €D et I C]—o00,+oq].

Autrement dit, nous remplacons les intervalles fermés R = |—oo, +00[ par ceux
de [—o0, +00] et nous excluons de la somme de Riemann les contributions des
intervalles contenant —oo ou +o0o (ce qui explique pourquoi les valeurs f(4o00)
n’ont pas d’importance).

Dans ce nouveau contexte, les définitions de jauge, de subdivision pointée, d’inté-
grabilité et d’intégrale sur un intervalle fermé restent formellement inchangées©.
Les résultats relatifs a la linéarité de 'intégrale, son additivité, sa restriction,
I’égalité des intégrales de fonctions égales presque partout sont toujours vrais ;
des preuves formellement identiques sont valables.

Intégration de z — 1/2?

Considérons la fonction f : [1,+oo[ définie par

On étend immédiatement cette fonction sur [0, +00] en posant f(+o00) =0 (on
note toujours f la fonction qui en résulte).

La fonction f admettant comme primitive z — —1/x sur chaque intervalle borné
[a,b] de [1,+00], par le théoréme fondamental du calcul,

b 17" 1 1
/a f(t)dt: |:me:| :afg

a

“Passer a la limite” informellement (sans justification) dans cette expression peut
nous laisser penser que f est intégrable sur [1,4o00] et vérifie

400 ”
/ Fydt L.
1

La suite confirmera cette intuition.

Nous souhaitons trouver pour tout € > 0, une jauge 7 sur [1,+00] tels que pour
toute subdivision pointée D de [1, 4+00] subordonnée & v on ait |S(f,D) — 1] < e.

6. c’est Peffet “Night Shyamalan” ou “6éme sens”: il faut relire le document, qui prend un
nouveau sens compte tenu de ce que ’on sait désormais.
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Supposons que D = {(;, [zi, zi+1]), ¢ € {0,...,m}} et que les z; sont agencés
de fagon (strictement) croissante ; on a en particulier x,,.1 = 400 et z} < +00
quand k < m. Notons Dy = {(t;, [;, xi+1]), ¢ € {0,...,m —1}} ; on a alors

|S(f,D)1§'S(f,D)<1x1)‘+;
1 1 1
< > f(t)(y—x)—<x—> el
(t.[z.y]) €Dy Yy m
1 1
< ¥ f(t)(y—x)—<x—>’+xl
(t,[z,y]) €Dy Yy m

Si I'on sélectionne une jauge v telle que pour tout ¢ € [1,+oo[ on ait y(t) C R
(et donc +o00 € ~(t)) et si la subdivision pointée D est subordonnée a , la
valeur ¢, associée & (£, [Tm, +00]) € D vérifie nécessairement t,, = +oo et donc
[®m, +00] C y(400). I suffit donc d’imposer par exemple v(+00) = ]2/¢, +o0]
pour garantir que 1/x,, < /2. Si nous disposons ensuite d’un majorant pour

chaque terme
1 1
Oy —z)— (===,
sow-o-(3-1)]

choisi de telle sorte que leur somme soit également inférieure & £/2, nous pourrons
alors conclure. Toutefois, la stratégie consistant a recherche un majorant pro-
portionnel & la longueur de lintervalle [z, y] n’est plus applicable car Uintervalle
[0, 2] peut étre arbitrairement long. Au lieu de cela, nous allons tacher de
trouver une jauge v telle que

a2 = o= (2-2)

Les termes de droite de cette inégalité forment alors une série télescopique dont

la somme vérifie
v c Toy_efpo by e
2\z vy 2 Tm, 2

(t,[z,y])€Dy

On note qu’il suffit d’établir d’une part que

‘f(t)(y—t)_(i_;)‘ggc_;)
== (2-3) <3G

et d’autre part que
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pour obtenir 'inégalité cherchée. Or,
1 1\ y—t [1 1
Hy—-t)—(-—=-)= — (===
fO =1 (t y) t2 (t y)

1
t

Il
-+
7N
~+ | =

|
< |~
"

|
/T\
|
< |~
~

On obtient donc la premiere inégalité souhaitée si

Yl € it y<t+ it
t T2 - 2
De maniére similaire, on montre que la seconde inégalité est satisfaite si
t—x
t
Au final, nous avons établi que si D est subordonnée a la jauge v définie par
Jt—e/2,t+¢/2[ site][l,4+o0[,
V(1) = 12/e,4+00] sit=+oo,

< soit z>t— ot
— SOl X — —1.
=3 =t73

alors |S(D, f) — 1| < ¢ ; la fonction z + 1/2? est donc intégrable sur [1, +o0],
d’intégrale égale a 1.

La construction de l'intégrale dans cette section est applicable indifféremment
dans le cas des intervalles bornés ou non de la droite réelle. Contrairement a
Iintégrale de Riemann, il n’est pas nécessaire pour donner un sens a l'intégrale
d’une fonction définie sur un intervalle non-borné de calculer tout d’abord son
intégrale sur un intervalle borné puis d’essayer de passer & la limite 7. Toutefois,
si on souhaite se livrer cette démarche avec I'intégrale de Henstock-Kurzweil, le
résultat serait identique a la démarche directe que nous avons adoptée ; avec
I'intégrale de Henstock-Kurzweil, le théoreme de Hake montre qu’il n’existe pas
d’intégrale impropre, qui ne serait pas définissable directement mais uniquement
par un passage a la limite.

Théoréme de Hake

Soit [a,b] un intervalle fermé de [—o0,+o0] et f : [a,b] — R. La fonction f est
intégrable sur [a, b] si et seulement si elle est intégrable sur tout intervalle [c, d]
tel que a < c et d < b et que l'intégrale

/C " ar

7. sans garantie que ce nouvel objet — I'intégrale de Cauchy-Riemann — partage les propriétés
utiles de l'intégrale de Riemann.
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a une limite quand c tend vers a et d tend vers b. On a alors

b d
t)dt = lim / t)dt.
/a 1) (e,d)—=(a,b) J o 1)

Démonstration Se reporter a (Swartz 2001). |

Le théoréme de Hake permet d’étendre facilement certains résultats valables sur
des segments de la droite réelle. A titre d’exemple :

Théoréme fondamental du calcul (extension)
Soit [a,b] un intervalle fermé de [—oo,4o0] et f : [a,b] — R, une fonction
dérivable sur ]a, b[ et continue sur [a, b]. La fonction f’ (définie partout sauf en
a et b) est intégrable sur [a,b] et

b
[f15 = f(b)—f(a)z/ F(t) dt.

Démonstration Le théoreme fondamental du calcul dans le cadre borné nous
fournit pour tous c¢ et d tels que a < ¢ < d < b Uintégrabilité de f’ sur [c,d] et la
relation

d
F(d) — f(e) = / £(t)dt.

Par continuité, le membre de gauche de cette équation a une limite quand ¢ tend
vers a et d vers b, qui est f(b) — f(a). Le théoréme de Hake permet alors de
conclure. |

Un facteur vient simplifier ’étude de l'intégration sur des intervalles (a priori)
non bornés : il n’est pas nécessaire de considérer 'intégration dans tous les types
d’intervalles possibles car on peut toujours se ramener au cas ou 1’on cherche a
intégrer une fonction sur la droite réelle (achevée) toute entiere:

Extension a la droite réelle achevée

Une fonction f : [a,b] — R est intégrable si et seulement si son prolongement g

par zéro dans [—o0, +00], c’est-a-dire la fonction g : [—00, +00] — R telle que
| f(z) siz€la,bl,
g(@) = ‘ 0 sinon,

est intégrable. Dans ce cas, on a

/abf(t) dt = /_:O g(t) dt.
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Démonstration Supposons que a soit fini et que b = +00. Si g est intégrable
sur [—o0, +00], par restriction, f est intégrable sur [a, +00]. Réciproquement, si
f est intégrable sur [a, +o00], la fonction g étant nulle sur [—oo, a] & 1'exception
d’un point, elle y est intégrable ; étant égale & f sur [a, +00] elle y est également
intégrable. Par additivité, g est donc intégrable sur [—oo, +oco]. L’additivité

fournit également
+oo a +oo
/ g(t)dt = / g(t)dt + / g(t)dt.
a

—00 —0Q0

Comme g est nulle sur [—o0, a] & I'exception au plus d’un point, son intégrale
sur [—oo, a] est nulle et comme g = f sur [a, +00],

/:O g(t) dt = /:OO £(¢) dt.

Le résultat dans les autres cas (a = —oo et b fini, a et b finis) se démontrent de
maniére analogue. |

Subdivisions partielles

Subdivision pointée partielle

Une subdivision pointée partielle D de 'intervalle fermé I = [a, ] de [—00, +0]
est une famille finie

ol les I; sont des intervalles fermés de [a, b] sans chevauchement et ¢; € I; pour
tout ¢ € {0,...,n—1}. La somme de Riemann associée & la fonction f : [a,b] — R
et & la subdivision pointée partielle D de [a, b] est la grandeur

S(£.D) =Y _ ft)UI), ot (t,I) € D, {(I) < +oc.

Une subdivision pointée partielle D de I'intervalle fermé [a, b] est subordonnée d
une jauge vy de [a, b] si pour tout (¢,J) € D, J C ().

Lemme de Henstock

Soit [a, b] un intervalle fermé, f une fonction intégrable sur [a,b] et v une jauge
sur [a,b] telle que pour toute subdivision pointée D de [a, b] subordonnée & =,
on ait

<e.

b
S(£.D) / f(tydt
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Alors pour toute subdivision pointée partielle D = {(ty, I)}x de [a, b] subordon-
née a -y, on a également

<e.

‘S(f,D)—Z () dt
k k

Démonstration du lemme de Henstock Il existe une famille finie d’inter-
valles fermés {J;}, 7 =1,...,m telle que l'union des familles {Ij,} et {J;} forme
une subdivision (complete) de [a, b]. Pour tout 7 > 0, sur chaque intervalle J;, il
existe une jauge ; telle que si D; est une subdivision pointée de J; subordonnée
a ;, alors

<.

s(.2) - [ roa

Si de plus on choisit D; subordonnée a la restriction de y a J;, alors DU (U;D;)
est une subdivision pointée (compléte) de [a, b] subordonnée & . On déduit de
I’hypothese centrale du lemme que

S(f,D)+;S(f,Dj)Xk:/lkf(t)dwg:[]j F(t)di| <<

et donc par I'inégalité triangulaire que

<e+mn.

S(, D)= Tt
k k

Le choix de 1 > 0 étant arbitraire, 'inégalité cherchée est établie. |

Continuité des intégrales indéterminées

Pour toute fonction f : R — R intégrable et pour tout nombre réel étendu a,
I’application

meRH/rf(t)dt

est continue.

Démonstration Montrons la continuité de l'intégrale a droite en z, la conti-
nuité a gauche s’établissant de facon similaire. Par additivité de I'intégrale, il
suffit de montrer que la grandeur

/zm+h o
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tend vers 0 quand h > 0 tend vers 0. Par restriction, la fonction f est intégrable
sur [z, 4+00] : pour tout € > 0, il existe une jauge « sur [x,4o0] telle que pour
toute subdivision pointée D de [z, 4+00] subordonnée & 7, 'écart entre la somme
de Riemann S(f, D) et 'intégrale de f entre x et +o0 est au plus /2.

On peut remplacer y par une jauge v vérifiant v(x) C v(z) et v(t) = y(t)N]z, +o0]
sinon ; cela garantit que pour tout subdivision pointée D subordonnée a v, D
est subordonnée & y et si (t,J) € D et x € J, alors t = x.

Le lemme de Henstock, appliqué & toute subdivision partielle D = {(z,J)}
subordonnée a v, c’est-a-dire telle que J := [z, z + h] C v(z), fournit

<

x+h
‘f(w)h - / f(t)dt

€
2 b
dont on déduit par I'inégalité triangulaire que

/:»Hz o

11 suffit donc de choisir v(z) tel que |f(z)|h < e/2 quand [z,z + h] C v(z) pour

assurer que
x+h
/ () dt
xr

<

+1f(@)lh.

N ™

<e.

Exercices

Intervalle

Montrer qu’un sous-ensemble I de R est un intervalle si et seulement si il est
connezxe par arcs, c’est-a-dire si et seulement si pour tout couple de points x et y
de I on peut trouver un chemin de I joignant x a y, c’est-a-dire une fonction
continue ¢ : [0,1] — I, telle que ¢(0) = = et ¢(1) =y. (?)

Subdivisions subordonnées a une jauge I

Soit «y la jauge sur [0, 1] définie par v(0) = ]—1/2,1/2[ et y(t) =]0,2¢[ si t > 0.
Déterminer une subdivision pointée de [0, 1] qui soit subordonnée a . (?)
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1.0 1

0.5 1

0.0 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

FIGURE 5 — Graphe de la jauge ~.

Subdivisions subordonnées a une jauge 11

Soit [a,b] un intervalle compact de R ; soit v une jauge sur [a,b]. On suppose
qu’il existe un € > 0 tel que

pour tout t € [a,b], |t —e,t + e[ C ().

Suggérer un procédé plus simple que le procédé tres général utilisé par le lemme
de Cousin pour construire une subdivision pointée subordonnée a . (?)

L’intégrale de Riemann est absolue

Montrer que l'intégrale de Rieman est absolue : si une fonction f est intégrable
au sens de Riemann, sa valeur absolue |f| 'est également. (?)

Continuité presque partout

Question 1 Est-ce qu'une fonction égale presque partout & une fonction
continue est presque partout continue ? La réciproque est-elle vraie 7 (?)

Question 2 La fonction de Dirichlet 1g — ou fonction indicatrice de Q — définie
par

lo(z) = 1 si x est rationnel,
Q710 sinon.

est-elle intégrable sur [0, 1] au sens de Riemann ? Et au sens de Henstock-Kurzweil

?7(7)
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Continuité par morceaux

Montrer que toute fonction f : [a,b] — R continue par morceaux sur un intervalle
compact de R est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil. (?7)

Un ensemble de Cantor

Chaque nombre réel z de [0, 1] peut étre représenté par un développement décimal
de la forme x = 0.a1a2a3 - - ot a; € {0,1,...,9}, une notation qui signifie que

“+o0
T = Z a; 107°.
i=1

Ce développement est unique si on lui impose d’étre propre, c’est-a-dire si 'on
interdit les séquences infinie de nombres 9 consécutifs 8.

On définit 'ensemble A comme le sous-ensemble de [0, 1] dont le développement
décimal ne comporte que des nombres pairs. Par exemple, z = 2/3 = 0.666 - - -
appartient & A, mais = v/2/2 = 0.707- - - non.

Question 1 Montrer que l'ensemble A est négligeable. (7)

Question 2 Montrer néanmoins que A n’est pas dénombrable, mais a la
“puissance du continu” (qu’il peut étre mis en bijection avec R ou avec un
intervalle de longueur non vide de R, ce qui revient au méme). (?)

Séries et intégrales
Soit ax € R une suite de valeurs indexées par k € N ; on lui associe la fonction

f:]0,400] = R définie par f(z) = ar quand k <z < k+1 (et f(+00) =0 par
exemple).

Question 1 Montrer que si la série ), aj, est divergente, f n’est pas intégrable.

)

Question 2 Montrer que si la série ), aj, est convergente, alors la fonction

est intégrable et
+o0 too
/ fl@)de = Z Q.
B k=0

8. Dans le cas contraire, on pourrait par exemple représenter x = 1/2 comme 0.5000 - - - ou
comme 0.4999 - - ..

33



1.0 f—+—
0.5 -
E —
T 0.0
D
—0.5 - —
~1.0 1

FIGURE 6 — Graphe de la fonction f associée a la suite a = (—1)%/(k + 1).

()

Question 3 En déduire une fonction f : [0, +00] — R qui soit intégrable sans
que |f] le soit (on dit que f est conditionnellement intégrable). (?)

Solutions

Intervalle

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons que z et y
appartiennent & I et que x soit inférieur ou égal & y. Alors pour tout ¢t € [0, 1],
@o(t) = (1 — t)x + ty est un point intermédiaire entre = et y, et par conséquent,
appartient a I. La fonction ¢ ainsi définie est clairement continue et vérifie
¢(0) =z et ¢(1) =y ; c’est donc un chemin de I qui joint x & y. Par conséquent,
I est connexe par arcs.

Réciproquement, si I est connexe par arcs et contient les points z et y, tout
chemin de I qui joint x et y, continu et a valeurs réelles, vérifie le théoreme
des valeurs intermédiaires : pour toute valeur intermédiaire z entre x et y, il
existe donc un t € [0, 1] tel que ¢(t) = z. Comme ¢ est a valeurs dans I, z € I ;
I’ensemble I est donc un intervalle de R.

Subdivisions subordonnées a une jauge I

On applique pas a pas la démarche de la preuve du lemme de Cousin.
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On considére initialement les subdivisions pointées de la forme {(¢1,[0,1])}. Mais
quel que soit t; € [0, 1], on réalise que [0,1] ¢ v(¢1). En effet, [0,1] ¢ v(0) =
]—1/2,1/2[ et comme pour tout ¢; > 0, 0 € (t), on ne peut avoir [0, 1] C (¢).

On considere donc les subdivisions de la forme

{(t1,10,1/2]), (2, [1/2,1])}.

Concernant le second terme de cette subdivision, on se rend compte que pour
to = 1, on a y(t2) = ]0,2[ et donc [1/2,1] C ~(t2). Par contre on peut se
convaincre comme a la premiere étape du processus qu’il est impossible d’avoir
[0,1/2] C v(t1) quand t; € [0,1/2].

On considére donc les subdivisions de la forme

Cette fois-ci, on constate que t; = 0 fournit [0,1/4] C v(0) = ]-1/2,1/2], et
quavec t2—1/2, on a [1/4,1/2] C ~(t2) =]0,1].

Par conséquent, la subdivision

D= {(tlv [Oa 1/4})7 (t2a [1/47 1/2})7 (1, [1/27 1])}

est subordonnée a ~.

1.0 1
1
]
]
1
1
]
]
0.5 1 1 !
1 ]
1 ]
] ]
] ]
] ]
] ]
0.0 1 T T * * T T
—1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

FIGURE 7 — Graphe de la jauge v et de la subdivision pointée D

Subdivisions subordonnées a une jauge 11

Sous I'hypothese énoncée, il suffit de limiter la recherche aux subdivisions
uniformes

Dm:{(tk,[a—&—kb a+(k+1)b D‘ke{o —1}},
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et le choix des t; importe peu. En effet, dés que m est assez grand pour que 'on
ait
b—a
m

alors pour tout k € {0,...,m — 1} et pour tout ¢ € [a—l—k%,a—i— (k+ 1)%],

<g,

b—a

b_
a—HcTa,a—&-(k—i—l) Clt—et+e[CAb)

La jauge D, est donc subordonnée a ~.

L’intégrale de Riemann est absolue

Nous exploitons le critere de Lebesgue pour 'intégrabilité au sens de Riemann :
si f est intégrable au sens de Riemann, elle est bornée — et donc f également
— et continue presque partout — et donc | f| également (| f| est continue en tout
point ol f est continue comme composée de fonctions continues en ce point).
Par conséquent, |f| est intégrable au sens de Riemann.

Continuité presque partout

Question 1 Une fonction égale presque partout a une fonction continue n’est
pas nécessairement presque partout continue. La fonction de Dirichlet de la
question 2 fournit un bon exemple : elle est égale a la fonction identiquement
nulle — qui est continue — sur tout R a I’exception des rationnels et ’ensemble
des rationnels est négligeable, car dénombrable. Mais elle n’est continue en
aucun point, car tout nombre rationnel est limite de nombres irrationnels et
réciproquement.

La réciproque n’est pas vérifiée non plus : la fonction de Heaviside e : R — R —
ou fonction indicatrice de [0, +oo], définie par

e(z) = 1 siz>0,
0 sinon.

est continue presque partout (sauf en 0). Mais aucune modification de cette

fonction sur un ensemble négligeable ne pourra la rendre continue en 0 ; il

faudrait pour cela modifier tout un intervalle de la forme ]—¢,0[ ou de la forme

10, e[ pour un € > 0, mais aucun de ces deux intervalles n’est négligeable.

Question 2 La fonction de Dirichlet 1g sur [0,1] est égale presque partout &
la fonction identiquement nulle qui est continue, elle est donc intégrable au sens
de Henstock-Kurzweil. Mais elle n’est pas continue presque partout, donc elle
n’est pas intégrable au sens de Riemann.
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Continuité par morceaux

On peut bien siir exploiter les propriétés de I'intégrale de Riemann pour répondre
a cette question : toute fonction continue par morceaux f : [a,b] — R définie
sur un intervalle compact de R est intégrable au sens de Riemann ; comme
toute fonction intégrable au sens de Riemann est intégrable au sens de Henstock-
Kurzweil, le résultat est acquis.

Si 'on souhaite montrer directement ce résultat, sans passer par 'intégrale de
Riemann, on peut tout d’abord réduire ce probleme a celui de l'intégrabilité des
fonctions continues f : [a,b] — R. En effet, supposons les fonctions continues
sur un intervalle compact de R intégrables ; si f est une fonction continue par
morceaux sur [a,b], on peut décomposer [a,b] en une union finie d’intervalles
[ak,br] qui ne se chevauchent pas, et tels que la restriction de f & chaque
[ak, bi] soit continue — ou differe d’une fonction continue en au plus deux points.
Deux fonctions égales presque partout étant intégrables (ou non) simultanément,
ces restrictions sont toutes intégrables. Par additivité, la fonction f est donc
intégrable.

Supposons désormais f : [a,b] — R continue. Comme nous ne connaissons pas a
priori la valeur de son intégrale (éventuelle), nous allons essayer de prouver son
intégrabilité en utilisant le critére de Cauchy. Soit D et D’ deux subdivisions
pointées de [a, b]. Si D est composée des paires (t;,1;) et D’ des paires (s;,J;),
en notant K;; = I; N J;, on obtient

1S(£,D) = S(£. D) = D ft:)e(L:) = fs;)e(I)
7 k
= Zf(ti) Zf(Kij) —Zf(sj) (Zf(Kij)>

= IS () — Fls)UE)] -

]

De toute évidence, on peut limiter dans la derniére expression la somme aux
ensemble K;; non vides, c’est-a-dire tels que I; N J; # &. Supposons que D et
D’ soient subordonnées & une jauge v de [a, b], telle que si x € y(t), alors

1 ¢
@) = 0] < 55—

Une telle jauge existe par continuité de f. Alors, sit; € I;, s; € Jj et x € I;NJj,
|f(t:) = f(s5)l < [f (@) = F(sy)l + [f (@) = F(ta)] < 5
et par conséquent

IS(7.D) = S(£.D)] < 3O17(0) = Fls))| UEiy) = 5= D H(Ky) =<

3

—a
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Par le critere de Cauchy, la fonction f est donc intégrable.

Un ensemble de Cantor

Question 1 L’ensemble A peut étre recouvert par la collection ne contenant
que intervalle Ay = [0, 1], ou par la collection d’intervalles

Al = {[07 1/10[7 [2/107 3/10[1 IR [8/107 9/10[}
qui contient exactement les nombres x de [0, 1[ dont le premier chiffre du déve-
loppement décimal propre est pair. On a clairement
1 1
Sy =([0,1)=1et Y L) =5x—=.

IeA; IcA 10 2

On peut poursuivre le procédé en considérant la collection A,, des 5" intervalles
dont 'union forme ’ensemble des nombres x dont les n premiers chiffres du
développement décimal propre sont pairs, ensemble qui inclus A. On peut de
plus se convaincre par récurrence que

S U =5 x =

IcA, 1o 2

Comme 1/2™ tend vers 0 quand n tend vers +00, nous avons établi que A est
négligeable.

Question 2 L’opération qui & x = 0.a1as--- € A associe y = 0.b1by--- ol
b; = a;/2 est une bijection de A sur [0,0.444---[ = [0,4/9][, ce qui montre que
A a la puissance du continu (et donc n’est pas dénombrable).

Séries et intégrales

Question 1 Si ), ay est divergente, f ne satisfait pas le critére d’intégrabilité
de Cauchy. En effet, la série elle-méme ne satisfait pas le critere de Cauchy : il
existe donc un ¢ > 0 tel que pour tout entier j, il existe un entier n tel que

j+n

Zak > €.
k=j

Soit y une jauge sur [0, 4o00] et soit

D = {(t, [Ths Tri1]Fier
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une subdivision subordonnée & 7 ; on peut toujours supposer que y(t) C [0, 00|
quand ¢ € [0,+o0[ quite & rendre plus fine la jauge initiale, ce qui entraine
tm = Tmy1 = +o00. Dans ce cas, on a en particulier [2,,,+00] C y(400) ; si
Ientier j est supérieur a x, la subdivision

est également subordonnée a ~ et
Jj+n

S(£,D')=S(f,D)+ Y ax.
k=j

Il est donc possible de choisir D’ telle que la distance entre S(f, D) et S(f,D’)
soit strictement supérieure a €, ce qui contredit le critere d’intégrabilité de
Cauchy. La fonction f n’est donc pas intégrable.

Question 2 Supposons la série ), ap convergente. Soit ¢ > 0 et D une
subdivision pointée de [0, +o0], de la forme

D = {(tr, (Tr, Tht1) o1

subordonnée & une jauge 7 telle que v(t) C [0,4+o00] quand ¢ € [0,+o0[. Si
[x] désigne l'entier immédiatement supérieur au nombre réel z (et |z| Pentier
immédiatement inférieur), on a

+oo [Tmt1] +00
S(,D) =Y ar| <|S(LD)= D ak|+| Y.
k=0 k=0 k:’VZL’m+1-|+1

Si |ZZ:; ax| < g/2, pour tout j > n, il suffit donc d’imposer [Zp,4+1]+1>n
pour garantir que
+oo

Z ap| <

k= ’737n+1—‘+1

N ™

C’est donc le cas si y(+00) = |n, +00]. Pour le reste des valeurs de la jauge,
prenons y(t) = |[t], [t][sit € N, et y(k) = |k — &' /2" k+ &' /2" 1 [ si k € N.
Un calcul direct montre alors que
[Zom1] +00 o
S(£D) = D ak| <) lak ~ k|G S (Slép|ak+1 —ak|> x e

k=0 k=0

11 suffit de sélectionner e’ = (¢/2)/ (supy, |ax+1 — ax|) pour obtenir

<eg,

“+oo
‘S(f, D) - a
k=0
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ce qui prouve le résultat cherché.

Question 3 La fonction f associée a la suite des

(—1)*
r)y =0

ar =

est conditionnellement convergente. En effet, >, aj est convergente — donc f est
intégrable — mais ), |ax| ne l'est pas (D, ar n’est pas absolument convergente).
Or la fonction associée aux |ai| n’est autre que |f]| ; la fonction |f| n’est donc
pas intégrable.

Références

Burk, Frank E. 2007. A Garden of Integrals. Washington, DC: Mathematical
Association of America (MAA).

Swartz, Charles. 2001. Introduction to Gauge Integrals. Singapore: World Scien-
tific.

40



	Somme et intégrale de Riemann
	Intervalle
	Intervalles de \mathbb{R}
	Longueur d'un intervalle
	Subdivision pointée
	Somme de Riemann
	Intégrale de Riemann
	Quadrature
	Seules les fonctions bornées sont intégrables
	Ensemble négligeable
	Presque partout
	Les ensembles dénombrables sont négligeables
	Critère de Lebesgue pour l'intégrabilité au sens de Riemann

	Intégrale de Riemann généralisée
	Jauge
	Subdivision pointée subordonnée à une jauge
	Représentation graphique
	Lemme de Cousin
	Intégrale de Henstock-Kurzweil
	Ordre des bornes de l'intégrale
	Intégrale de Riemann et de Henstock-Kurzweil
	Intégrale de Newton et de Henstock-Kurzweil
	Théorème fondamental du calcul
	Intégration de x \mapsto e^x
	Intégration de x \mapsto 1/\sqrt{x}
	Intégrale sur [0,1]

	Propriétés élementaires de l'intégrale
	Linéarité
	Positivité
	Intégration par parties
	Changement de variables
	Additivité
	Critère d'intégrabilité de Cauchy
	Restriction
	Fonctions égales presque partout

	Intégration sur des intervalles non-bornés
	Intégration de x \mapsto 1/x^2
	Théorème de Hake
	Théorème fondamental du calcul (extension)
	Extension à la droite réelle achevée

	Subdivisions partielles
	Subdivision pointée partielle
	Lemme de Henstock
	Continuité des intégrales indéterminées

	Exercices
	Intervalle
	Subdivisions subordonnées à une jauge I
	Subdivisions subordonnées à une jauge II
	L'intégrale de Riemann est absolue
	Continuité presque partout
	Continuité par morceaux
	Un ensemble de Cantor
	Séries et intégrales

	Solutions
	Intervalle
	Subdivisions subordonnées à une jauge I
	Subdivisions subordonnées à une jauge II
	L'intégrale de Riemann est absolue
	Continuité presque partout
	Continuité par morceaux
	Un ensemble de Cantor
	Séries et intégrales

	Références

