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On s’est consacré jusqu’a présent a I’étude de (suites de) variables aléatoires indé-
pendantes. En pratique cependant, on rencontre souvent des variables dépendant
les unes des autres. Dans le cas de la météo, les variables température, vitesse du
vent et pression en fournissent un exemple. Dans les approches bayésiennes, on
résume l'information disponible sur I’état du systeme étudié par la loi a priori
et on met & jour notre connaissance du systéme en incorporant de I'information
supplémentaire (par exemple des observations). On cherche alors & caractéri-
ser la loi a posteriori de I’état du systeme, qui est la loi de ’état sachant
I'information supplémentaire. On va ainsi s’attacher dans ce chapitre a décrire
les lois conditionnelles qui vont permettre de résumer 'information apportée
par une variable (ou un vecteur) sur une autre et s’intéresser en particulier
a l'espérance conditionnelle qui indiquera le comportement moyen d’une
variable conditionnellement & une autre. Ce dernier cas pose le cadre probabiliste
d’un des probléemes fondamentaux en apprentissage statistique : 'apprentissage
supervisé, ot on dispose d’un ensemble de réalisations d’une variable dont on
cherche a prédire le comportement a partir d’un ensemble de variables dites
explicatives (ou prédicteurs).



Lois conditionnelles dans un couple

Soient deux variables aléatoire X et Y définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A,P). Dans le cas oit X et Y sont indépendantes, on a vu que pour tous
boréliens By et By de R, on a

P(X (S Bl,Y S Bg) = P(X S Bl)P(Y S B2) = Px(Bl)Py(BQ) = / Py(BQ)Px(dJ}),
By

ol on a utilisé le théoréme de Fubini (les mesures de probabiltés sont finies, donc
o-finies).
Du fait de I'indépendance, on a aussi Py (Bs) = P(Y € By) = P(Y € By|X €

B;) = Py (B3| X € Bj) ce qui exprime que pour tout borélien By, la loi condi-
tionnelle de Y sachant X € B est identique a la loi de Y.

Dans le cas général, on va chercher une égalité de la forme

]P)(X S Bl,Y (S Bz) = Px(Bl)Py(B2|X € Bl) = / Py‘X:x(BQ)PX(dJ?)

By

et s’intéresser a caractériser la loi conditionnelle de Y sachant X = z, que l'on
notera donc Py |x—,.

De méme, pour toute application g : R?> — R borélienne telle que g(X,Y)
admette une espérance (relativement a la loi du couple Px y ), on voudrait écrire

Blo(x. V) = [

R

(/Rg (“’”PYle(dy)) Py (dz)

Pour bien fixer les idées, on va décrire spécifiquement les cas ou X est discrete
puis ot le couple (X,Y) admet une densité avant d’aborder le cas général.

Cas ou X est discréte

Dans ce paragraphe, on suppose que la variable aléatoire réelle X est discrete,
c’est-a-dire que 'ensemble X () C R des valeurs x, prises par X est au plus
dénombrable.

On peut imposer que Va € X () on ait P(X = z) > 0, quitte & modifier X sur
un ensemble de probabilité nulle. On va ainsi pouvoir utiliser la définition de
la probabilité conditionnelle pour des événements de la forme {X = x}. Ceci



permet d’écrire pour tous boréliens By et By de R :

P(X € B1,Y € By)

> PX=2YEeB,)
zeX(Q)NBy

= Y P(X=2)P(Y €BX =)

z€X(Q)NB;

- / P(Y € Bo|X = )Px (dx)
B,

puisque Px = >~ () P(X = 2)d;. On obtient ainsi I'écriture souhaitée en
posant

Py x—o(B) = P(Y € By|X = 1), Va € X(0),YB, € B(R).

Remarque

Py |x—, ainsi définie est simplement la probabilité sur (R, B(R)) image par Y de
la probabilité conditionnelle P(-|X = x) définie sur (2, .4), autrement dit, la loi
de Y relative a P(-|X = ) et non a P.

La formule ci-dessus s’écrit Px y (B x Bg) = fBl P(Y € B3| X = z)Px(dz), ou
Px y est la loi du couple. Elle se généralise a tout borélien B de R? de la maniére
suivante :

Pxy(B)=P(X,Y)eB)= > PX==z,(z,Y)€B)

zEX ()
= Y PX=x)P((z,Y)€B|X =)
z€X(Q)
= Y P(X =2)Pyx—(Ba),
z€X(Q)

ou B, = {y € R, (z,y) € B}. Ainsi, pour tout B borélien de R?,

E(15(X,Y)) = /

15 (2, )Py (dody) — /
]RQ

([ tate®yis—stan) Bx(ae)
R \JR

Par linéarité de ’espérance, on peut ainsi exprimer ’espérance d’une fonction
étagée. Pour avoir le résultat pour une fonction borélienne positive, on exprime
celle-ci comme limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées, et
on applique le théoréeme de convergence monotone. Enfin, on applique cette
construction a g et g_ pour une fonction g de signe quelconque Px y-intégrable.



En d’autres termes, on reprend le procédé de construction de l'intégrale de
Lebesgue. On obtient ainsi la formule souhaitée :

B(g(x,v)) = [

R

(/Rg(x,y)]P’nxm(dy)) Px (dz).

Exemple

Soit X > 0 une variable aléatoire a valeurs dans N et Y une variable aléatoire
réelle positive telle que la loi du couple Px y vérifie pour tout n € N et tout
borélien By de R :

tn
Pxy({n} x Bs)=(1— a)a"/ e_t—'dt, 0<axl
BaNRY, n:

Px,y est bien une probabilité sur R2 puisque par convergence monotone :
Pyy(R?*) =Pxy(N x R)
= Pxy({n} xR)

neN

t
_ _ n —t
= E (1-a)a /R e —n!dt

s

neN +

ol on aura reconnu la loi exponentielle de parameétre (1 — «). Vn € N,
tn t("_l)
/ e_t—'dt :/ e_ti‘dt =... :/ e tdt =1
R n: R (n—1)! R%
par intégrations par parties itérées. La loi marginale de X s’écrit donc :
Vne N,P(X =n) =Pxy({n} xR}) =(1-a)",

loi géométrique de parametre (1 — ). On en déduit la loi conditionnelle de Y
sachant X =z :

P n} x B N
PYX—m(BQ)—P(YEBQX—JI)_M :/B . e tﬁdt
= 2MRY [

et Py|x—, est la donc la loi gamma de parametre (n + 1,1).



Densités conditionnelles

On suppose maintenant que le couple (X,Y) admet une densité fxy (par
rapport & la mesure de Borel-Lebesgue). On note fx(z) = fR fxy(z,y)dy
(respectivement fy (y) = [ fx v (2,y)dz) la loi marginale de X (resp. de Y). On
s’intéresse a caractériser la densité de la variable Y connaissant la valeur prise
par la variable X, c’est la densité conditionnelle de Y sachant {X = z} :

Proposition

La formule suivante définit une densité sur R, pour tout = € R tel que fx(z) > 0.

fX Y(xa y)
frix=a(y) = ==~
| fx(@)
Cette fonction s’appelle la densité conditionnelle de Y sachant {X = z}. La
probabilité conditionnelle de Y sachant {X = z} s’écrit ainsi Py |x—, = fy|x=af,
ou ¢ représente la mesure de Borel-Lebesgue.

Démonstration La preuve est immédiate puisque fy|x—, est une fonction
positive d’intégrale 1. |

L’interprétation de cette définition est la suivante : la fonction fy|x—, est la
densité de la “loi conditionnelle de Y sachant que X = z”. Bien siir, nous avons
P(X = z) = 0 puisque X admet une densité, donc la phrase ci-dessus n’a pas
réellement de sens, mais elle se justifie heuristiquement ainsi : dx et dy étant de
“petits” accroissements des variables = et y et lorsque f et fx sont continues et
strictement positives respectivement en (x,y) et x :

fx(@)de = P(X € [z,z + dz])
fX,Y(xay)dxdy ~ P(X € [3),.13 + d.]?],Y € [y7y + dy])

Par suite

P(X € [z,x +da],Y € [y,y + dy])
P(X € [z,z + dx])

~PY € [y,y+dyl|X € [z,2 + dz])

fY|X::c(y)dy ~

On a alors le résultat suivant qui résout le probléme posé en introduction :



Proposition

Pour toute fonction g : R? — R telle que g(X,Y’) admette une espérance, on a :

Blo(x.v) = [

R

(/Rg(f”’ y)fY|X_x(y)dy) Fx(@)dz,

dont on déduit, en prenant g = 1, xp,, que :

P(X € B1,Y € By) = /B1 (/32 fY|X_m(y>dy> fx(z)dz.

Démonstration On a
Blg(X.Y)) = [ gla) .y (o,y)dyds
R

= [ e rixmso)fx (@)dyds

:/R</Rg($’y)fnx—x(y)dy) Fx(z)dz,

les calculs étant licites par application du théoréeme de Fubini et du fait que
Papplication fR 9(x,y) fy|x=2(y)dy est définie pour fx(x) > 0, soit presque
partout relativement a la mesure Px = fxI. |
Cas général

On peut établir le résultat suivant, qui complete le théoreme de Fubini et le

résultat d’existence et d’unicité des mesures produits, et que ’on admettra.

Théoréme

Soit un couple (X,Y’) de variables aléatoires réelles de loi jointe Px y, il existe
une famille (]P’y| X:I)x cg de probabilités sur (R, B(R)), unique & une égalité
Px-presque partout prés ', qui vérifie pour tous B;, By boréliens de R :

Pxy(B1 x By) = /131 (/32 PYX—w(@)) Px (dx).

Ces probabilités sont appelées lois conditionnelles de Y sachant X = x. On a de
plus pour toute application g : R? — R telle que g(X,Y) admette une espérance

E(g(X.Y)) Z/R(/Rg(w,y)lpnx_x(dy)) Px (dz).

1. c’est-a-dire qu’on peut définir ces probabilités de la maniére qu’on souhaite pour les
boréliens B tels que Px (B) = 0.




Remarques

— Ce résultat peut étre interprété comme un théoréme de Fubini condi-
tionnel, dans le sens ou il permet une intégration séquentielle, mais ici
la mesure de probabilité du couple (X,Y) s’exprime comme un produit
de mesures dont I'un des termes dépend de la variable d’intégration de
l'autre. En particulier, si on change I'ordre d’intégration, on change les
mesures qui interviennent.

— Fréquemment, dans les applications, la famille des lois conditionnelles est
une donnée du modele considéré, et leur existence ne pose donc pas de
probléme !

— On retrouve les cas vus précédemment en notant que pour tout borélien
Bi de R on a Px(B1) = [5 Px(dx) = 3,5 P(X = z) lorsque X
est discréte, et que pour tous boréliens By et By de R on a Px(B;) =
fBl fx(l‘)d.’L‘ et PX,Y(Bl X Bg) = fleB2 fX7y(x,y)dxdy.

— Dans tout ce qui précede, les roles de X et Y peuvent évidemment étre
inversés.

Conséquences

Le théoreme précédent a deux conséquences majeures. Il fournit d’une part un
moyen efficace d’identifier la loi marginale de Y connaissant la loi marginale de
X et la loi de Y sachant X = z. En effet, en notant que pour tout borélien B
de R, Py (B) = Px y(R x B) et en appliquant ce théoréme, on a la proposition
suivante :

Proposition

— La loi marginale Py de Y s’exprime comme la moyenne des lois condi-
tionnelles Py |x—, pondérée par la loi de X. Pour tout B borélien de
R

]P’Y(B)/R</BPYX=x(dy)) Px(dx):/RPwX:m(B)Px(dm)

— Dans le cas o X est discrete (& valeurs dans I dénombrable), on retrouve
une expression de la formule des probabilités totales et composées :
Py(B)=P(Y € B)=» P(Y € B|X = 2)P(X =)
xel

— Dans le cas ou le couple (X,Y) admet une densité, puisqu'on a
Ixy(z,y) = fyix=2(y)fx(x), on obtient I'expression suivante pour la
densité marginale :

fr () = / fxy (@, y)de = / Frx—e ) fx (2)da



On a en particulier la formule de Bayes pour les densités : pour tout x
tel que fx(z) > 0 et tout y tel que fy(y) >0:

f () = fxy(z,y) _ leX:m(y)fx(CC)
X|Y=y (@) () )

Exemple

Poursuivons 'exemple vu plus haut. On rappelle qu’'on a déja identifié la loi
marginale de X ainsi que la loi conditionnelle de Y sachant X = n pour n € N
que 'on rappelle ici :

"

P(X = n) = (1 — a)a”’ n€NetVBe B(R), ]P)y|X=l.(B) = / e f'dt
BNRY, n.

On peut en déduire la loi marginale de Y en utilisant la proposition précédente
et le théoréme de convergence monotone :

Py (B) = Z(l - a)a”/ e_tidt

b= ey !
—(1- a)/ ety (O‘t')n dt
BNRY nen v

:/ Ig, (1)1 —a)e(=Ntqy,
B

de sorte que Y suit une loi exponentielle de parameétre (1 — ).

En inversant les roles, on va pouvoir identifier la loi de X sachant Y € B en
notant que

Pxy({n} x B) = Px({n})Py|x=n(B)
(at)"
B n!

— [ Prv=d{n})Pr(dt)
B

e_at]Py (dt)

S

ott 'on reconnait que Px_,|y—;({n}) = (O‘Tf!)ne’“t, c’est-a-dire que X sachant
Y =t suit une loi de Poisson de parametre at pour Py-presque tout t.

En utilisant, le théoréeme précédent, on obtient également une nouvelle caractéri-
sation de I'indépendance de deux variables aléatoires faisant intervenir les lois
conditionnelles.



Proposition (critére d’indépendance)

1. X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour Px-presque tout ,
Py|x—, ne dépend pas de z et dans ce cas, on a Py|x—, = Py, c’est-a-dire
que la loi conditionnelle est identique a la loi marginale.

2. Dans le cas ou (X,Y) admet une densité, X et Y sont indépendantes si
et seulement si la densité conditionnelle de Y sachant {X = z} ne dépend
pas de .

Démonstration

1. Si X et Y sont indépendantes, pour tous By, By boréliens de R, Px y (B x
Bg) = Px(Bl)Py(Bg) = fBl ]Py(Bg)Px(d.r) = f32 Px(Bl)Py(dy). Le
résultat d’unicité du théoréme de Fubini conditionnel (& une égalité
Px-presque siire pres), nous indique alors que Py |x—,(B2) = Py (By).
Inversement, si Py |x—, = Py, alors Py y (B1xBz) = fBl Py |x=z(B2)Px (dz) =
fBl Py(BQ)]Px(di) = ]Px(Bl)Py(BQ)

2. Si X et Y sont indépendantes, fxy(z,y) = fx(z)fr(y), dou
fY|X:w(y) = fr(y)

Inversement, si fy|x—a(y) = fy (y) alors fx vy (2,y) = fy|x=a(y)fx(x) =
fy (W) fx(z) et X et Y sont indépendantes.

Espérance conditionnelle

Puisque Py|x—, est la loi d’une variable aléatoire, on peut définir '’espérance
qui lui est associée et introduire la notion d’espérance conditionnelle dans le cas
ou Y est intégrable.

Définition
Soit Y une variable aléatoire intégrable.

1. L’espérance conditionnelle de Y sachant {X = x} est définie par

E(Y|X =x) = /RwaX:x(dy)-

2. L’espérance conditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire
définie par :

EY|X) = ¢(X), avec ¢¥(z) = E(Y|X = x).
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Remarques

1. ¢(z) n’est définie que pour = ¢ N, avec P(X € N) = 0. Par conséquent,
la définition définit bien 'espérance conditionnelle ¢(X) = E(Y|X) Px-
presque partout, autrement dit avec probabilité 1, ou encore presque
slirement.

2. E(E(JY||X)) = E(]Y]) comme conséquence directe du théoréme de Fubini
conditionnel. I’espérance conditionnelle de Y sachant X est bien définie
dés que Y est intégrable.

3. Lorsque (X,Y) admet une densité, 'espérance conditionnelle de Y sachant
{X = a} sécrit

E(Y]X =) = / Ufy 1x e (9)dy.

On peut étendre cette définition aux variables de la forme g(X,Y).

Définition

Soit Y une variable aléatoire et g une fonction mesurable positive ou Px y-
intégrable sur R2.

1. L’espérance conditionnelle de g(X,Y") sachant {X = x} est définie par
Bl VX =) = [ glo.)Prix—dldy)

2. L’espérance conditionnelle de g(X,Y) sachant X est la variable aléa-
toire définie par :

E(g(X,Y)[X) = $(X), avee (x) = E(g(X,Y)|X = o).

Théoreme
Si Y est intégrable, alors ¢(X) = E(Y|X) est intégrable, et

E(y(X)) = E(Y).

Démonstration C’est une conséquence directe du théoreme de Fubini condi-
tionnel. |

Ce résultat permet de calculer E(Y) en conditionnant par une variable auxiliaire
X
E(Y) = / E(Y|X = z)Px (dz)
R

11



Il généralise la formule des probabilités totales, qui correspond icia Y =14 , et
B, = {X =z} ol les B, forment cette fois une partition non dénombrable de R.
On l’écrit souvent sous la forme

E(EY]X)) =E(Y)
et on l'appelle la formule de [’espérance totale.

L’espérance conditionnelle étant définie comme I’espérance de la loi conditionnelle,
elle hérite des propriétés usuelles de ’espérance :

1. siY et Z sont intégrables, E(aY 4+ bZ|X) = aE(Y|X) + VE(Z|X),
2. E(Y]X)>0siY >0,
3. E(11X) =1.

De plus, si g est mesurable positive ou P x-intégrable,
E(Yg(X)|X) = g(X)E(Y|X)

est une généralisation de 1'égalité 1. ci-dessus, au cas ot a = g(X), qui doit étre
considéré “comme une constante” dans le calcul de 'espérance conditionnelle
sachant X (X est fixée comme une donnée connue a priori). En effet, on a alors
E(g(2)Y|X = z) = g(x)y¥(x). Enfin, on déduit directement du théoréme de
Fubini conditionnel la proposition suivante.

Proposition — transfert conditionnel
Soient un couple (X,Y") de variables aléatoires réelles de loi jointe Px y et g une

fonction mesurable positive ou Py y-intégrable sur R?. On a pour Px-presque
tout z dans R

E(g(X,Y)|X = z) = E(g(z, Y)|X = z) = /}R 9 9)Py x o (dy)

Si de plus X et Y sont indépendantes, on a :

E(g(X,Y)|X = z) = E(g(z,Y)|X = z) = /Rg(%‘,y)Py(dy)-

Autrement dit, lorsqu’on conditionne par I'événement {X = z}, cela revient a
fixer la valeur de la variable aléatoire X a la constante x.

Vecteurs Gaussiens a densité

Dans ce qui précede, on a décrit les lois et les espérances conditionnelles dans
le cas d'un couple de variables aléatoires & valeurs dans R2. Ces résultats sont
aussi valables pour des couples de vecteurs, dont on décrit ici un cas particulier.

12
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Dans le cas des vecteurs gaussiens a densité, c’est-a-dire dont la matrice de
covariance est définie positive et donc inversible, le calcul des lois conditionnelles
de certaines composantes par rapport aux autres est particulierement aisé. On
va voir en particulier que les lois conditionnelles ont le bon golit d’étre elles-
mémes gaussiennes, ce qui explique (en partie) le succes de ces modeles dans les
applications.

On considére un vecteur gaussien X = (X1,...,X,,) a valeurs dans R™ d’espé-
rance m et de matrice de covariance C' définie positive. On a vu au chapitre 2
que la densité du vecteur X s’écrit pour z € R? :

1 1 t—1
@723 O) exp (2(x —m)'C™ (x — m))

Soit 1 < k < n un entier. On souhaite exprimer fy|z—., la densité conditionnelle
deY = (Xy,...,X};1) sachant Z = (Xy, ..., X,) = (zg,...,2,) = 2. On a vu
que

fx(z) =

fX = fY\Z:sza

ou fz est la densité marginale de Z. On cherche donc a décomposer fx de la
sorte. On note m = (my,mz) et on remarque que C' peut se décomposer en

blocs :
Cy Cygz
C= :
( Czy Cz )

ou Cy = Cov(Y)Y), Cz = Cov(Z,Z) et Cy,z = Cov(Y, Z). Le complément de
Schur? du bloc Cy est la matrice

CSy =Cy — Cy zC;'Cyy

et permet d’exprimer l'inverse de C' comme :

o1 CSy? ~CSy'Cy. 20,1
T\ —CL'CzyCSyt CL+ 05 0y CSy Oy 2 Ct

On peut alors réarranger les termes de la forme quadratique dans fx et on
obtient :

(x —m)!C Yz —m) = (y — (my + C’y’ngl(z — mz)))t CS;1
. (y — (my —+ Cy’chl(Z — mz)))

+(z —mz)'C; (2 — mz)
Pour la constante, on peut remarquer que :

det(C) = det(CSy) det(Cyp).

2. voir par exemple I'excellent matrix cookbook.
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On en déduit ainsi que

1

1 PR )
_.(y) = exp| —= (y —¥(2)) CS —Y(z
fy1z=2(y) N p( 5 U —v(2)) CSy (y = ¥(2))
C’est-a-dire que la variable aléatoire Y|Z = z est gaussienne d’espérance

my|z—. = P(z) = my + Cy7ZC’§1(z —my) et de matrice de covariance C'Sy =
Cy — Cy, ZC'glC z.v. Autrement dit, I’espérance conditionnelle de Y sachant Z
est la variable aléatoire E(Y|Z) = 1(Z) = (my +Cy.zC,*(Z —mz)). On notera
que la covariance conditionnelle donnée par C'Sy ne dépend pas de la valeur
prise par Z.

Régression et espérance conditionnelle des va-
riables de carré intégrable

La régression est un ensemble de méthodes (d’apprentissage) statistiques trés
utilisées pour analyser la relation d’une variable par rapport a une ou plusieurs
autres. Ces méthodes visent notamment a décrire les liens de dépendance entre
variables mais aussi de prédire au mieux la valeur d’une quantité non observée
en fonction d’une ou plusieurs autres variables. On va en décrire ici le prin-
cipe du point de vue probabiliste dans le cas particulier des variables de carré
intégrable (ou dans £2). On verra dans ce cadre, que I'on rencontre trés fréquem-
ment en pratique, une interprétation géométrique tres éclairante de I'espérance
conditionnelle.

Régression linéaire

On consideére deux variables aléatoires rélles, de carré intégrable, définies sur le
méme espace de probabilité (2, .4, P), et dont on suppose connues les variances et
la covariance. Nous souhaitons trouver la meilleure approximation de Y par une
fonction affine de X de la forme aX + b, au sens des moindres carrés, c’est-a-dire
qui minimise la quantité E((Y — (aX +b))?). Il s’agit de déterminer les constantes
a et b telles que E((Y — (aX + b))?) soit minimale. Or, par linéarité,

E((Y — (aX +b))?) = E(Y?) — 2aE(XY) — 20E(Y) + a?E(X?) + 2abE(X) + b°.

L’annulation de ses dérivées partielles en a a et b entraine que les solutions sont

~ Cov(X,Y) oy
= W = P(X,Y)a
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On vérifie aisément que ces valeurs donnent bien un minimum pour E((Y —
(aX +b))?) qui est convexe, et déterminent ainsi la meilleure approximation
linéaire de Y basée sur X au sens de 'erreur quadratique moyenne.

Cette approximation linéaire vaut

E(Y) + p(X,¥) 70X ~ E(X))

et U'erreur quadratique moyenne vaut alors

E <(Y ~E(Y) - o) 2 (X - B(X)) ) ) — 02+ (X Y)od — 2R (X, Y )o?

= 012/(1 - pQ(X, Y))

On voit ainsi que cette erreur est proche de 0 lorsque |p(X,Y)| & 1 tandis qu’elle
est proche de V(Y) = o lorsque p(X,Y) &~ 0. On notera au passage qu’on
obtient que la meilleure approximation de Y par une constante est son espérance.

Remarque

L’hypothése d’une relation linéaire est tres forte et pas nécessairement toujours
adaptée pour expliquer des relations de dépendances entre variables. Soit en
effet une variable aléatoire réelle X de £3 symétrique, c’est-a-dire telle que X et
—X sont de méme loi. On a alors E(X) = —E(X) = 0. Les variables X et X2 ne
sont clairement pas indépendantes. Pour autant, on a Cov(X, X?) = E(X?3) =
—E(X3) =0 et le coefficient de régression a ci-dessus est nul.

Espace de Hilbert des variables aléatoires de carré inté-
grable

Dans le paragraphe précédent, on s’est intéressé a approximer linéairement une
variable aléatoire Y de carré intégrable par une autre variable X également de
carré intégrable. On va montrer ici que la meilleure approximation, au sens de
Perreur quadratique moyenne, de Y par une fonction de X est précisément donnée
par ¥(X) = E(Y|X). Ce paragraphe fait appel & des notions hors programme
et est par conséquent non exigible. Il fournit néanmoins une interprétation
géométrique particulierement frappante de I'espérance conditionnelle.

On a besoin en pratique de travailler sur un espace un peu plus petit que £2
tout entier. En effet, les outils que nous allons utiliser ne nous permettent pas
de distinguer entre deux variables X et Y égales presque stirement, c’est-a-dire
telles que IN € A, tel que P(N) =0 et Yw € N°, X (w) = Y (w). Cette notion
d’égalité presque stire est une relation d’équivalence. On va ainsi travailler avec
I'espace L? des classes de variables pour 1’égalité presque siire, c’est-a-dire que
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L? contiendra un unique représentant de chacune de ces classes. Dans ce cadre,
au lieu d’écrire X = 0 p.s., on écrit simplement X = 0.

On peut d’abord montrer que 1’espace vectoriel L? des variables aléatoires de
carré intégrable forme un espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire :

< X,Y >=E(XY) et de la norme associée || X| = E(X?)!/2.

L’écart-type est ainsi la norme des variables centrées et la covariance le produit
scalaire des variables centrées.

Ce produit scalaire est bien défini pour tout couple (X,Y) de variables de L?
puisque par 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

E(XY)? <E(XHE(Y?)

et on a bien || X|| = 0 si et seulement si X = 0. On peut enfin montrer que L2
est complet pour la norme définie ci-dessus (voir Jacod and Protter (2003) pour
la démonstration).

Soient maintenant X et Y € L%(Q, A, P). On onsidere L% le sous-espace de L?
constitué des (classes d’équivalence) des variables aléatoires fonctions seulement
de X du type ¢(X) (avec ¢ telle que ¢(X) € L?). On peut montrer que L3 est
convexe et fermé.

Alors, espérance conditionnelle de Y sachant X, E(Y|X) s’interpréte comme
la projection orthogonale de Y sur L%.

Soit en effet Popérateur qui & Y € L? associe E(Y|X) € L%. On a vu que c’est
un opérateur linéaire. Pour montrer qu’il s’agit d’un projecteur orthogonal, on
peut vérifier qu’il est idempotent et auto-adjoint :

— on a bien E(E(Y|X)|X) = E(Y|X)
— et pour Z € L?, < Z,E(Y|X) >=E(ZE(Y|X)) = E(E(Z|X)E(Y|X)) =
EEZ|X)E(Y)) =<E(Z|X),Y >.
Le théoréme de projection sur un convexe fermé dans les espaces de Hilbert 3
assure alors que

argmin |Y — ¢(X) |2 = argminE((Y — 6(X))2) = E(Y|X) = $(X)
(X)eL% B(X)eL?

Ainsi, E(Y|X) est la meilleure approximation (au sens des moindres carrés) de

Y par une fonction de X.

Il est alors immédiat que le “résidu” Y — E(Y|X) est non corrélé avec X du fait
de l'orthogonalité. On en déduit la formule de la variance totale :

3. voir par exemple les Rappels mathématiques pour la mécanique quantique de Bruno
Figliuzzi
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V(Y) =Y —EY)|* =Y - E(Y|X) + E(Y|X) - E(Y)|*
=Y (YIX)II2 +E(Y]X) - E(Y)|?
=E((Y - E(Y]X))?) + E(E(Y|X) - E(Y))?)
EE((Y - E(Y]X))*|X)) + V(E(Y|X))
E(V(Y]X)) + V(E(Y]X)).

ou on a utilisé la formule de 'espérance totale et introduit la variable aléatoire
variance conditionnelle V(Y|X) = E((Y — E(Y|X))?|X) comme cas particulier
de la définition vue plus haut.

Exercices

Un exercice tout béte

Soient X et Y de densité jointe fxy(z,y) = 21p(z,y) ot T est le triangle
T={0<y<xz<l}.

1. Calculer la densité marginale de X
2. Calculer la densité conditionnelle de Y sachant X = z.
3. En déduire l'espérance conditionnelle de Y sachant X.

)

Mélanges de lois

Adapté du cours de probabilités de S. Bonnabel et M. Schmidt (MINES Paris-
Tech,).

Pour modéliser un phénomene multimodal, on utilise souvent des mélanges de
gaussiennes. C’est le cas notamment en classification non-supervisée, ou on fait
I’hypothese que chacune des classes suit une loi gaussienne. Soient n € N* et K
une variable aléatoire prenant les valeurs 1, ..., n avec les probabilités non nulles
P1s-..,Dn telles que Y I p; = 1. Soient X7,...,X, des variables aléatoires
gaussiennes mutuellement indépendantes, d’espérances respectives mq,...,m, €
R et de variances respectives o7, ...,02 € R*, toutes indépendantes de K. On
appelle mélange de gaussiennes la loi de la variable aléatoire X = X . Pour tout
i€ {l,...,n}, on notera f; la densité de la variable aléatoire Xj.

Question 1 Soit i € {1,...,n}. Quelle est la densité fx|x—; de X condition-
nellement & Pévénement {K =i} ? (?)
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Question 2 Calculer la densité de probabilité de la variable X. (?)

Question 3 Calculer E(X). Montrer que V(X) = Y7 | p;c?452, ol ce dernier
terme peut &tre interprété comme la dispersion des espérances. (?)

Question 4 Comment approximeriez-vous le mélange par une unique gaus-
sienne 7 Faire un schéma dans le cas m = 2. (?)

Lois conjuguées

Soit un vecteur aléatoire (X,Y") de loi jointe Px y. Expliciter la loi conditionnelle
de Y sachant {X = z} dans les situations suivantes, en prenant soin d’expliciter
pour quelles valeurs de x ces derniéres ont du sens.

Question 1 Y suit une loi Exponentielle de parametre A € R’} et pour tout
y € R%, la variable aléatoire X sachant {Y = y} suit une loi Exponentielle de
parameétre y. (?)

Question 2 Y suit une loi Gamma de parametres o, € R’} et pour tout
y € R%, la variable aléatoire X sachant {Y = y} suit une loi de Poisson de
parametre y. (?)

Randomisation

Extrait du cours de probabilités de S. Bonnabel et M. Schmidt (MINES Paris-
Tech,).

Des clients arrivent a la boutique SNCF du boulevard Saint-Michel & des instants
aléatoires. On note Ty ’heure d’ouverture puis 77,75, ... les temps successifs
d’arrivée des clients jusqu’a I’heure de fermeture. Les études statistiques montrent
qu’on peut, dans une tranche horaire donnée, supposer que les temps d’attente
X1 =T1—Ty, Xo = To—T7, ... peuvent étre modélisés par des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi qu'une variable aléatoire positive X. Par ailleurs,
une loterie interne décide que chaque jour dans la tranche horaire considérée, le
N®™e client sera I’heureux gagnant d’un trajet gratuit Paris-La Ciotat, ott N est
une variable aléatoire bornée dont la loi dépend du processus de loterie (e.g. tous
les clients entre le premier et le 30°™¢ ont une chance 1/30 d’étre tirés au sort,
en supposant qu’on est siir d’avoir au moins 30 clients dans la tranche horaire).

On se demande alors : quel est le temps d’attente moyen avant d’obtenir un
gagnant 7 (?7)
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Etats cachés — indépendance conditionnelle

Soucieux de I’évolution du potager de 1’école, des éleves a la main verte s’in-
téressent a I’évolution de la température dans le jardin c6té Luxembourg. Ils
récuperent pour cela un thermometre dans un laboratoire, 'installent pres du
potager, et en relevent les mesures a intervalles de temps réguliers. Les résultats
les surprennent rapidement : les températures affichées ne correspondent pas a
celles prévues par météo-France. Leur thermometre est sans doute déréglé.

On se propose de les aider a comprendre le phénomeéne dont ils sont témoins
a l’aide d’'un modele probabiliste particulier, nommé modéle de Markov caché.
Précisément, on considére la suite des vraies températures que I'on aurait souhaité
relever comme une suite de v.a.r. non indépendantes (X, )en-, dite d’états cachés
(on ne les observe pas directement). Les erreurs commises par le thermometre sont
quant & elles modélisées par une suite de v.a.r. (€,)nen+, toutes indépendantes
et de méme loi admettant une densité f.. Elles sont supposées indépendantes de
la suite (X, )nen< (Perreur du thermometre lui est propre et ne dépend pas de
la température réelle). A chaque instant n € N*, on suppose que la mesure du
thermometre est la variable aléatoire

Yn :Xn+6n7

et que le vecteur aléatoire (X7,...,X,,) posséde une densité jointe notée fi.,.

Question 1 Montrer que pour tout n € N* et tout € R, la loi de Y,, sachant
{X,, = 2} admet une densité, que 'on explicitera. (?)

Question 2 Montrer que les n € N* relevés de température Yi,...,Y,, sont
indépendants conditionnellement aux états cachés Xi,..., X,. (?)

Covariance totale
Soient X, Y et Z trois variables aléatoires réelles de carré intégrable. La co-

variance conditionnelle de X et Y sachant Z est définie comme la variable
aléatoire

Cov(X,Y | Z) = E((X —E(X | 2))(Y —E(Y | 2)) ’ Z).

Etablir la formule de la covariance totale :

Cov(X,Y) =E(Cov(X,Y | Z)) + Cov(E(X | 2),E(Y | Z)).

()
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Non-réponse

Inspiré du cours de probabilité de M. Christine (ENSAE ParisTech).

Un questionnaire est diffusé aux n € N* étudiants de I’école pour savoir combien
de temps ils ont consacré a 1’étude des probabilités ce semestre. On note Y; le
temps de travail de I’étudiant ¢ € {1,...,n} et X; la variable valant 1 ¢’il a
répondu au questionnaire et 0 sinon. On suppose que les (X1,Y7), ..., (X, Ys)
sont des vecteurs aléatoires indépendants de méme distribution qu’un vecteur
générique (X,Y) tel que

— X est une variable de Bernoulli de parameétre p €]0, 1] indiquant la
probabilité de réponse,

— Y est positive, de carré intégrable, d’espérance m € R et de variance
o? e R% . Le coefficient de corrélation entre X et Y est enfin noté p €
[—1,1].

Question 1 En reprenant la définition de 1’espérance conditionnelle E(Y | X)
comme meilleure approximation au sens des moindres carrés de Y par une
fonction de X, montrer qu’elle coincide ici avec 'approximation affine de Y par
X puis Décrire en fonction de m, p, o et p. (?)

Question 2 On pose mg :=E(Y | X =0) et m; = E(Y | X =1). Calculer myg
et my en fonction de m, p, o et p. (?)

Question 3 On pose 02 := V(Y | X =0) et 0? := V(Y | X = 1). Vérifier
I’égalité
s2_ (1=p)aog+poi

1—p2? '

)

Question 4 Que dire des résultats obtenus aux questions 2 et 3 lorsque :

— X et Y sont non corrélées,
— X et Y sont indépendantes ?

)
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Solutions

Un exercice tout béte

La densité marginale de X est donnée par fx(z) = [ fx,y(z,y)dy = 1j0,1((z) et

pour z €]0, 1],
1

fyix=2(y) = ;1]0@[(3/)

Ainsi X est uniformément distribué sur ]0, 1], et la loi de Y sachant X = x est
uniforme sur |0, z[ pour (0 < z < 1). Pour un tel z, I'espérance conditionnelle
E(Y|X = z) vaut ainsi /2 et nous obtenons E(Y|X) = 3.

Mélanges de lois

Question 1 Soit B un borélien. Par indépendance de K avec X;, on a
P(XeB|K=i)=P(X; € B|K=1i)=P(X; € B).

La loi de X sachant {K =i} est donc la méme que celle de X;, d’ou

_m.)2
Fxik—i:x € R filx) = \/%U‘ exp{_(ngz)}_

Question 2 Soit B un borélien. D’apres la formule des probabilités totales et
la question précédente, on a

P(Xe€B)=>» pP(Xe€B|K=i)=)Y pP(X;€B).
i=1 i=1

La variable aléatoire X admet donc une densité, qui vaut

fx weR= Y pifilw).

i=1

Question 3 D’apres la question précédente, X a pour espérance

IE(X):/Rxfx(x)dx:/Rxépifi(w)dx:ipi/wai(x)dx

n
= E pimy.
i=1
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Quant a la variance de X, en utilisant 1'égalité > | p; = 1, elle vaut

V(X)=E(X?) -E(X)*= /R;r? fx(z)de — (Zpi mi>

n n n
=2 _plot+m) =3 pi| X pm
' i=1 j=1

On retrouve bien la forme désirée, avec la dispersion des espérances

2

n n

=2 . E §

g = Di m; — pj mj
i=1 j=1

Question 4 Si I'on souhaite approcher la loi de X avec une unique Gaus-
sienne, et non un mélange, les questions précédentes suggerent de prendre celle
d’espérance Y., p; m; et de variance Y ., p; 07 + 2. Voir figure ci-dessous.

Lois conjuguées

On considére dans tout cet exercice By et By des Boréliens.

Question 1 D’apres les hypotheses on a

Px’y(Bl X Bg) = /
Bs

_ —yx Y
—/32 (/Blye Y I]Ri(x)dx>)\e Y1p- (y) dy

= / Aye”@FNY1p. (2) 1g- (y) dyde  par Fubini.
5 /B, + 3

(/ PXY—y(dx)) Py (dy) par théoreme,
B

Le vecteur aléatoire (X,Y") possede donc une densité jointe

fxy i (z,y) ER? )\ye_(xﬁ)ylm () 1558 ()
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Mélange équiprobable de deux Gaussiennes N'(—2,1) et N'(2,2)

0.22 F T T T T
—— densité du mélange
—— densité de N(0,4)

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

FIGURE 1 — Illustration

23

10



La variable aléatoire X a donc aussi une densité : pour tout z € R

fX(Jﬂ):/RfX,Y(%y) dy:/R)\yef(”A)le;(ﬂﬁ) 1r: (y) dy

A

“+o00
/ y(@+N)e @Yy sz >0,
0
0 sinon.

On reconnait dans cette derniere intégrale la formule de I'espérance d’une loi
Exponentielle de parameétre x 4+ A, et on en déduit que pour tout z € R

A

— 1lr: ().

EESVERSA

Pour tout x € R% la variable Y sachant {X = z} admet donc aussi une densité,
que l'on explicite avec la formule de Bayes : pour tout y € R

fxy(zy) Aye” TNV 1. (y)

fx(x) A
CESYE

= (x4 \)? ye @ty Ir, «(y)-

Ix(z) =

fY\X:z(y) =

Comme I'(2) = 1, on reconnait ici la densité d’une loi Gamma d’indice 2 et de
parametre d’échelle = + A.

Question 2 D’apres les hypotheéses, en procédant comme précédemment, on a

Px y(B1 x Bg) = /B2 </31 PX|Yy(d33)) Py (dy)

* — 0 a—1_—0y
:Lz< %6 yl]\](ﬂ?)) my e’ 1]R+(y)dy

reB;

1 / 0 z+a—1_—(0+1)y
= — — Y e dy
Z ( x' Bo OR+ F(a)

x€B1NN
B Z ( Iz + «a) 6>
e ey
« / (9 + 1)I+a ym+a_1e—(9+l)y dy)
Bk, L(T+a)

On reconnait dans cette derniere intégrale la densité d’une loi Gamma d’indice
r + a et de parametre d’échelle 6§ 4+ 1, qui correspond exactement a la loi
conditionnelle de Y sachant {X = z} pour « € N. En effet, on a d’une part

I(z+ «)
Px(B Pxy(B1 x R) E
x(B1) =Px,y (B x F ) 21 (0 + Deta’
zeB1NN
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ce qui donne bien pour tout x € N :

Pyis—s(Ba) = P(Y € By | X =) = X2t} <

/ (0 + 1)z+a szrafl 67(0+1)y dy
BoNR ]‘—‘(x + a)

Randomisation

En termes probabilistes et selon les notations de I’exercice, il s’agit de calculer
E(Ty — Tp), ou la variable aléatoire Ty peut s’écrire en fonction d’une somme
aléatoire de variables aléatoires indépendantes :

N
TN :ZXi+TO'

i=1

Comme la boutique ferme au bout d’un certain temps, toutes les variables
aléatoires figurant dans I’équation précédente sont bornées, donc intégrables. On
peut ainsi calculer E(T — Tp) & I'aide de la formule de 'espérance totale :

E(Ty —To) =E(E(In | N)) — Tp.

Pour tout n € N* I’énoncé suggere que N est indépendante de Xi,...,X,,
elles-mémes indépendantes et de méme loi que X, d’oti :

E(T, | N =n)= ZE(Xi |N =n) = ZE(Xi) = nE(X).

Ainsi, en posant ¢ : n € N* — nE(X), on obtient
E(Ty — Ty) = E(6(N)) — Ty = E(V)E(X) — Ty,

C’était prévisible : en posant arbitrairement Ty = 0, le temps d’attente moyen
est le temps d’attente moyen entre deux arrivées, multiplié par le rang moyen
du gagnant. Si la loterie dépendait des temps d’arrivées, par exemple en faisant
gagner le premier client qui arrive au moins 10 minutes apres le client précédent,
1, et donc le résultat, seraient différents.
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Etats cachés — indépendance conditionnelle

Question 1 Soit n € N*. Quels que soient x € R et B borélien on a
Py, x,=:(B) =E(1p(Xn + &) | X5 = 2)
=/RlB(fE+y) Pe,1x,=2(dy)
= /]R 1p(x +y) fe(y)dy par indépendance de X, et €,
=/ fely —x) dy.

Ainsi, Py, |x, —, admet bien une densité :

fYn\Xn,::c tyeER— fe(y - x)

Question 2 Soient n € N*, (z1,...,x,) € R" et By,...,B, des boréliens.
Pour simplifier les écritures, on note x1., tout vecteur (z1,...,z,) de R™. Alors

PY1:W,|X1:T,,:z1m(B1 X X Bn) =E (H ]-Bi (Xz + 62') Xim = xl:n)
i=1

= / H 1B7, (xz + yz) Pelm,\le,:wl;n (dyln)
R

"i=1

n
/ H 1B, (zi + yi) Pe,., (dy1.n) par indépendance des €; et X,
R

n
=1

n
H / 1B, (x; + yi) fe(z;) dy; par Fubini et indépendance et méme loi des ¢;,
1

.
Il

1B, (yi) fe(yi — xi) dy;
R

s
I
-

Il
=
\ =

15, (yi) IyvilXi=a; (yi) dy; par la question 1,

&
Il
-

I Il
—= L=
—

Py, x,=z, (Bi)-
1

.
Il

Les n relevés de température sont donc bien indépendants conditionnellement
aux états cachés.
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Covariance totale

Tout d’abord, par linéarité de I’espérance conditionnelle on a :
Cov(X,Y | 2) = E((X ~E(X | 2))(Y —E(Y | 2)) ‘ Z)
- E(XY — XE(Y | Z2) - YE(X | Z2)+E(X | 2)E(Y | 2) ) Z)
=~ E(XY | Z) - E(X | 2)E(Y | Z).

En utilisant la formule de 'espérance totale et la linéarité de I'espérance, on
obtient alors

Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y)
E(E(XY | 2)) - E(E(X | 2))E(E(Y | 2))
=E(E(XY | Z)-E(X | 2)E(Y | Z))

+E(EX | 2)E(Y | 2)) —E(E(X | 2))E(E(Y | 2))
=E(Cov(X,Y | Z2)) + Cov(E(X | 2),E(Y | Z)).

Non-réponse

Question 1 L’espérance conditionnelle de Y sachant X peut s’écrire comme
la solution au probléme de minimisation

min  E ((Y - ¢(X))2) .

d(X)eLy

Or pour ¢(X) € L% on a ici

E((v = 6(X)) =E((v = 6(1)) 10(X)) + E ((V = 6(0)) 1) (X))

il suffit donc de résoudre pour tout x € {0,1}

. 2
min £ ((Y Y 1{w}(X)> .
Soit x € {0,1} et posons J, : A€ R— E ((Y —))? 1{m}(X)). Alors pour tout
AeR
Jo(A) =E (Y?1(,3(X)) + N P(X = 2) — 2AE (Y1, (X))
et sa dérivée
TL(A) = 2AP(X = 1) — 2E (Y1 (X))
s’annule en
E (Yl{w} (X))

)\x::m:E(Y|X:x).
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On en conclut que
EY [ X)=EY | X =1)11;(X)+EY | X = 0)1103(X).

Or on remarque que 1411 (X) = X et 170)(X) =1 — X, ce qui fait de E(Y' | X)
une fonction affine de X. Elle est par définition la meilleure approximation de Y
par une fonction de X, elle coincide donc avec I’approximation affine de Y par
X:

po

X —p).

Question 2 D’aprés la question précédente, on a E(Y | X) = mo+(mq—mo)X,
la meilleure approximation affine de Y par X. Ainsi, mg et m; satisfont

1—

hS)

P my =m+ po
p(l-p) <«
mo =m — (m1 —mo)p, mo =m — po

mip —Mmo =

1—

’B.

Question 3 Par la formule de la variance totale et d’apres la question 1, on a
2=VX)=EV(Y | X))+ V(EY |X))
=pot + (1= p)ot + ETV(X)
=pot+(1-p)oj + p°o.
Cette égalité se simplifie et donne bien

»_ (1—p)og+poi
1—p2? '

Question 4 Lorsque X et Y sont non corrélées, i.e. p = 0, on obtient mg =
my = m puis 02 = (1 — p) o3 + po?. En d’autres termes, E(Y | X) = m est une
variable aléatoire constante, et E(V(Y | X )) = 02. Dans ce cas, la non-réponse
n’affecte pas l'espérance, mais potentiellement la variance (la dispersion du
temps de travail peut étre différente chez les répondants et les non-répondants).
Ces deux propriétés sont encore vraies en cas d’indépendance entre X et Y,
puisque I'indépendance implique la non corrélation, mais nous avons de plus
V(Y | X) = 02 = 0? = 02, la variable aléatoire V(Y | X) est elle aussi constante.
Cette fois-ci, la dispersion est la méme chez les répondants et les non-répondants
: la non-réponse n’affecte pas la variance.
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