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Calcul intégral

Soient (ag)ren et (bx)ren deux suites de réels positifs.
pour tout £ € N, 0 < a < +00 et 0 < b < +00.
Soit (zk)ken la suite de valeurs définie par xg = 0 et pour tout k € N,
Tog+1 = Tok + ap et Topyo = Topyr + bg.

(.’170:0, xr1 = agp, xg:ao—l—bo,xg:a0+b0+a1,x4:a0+b0+a1+b1,etc.).
On définit la fonction f: R — R par

+1 s’il existe k € N tel que zo, <z < g1,

flz) = —1 s’il existe k € N tel que 29541 < T < Togy2,
0 sinon.
y = f()
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FIGURE 1 — Graphe de f pour aj = 2721 et b, = 272+—2,

Préambule

On s’intéresse dans un premier temps a la restriction de la fonction f a I'intervalle
[0, 2,] pour un entier n € N donné.

1. Soit & > 0. Montrer que la fonction v qui a tout ¢ € [0,z,] associe
I’ensemble

y(t) =t —6/2,t+6/2
est une jauge sur [0, z,].
2. Sommes-nous certains qu’il existe une subdivision pointée D de [0, z,]
subordonnée a la jauge v ? En construire une le cas échéant.
3. Quelle est la valeur de l'intégrale de f sur [0, x,] ? Justifier que f est bien
intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur [0, z,,] ainsi que la valeur de
cette intégrale.



4. Soit D une subdivision pointée de [0, z,,] subordonnée & . Montrer que *

‘S(f,D)—/OM f(z)dz| < 2(n+1)s.

Intervalle borné

On suppose dans cette section que pour tout k € N, a = 272F~1 et by, = 272F2,

5. Calculer z;, pour tout £ € N. Montrer que la limite S := limg_, 40 Tk
existe et est finie (on donnera sa valeur).

6. Montrer que la fonction f, : R — R définie par

Fulz) = { f(z) size|0,z,]

o 0 sinon.
est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil. En déduire que la fonction
f est mesurable.

7. Montrer que pour tout couple (a,b) tel que 0 < a < b < +o0, 'intervalle
[a, b] est mesurable. Quelles sont les ensembles f~!(A) possibles quand
A est un sous-ensemble de R 7 En déduire la mesurabilité de f par une
méthode alternative a la question précédente.

8. Relier pour n € N les intégrales

/ :o (@) dz et /O " ) da

Est-ce que la fonction f est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil ?
Justifier. Le cas échéant, calculer

/_;OO f(z)dx.

9. Est-ce que la restriction de f a [0, 5] est intégrable au sens de Riemann ?

1. Indication : on pourra considérer toutes les paires (t,[a,b]) € D intervenant dans la
somme de Riemann S(f, D) puis majorer

b
‘f(t)(b— a) —/ f(z) da

en distinguant les intervalles [a, b] qui contiennent au moins un zy (k € {0,...,n}) et ceux qui
n’en contiennent pas.



Calcul Différentiel

On définit la fonction distance d4 : R® — R* & un ensemble A non-vide de R"
par
d =d(x,A) = inf ||z —
A(w) = d(z, 4) = int [}z o

ou || - || désigne la norme euclidienne dans R™. Lorsqu’un point a € A vérifie
lx — a]| = da(x), on dit que a est un projeté de x sur A. On notera ’ensemble
des projetés d’un point € R™ sur A comme

Ma(z) ={a € Al |z —al| = da(z)}.

Préliminaires dans R?

Notons C' le cercle de R? centré en (0,0) et de rayon 1 défini par
C={zeR||z] =1}
Dans R?, on a ||(z1,x2)| = /22 + 3.

Détermination géométrique de dg(x)

A C@

r



Courbes de niveau de d¢(z) avec x = (z1, x2)

1. Justifier que pour z € R?,
o1 siff > 1
dc T :{ ” .
@=L 1- el sifel <1
Expliciter II¢(z) en fonction de z € R2.

2. Montrer que d¢ n’est pas différentiable en z = (0,0). En étudiant le
rapport M lorsque t tend vers 0, montrer que d¢- n’est pas non plus
différentiable en x € C.

On définit maintenant f : R? — R par

f() :{ do(x) siflz]| > 1

—do(z) siz]| <1

3. Expliciter f. Montrer que f est deux fois continiment différentiable sur
R?\ {(0,0)} et calculer son gradient V f et sa hessienne H.

4. Calculer ||V f]|. En déduire que f est 1-lipschitzienne, c’est-a-dire que

f(za) = flap)] < llza — 2ol V(za,25) € R® x R? .



Cadre général

5. Montrer que pour z € R"™,
da(z)=0 = reA.

6. En se ramenant a un compact, montrer que si A est fermé alors pour tout
x, IT4(z) est non vide. Montrer de plus que

Vee A, a(z) = {z} et Veg¢ A, Ila(z) COA.

Dans la suite, on suppose A fermé. On admet pour 'instant que le carré de la
distance a A, c’est-a-dire d%, est différentiable en z si et seulement si I14(z) est
un singleton, noté pa(z), et que les dérivées directionnelles s’écrivent alors pour
v e R,

2 2
lim da(z + tv) da(x)
t—0 t

=2(v,x —pa(x)) . (1)
Soit D 4 lensemble des points z tel que IT4(x) est un singleton.

7. Soit x € D 4. En utilisant ’équation (1), exprimer le gradient de d% en x
en fonction de pa(x) .

8. En déduire que d4 est différentiable sur D4 \ 9A et calculer son gradient.

La derniére question de I'exercice établit une partie de I’équivalence admise plus
haut.

9. On veut montrer que pour tout v € R™, pour tout € R™,

2 _ 2
lim da(@ +tv)" — da(@) =2 inf (v,z—p) .
t—0 t p€lla (@)

Pour cela,
— Montrer que pour tout ¢ > 0 et pour tout p € I14(z),

da(z + tv)2 — dA($)2

: <2(v,z —p)+t|v|* .

— Soit une suite (tx)ren de RT telle que limyg s oot = 0, et (pr)ren une
suite de A telle que pi € I 4(z + txv) pour tout k € N. Montrer que (py)
est bornée et en déduire qu'il existe une sous-suite (py(x)) convergente
vers po € 4 (z).

— Conclure en observant que

da(z + toyv)* — da(z)?
Lo (k)

> 2 <’U,.T 7p0(k:)> +to(k)HU”2 .

10. En déduire que d% n’est pas différentiable en z si II4(x) n’est pas un
singleton.



Probabilités

Dans tout cet exercice, nous nous intéressons a la modélisation probabiliste de
la hauteur d’eau maximale de la Seine (sur ’échelle d’Austerlitz) une année
donnée. Nous la représentons par une variable aléatoire X positive de fonction
de répartition F' et de densité f.

Préliminaires — Espérance et fonction de répartition

L’objectif de cette premiere partie est de prouver ’équivalence

la variable aléatoire positive X est intégrable (X € L)
) (E)
1 — F est intégrable sur R, .

L. Soit g : (z,u) € RE = 15 yoo(u) f(u).

i. Vérifier Pabsolue intégrabilité de g, : © € Ry — g(z,u) pour tout
u € Ry et de g, :u€Ry — g(x,u) pour tout z € Ry,

ii. Justifier que pour tout x € Ry
/ g(z,u)du=1— F(z).
Ry
iii. Montrer que pour tout u € R4

/R+ g(z,u)dr = u f(u).

2. En déduire ’équivalence (E).

3. Supposons X € L. Donner deux expressions équivalentes de son espé-
rance.

Etude du maximum — Loi de Fréchet

En théorie des valeurs extrémes, une distribution classique pour modéliser des
maxima est la loi de Fréchet de parametre £ > 0, de fonction de répartition

exp {—xfg} siz >0,
0

Fe:zeRe .
sinon.

Elle fait partie de la famille des lois dites a queue épaisse. Nous allons en étudier
quelques propriétés et évaluer leur impact sur la modélisation des crues de la
Seine.

On suppose dans un premier temps que X suit une loi de Fréchet de parametre
1 (dite Fréchet standard) et on fixe o > 0.



4. Quelle est la loi de X ?
5. On propose d’étudier I'intégrabilité de X .

i. Montrer que X* € £! ssi a < 1.

ii. Lorsqu’elle est bien définie, calculer E (X ). On pourra faire appel &
la fonction gamma

—+oo
F:xERj_r—)/ t*~ L et dt.
0

On suppose maintenant et dans tout le reste de I'exercice que X suit une loi de
Fréchet de parametre € > 0.

6. Nous allons étudier le comportement de sa queue de distribution.

i. Donner un équivalent de 1 — F(z) quand 2 — +o0, puis calculer, pour
tout = > 1, tli+m P(X >at| X >t).
— 400

ii. Rappeler une condition nécessaire et suffisante pour que X* € L.

iii. Proposer une interprétation de ces résultats au regard du phénomene
étudié.

Soient n € N* et X, la hauteur d’eau maximale de 'année n. On suppose que
les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes, de méme loi que X.

7. On note M, := max X; la hauteur d’eau maximale sur n années.
1<i<n

i. Montrer qu’il existe a,, > 0 tel que a,, M,, a la méme loi que X. On
dit que la loi de Fréchet est max-stable.

ii. En déduire que P(M,, > ) ~nP (X > z) quand z — +oo. Interpré-
ter ce résultat au regard du phénomene réel étudié.

8. On note S, := Z:.l:l X; le cumul des hauteurs d’eau maximales sur n an-
nées. Montrer que P (S,, > z) ~nP (X > z) quand & — +o00. Comparer
ce résultat au précédent et interpréter.

Indication : on pourra procéder par récurrence sur n et faire intervenir
les événements {X,, > (1 — §)z}, {X, > dx}, {Sn-1 > (1 — )z} et
{Sn—1 > dz} pour d € ]O, %[ arbitrairement petit.
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