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Objectifs d’apprentissage

Cette section s’efforce d’expliciter et de hiérarchiser les acquis d’apprentissages
associés au chapitre. Ces objectifs sont organisés en paliers :

(o) Prérequis (o) Fondamental (ee) Standard (eee) Avancé (eeee) Expert

Sauf mention particuliere, les objectifs “Expert”, les démonstrations du docu-
ment ! et les contenus en annexe ne sont pas exigibles (“hors-programme”).

Prérequis Les éléments du calcul différentiel supposés déja maitrisés :

— o dérivabilité et dérivée de fonctions d’une variable réelle,

— o dérivée sur des sous-ensembles ouverts et des intervalles fermés de R,
— o dérivées des fonctions scalaires (R) et vectorielles (R™),

— o dérivée et développement limité au premier ordre,

Les fondements du calcul matriciel supposés maitrisés :

— o vecteurs de R™ et applications linéaires R™ — R™,
— o matrices, vecteurs lignes et colonnes,

— o produit matriciel, transposition de matrice,

— o interprétation géométrique du calcul matriciel.

Matrice jacobienne et différentielle La notion de dérivée n’est applicable
que pour les fonctions d’une variable, scalaires ou vectorielles. L’objet généralisant
la dérivée dans le cas multivariable, défini au moyen des dérivées partielles, est
la matrice jacobienne ; pour les fonctions scalaires, on préférera souvent utiliser
le gradient que la matrice jacobienne.

— e savoir calculer dérivées partielles, matrices jacobiennes et gradients.

Toutefois, la seule existence de la matrice jacobienne est insuffisante pour exploiter
la plupart des résultats du calcul différentiel. Pour cette raison, on exige souvent
que cette matrice existe et dépende continiiment de son argument; c’est la
“continue différentiabilité”. Avec la continue différentiabilité, méme sans savoir ce
que signifie le terme, on peut alors néanmoins exploiter tous les résultats qui
nécessitent la simple “différentiabilité”.

— e savoir que l'existence de la matrice jacobienne est souvent insuffisante,
— e savoir qu’on peut alors avoir recours a la continue différentiabilité,

— e savoir caractériser les fonctions contintiment différentiables,

— e savoir exploiter que continiiment différentiable implique différentiable.

1. I’étude des démonstrations du cours peut toutefois contribuer a votre apprentissage, au
méme titre que la résolution d’exercices.



La différentiabilité n’est autre que l'existence d’'un développement limité au
premier ordre. C’est la généralisation de la notion de dérivabilité au cas multiva-
riable.

— ee savoir que différentiabilité signifie existence d’un tel développement
limité,

— ee savoir que différentiabilité équivaut a dérivabilité dans le cas monova-
riable,

— ee savoir caractériser et exploiter un développement limité au premier
ordre,

— ee savoir ce qu’est la différentielle et son lien avec la matrice jacobienne.

Calcul différentiel La définition de la différentielle et son lien avec la matrice
jacobienne et les dérivées partielles permettent le calcul des différentielles des
fonctions élémentaires, fournissant autant de regles élémentaires de calcul. 11 est
donc nécessaire avant toute chose de

— e connaitre et savoir mettre en ceuvre quelques regles élémentaires,
— ee savoir en élaborer de nouvelles en exploitant les définitions.

Ensuite, pour faire face a des calculs plus complexes, deux stratégies sont a
mener en parallele. Au niveau pratique, il convient de

— e savoir exploiter les notations simplifiant le calcul différentiel,
— ee savoir expliciter ce qu’elles signifient.

Au niveau théorique, il s’agit de compléter les regles élémentaires par des regles
génériques, applicables non plus a une fonction particuliere mais a des classes de
fonctions, donc de

— e connaitre et savoir mettre en ceuvre quelques regles de calcul génériques,
— ee connaitre les régles d’assemblage/désassemblage,

— ee connaitre la regle de dérivation en chaine,

— eee savoir élaborer de nouvelles regles de calcul génériques.

Variation des fonctions En intégrant les variations infinitésimales d’une
fonction entre deux points, on peut évaluer sa variation entre ces points. Utiliser
pleinement cette technique suppose de :

— e connaitre le théoréme fondamental du calcul (monovariable),
— ee connaitre le théoréme fondamental du calcul (multivariable),
— ee connaitre la démonstration du cas multivariable,

— eee savoir I'adapter quand c’est nécessaire,

— e connaitre I'inégalité des accroissements finis (monovariable),
— ee connaitre I'inégalité des accroissements finis (multivariable),
— e savoir les déduire du théoréme fondamental du calcul 2,

2. sous une hypothese renforcée, par exemple de continue différentiabilité.



— eeee connaitre la variante non-euclidienne de ces inégalités,
— eee savoir exploiter ces résultats dans des contextes variés.

Conventions

Un vecteur = (x1,...,%,) € R™ sera implicitement identifié, dans le contexte
d’un calcul matriciel, au vecteur colonne

T
c R™X 1
Tn
Une application linéaire A : R™ — R™, sera quant a elle implicitement identifiée

avec la matrice a m lignes et n colonnes représentant 'application linéaire dans
les bases canoniques de R™ et R™

aix a2 o Gln
e RT!LXTL
aml Am2 - Amn
Dans ce document, nous utiliserons le point “-” pour désigner le produit entre

matrices. Les identifications que nous venons d’exposer nous incitent donc
également a noter A -z I'image du vecteur x par 'application linéaire A et A- B
la composition des applications linéaires B par A.

Sauf mention contraire, (x, y) désignera le produit scalaire usuel entre les vecteurs
xz et y de R™ et ||z|]| = ||z]l2 = v/{(x,z) la norme euclidienne associée; ||A||
désignera la norme d’opérateur || A|22 de A, induite par ces normes euclidiennes
sur R et sur R™.

Matrice jacobienne et différentielle

Définition — Dérivées partielles

Soient U un ouvert de R, f : U — R™ et © = (1, -+ ,x,) € U. Lorsque
la j-éme fonction partielle de f en z, y — f(x1,- -+ ,%;-1,Y,Zj+1, - ,&n), €5t
dérivable en y = x;, on appelle j-eme dérivée partielle de f en x et on note

0; f(x) sa dérivée :

0if(x) == (yw f(x1, Tjm1,Y, Tjs1, * ,an)) (7;) ER™



Exercice — Domaine de définition des fonctions partielles (o) Quel est
le domaine de définition — implicite dans I’énoncé ci-dessus — de la j-eéme fonction
partielle de f associée au point z 7 Montrer qu’il s’agit bien d’un ouvert de R.
(Solution p. 37.)

Définition — Matrice jacobienne

Soient U un ouvert de R™, f : U — R™ et z un point de U. Si toutes les dérivées
partielles de toutes les composantes f; de f existent en x, on définit la matrice
jacobienne de f en x, notée Jy(x), comme la matrice de R™*" telle que

[Jr(@)]ij = 0; fiw),

c’est-a-dire

Orfr(z) Oofi(x) -+ Onfi(w)

Or1fa(z)  Oafa(x) -+ Onfa(z)
Jp(@) = ; ; : ;

O1fm(x) O2fm(x) - Onfm(w)

On peut également utiliser les dérivées partielles de la fonction vectorielle f
plutot que ses composantes f;, auquel cas on définit la matrice jacobienne de f
comme une concaténation de vecteurs colonnes :

| | |
Jp(z) = 81]](96) 82]](96) 5nJ;(=’E)

Définition — Gradient

Soient U un ouvert de R”, f : U — R et x un point de U. Si toutes les dérivées
partielles de f existent en x, on appelle gradient de f en x et I'on note V f(z) le
vecteur de R™ défini par

Vf(l') - (81f($)762f($), te 7anf('r)) € an

c’est-a-dire, apres identification a un vecteur colonne, la transposée de la matrice
jacobienne de f en x :

O1f()
D2 f(x)

Vi(z)=Js(2)" = € R™*1,

O f(2)



Exercice — Gradient et matrice jacobienne (o) Montrer qu’en tout point
x = (z1,72) de R?, le gradient de la fonction scalaire

(1, 20) €ER? s (23 — 1) 4+ (211 — 1)* €R
est défini et vérifie
Vf(xy,x) = (=2(x5 —x1) +2(x1 — 1), 4(x3 — 21)as) € R?
c’est-a-dire, comme vecteur colonne,

—2(z3 — 1) + 2(z1 — 1)

€ R¥*L,
4(x3 — x1)T2

Vi, a2) = Jp(wr,22)" =
(Solution p. 37.)

Exercice — Matrice jacobienne (o) Montrer qu’en tout point x = (z1, z2)
de R?, la matrice jacobienne de la fonction

g:(z1,m) €R? = (=2(23 — 21) + 2(21 — 1), 4(x3 — 21)12) € R2.
est définie et vérifie

4 —4x
Jg(xl,l'g) = |: —4.’132 12:1:32 :| €R2><2'

(Solution p. 37.)

Exercice — Matrice jacobienne et gradient Donner une expression de la
matrice jacobienne de f en x en fonction de gradients des fonctions scalaires f;
en z. (Solution p. 38.)

Seule, 'existence de la matrice jacobienne en x offre tres peu de garanties de
régularité sur f en x. Il est ainsi possible que la fonction f ne soit pas méme pas
continue en z. (On rappelle que pour les fonctions d’une variable, I'existence de
la dérivée en un point implique la continuité en ce point.)

Exercice — Fonction discontinue I (¢) Construire une fonction f : R? — R
dont le gradient existe en (0,0) mais qui soit discontinue en (0,0). (Solution p.
38.)

Exercice — Fonction discontinue II (ee) Construire une fonction f : R? —
R dont la dérivée dans la direction h € R?

t—0 t




\*”\;/\‘;jﬁiﬁ;:;:
ey
0 1 :@;1 X -
0 1 2 3

FIGURE 1 — Champ du gradient V f de la fonction f : (z1,22) — (23 — 21)? +
(r7 — 1)? (échelle des vecteurs modifiée) et en pointillés les lignes de niveau

de f de la forme {(x1,z2)| f(z1,22) = 2"} ; cf. exemple “Gradient et matrice
jacobienne” (p. 8).

existe en o = (0,0) pour tout A € R?, mais qui ne soit pas continue en (0,0).
(Solution p. 38.)

Une facon simple de renforcer la régularité de la fonction f est d’exiger qu’elle
soit continiiment différentiable :

Définition — Continue différentiabilité

Soient U un ouvert de R™, f : U — R™ et & un point de U. La fonction f
est contindment différentiable si pour tout ¢ € {1,...,m} et j € {1,...,n}, la
dérivée partielle

relUw— 8]f1($) eR

est définie et continue en tout point de U.

Remarque — Continue différentiabilité — définitions équivalentes

Alternativement, la fonction f est continiment différentiable si (et seulement
si) les dérivées partielles x € U — 0, f(xz) € R™ sont définies et continues pour
tout 4 € {1,...,m} ou encore si la fonction z € U — J¢(z) € R™*" est définie
et continue.

On qualifiera de différentiable une fonction qui admet un développement limité
au premier ordre. La différentiabilité est la transposition naturelle du concept de



dérivabilité aux fonctions de plusieurs variables : pour jouer ce role, 'existence de
la matrice jacobienne est une propriété trop faible et la continue différentiabilité
est une propriété trop forte.

Définition — Différentiabilité

Soient U un ouvert de R", f : U — R et z un point de U. On dit que f est
différentiable en x si la matrice jacobienne de f en x existe et que f(x + h)
admet en h = 0 le développement limité au ler ordre h — f(x) + Jy(z) - h :
il existe sur un voisinage de A = 0 une fonction ¢ a valeurs dans R™ vérifiant
limp_,0 e(h) = 0 telle que

f@+h) = f(z)+ Jp(x) - h+e(h)|[A]].
On dit que f est différentiable (ou différentiable sur U) si elle est différentiable

en tout point x de U.

Le plus souvent, la fagon la plus simple de prouver la différentiabilité d’une
fonction est d’établir sa continue différentiabilité ; en effet, on a :

Proposition — Continue différentiabilité implique différentiabilité
Soient U un ouvert de R™ et f: U — R™. Si f est continiment différentiable, f

est différentiable.

Démonstration Supposons f : U C R™ — R" continiiment différentiable.
Soit z € U et r > 0 telle que la boule fermée centrée en x et de rayon r soit
incluse dans U

B(@,r)={yeR" ||y —zf| <r}CU
et soit h € R™ tel que ||h|| < r. La variation de f entre z et x + h satisfait

fle+h) = fz) =

> f@+ (hay o hisa, hi0,.0)) = f(z 4 (ha, .o his1,0,0,..0).
i=1

Or comme pour tout ¢ la fonction
te€[0,1] — f(x+ (hy,...,th;,0,...))

est dérivable de dérivée 9;f(x + (h1,...,th;,0,...))h; et que cette expression
est une fonction continue — et donc intégrable — de la variable ¢, par le théoréme

10



MATRICE JACOBIENNE DEFINIE

Jr: U = R™*" existe.

i

DIFFERENTIABILITE

Jr : U = R™*" existe et pour tout x € U,
fx+h) = f(z)+ Jr(x) - h+ e ()R]l

avec limy,_ge,(h) = 0.

I

CONTINUE DIFFERENTIABILITE

Jy : U — R™*™ existe et est continue.

FIGURE 2 — Relations entre existence de la matrice jacobienne, différentiabilité
et continue différentiabilité.

FIGURE 3 — Ligne brisée joignant = et = + h.

11



fondamental du calcul (p. 22), on obtient
f(x—i—(hl,...,hi_l,hi,o,...)) £L‘+(h1,... hi—1,0,0,. )):

/ 5‘fx+ hl,... i— 1,thl,0,...))dt.

Par ailleurs, comme

n n 1
@) h= ;aif@:)hi — Zh / 0, f () dt

on a

fl@+h)— Zaf

Zh / [0 f(x+ (h1,... hi—1,th;,0,...)) — 8;f(x)] dt

Par continuité des dérivées partielles en z, si r est choisi suffisamment petit pour
que ||0;f(y) — 0if (z)|| < e/n quand ||y — z|| < r, alors 'inégalité triangulaire
fournit

et done, toujours par inégalité triangulaire, comme |h;| < ||A|],

1
/O [6Zf(.T + (hl, ceey hi_l,thi,O, .o )) - 3zf(x)] dtH <

1
/ ||8zf(x + (hl, ey hi_l,thi,o, RPN )) — 6Zf(I)|| dt S E/TL
0

n

Hf(x +h) = f(x) =D 0if(x)h

i=1

n
< hile/n < <llh.
i=1
La fonction f admet donc un dévelopement limité au ler ordre en x. |

Proposition — Différentiabilité implique continuité

Soient U un ouvert de R, f : U — R™ et z € U. Si f est différentiable en x, f
est continue en z.

Exercice — Différentiabilité implique continuité (¢) Démontrer la pro-
position “Différentiabilité implique continuité” (p. 12). (Solution p. 39.)

12



Exercice — Fonctions affines (o) Soit A € R™*™ et b € R™. Calculer la
matrice jacobienne de la fonction f : R™ — R™ définie par f(z) = A-z+b et
montrer que cette fonction est différentiable. (Solution p. 38.)

L’existence de la matrice jacobienne de f en x ne garantit pas 'existence d’un
développement au premier ordre de f en x. Par contre, si un tel développement
existe, il est nécessairement obtenu a partir de la matrice jacobienne comme le
montre I’exercice suivant.

Exercice — Développement limité au premier ordre (ee) Montrer que
pour a € R™ et B € R™*™ si f est une fonction qui vérifie dans un voisinage
de h=0

fle+h)=a+ B-h+e(h)|hl

avec limy,_,o e(h) = 0 alors a = f(x), la matrice jacobienne Jy(x) est bien définie
et B = Jy(z). (Solution p. 39.)

Définition — Différentielle

Soient U un ouvert de R™, f : U — R™ et x un point de U. Si f est différentiable
en z on appelle alors différentielle de f en x application linéaire df (x) associée
a la matrice jacobienne

df (z) = (h € R" s Jy(z) - h € R™)

Si l'on identifie applications linéaires et matrices, la différentielle se confond avec
la matrice jacobienne elle-méme. Pour tout h € R",

df(x) - h=Jp(x) - h =Y if(x)hi.
i=1

Remarque — Variation d’une fonction en un point

Comme le montre 1’égalité caractérisant la différentiabilité de f en z, le terme
df (z)-h représente une approximation — linéaire en h — de la variation Af(z, h) :=
f(z+h)— f(z) de f en x dans la direction h, car

Af(x,h) = df (z) - h+e(h)|[A]l.

Exercice — Différentiabilité (ee) Montrer que f est différentiable en x si et
seulement si Jy(z) est bien définie et que

g (fErR) —f@) R
é;g( T ) i) =0

(Solution p. 40.)

13



Proposition — Différentielle et dérivée

Soit U un ouvert de R, f: U — R™ et z € U. La fonction f est différentiable en
x si et seulement si elle est dérivable en x. Dans ce cas, pour tout h € R,

df(x) - h = f'(z)h.

Démonstration Avec la définition de la matrice jacobienne, il est clair que
la dérivée de f en x existe si et seulement si J;(x) existe et qu’auquel cas on a
J¢(z) = [f'(x)]. On sait aussi que la fonction f est dérivable en z si et seulement
si elle admet un développement limité au premier ordre en = (cf. la proposition
“Dérivée et développement limité” (p. 29) ainsi que sa réciproque (p. 29)), soit

fl@+h) = f(x) + f'(x)h +e(h)|h|
avec limy,_,ge(h) = 0, ce que l'on peut écrire sous la forme
fl@+h)=f@) +[f @)]-h+eM)h] = f(x) + Jp() - b+ e(h)||A]],
ce qui équivaut & la différentiabilité de f en x. La relation df(z) - h = J¢(z) - h

fournit le dernier élément de la proposition. |

Proposition — Différentielle et gradient

Soit U un ouvert de R™, f: U — R et x € U. Si la fonction f est différentiable
en x, alors pour tout h € R™,

df (@) - h = (Vf(),h).

Démonstration Par définition de la différentielle (p. 13), df (x) - h = Jf(x) - h.
Or, d’apreés la définition du gradient (p. 7), Vf(z) = Jy(z) . Par conséquent,
df () - h=Vf(2)"-h=(Vf(z)h). u

Calcul Différentiel

Notations
Comme utilisateur du calcul différentiel vous avez probablement déja croisé des

notations assez éloignées de celles que nous avons exploitées jusqu’a présent.
Vous avez peut-étre mémorisé des regles de calcul élémentaires telles que

d(z +y) =dz+dy, d(zy) = ydz +xdy

14



ou appris en thermodynamique que

. ou ou

Bien utilisées, ces notations ont le potentiel de simplifier significativement la
pratique du calcul différentiel ; elle recélent toutefois un potentiel d’ambiguité
— et donc des risques d’erreurs — contre lequel il faut se prémunir. Nous allons
donc détailler ces notations sur un exemple et les interpréter a la lumiere des
concepts déja introduits.

Expressions (fonctions implicites)

La premiéere technique consiste a favoriser 'usage d’expressions mathématiques —
comme “z? + 327 — pour désigner des grandeurs variables, sans nécessairement
expliciter les fonctions correspondantes, la liste de leurs arguments ou le domaine
de définition associés. Tous ces éléments doivent alors étre inférés du contexte ;
ainsi on peut assez naturellement associer & I’expression “2% + y2” la fonction
f:(z,y) € R? — 22 + y? € R. Mais d’autres choix sont défendables3. Une fois
ce choix fait, on interpréte le terme d(x? + y*) comme

d(z? +y?) = df (z,v).

Variables nommeées

Dans un contexte applicatif donné, il est fréquent que des noms (ou symboles)
particuliers soit attachés aux grandeurs variables (plutdt que les génériques “z1”,

“

.., “xy”) et qu'il soit plus naturel ou pratique d’utiliser ces noms pour désigner
les variables plutét qu’un indice®®. Pour ce qui est des dérivées partielles en
particulier, dans cet esprit, on peut alors convenir de noter

2 2
W = %(l'vy) = aa:f(1'7y) = alf(x, y)

et f =0 ]
-2 2 f
8(7 6_:|y—y) : %y(ﬂ]‘, y) = 3@/ (.73, y) : 2 (x’ y)

3. Peut-étre que dans le contexte ou ’on exploite 'expression, les grandeurs x et y ne sont
définies que si x > 0 et y > 0; peut-étre a-t-on une bonne raison de plutoét lister la variable
y avant x ; peut-étre y a-t-il une troisiéme variable z et que ¢a n’est que “par accident” que
Iexpression z2 + y? ne dépend pas de z, etc.

4. En particulier, si la fonction considérée est implicite, car issue d’une expression, il n’y a
probablement pas d’ordre “naturel” pour lister les variables.

5. C’est le méme argument qui motive en Python de n’utiliser les arguments positionnels,
comme dans 'appel ask("Quit?", 3), qu’avec modération. L’alternative, utiliser les arguments
nommeés, comme dans 'appel ask(question="Quit?", retries=3), peut s’avérer plus lisible.
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Compte tenu de 1'égalité f(x,y) = 22 + y2, on a ici

2 2 2 2
0@ +y°) _,. o 9@ 1Y)

= 2.
ox dy Y

Différentielle des variables

En poussant jusqu’au bout la logique de la différentiation des expressions, on
peut encore simplifier les notations. A ce stade, nous avons établi que pour tout
(hs, hy) € R?, nous avions

A(x? +y?)
ox

A(2? + y?)
dy

d(@® +y?) - (ha, hy) = he + hy =2xhy +2yh,. (1)

Or, en utilisant les mémes conventions, nous obtenons

0 0 0 0
dz - (hg, hy) = a%hw n c’)iyghy = hy et dy- (hg,hy) = a—zhw + a—zhy = h,.

Par conséquent, nous pouvons réécrire la relation (1) sous la forme

2 2 2 2
A(z*+y )dx+8(x +y%)

2 2y _
dz"+y7) = ox dy

dy = 2z dx + 2y dy.

Exercice — Espace-temps (o) Montrer I'existence et calculer la différentielle
de

22+ + 22—

en utilisant les conventions de cette section. (Solution p. 40.)

Exercice — Robustesse des notations (ee) On considére successivement
'expression 22 + y? comme une fonction non plus de (x,y), mais de (y,x) puis
de (z,y, z). Comment interpréter les termes dx et dy dans chacun de ces cas? La
relation d(x? + y?) = 22 dx + 2y dy est-elle toujours valable ? (Solution p. 40.)

Regles de calcul

La définition de la différentielle, sa relation a la matrice jacobienne et avec
la continue différentiabilité permettent d’élaborer un nombre quasi-illimité de
“regles de calcul élémentaires” réutilisables dont nous donnons quelques exemples
importants.
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Proposition — Différentielle d’une application linéaire

Pour toute matrice A € R™*™ D’application linéaire f : x € R" — A .-z € R™
est différentiable et pour tout x € R”, df(x) = A; autrement dit

d(A-z)=A-dz.

Démonstration Pour tout z € R", on a f;(z) = (A-z); = Y _, Aixxs, donc
la j-éme dérivée partielle de f; existe et

6jfi($) = 8]' <J) — zn: Ailﬂ%) (a:) = Aij.
k=1

La matrice jacobienne Jy(x) est donc définie et J;(x) = A. Chaque coefficient
de Jy est une constante et donc une fonction continue de x : la fonction f est
continiment différentiable — et donc différentiable (p. 10) — et df (z) = J¢(z) = A.
[

Proposition — Régle du produit (élémentaire)

L’application produit 7 : (z,y) € R? — 2y € R est différentiable et pour tout
(heyhy) € R2, on a dr(z,y) - (ha, hy) = xhy + yh, ; autrement dit

d(zy) = xdy + y dx.

Démonstration Les dérivées partielles de zy existent et sont continues : on a

d(zy) d(zy)
or 7 ot oy

Par conséquent, 'application produit est contintiment différentiable, donc diffé-
rentiable (p. 10), et

d(zy) = 6(;;/) dzr +

Oly) dy =xdy + ydz.
dy

Ce type de regles de calcul élémentaires peuvent servir de briques de base
pour élaborer des regles de calcul “génériques”, faisant intervenir des fonctions
différentiables arbitraires et permettant de traiter des calculs plus complexes. Les
deux résultats qui permettent de mener cette extension du calcul différentiel sont
la régle d’assemblage (p. 19) — fondée sur la régle de différentiation composante
par composante (p. 19) — et la régle de différentiation en chaine (p. 18).
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Théoréme — Reégle de différentiation en chaine

Soit f: U CRP - R et g: V C R* - R™ deux fonctions définies sur des
ouverts U et V et telles que f(U) C V. Si f est différentiable en z € U et g est
différentiable en f(z) € V, alors la composée g o f est différentiable en x et

d(go f)(z) =dg(y) - df(z) ou y= f(x).

Démonstration L’objectif de la preuve est de montrer que dans un voisinage
de h =0,

g(f(z+h)) —g(f(x)) = (dg(f(2)) - df (z)) - b+ e(h)||h]

ot limp_,9e(h) = 0. La fonction g étant différentiable en f(x), il existe une
fonction e; définie dans un voisinage de 0 et telle que limp_,g &1 (k) = 0, vérifiant

9(f(x) + k) — g(f(x)) = dg(f(2)) - k + e (k)[|K].
Choisissons k = f(xz + h) — f(z) dans cette équation, de telle sorte que
9(f(@) + k) =g (f(z) + (f(z + ) — f(z))) = g(f(z + h)).

Nous obtenons donc
g(f(z+h)) —g(f(z)) =dg(f(z)) - (f(z+h)— f(z)) +e(k)]].

Notons que la fonction e2(h) := e1(f(x 4+ h) — f(z)) est définie dans un voisinage
de 0 et que par continuité de f en z, f(x + h) — f(z) tend vers 0 quand h tend
vers 0, et par conséquent e5(h) — 0 quand h — 0. Avec cette notation, on a

9(f(@ +h)) — g(f(z)) = dg(f(x)) - (f(z + h) = f(2))
+ea(h)|f(@+h) — fz)].

Comme f est également différentiable en x, il existe une fonction €3 définie dans
un voisinage de 0 et telle que limy,_,ge(h) = 0 vérifiant

f@+h)— f(z) =df(x) - h+es(h)|h].
En substituant cette relation dans la précédente, nous obtenons
9(f (@ +h)) — g(f(x)) = dg(f(x)) - (df (x) - h) + e(h)||h]

o £(0) = 0 et dans le cas contraire,

c(h) = dg(f(x)) - ea(h) + ea(h) de@) o eg(mH .

11 suffit pour conclure de prouver que e(h) — 0 quand h — 0. Or,

el < lldg(f(2)) - es(W)| + lle2(R) | < lldf () - (R/IRIDI + [le2(R)I} < fles ()]
< [ldg(f @) > lles(W)| + llex(A)]| > [|df ()] + [le2(R)[| < lles(R)]],

le résultat est donc acquis. |
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Exercice — Différentiation en chaine des fonctions contintiment diffé-
rentiables (o) Montrer que si dans ’énoncé de la régle de différentiation en
chaine (p. 18) les fonctions f et g sont continiment différentiables, alors g o f
lest également. (Solution p. 41.)

Théoréme — Reégle de différentiation composante par composante

Soit U un ouvert de R™, f: U — R™ et x € U. La fonction f est différentiable
en x si et seulement si toutes ses composantes f; sont différentiables en z. Dans
ce cas, on a

(df (z)): = dfi(x).

Démonstration Par la régle de dérivation composante par composante (p.
27), la matrice jacobienne de f en x existe si et seulement si toutes les matrices
jacobienne Jy, () existent et on a alors (Jy(x)); = Jy, (x). La différentiabilité de
f en z se traduit donc par

fle+h)=f(@)+ Je(x) - h+e(h)|h]
ou limy,_,ge(h) = 0, ce qui entraine pour tout 4,
filw +h) = filx) + (Jr(@))i - h+es(R)|h]] = fi(x) + J5,(x) - h +ei(h)|[A]]

avec limy, o €;(h) = 0; chaque composante f; est donc différentiable. La réci-
proque s’établit de maniere similaire. On déduit alors de la relation (J¢(x)); =

J5.(x) que (df (z))i = dfi(). |

Cette regle entraine :

Corollaire — Regles d’assemblage et désassemblage

Soit U un ouvert de R", f: U - R™, g: U — RP et x € U. La fonction (f,g) :
U — R™*P est différentiable en x si et seulement si f et g sont différentiables
en x; on a alors

d(f,9)(x) = (df (x), dg(x)).

Exercice — Désassemblage (ee) Montrer que pour tous m,p € N, les fonc-
tions (z1,22) € R™ x RP — 21 € R™ et (21,22) € R™ x RP — 259 € RP sont
différentiables. En déduire une démonstration de “la régle de désassemblage” (p.
19). (Solution p. 41.)

Démonstration La fonction (f, g) d’une part et les fonctions f et g d’autre
part ont le méme jeu de composantes scalaires ; la conclusion s’ensuit par la regle
de différentiation composante par composante (p. 19). [ |
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Exercice — Différentiation en chaine et assemblage (eee) Combiner la
régle d’assemblage (p. 19) et la régle de différentiation en chaine (p. 18) en un
résultat unique qui implique les deux résultats (Solution p. 41.)

A titre d’exemple, montrons comment ces deux résultats permettent de généraliser
la régle élémentaire du produit (p. 17) :

Proposition — Régle du produit (générique)

Soit U un ouvert de R™, f: U - R, g: U — R et x € U. Si les fonctions f et g
sont différentiables en z, alors leur produit fg également et

d(fg)(x) = f(z)dg(z) + g(x)df (x).

PRODUIT

(f(z),9(x)) f(z)g(x)

> ™ >

ASSEMBLAGE

FIGURE 4 — Graphe de calcul de lapplication z — f(x)g(z).

Démonstration Par assemblage (p. 19), la fonction (f, g) est différentiable
en z et d(f,g9)(x) = (df(x),dg(x)). Sa composition par la fonction produit
7 (z,y) — xy est le produit fg :

fg=mo(f,9)

Par la régle de différentation en chaine (p. 18), le produit fg est différentiable et

(f9)(x) = dn(f(x),g(x)) - d(f,9)(x)
= dr(f(x), 9(x)) - (df (), dg(x))
= f(x)dg(x) + g(x)df (x)

De facgon similaire, on peut désormais tirer des conséquences élargies de la
proposition “Différentielle d’une application linéaire” (p. 17) :
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Proposition — Linéarité de la différentielle

Soit U un ouvert de R™, f: U - R, g: U - R, AR, pcRet x € U. Siles
fonctions f et g sont différentiables en x, alors la combinaison linéaire Af + ug
également et

d(\f + pg)(x) = Adf (x) + pdg(x).

Démonstration La fonction A\f + ug peut étre obtenue en composant la
fonction (f,g) et la fonction linéaire A : (x,y) € R? — \x + uy. Par la regle
d’assemblage (p. 19) et la regle de différentation en chaine (p. 18), elle est donc
différentiable en x et comme la différentielle de 'application linéaire A en tout
point est elle-méme (p. 17),

d(Nf + ng)(x) = dA(f(x), g(x)) - (df (x), dg(x))

Exercice — Produit scalaire Montrer que la fonction
<'ﬂ'> : (x,y) € RQ” — <$7y> €ER

est différentiable et calculer son gradient. (Solution p. 41.)

Variation des fonctions

Lorsque la fonction f est différentiable en x, nous disposons de I'égalité

f@+h) = f(x) =df(z) - h+e(h)|Al

avec limy,_,0e(h) = 0. Cette égalité est de nature asymptotique, ce qui veut dire
que pour maitriser 'écart entre f(z + h) et f(x), nous devons étre en mesure de
faire tendre h vers 0 si le vecteur h est fixé et méme s’il est “petit”, en toute
rigueur, cette relation ne nous fournit aucune information.

Mais tout n’est pas perdu : si nous savons que f est différentiable non pas
uniquement en x mais sur tout le segment [z, x + h], il est possible de calculer la
différence entre f(x + h) et f(x) en intégrant les variations infinitésimales de f
le long de ce segment.
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Théoréme — Théoréme fondamental du calcul (monovariable)

Soit z € R et h > 0. Si la fonction f : [z,2 + h] C R — R™ est dérivable et que
sa dérivée f’ est intégrable alors

x+h
farh) - 1) = [ 1wy
Démonstration Voir 'enseignement de calcul intégral. |

Remarque — A propos du terme “intégrable”

A ce stade, vous pouvez retenir que si f’ est continue, continue par morceaux ou
meéme intégrable au sens de Riemann, elle est “intégrable” comme le demandent
les hypotheéses du théoréme.

Dans ce chapitre, sauf précision contraire, le terme “intégrable” doit étre compris
comme “intégrable au sens de Lebesgue”. La définition de ce concept — ainsi
que la preuve du théoréeme fondamental du calcul — seront fournies dans le volet
calcul intégral de I’enseignement.

Remarque — Forme générale du théoréme fondamental du calcul

Si 'on adopte au lieu de l'intégrale de Lebesgue l'intégrale encore plus géné-
rale de Henstock-Kurzweil (cf. calcul intégral), alors toute fonction dérivée est
automatiquement intégrable. Le théoréme fondamental du calcul est alors va-
lable en toute généralité; il prend la forme suivante : si x € R, h > 0 et la
fonction f : [z,x + h] — R™ est dérivable, alors f’ est intégrable (au sens de
Henstock-Kurzweil) et

x+h

f(z+h) — f(z) = (HK) / F(y) dy.

x

Cette forme avancée du théoréme est toutefois rarement nécessaire; elle est
néanmoins utile pour prouver I'inégalité des accroissements finis (p. 24) en toute
généralité. Cette extension est aussi applicable a la version multivariable du
théoréme fondamental du calcul (p. 22) : si 'on utilise 'intégrale de Henstock-
Kurzweil, il sera inutile de vérifier que l'application ¢ — df (x+th)-h est intégrable
pour appliquer le théoréme ; comme dérivée de application ¢ — f(x + th), cette
fonction 'est automatiquement.

Théoréme — Théoréme fondamental du calcul (multivariable)

Soient U un ouvert de R™, f: U — R™, z € U et h € R" tels que le segment
[,z +h]={z+th|te[0,1]}
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soit inclus dans U. Si f est différentiable en tout point de [z, + h] et que
l'application ¢ € [0,1] + df (x + th) - h € R™ est intégrable, alors

1
f(x—l—h)—f(x):/o df (x 4+ th) - hdt.

FIGURE 5 — Géométrie du théoreme du calcul multivariable (p. 22)

Démonstration L’ensemble U étant ouvert, il existe un € > 0 tel que l'inter-
valle ouvert I :=]—e,1 + ¢ soit inclus dans U. On note ¢ la fonction I — R"
définie par

¢(t) = f(z +th)
La fonction ¢ est différentiable — et donc dérivable — en tout point de [0, 1]
comme composée des fonctions différentiables f et ¢ — =+ th (p. 18); sa dérivée
est donnée par

=df (z +th) - d(t = x + th)
=df (z +th) - (t — z +th)
=df(z+th)-h

Par le théoréme fondamental du calcul (p. 22), comme par hypotheése ¢’ est
intégrable sur [0, 1], on a donc

1 1
f(x+h)—f(x):q§(1)—¢>(0):/0 d)’(t)dt:/o df (x + th) - hdt.
]

Exercice — Cas des fonctions contintiment différentiables (o) Soient
U un ouvert de R™, f : U — R™, x € U et h € R™ tels que le segment
[,z + h] = {x +th | t € [0,1]} soit inclus dans U. Montrer que si f est
continfiment différentiable sur U, le théoréme fondamental du calcul (p. 22) est
applicable. (Solution p. 42.)
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Théoréme — Inégalité des accroissements finis (monovariable)

Soit x € R, h >0, f:[z,x+ h] = R™. Si f est dérivable sur [x,z + h] et M est
un majorant de || f’||, ¢’est-a-dire si

pour tout y € [z, + hl, || f'(y)| < M.

Alors
|f(z+h)— f(z)|| < Mh.

Démonstration Par la forme générale du théoréme fondamental du calcul (p.
22), la fonction f’ est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil et

x+h

f(@+h) - f(z) = (HK) / £(4) dy.

x

La théorie de I'intégrale de Henstock-Kurzweil nous garantit qu’il est possible
d’obtenir des approximations arbitrairement précises de cette intégrale au moyen
de sommes de Riemman 8. Cela signifie que pour tout € > 0, il existe des réels
Qs -y Thyto,--.,tk_1 vérifiant

r=x0<tp<T1 < < Sap1 Sl Sap=x+h

telle que la somme

satisfasse

<e.

(HK) /Hh f)ydt—S

En exploitant deux fois I'inégalité triangulaire, on obtient donc

k—1

(@ +h) = F@) < IS +e < DN Elllwivs — il +e.

=0

Comme ||f'(t;)|| < M pour tout i € {0,...,k — 1},

k—1 k1 o1
Z Ilf E)ll|lzicr — 2] < ZM|CUZ‘+1 — x| < MZ |ip1 —
=0 =0 i=0

et comme x =29 <21 <---<xp=2x+h,
k—1 k—1
Z|xz‘+1—xz’\ :Z(xi-i-l —x) =z, —x0=(r+h)—z=h.
i=0 i=0

6. en combinant la définition de I'intégrabilité de f’ au sens de Henstock-Kurzweil et le
lemme de Cousin du calcul intégral.
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On a donc ||S]| < Mh et par conséquent || f(z 4+ h) — f(z)]| < Mh + ¢; le choix
de £ > 0 étant arbitraire, on en déduit le résultat cherché. |

L’énoncé de I'inégalité des accroissements finis ne fait aucune hypothese sur la
régularité de la fonction f’; c’est cette généralité qui rend sa démonstration
technique. Si I'on accepte des hypothéses un peu plus contraignantes, elle peut
étre simplifiée de facon significative.

Exercice — Cas des fonctions contintiment différentiables (o) Trouver
une démonstration simple de I'inégalité des accroissement finis (p. 24) reposant
sur le théoréeme fondamental du calcul (p. 22) dans le cas ou la fonction f
est continue (ou continue par morceaux, ou intégrable au sens de Riemann,
ou intégrable au sens de Lebesgue, selon la théorie de I'intégration que vous
connaissez & ce stade). (Solution p. 42.)

Il existe également une démonstration alternative de I'inégalité des accroissements
finis qui ne repose pas sur le calcul intégral, mais sur les identités associées a la
norme euclidienne et sur le théoréme des valeurs intermédiaires :

Exercice — Inégalité des accroissements finis (version euclidienne) (ee)
Soit ¢ : y € [a,a + h] — R la fonction définie par

o(y) = (fx+h) = fz), f(y)) -

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires a ¢, prouver l'inégalité des
accroissements finis (p. 24). (Solution p. 42.)

Exercice — Inégalité de la valeur moyenne (o) Soit f: [a,b)] C R — R™
une fonction intégrable et admettant une primitive ; on appelle valeur moyenne
de f la grandeur

b
R L

Quel est le lien entre (f) et la grandeur sup,¢(, 4 [|f(2)[| 7 (Solution p. 43.)

Egalité des accroissements finis? (¢) Soit f : [0,27] — R? la fonction
définie par
f(t) = (cost,sint)

Peut-on trouver un ¢ € [0, 27] tel que f(27) — f(0) = f/(¢) x 27 7 (Solution p.
43.)
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Théoréme — Inégalité des accroissements finis (multivariable)

Soient U un ouvert de R™, et f: U — R™ supposée différentiable en tout point
d’un segment [a,a + h| inclus dans U et dont la différentielle est majorée en
norme par M sur [a,a + h], c’est-a-dire telle que

pour tout x € [a,a + A, ||df(x)[| < M.

Alors
[f(a+h) = fla)] < M][R].

Démonstration Considérons la fonction ¢ : t — f(a+th) déja exploitée dans
la démonstration de la proposition “Variation d’une fonction” (p. 22); cette
fonction est dérivable sur [0, 1], de dérivée ¢'(t) = df (a + th) - h. De plus,

19" ()]l = [ldf (a + th) - hl| < l|df (a + th)[[[|h]] < M|A]|.
Par I'inégalité des accroissements finis dans le cas d’une variable réelle (p. 24),
1f(a+h) = fa)ll = [lo(1) — ¢(0)]| < M][h]| x 1 = M||h]|.
|

Variation du logarithme (ee) Il est possible de définir une version multiva-
riable et vectorielle de la fonction logarithme, définie sur le plan coupé

U=R*\{(z,0) |z <0}
et & valeurs dans R2. Cette fonction est différentiable et vérifie en tout point

1

e pe—
x4+ y
Montrer que pour tout (z,y) € U, on a

[og(z,y) — log(z, —y)|| < 2.

(Solution p. 43.)

Remarque — Normes non euclidiennes

Les versions monovariable (p. 24) et multivariable (p. 26) de I'inégalité des
accroissements finis peuvent étre généralisées a d’autres normes que la norme
euclidienne. Dans le cas monovariable, si || - ||gm est une norme arbitraire sur
R™ et que l'on dispose de la borne ||f/(y)||gm < M sur [z, z + h], alors on peut
conclure que

I1f(@+h) = f(x)llgm < Mh.
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Dans le cas multivariable, si de plus || - ||g» est une norme arbitraire sur R" et
que 'on définit pour tout A € R™*" la norme d’opérateur associée

N
Rmxn (= SUP

Al
z#0 |[7|rn

alors on peut déduire de la borne ||df (y)||gmxn» < M sur [z,x + h] que
1/ (2 +h) = f(@)llgm < M|[h]|gn

Seules des modifications mineures des démonstrations déja présentées sont né-
cessaires pour établir ces résultats.

Annexes
Dérivée
Définition — Dérivée

Soient U un ouvert de R, f: U — R™ et x € U. La fonction f est dérivable en
x si la limite du taux d’accroissement de f en x existe; cette limite est appelée
dérivée de [ en x et notée f'(x) :
x4+ h)— f(x
f/(x) := lim fath) - f@) })l I )

h—0
h#0

La fonction f est dérivable (sur U) si elle est dérivable en tout point = de U.

Cette définition accomode sans difficulté le cas des fonctions scalaires et vecto-
rielles d’une variable réelle. Dans ce second cas, il suffit d’interpréter le terme
(f(x 4+ h) — f(z))/h comme la multiplication du vecteur f(x + h) — f(z) par le
scalaire 1/h. En outre, la dérivée d’une fonction vectorielle se déduit aisément
de la dérivée de ses composantes :

Définition — Dérivée composante par composante

Soient U un ouvert de R, f: U — R™ et x € U. La fonction f est dérivable en
x si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,m}, sa i-éme composante f; : U — R
est dérivable en z. On a alors (f'(z)); = f!(x).

’L

La définition de dérivée couvre le cas ou la fonction f est définie sur un intervalle
ouvert |a, b[ — ou d’ailleurs sur une réunion arbitraire d’intervalles ouverts de R
— mais pas sur un intervalle fermé et borné [a, b]. Pour appréhender ce cas, on
introduit classiquement les notions de dérivées a gauche et a droite.
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Définition — Dérivée sur un intervalle fermé et borné

Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R™. La fonction f est dérivable sur
[a,b] si elle est dérivable sur U'intervalle ouvert |a, b] et que les dérivées de f a
droite en a et & gauche en b existent. On pose alors

fla+h) = f(a) fo+h) — f(b)

/ R I / P
f'(a) = lim, 2 et f(b) = limy 2
h>0 h<0

Alternativement, on peut utiliser une pirouette pour se ramener & un domaine
de définition ouvert. Cette approche nous est utile pour intégrer les dérivées au
calcul différentiel multivariable qui n’est développé que pour des domaines de
définition ouverts.

Proposition — Dérivée et prolongement

Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R™. La fonction f est dérivable sur
[a, b] si et seulement si elle admet un prolongement g & un ensemble ouvert U de
R contenant [a, b] qui soit dérivable. Si c’est le cas, sa dérivée f’ est égale a la
restriction de la fonction ¢’ & [a, b].

\\ y

FIGURE 6 — Un prolongement dérivable de f : z € [0,1] — e~ % &4 ]—0.5,1.5[. Ce
prolongement g est défini par g(z) =1—zsiz <0et g(z) =(2—2a)/esi z > 1.

Exercice — Dérivée et prolongement (e) Démontrer la proposition “Déri-
vée et prolongement” (p. 28). (Solution p. 36.)

La dérivabilité est équivalente a I’existence d’un développement limité au ler
ordre; si elle est acquise, la valeur de la fonction et de sa dérivée au point de
référence fournissent ce développement.
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Proposition — Dérivée et développement limité

Soient U un ouvert de R, f: U — R™ et z € U. Si la fonction f est dérivable
en x, alors dans un voisinage de x on a

flx+h) = f(z)+ f'(2)h +e(h)[h]
ou la fonction e, définie dans un voisinage de i = 0 et a valeurs dans R™, satisfait

}ILILIB e(h) =0.

Proposition — Dérivée et développement limité (réciproque)

Soient U un ouvert de R, f: U — R™ et x € U. S’il existe deux vecteurs a et b
de R™ tels que

f(x+h) =a+bh+e(h)|h|
pour une fonction € définie dans un voisinage de h = 0 telle que limy,_,o (k) = 0,
alors f est dérivable en z, a = f(z) et et b = f'(x).

Calcul matriciel

Les fragments de code de ce document utilisent le langage Python 3. La biblio-
theque NumPy est exploitée :

>>> from numpy import *

Multiplication scalaire-vecteur

Pour tout scalaire A € R et vecteur x € R™, on notera Az ou parfois zA la
multiplication du vecteur x par le scalaire A. Lorsque A est non nul, on notera
également x/\ le vecteur (1/\)x.

Un vecteur de R™ est représenté dans NumPy par un tableau & une dimension :

>>> x = array([1, 2, 3])
>>> x.ndim

1

>>> shape (x)

(3,)

>>> size(x)

3

La multiplication d’un scalaire et d’un vecteur est désignée par le symbole * :

>>> 2 x x
array([2, 4, 6])
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Matrices

Nous noterons R™*™ I’ensemble des matrices & m lignes et n colonnes a coeffi-
cients réels. Une matrice telle que

|

sera représentée avec NumPy par un tableau bi-dimensionnel:

2 3 2%3
56}@1&

B~ =

>>> A = array([[1, 2, 3], [4, 5, 611)
>>> A
array([[1, 2, 3],
(4, 5, 611)
>>> A.ndim
2
>>> shape (A)
2, 3)
>>> size(A)
6

Applications linéaires

La raison d’étre des matrices R™*™ est de représenter les applications linéaires
de R™ dans R™. Si A désigne une telle application linéaire, notons A; ses m
composantes scalaires :

A= (A1,As, ..., An).

Si I'on désigne maintenant par e; le j-éme vecteur de la base canonique de R"
er = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ... , e, = (0,0,0,...,1),

il est possible d’associer a 'application linéaire A : R — R™ la matrice

[ Ai(e1) Ai(e2) -+ Ailen)

[A] := [Ai(ej)]i; = : : : : e R™X™.

L Am(er) Aple2) - Aplen)

Réciproquement, étant donné une matrice

a1 aiz A1n
. . . . mXxn
laijlij = : : : : e R™™,

am1 am2 - Amn

il est possible de définir une application linéaire A : R™ — R"™ par la relation

(A . x)i = Z Qi
J
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et cette opération est 'inverse de la précédente. Techniquement, cette corres-
pondance établit un isomorphisme d’espaces vectoriels entre les applications
linéaires de R™ dans R™ et les matrices de R™*".

Composition d’applications linéaires

Si A et B désignent des applications linéaires de RP dans R™ et de R™ dans R™
respectivement, la fonction composée C' = B - A est une application linéaire qui

vérifie
Cij = Y BirAij.
k

Autrement dit, la composition de fonction linéaires se traduit par la multiplication
des matrices associées.

La méthode dot des tableaux NumPy permet de calculer ce produit matriciel :

>>> A = array([[1, 2, 3], [4, 5, 611)
>>> B = array([[1, 0, 0], [0, 1, O], [0, O, 111)
>>> A.dot(B)
array([[1, 2, 3],
[4, 5, 6]11)

Adjoint d’un opérateur

Lorsque A : R™ — R™ est un opérateur linéaire, on peut définir de fagon unique
I'opérateur adjoint AT : R™ — R™ comme 'unique opérateur tel que pour tout
x € R" et tout y € R™, on ait

-
(y,A-a)=(A" -yz).
La matrice associée & AT est la transposée de la matrice représentant A :

>>> A
array([[1, 2, 3],
[4, 5, 6]11)
>>> AT
array([[1, 4],
[2, 5],
[3, 611)
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Vecteurs colonnes et vecteur lignes

Dauns le cadre du calcul matriciel, on associe souvent & un vecteur z = (1, ..., zy)
de R" le vecteur colonne
7
c Rnx 1
T

Dans cette terminologie, un vecteur colonne n’est pas, malgré son nom, un
vecteur de R"™, mais bien une matrice de taille n x 1. Formellement, on a associé
& x une matrice X € R**!, telle que X;; = ;. Le produit entre une matrice et
un vecteur colonne de taille compatible n’est rien d’autre qu’un produit matriciel
classique.

Concretement, NumPy ne nécessite pas qu'un vecteur soit d’abord transformé en
matrice pour réaliser un produit matrice-vecteur. La méthode dot des tableaux
peut étre utilisée ici aussi pour réaliser cette opération :

>>> A = array([[1, 2, 3], [4, 5, 61])
>>> x = array([7, 8, 9])

>>> A.dot (x)

array([ 50, 122])

Le produit matriciel étant associatif, tant que ’on manipule des matrices et des
vecteurs, il n’y a pas lieu de préciser si A- B - C désigne (A - B) - C (association &
gauche) ou A - (B - C) (association & droite). Comme le produit matrice-vecteur
est un produit matriciel classique, quand z est un vecteur, A - B - x désigne
indifféremment (A- B) -2z ou A- (B - x).

Exercices complémentaires

Spécialisation de la différentiation en chaine

La régle générale de différentiation en chaine (p. 18) s’applique & la composée
de deux fonctions différentiables f: U C RP — R" et g : V C R™ — R™ quelles
que soient les valeurs des entiers p,n et m.

En pratique, on préfére souvent “spécialiser” le calcul différentiel en utilisant les
)

dérivées ou les gradients quand c’est possible et la différentielle uniquement en

dernier recours.

Question 1 (o) Spécialiser la régle de différentiation en chaine (p. 18) quand
p =n = 1. (Solution p. 44.)
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Question 2 (o) Spécialiser la régle de différentiation en chaine (p. 18) quand
p=m =1, puis quand n = m = 1. (Solution p. 45.)

Question 3 (ee) Spécialiser la regle de différentiation en chaine (p. 18) quand
p =1, puis n = 1, puis m = 1. (Solution p. 45.)

Fonction quadratique
Soit A : R™ — R”™ un opérateur linéaire, b un vecteur de R™ et ¢ € R. On
considere la fonction f : R™ — R définie par

@) :%(x,A-:U}—i—(b,ac}—i—c.

Question 1 — Gradient (ee) Montrer que f différentiable en tout point
de R™ et calculer V f(z). (Solution p. 45.)

Question 2 — Matrice hessienne (o) Montrer que la fonction V f : R® — R"
est différentiable et calculer la matrice jacobienne de V f en . On note désormais
H¢(z) := Jvy(z). (Solution p. 46.)

Question 3 — Point critique (o) Soit x € R™; on suppose que Hy(z) est
inversible. Montrer qu’il existe un unique xy € R™ ou s’annule V f; le calculer
en fonction de x, V f(x) et Hy(x). (Solution p. 47.)

Question 4 — Vecteur gaussien (ee) La densité de probabilité associée &
un vecteur gaussien X € R¢ est proportionnelle & la fonction

g:x € R? 5 exp (—; <a:,§]_1 x>)

ot ¥ : R? — R? est un opérateur linéaire autoadjoint (X7 = ¥) tel que
(z, X -x) >0 quand x # 0.

Montrer que la fonction g est différentiable et calculer son gradient. (Solution p.
47.)

Robot manipulateur

Les coordonnées cartésiennes x et y de l'effecteur final d’un robot dans le plan,
composé de deux barres rigides de longueur /1 et /5 et d’articulations rotoides

33



sont données par

T £y cos by + €5 cos(61 + 62)
y = {ysinf; + lysin(6y + 05)

ou #; et 65 sont les coordonnées articulaires du robot.

s
s
s
s

s

.7\ s
Lo
1%

61

FIGURE 7 - /4 =3, 2 =2, 01 :71'/4, 02 :—7T/4

On souhaite quantifier quel impact un jeu au niveau des articulations affecte la
précision du positionnement de 'effecteur final.

Question 1 (¢) Montrer que I'application f : (61,602) € R? = (z,y) € R? est
différentiable et déterminer sa matrice jacobienne. (Solution p. 48.)

Question 2 (ee) Soit (010,020) € R? et (20, v0) = f(010,020). Montrer que si

|01 — 610] <€ et |02 — O] <e

alors (x,y) = f(01,02) appartient au carré centré en (xg,yo) d’aréte de longueur
2(¢1 + 2¢5)e. (Solution p. 48.)

Dérivée directionnelle d’Hadamard

Source : (Shapiro 1990)
Soient U un ouvert de R”, f: U — R™ et x € U. La fonction f est directionnel-

lement dérivable si pour tout vecteur h € R", la dérivée directionnelle

) = (¢ Sl ))'(0) = i TEH T

est bien définie.

On introduit une variante a cette définition : la fonction f est directionnellement
dérivable au sens de Hadamard en x si pour tout chemin v : I C R — R™, défini
sur un intervalle ouvert I contenant 0, tel que v(I) C U, v(0) = z et 4/(0) existe,
la dérivée (f o) (0) existe.
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Question 1 (o) Montrer que si f est directionnellement dérivable au sens
de Hadamard en z, alors f est directionnellement dérivable au sens classique.
(Solution p. 49.)

Question 2 (eee) Montrer que si f est directionnellement dérivable au sens
de Hadamard en z, la grandeur (f o~)’(0) ne dépend de v qu’a travers 7/(0) et
que par conséquent

(f o) (0) = f'(z,7'(0)).

(Solution p. 49.)

Question 3 — Dérivation en chaine (ee) Soit f: U CR?P - R" et g:V C
R™ — R™ deux fonctions définies sur des ouverts U et V et telles que f(U) C V.
Montrer que si f est directionnellement dérivable au sens de Hadamard en z € U
et que g est directionnellement dérivable au sens de Hadamard en f(x) € V,
alors la composée g o f est directionnellement dérivable au sens de Hadamard en
en z et

(go ) (x,h) =g (f(), f'(x,h)).
(Solution p. 50.)

Question 4 (eeee) Montrer que f est directionnellement dérivable au sens de
Hadamard en z si et seulement si la limite

@R — @)
(t,k)—(0,h) t

existe et que la limite est alors égale & f’(z, h). (Solution p. 50.)

Question 5 (eeee) Une fonction dérivable directionnellement au sens de
Hadamard en z est différentiable au sens de Hadamard en x si de plus f'(x,h)
est une fonction linéaire de h. Montrer que f est différentiable en x au sens de
Hadamard si et seulement si elle est différentiable en x. (Solution p. 51.)

Thermodynamique

Pour un gaz parfait, la pression P, le volume V', le nombre de particules N et la
température T sont reliés par la relation

PV = NkgT
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ou kp est la constante de Boltzmann. Si en outre le gaz est mono-atomique, son
entropie S est donnée par 1’expression ”

7 5 V (2rmkpT)3/?

ol h est la constante de Planck et m la masse d’un atome de gaz. On s’intéresse
dans la suite & une quantité fixe d'un gaz donné de ce type.

Question 0 (o) Quelles sont les grandeurs variables (“variables d’état”) as-
sociées a cette expression de I'entropie S ? Quelle intervalle de valeurs peuvent
prendre ces variables ? (On souhaite que I’entropie soit toujours définie.) (Solution
p. 53.)

Question 1 (e¢) Montrer que la différentielle dS est bien définie et la calculer
en utilisant les notations les plus appropriées. (Solution p. 53.)

Question 2 (eee) IL’énergie interne U du gaz est une fonction des variables
d’état (une “fonction d’état”); sa variation infinitésimale est reliée & celle de
I’entropie et du volume par la relation

dU =TdS — PdV.

Quel sens donnez-vous a cette relation mathématiquement ? Pouvez-vous la
réécrire en utilisant les variations associées aux variables d’état utilisées précé-
demment ? (Solution p. 53.)

Question 3 (ee) Déduire de la question précédente une expression de I’énergie
interne (définie & une constante pres). (Solution p. 53.)

Solutions

Exercices essentiels

Dérivée et prolongement Si une fonction g dérivable sur un ouvert U de
R contenant [a,b] prolonge la fonction f définie sur [a, b], il est clair que f est
dérivable en tout point de [a,b] et que g'|jo5 = f'.

7. cf. par exemple 'article consacré au “Paradoxe de Gibbs” sur Wikipédia.
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Réciproquement, si f est dérivable sur [a,b] (& droite en a et & gauche en b),
alors la fonction g : |—00, +00[ — R™ définie par

fla)+ f'(a) x (x —a) siz<a
g(x) = f(z) siz€a,b]
FO)+ f(b)x(x—0b) siz>b

prolonge la fonction f et est dérivable par construction.

Domaine de définition des fonctions partielles La valeur de

f(x1, - 221,95, Tj41, - ,&n) est définie si et seulement si Pargument
(1, ,Tj—1,Yj, Tjt1,- -~ , L) appartient & U. Le domaine de définition de
la fonction partielle y; — f(z1, - ,2j-1,¥;,Tj41, - ,Zn) est donc 'image

réciproque de U par la fonction
Yj ER— (xla o Ti—15Y5, L1, 7-7;71) e R™

Cette fonction étant continue (il s’agit d’une fonction affine) et U ouvert par
hypothese, cet ensemble est bien ouvert.

Gradient et matrice jacobienne Les deux fonctions partielles de la fonction
f: (xl,:cg) € R? — (l’g — 1’1)2 + (1’1 — 1)2 eR

sont dérivables, vérifient 9y f(z1,x2) = —2(23 — 1) + 2(x1 — 1) et Do f(w1,22) =
4(x3 — m1)w2. Par conséquent,

Jp(zy,m0) = [ —2(23 —21) +2(x1 — 1) 4(a} — z1)zs | € RV
Son gradient est donc donné par
Vf(xy,xg) = (=2(x3 — 1) + 2(x1 — 1), 4(z3 — 21)x2) € R?
ou, représenté comme un vecteur colonne

—2(z% — z1) + 2(z1 — 1
V) = )T = | T T g

Exercice — Matrice jacobienne (o) La fonction
g: (21,20) €R? 1 (=2(23 — 21) + 2(xy — 1),4(23 — 1)) € R%,
a deux composantes, les fonctions (scalaires)
g1 (v, 22) €R* s —2(23 —21) +2(z; — 1) €R
et

g2t (x1,22) € R? = 4(23 — z1)z2 €R.
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En tout point x = (21, z2) de R?, les fonctions partielles de ces deux fonctions
existent et vérifient 011 (x1, 22) = 4, dagr(21,22) = —4x9, 0192(21,2) = —4xo
et Ooga(x1,22) = 123:%. Sa matrice jacobienne est donc définie en tout point et
vaut

4 —4z
To(w1,w2) = [ s 1247 ] SR

Matrice jacobienne et gradient D’apres la définition de la matrice jaco-
bienne (p. 7) et du gradient (p. 7), on a

— VA" —
— Vf(z)T —
Je(@)=| . : :

V@) —

Fonction discontinue I La fonction f : R? — R définie par :

|0 siz=00uy=0,
) = 1 sinon.

est discontinue en (0,0), car f(27™,27") = 1 pour tout n € N, donc

lim f(27",27") =1#0= £(0,0).

n—+oo
Par contre, les deux fonctions partielles de f en (0, 0)

z1 = f(21,0) et o +— f(0,22)
sont constantes et égales & 0. Les dérivées partielles 91 f(0,0) et 92 f(0,0) existent

donc et sont nulles. Le gradient de f en (0,0) est donc définie (et nul).

Fonction discontinue IT Les dérivées directionnelles de la fonction f : R? —
R définie par

|1 siz>0ety=a?
) = 0 sinon.

existent en (0, 0) et sont nulles pour tout h € R?, puisque les fonctions associées
t € R+ f(th) sont nulles pour [¢| suffisamment petit. Mais f n’est pas continue
en lorigine ; elle n’y est donc a fortiori pas différentiable.

Fonctions affines Comme f(z) = A-xz+b, la i-éme composante de f satisfait

fi(x) = Auay +b;
k=1
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et donc la j-eme fonction partielle de f; en x est la fonction de la variable y;
dont la valeur est

fi(xl, I 71‘j_1,yi,l‘j+1, e ,[En) =
Ajpwy + -+ Aijami o1+ Ay + Aijraze + b

C’est une fonction affine de y; qui est dérivable, de dérivée A;;. On a donc
0; fi(x) = Ajj; ; la matrice jacobienne J¢(z) existe en tout point z € R™ et vérifie
Jf (.13) =A.

Pour tout x € R™ et h € R™, on a donc
fle+h)—f(x)—Je(x) -h=A-(x+h)—A-z—A-h=0,
ce que l'on peut écrire sous la forme
flz+h) = f(z) + Jp(z) - h+e(h)[[A

en prenant pour fonction ¢ la fonction de R™ dans R™ identiquement nulle. La
fonction f est donc différentiable sur R™.

Développement limité au premier ordre De I'hypothese
flx+h)=a+ B-h+eh)|h|
on peut déduire en faisant tendre h vers 0 que a = f(z), puis que pour tout
ie{l,...,n},ona
filz +h) = fi(z) + [B - hli +ei(h)[|A]]
et donc
filz +te;) — filz) _ filw) + [B-tej]i + eilte)|lte; || — fi(x)

t - t
= [B - ejli +ei(tey)

= Bij + 61'(156]‘).

Comme limy, g e(h) = £(0) = 0, cette expression a une limite quand ¢ — 0, donc
0, fi(x) existe et vérifie

8, fi(x) = tim L1EFte0) = fi@)

t—0 t - Bij.

La matrice jacobienne J¢(xz) de f en z existe donc et est égale & B.

Différentiabilité implique continuité Comme f est différentiable en z, sa
matrice jacobienne en x existe et

f(x+h) = f(x) + Jp(x) - h+e(R)[|A]

avec limy,,oe(h) = 0. Or ||Jr(x) - h|| < ||Jy(2)|/||k] donc limy,_o Jy(x)-h =0;
de méme limy,_,ge(h)||h|| = 0. Par conséquent, f(z + h) — f(z) quand h — 0.
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Différentiabilité Si f est différentiable en x, alors la matrice jacobienne de f
en x existe et il existe sur un voisinage de h = 0 une fonction ¢ a valeurs dans
R™ vérifiant limy_,oe(h) = 0 telle que

f(x+h) = f(z)+ Jp(x) - h+e(h)|[A]].
On en déduit que sur ce voisinage de 0 (et hormis pour h = 0), on a

_(feth)—f@) o h
elh) = < Tl Tr(@) |h||)'

Par hypothese la fonction ¢ est continue et nulle en 0, donc le membre de droite
de cette équation tend bien vers 0 quand h — 0 avec h # 0. Réciproquement, si

g (fErR) —f@) R
é;g( i ) i) =0

on peut définir sur 'ensemble V' des h tels que z + h € U (U étant le domaine
de définition de f) la fonction e par

0 sih=0,
e(h) = ij(m).z” siheVeth#0.

Par construction, V' est un voisinage de 0 et € vérifie limy_,¢ e(h) = 0 ainsi que
la relation f(x + h) = f(x)+ J¢(z) - h +e(h)||h||; f est donc différentiable en x.

Espace-temps Etant donné le contexte (“Espace-temps”), il est probable que
¢ désigne la vitesse de la lumiere dans le vide et soit donc considérée comme
une constante. L’expression e := z? 4+ y% + 22 — c?t? est définie pour toutes
les valeurs possibles des variables réelles x, y, z et . Il est clair que toutes les
dérivées partielles de cette expression existent et sont continues en tout point;
Papplication des conventions de la section “Notations” (p. 14) fournit

de Oe Oe Oe

= — —_— —_— - :2 - 2 .
de Gxdx+8ydy+ aZdz—i— 3tdt (rdx+ydy+ zdz — ¢t dt)

Robustesse des notations Sil’on consideére successivement les jeux de va-
riables (y, ) puis de (z,y, z), on obtient
dy - (hy, hy) = hy, dz - (hy, hy) = hy
et
dx - (hy, hy,hy) = he, dy - (hg, hy, h.) = hy, dz - (hg, hy, h.) = h..
Comme on a toujours

2,2 24,2
o(z® +y°) o, o(z® +y°) _oy.
or dy

a(x? +y?)

0z =0

on constate qu'on a & nouveau d(x? + y?) = 2x dx + 2y dy dans les deux cas.
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Composition de fonctions continiment différentiables D’apres la regle
de différentiation en chaine (p. 18), d(go f)(z) = dg(f(x)) - df (z). Donc pour
tout i € {1,...,m} et j € {1,...,p},

[d(g o )(@)i; = [dg(f(x)) - df (x))i;

Chaque coefficient 9;(g o f); est une somme de produit de fonctions continues et
est donc continu. Par conséquent, g o f est contintiment différentiable.

Désassemblage Les fonctions p; : (z1,22) € R™ X RP +— 21 € R™ et ps :
(z1,22) € R™ xRP — x5 € RP sont linéaires, et donc différentiables en tout point
x (p. 17); leurs différentielles sont données par dpi(x1,22) = p1 et dpa(x1,x2) =
pa. Par conséquent, si U est un ouvert de R", z € U et que la fonction (f,g) :
U — R™ x RP est différentiable en x, en appliquant & deux reprises la regle
de différentiation en chaine (p. 18), on en déduit que f = p; o (f,g) et que
g = p2o (f,g) sont différentiables et que df (z) = p1 - d(f, g)(x) et dg(z) =
pa - d(f,9)(), soit d(f, g)(x) = (df (), dg(x)).

Différentiation en chaine et assemblage La combinaison des deux résultats
prend la forme suivante :

Soient fi : U CRP - R™ ... f,:UCRP >R etg:V CR"” —
R™ —-oun=mny + -+ n,, — des fonctions définies sur des ouverts U
et V et telles que (f1,..., fm)(U) C V. Siles f; sont différentiables
en z € U et que g est différentiable en (fi(x),..., fm(x)) € V, alors
la composée g o (f1,..., fm) est différentiable en z et

d(gO (flavfm))(x) = dg(f1($)7 ;fm($)> : (dfl(x)>adfm(x))

Le cas m = 1 de cet énoncé correspond a la régle de différentiation en chaine (p.
18); le cas ou g est la fonction identité correspond a la régle d’assemblage (p.
19).

Produit scalaire On a (z,y) = > ; z;y;. Chaque fonction (z,y) — x;y; est
(continliment) différentiable, avec d(x;y;) = x;dy; + y;dx; (par calcul direct des
dérivées partielles ; alternativement, on peut combiner le désassemblage (p. 19)
de (z,y) — (x;,y:) et la régle du produit (p. 17) par différentiation en chaine
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(p. 18)). Par linéarité de la différentielle (p. 21), le produit scalaire est donc
différentiable et

d:cl
- dz,
dlz,y) = wdyi +yide; = [ g1 -+ yn T 0 Ty |- i
=1
L dyn |

Par conséquent, V (-,-) (z,y) = (y, z).

Cas des fonctions continiiment différentiables Si f est contintiment dif-
férentiable sur U, elle est en particulier différentiable sur [z, a + h]. De plus,

df (w+th)-h="Y_0;f(x+th)h;,

i=1

donc la fonction ¢ € [0,1] — df(xz + th) - h est continue et par conséquent
intégrable. Le théoréeme fondamental du calcul (p. 22) est donc applicable.

Cas des fonctions contintiment différentiables Si la fonction f’ est conti-
nue (ou intégrable au sens de Riemann, ou intégrable au sens de Lebesgue), le
théoréme fondamental du calcul (p. 24) est applicable, donc

x+h
fa+h) — f(z) = / £(t)dt.

L’inégalité triangulaire appliquée a 'intégrale du membre de droite fournit alors

z+h
fe+m =~ f@l=| [ s

z+h z+h
< [irwiays [ ara=n
z T

Inégalité des accroissements finis (version euclidienne) Comme

Py + ) — o(y) f(y+8)—f(y)>

S S

= (s 1)~ fa),
la fonction ¢ est dérivable en tout point y € [a,a + h] et

¢'(y) = (f(@+h) = f(z), ['(y) -

La fonction f étant a valeurs réelles, le théoreme des valeurs intermédiaires est
applicable : il existe un y € [z,x + h| tel que

¢(x+h) = () = ¢'(yh = (f(z+h) = f(x), f'(y) .
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Comme par ailleurs

¢z +h) —¢(x) = (f(z +h) = f(z), f(z+h) = (f(z+h) = f(z), f(z))

on a
1f(@+h) = f@)|* = {f(z +h) = f(2), f'(y) b < | f(z +h) = f@)|]Lf () ]h
Etant donné que ||f'(y)|| < M, on en déduit ||f(z + h) — f(x)|| < Mh.

Inégalité de la valeur moyenne Soit F : [a,b] — R™ une primitive de f.
Par le théoréme fondamental du calcul (p. 22), on a

b — a
0= [ = TOZ1G

Or si ||F'|| = || f]| est borné sur [a, b], par 'inégalité des accroissements finis (p.
24),
[1F(b) = F(a)] < sup |[f()]| x (b—a),

z€la,b

et donc

1A < sup [[f(2)]-

z€[a,b]

Il va de soi que cette inégalité reste vérifiée si || f|| est non-bornée, c’est-a-dire si
SUPzela,b] ||f(.’II)|| = +00.

Egalité des accroissements finis? La dérivée de f est donnée par f'(t) =
(—sint,cost);

en particulier pour tout ¢ € [0,2x], || f'(t)|| = 1. Or f(27) — f(0) = 0, donc il est
impossible de trouver un ¢ tel que f(27) — f(0) = f'(¢) x 27.

Variation du logarithme En premier lieu, on peut noter qu’en général, le
segment d’extrémités (x,y) et (x, —y) n’est pas inclus dans le plan coupé U. On
ne peut donc pas appliquer directement la version multivariable de I'inégalité
des accroissements finis (p. 22). Nous allons donc adapter la technique utilisée
dans la démonstration de ce théoréme en introduisant un chemin ¢ : [0,1] — R?2
qui joint (z,y) et (z, —y) et dont I'image est incluse dans U.

On note # l'unique détermination de I’angle polaire de (x,y) comprise dans
I'intervalle |—m, 7[ et on pose

o(t) := (rcos((1 —2t)0),rsin((1 — 2t)8)) ou r:=+/x2+ y>.
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FIGURE 8 — Représentation du chemin ¢ quand (z,y) = (-1, —1).

On remarque que ¢(t) € U pour tout ¢, que ¢(0) = (x,y) et que ¢(1) = (x, —y).
La fonction ¢ est dérivable et

@' (t) = (20rsin((1 — 2t)0), —20r cos((1 — 2t)0)) ;
la fonction logo ¢ est donc définie et dérivable et
d(logo ¢)(t) = dlog(¢(t)) - dp(t) = dlog((t)) - ¢'(£).

Par conséquent,
1
ld(log 0 @)(1)]] < [|dlog(¢(E)[ll¢" (1)l < — > 2/6|r = 2/6] < 2.

L’application de I'inégalité des accroissement finis (monovariable) (p. 24) a la
fonction log o ¢ fournit donc I'inégalité

| log(x,y) — log(z, —y)|| < 2.

Spécialisation de la différentiation en chaine

Question 1 Comme fonctions d’une variable, f et g sont différentiables donc
dérivables (p. 14), df(z) - h = f'(z)h et dg(z) - h = ¢'(z)h. Par la régle de
différentiation en chaine (p. 18), on obtient

d(g o f)(x) = dg(f(x)) - df (x).
On en déduit

= dg(f(x)) - (
—dg( (x)) - (f

g (f@) ('
= (g’(f(w))f’ x))h.

La fonction g o f étant également fonction d’une variable, elle est dérivable et

(go f)(z) =d(go f)(x) 1 =g'(f(x))f ().
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Question 2 La fonction f dépendant d’une variable scalaire, elle est dérivable
et df (z) - h = f'(x)h. Quant & g qui est & valeur scalaire, sa différentielle en x est
reliée & son gradient par dg(x)-h = (Vg(x),h) (p. 14). La régle de différentiation

en chaine (p. 18), d(g o f)(x) = dg(f(x)) - df (x) se décline donc ici en
d(go f)(x)-h=dg(f(x))- (df(z) h)
=dg(f(x)) - (f'(x)h)
= (Vg(f(x), f'(x)h)
= (Vg(f(@)), f'(x)) h

soit (go f)'(x) = d(ge f)(z)-1=(Vg(f(x)), f'(z)). Quand n =m =1, on a
)

donc V(go f)(x) = ¢'(f(x))Vf(x).

Question 3 Quand p=1, on a

d(go f)(x)-h=dg(f(x))- (df(z)-h)
=dg(f(x)) - (f'(x)h)
= (dg(f(x)) - f'(x))h.

donc (go f)'(z) = dg(f(z)) - f'(z). Quand n =1, on a

d(go f)(x)-h=dg(f(x))-(df(z)-h)
=g (f())(Vf(x),h)
=g (f(2))Vf(x)"h

donc d(g o f)(z) = ¢'(f(2))Vf(x)". Finalement, quand m = 1, on a

d(go f)(x)-h=dg(f(x))-(df(z) - h)

T

et donc V(g o f)(z) = (df(2))" - Vg(f(x)).

Fonction quadratique

Question 1 — Gradient La fonction présentée est la somme de la fonction
r+— (x,A-z) = 2" - Az, de I'application linéaire = +— (b,z) = b’z et de
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I’application constante x — c. Les deux dernieres fonctions sont différentiables,
de différentielles les fonctions z + b (comme différentielle d’application linéaire

(p. 17)) et & — 0 respectivement. Seul reste donc & étudier la fonction g : z —
T A

Comme

1 1 n n
g(x) = §3UT A-x = 5 ZZ%Aikwk,
i=1 k=1
pour tout j € {1,...,n} ona
1 n n
g(x) = 3 xjAjx; + ij JkTE T leA”x] + Z le kTl

"Zj 2 125 ki

Par conséquent, la dérivée partielle 0,g(x) existe et vérifie

dig(x) = Ajjz; + ZAkak + Zx Ay
Zj

k j Z#J

Toute ces dérivées partielles sont des fonctions linéaires de x, elles sont donc conti-
nues et la fonction g est contintiment différentiable ; elle est donc différentiable
(p- 10). De plus, I’égalité ci-dessus nous fournit

Vo(a) = 5(A+AT)

La fonction f est donc différentiable (comme combinaison linéaire de fonctions
différentiables (p. 21)) et

Vi(x) = %(AJrAT) cx+b'.

Question 2 — Matrice hessienne La fonction
1
Vf:zeR" 5(A+AT).x+bT.

est affine, somme d’une fonction linéaire et d’une fonction constante. Elle est
donc différentiable, et

Hy(w) = Jos(e) = 5(A+ A7),
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Question 3 — Point critique Si Hy(z) est inversible (cet opérateur est
constant), comme

Vi) = 5(A+AT) g b= Hy(x) -y,
résoudre V f(xg) = 0 revient & rechercher les solutions de
Hi(z) - zo+b=H(zx) zo+ (Vf(x) — Hp(z) -x) = 0.
Il existe donc un unique zéro de V f, donné par

20 = 2 — (Hy(2)) "'V f(2).
Question 4 — Vecteur gaussien La fonction
g:xeR¥— exp —}<x Z_l-x>
: 5 (%)
apparait comme la composée des fonctions
d 1 -1
rzeR »—>—§<33,E x> et exp: R —R.

La fonction exp est dérivable, et donc différentiable sur tout R avec d(exp(y)) =
exp’(y)dy = exp(y)dy, c’est-a-dire

dexp(y) - h = exp(y)h.

Quant a la premiere fonction, d’apres les questions qui précedent, elle est diffé-
rentiable et

v (-i (2,21 -x))) R a0 B A
Sa différentielle vérifie donc
1 _ _
d(—2 (2,5 -x>)> == (22, h).

Par conséquent, la fonction g est différentiable sur R? comme composée de
fonctions différentiables et

dg(z) -h = —exp <—; (<x,2_1 x>)> <Z_1 ~x,h> = <—g(x) x N1 -aj,h>,

le gradient de g vaut donc

Vy(z) = —g(x) x 271 -z
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Robot manipulateur

Question 1 Des équations

x = {ycosby + locos(01 + 62)
y = {1sinf; + fosin(0; + 63)

on déduit que les dérivées partielles de x et de y par rapport a 01 et 6 existent
et vérifient

8x/891 = —61 sin91 —62 Sin(@l +02),
8:5/892 = —/{y sin(91 + 92),
Oy/001 = {1 cosby + Ly cos(B1 + 05),

8y/692 = £2C08(91 +92)

Ces grandeurs étant continues, la fonction f est contintiment différentiable et
donc différentiable. Si I’on note s; = sinfy, s12 = sin(f; + ), c; = cosb; et
c12 = cos(f1 + 63), on obtient donc

—l151 —las1a —A2512

Jp(01,02) = ey +laciz lacrn

Question 2 Soient §6; := 01 — 019 et 0 := O3 — 5. La fonction
¢ :t€[0,1] — f(b10 + tdb1, 012 + td62)
est continiment dérivable, de dérivée
@' (t) = df (610 + t061, 20 + t662) - (6601, 665)

Si on note s1(t) = sin(610 + t6601), c1(t) = cos(b1o + t6601), ..., le théoréme
fondamental du calcul (p. 22) et I'expression de la matrice jacobienne de f nous
fournissent donc

1
f(01,02) — f(b10,020) = /0 @' (t)dt =
1

/ [ (—élsl(t) — 62512@))591 — £2812(t)(5(92 dt
0 (6101 (t) =+ 52612(?5))591 + lac10 (t)592

et donc par inégalité triangulaire et majoration de I'intégrande,
|z — 0| = [f1(01,02) — f1(010,020) < (€1 + £2)|661| + £2[002]
ainsi que
[y — ol = [ f2(61,02) — f2(b10,020) < (€1 + £2)[661] + £2|602].
Si 061 < € et |602] < €, on en déduit
|z — x| < (€1 4 202)e et |y — yo| < (€1 + 205)e.

Le point (x,y) = f(01,02) appartient donc au carré centré en (xg,yo) d’aréte de
longueur 2(¢; + 245)e.
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Dérivée directionnelle d’Hadamard

Question 1 Supposons que f soit directionnellement dérivable au sens de
Hadamard en x. Pour tout h € R™, par continuité de ’application ¢t € R — x+th,
pour € > 0 assez petit, et parce que le domaine de définition de f est ouvert,
I'image de la fonction

v:t€l—e, e[z +th

est incluse dans le domaine de définition de f, est telle que v(0) = z, 7/(0) = h.
Par conséquent, la dérivée de f oy en 0 existe, et c’est par construction la
dérivée directionnelle de f en x dans la direction h. La fonction f est donc
directionnellement dérivable en z au sens classique.

Question 2 Supposons que f soit directionnellement dérivable au sens de
Hadamard en x. Pour montrer que I'expression (f o)’(0) ne dépend de v qu’a
travers 4/(0), nous allons considérer un second chemin arbitraire 3 : J — R", ou
J est un intervalle ouvert de R contenant 0, tel que 5(0) = z, 5'(0) = v/(0) et
montrer que
(f 27)'(0) = (f 2 B)'(0).

L’idée de la démonstration consiste a construire un troisieme chemin a qui en
“mélangeant” les chemins 3 et -y, satisfait les hypotheses de la définition de
“directionnellement dérivable au sens de Hadamard”, est tel que o/ (0) = 5/(0) =
~'(0) et également tel que d’une part (f o @)’(0) = (f o 8)’(0) et d’autre part
(f 0)'(0) = (f 07)'(0).

Un chemin qui permette de tenir ce raisonnement est le suivant. Tout d’abord,
choisissons € > 0 tel que |—e,e[ C I N J, puis définissons « : |—e,e] — R™ par

r sit=0,
a(t)=| B(t) sie/22k+1 <|t| < /2%, pour un entier k € N,
y(t) si g/22+2 < Jt| < ¢/2%+L pour un entier k € N.

Les hypotheses de la définition sont facilement vérifiées, ainsi que la preuve que

a/(0) = 5'(0) = ~4/(0). Avec I’hypothése de différentiabilité au sens de Hadamard,
nous savons donc que la dérivée (f o a)’(0) existe. On peut la calculer comme la

limite de t
(fo a)’(O) = kglfoo %n_f(x)

ol t; est une suite arbitraire de valeurs non nulles tendant vers 0. Or, si 'on
choisit t, = £/22k*1 on trouve

o S = J@) L fB) — f(@)

k——+oo tr k— 00 th =(fo 5)/(0)
et si I'on choisit t;, = £/22+2 on trouve

k—+o0 tr k—+o0 tr

49



ce qui prouve le résultat d’indépendance souhaité. Pour prouver que (fo+v)’(0) =
1/ (z,~'(0)), il suffit d’associer & un chemin quelconque v le chemin “canonique”
Bt x+ty(0) de la question 1, qui est tel que 5'(0) = +'(0) d’une part et
d’autre part (f o 8)'(0) = f'(z,5'(0)) par construction. On en déduit que

(f o) (0) = (f o B)'(0) = f'(x,5'(0)) = f'(,7(0)).

Question 3 Soit v: I C R — R”, un chemin défini sur un intervalle ouvert
I contenant 0, tel que y(I) C U, v(0) = z et +/(0) existe. Alors, sous les
hypotheses du théoréme de dérivée en chaine que nous souhaitons montrer, le
chemin § = f o~y est défini sur I, vérifie (1) C V, B(0) = f(z) et par hypotheése
de dérivabilité directionnelle au sens de Hadamard sur f en z, 5'(0) = f/(x,~/(0)).
Par hypothése de dérivabilité directionnelle au sens de Hadamard sur g en f(x),

((go f)on)(0) = (goB)(0) = g'(f(2), 8'(0) = ¢'(f(2), f'(z,~(0))),

ce qui prouve la dérivabilité directionnelle au sens de Hadamard pour la composée
go f en x. Il suffit d’associer a un vecteur h le chemin canonique ¢ — = + th
pour obtenir la relation

(go ) (x,h) =g (f(), f'(x, h)).

Question 4 Tout d’abord, si la limite

[l +tk) — f(x)

lim
(t,k)—(0,h) t

existe, elle est égale a la limite obtenue en fixant k = h

i L@+ th) = [ (@)

t—0 t

qui est par définition f’(z, h).

Supposons que cette limite existe et montrons que f a une dérivée directionnelle
au sens de Hadamard. Soit v un chemin satisfaisant les hypothéses de cette
définition. La fonction f o+ est dérivable en 0 si et seulement si le taux d’ac-
croissement associé converge en 0. Or, ce taux d’accroissement peut s’écrire sous

la forme
O A )

4 4
Le chemin ~ étant dérivable en 0,
t) —
k(t) := M —v'(0) quand t — 0

donc par hypothese, le taux d’accroissement de f o~y a une limite en O.
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Réciproquement, suppose que f soit directionnellement dérivable au sens de
Hadamard en 0. Pour montrer que la limite

[z +tk) — f(x)

lim
(t,k)—(0,h) t

existe, il nous suffit de montrer que pour toute suite ¢; de valeurs non nulles
tendant vers 0 et toute suite de vecteurs k; convergeant vers h, la limite

iy @tk — f@)

i——+00 tz

existe. On peut imposer la restriction que la suite |¢;| soit strictement décroissante
et le résultat reste valable.

Pour tout ¢ € R* notons j(t) le plus petit parmi les entiers j satisfaisant
t—t;| =min|t —t;
| il 5%11{11 | il

puis définissons ~(t) par v(0) = z et si ¢t # 0,

S’il est défini sur un intervalle |—¢, e[ assez petit, v satisfait les hypotheses de la
dérivabilité directionnelle. Le point critique a vérifier est que v est dérivable en
0. Mais par construction

1) =) _,
n = i)
et j(t) tend vers +o00 quand ¢ tend vers 0; par conséquent la limite existe et

L) =4(0)
t—0 t

= h.

Par construction

fOt) = f(3(0) _ flz +tiki) — f(z)

ti N ti

Comme la fonction est dérivable directionnellement au sens de Hadamard,

lim f(l‘ + tiki) — f(l‘)

1——+00 tl

existe.

Question 5 Si f est différentiable, notons ¢ la fonction définie dans un voisinage
de 0, continue et nulle en 0, telle que

f@+h) = f(z)+df(z) - h+e(h)|A]l.
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On a alors pour tout ¢t € R non nul et tout vecteur k& € R™ suffisamment petits,
en posant h = tk,

flz+ tk:t) —f@) _ %df(x) th+ %s(tk)lltkﬂ

=df(x)-k+ e(tk)lti'Hk:H.

Le terme df (x) - k tend vers df (x) - h quand k — h et le second terme du membre
de droite tend vers 0 quand ¢ et k tendent vers 0, donc

flx +tk) — f(x)

lim
(t,k)—(0,h) t

=df(x) - h.

Par conséquent la fonction f est directionnellement dérivable au sens de Hada-
mard. Le membre de droite, égal & f/(z,h), est linéaire en h; la fonction f est
donc différentiable au sens de Hadamard.

Réciproquement, supposons que f est différentiable au sens de Hadamard. Pour
montrer que f est différentiable, de différentielle f’(x,h), montrons que

[f(z+h) = f(x) = f'(z, h)]
il

— 0 quand h — 0,

ou de fagon équivalente, que

Iz +nligr) - 1@
I -7 (=

Z”) — 0 quand A — 0.

Il nous suffit de montrer que pour toute suite t; > 0 telle que ¢; — 0 quand
i — 400 et k; € R™ telle que ||k;|| =1,

f(z+tiki) — f(z)

n — f'(z,ki) = 0 quand i — +o00.
i

Imaginons au contraire que cette expression ne tende pas vers 0. Alors on pourrait
trouver un € > 0 et une sous-suite de (¢;, k;), notée de (¢}, k}), telle que pour

tout 1, o
x+tkl) — f(x

> €.

Mais la suite des k; est de norme égale a 1; la sphere fermée de centre 1 étant
compacte, il existe des sous-suites ¢! et ki’ de t; et k} et un h € R™ tels que
|h]] = 1 et k! — h. Par hypotheése de dérivabilité au sens de Hadamard, on

aurait
fz+ k) — f(z)

"
ti

— f'(z,h) quand i — +oo

ce qui contredit I'inégalité ci-dessus et prouve la contradiction. Par conséquent,
f est bien différentiable.
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Thermodynamique

Question 0 Les variables associées a I'expression fournie de I'entropie S sont
le volume V et la température T'. Pour que 'expression définissant 1’entropie
soit toujours définie, il suffit d’exiger que V' et T soient strictement positives.
Question 1 L’entropie, en tant que fonction de (V,T) € ]0,400[*, est une
fonction (continfiment) différentiable. En effet, les dérivées partielles de S(V,T)
sont définies en tout point et vérifient

oS(V,T) 1 os(v,T) 3 1
— 2 = Nkp— et ———~> = —Nkp—
av By & Tar 9 B
deux expressions dépendant continiment de (V,T'). On a par conséquent
aS(V,T) aS(V,T) AV 3dT
ds = dVv dl'=Nkp |— +=-—1 .
v T ar 1V TaT

Question 2 Si U est une fonction (différentiable) de (V,T), on peut interpréter
mathématiquement la relation dU = T'dS — PdV comme

d(U(V,T)) = Td(S(V.T)) — P(V,T)dV

ou P(V,T) := NkgT/V résulte de la loi des gaz parfaits PV = NkgT. En
exploitant la différentielle dS(V,T) déja calculée, on en déduit

AV 3dT v 3
d(U(V,T)) = TNkp {V + ZT] — NkBT7 = iNdeT.

Question 3 Soit (Vo,Tp) € ]0,4+00[* et (V,T) €0, +oo[>. Le segment reliant
(Vo, Tp) et (V,T) est inclus tout entier dans ]0, +oo[* qui est convexe. Pour tout
te[0,1],ona

o) :=dU(Vo +t(V = Vo), To + (T — Tp)) - (V = Vo, T — To)
- %NdeT (V= Vo, T - Tp)

3
= 5 Nkp(T —T).

La fonction ¢ est constante, donc intégrable sur [0, 1]. Par le théoréme fonda-
mental du calcul multivariable (p. 22), on a

1
3 3
U0LT) = U To)+ [ o0t = |00, Ty) = SNk + SNk,
0
ce qui démontre qu’a une constante pres, on a

3
U(V.T) = SNk5T.
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