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Objectifs d’apprentissage

Cette section s’efforce d’expliciter et de hiérarchiser les acquis d’apprentissages
associés au chapitre. Ces objectifs sont organisés en paliers :

(o) Prérequis (o) Fondamental (ee) Standard (eee) Avancé (eeee) Expert

Sauf mention particuliere, les objectifs “Expert”, les démonstrations du docu-

ment !

et les contenus en annexe ne sont pas exigibles (“hors-programme”).

Matrice hessienne et différentiabilité d’ordre 2

e connaitre les définitions et notations de la matrice hessienne et des
dérivées partielles d’ordre 2.

e savoir définir et relier existence de la matrice hessienne, différentiabilité
d’ordre 2 et continue différentiabilité d’ordre 2.

e savoir a quelle condition la matrice hessienne est symétrique ; savoir
exploiter cette symétrie.

eee comprendre le concept de fonctions linéaires d’ordre 2 ; savoir mani-
puler les notations associées (“—”, “.”, avec associativité a droite et a
gauche respectivement).

e savoir définir la différentielle d’ordre 2 de f en .

e savoir déterminer d? f(z) en fonction de H(z) et réciproquement.

ee connaitre et savoir exploiter les développements limités et avec reste
intégral faisant intervenir la matrice Hessienne.

Différentielle d’ordre supérieur

eee appréhender le concept de différentielle d’ordre k : sa nature d’appli-
cation linéaire d’ordre supérieur, quand elle existe, comment la calculer.
e savoir définir et exploiter les dérivées partielles d’ordre k, leurs relations
avec la différentielle d’ordre k, leurs symétries.

e savoir caractériser la continue différentiabilité d’ordre k et savoir I'ex-
ploiter pour établir la différentiabilité d’ordre k.

ee connaitre la notion de tenseur, les concepts d’ordre, type et contraction
associés, et comment ces notions généralisent des concepts et opérations
déja connues.

eee savoir représenter une application linéaire d’ordre supérieur par un
tenseur et réciproquement ; faire le lien entre les coefficients du tenseur
de la différentielle d’ordre k et les dérivées partielles d’ordre k.

ee connaitre et savoir exploiter les développements limités et avec reste
intégral a 'ordre k.

1. L’étude des démonstrations du cours peut toutefois contribuer & votre apprentissage, au
méme titre que la résolution d’exercices.



Matrice hessienne et différentielle d’ordre 2

Définition — Dérivées partielles d’ordre 2

Soient U un ouvert de R”, f: U — R et x € U. Si la j;-eme dérivée partielle de
f est définie sur U, et que la jp-éme dérivée partielle de 0;, f en x existe, on note

ayzzjlf(l") = 0;,(0;, f)(z) € R.

sa dérivée partielle d’ordre 2 par rapport auz ji-éme et ja-éme variables.

Définition — Matrice hessienne

Soient U un ouvert de R™, f: U — R et & un point de U. Si toutes les dérivées
partielles au premier ordre de f existent sur U et que toutes leurs dérivées
partielles au premier ordre existent en x, on définit la matrice hessienne H(x)
de f en x par

[Hy (@) = 02, /(@) € R,

J2J1

c’est-a-dire

O f(x) 05 f(x) --- 02 f(x)

8%2f($) a%Qf(I) t 8,%2f(x)
Hy(z) = Jvg(z) = : : : :

R f(x) 05,f(x) --- 3, f(x)

Exercice — Laplacien et matrice hessienne (o) Soient U un ouvert de
R™ z €U et f:U — R une fonction dont la matrice hessienne en z est bien
définie. Exprimer le laplacien de f en z, Af(z) := > I 8% f(z), en fonction de
Hy(zx). (Solution p. 27.)

Exercice — Matrice hessienne d’un monéme (o) Soit f : (z1,79) € R? —
R la fonction définie par f(z1,z2) = x1235. Montrer que la matrice Hy(x) est
définie en tout point x € R? et la calculer. (Solution p. 28.)

Exercice — Matrice hessienne d’un lagrangien (e) Soient U un ouvert
de R"et f:U — Ret g: U — R deux applications dont les matrices hessiennes
sont définies sur U. Soient ¢ € R une constante et L : U x R — R la fonction
telle que Lz, A) = f(x) + A(g(x) — ¢). Calculer Hr(z, A). (Solution p. 28.)



Exercice — Matrice hessienne diagonale (ee) Soit f : R? — R une
fonction dont la matrice hessienne est définie en tout point. Montrer que sa
matrice hessienne H; est diagonale en tout point de R? si et seulement si
f(z1,22) = g(z1) + h(xz2) ot g : R > R et h: R — R sont des fonctions deux
fois dérivables. (Solution p. 28.)

Définition — Continue différentiabilité d’ordre 2

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R. La fonction f est deux fois continiment
différentiable si pour tout j; € {1,...,n} et tout jo € {1,...,n}, la dérivée
partielle d’ordre deux 8]22 i/ U — R existe et est continue.

Alternativement, la fonction f est deux fois continiiment différentiable si la
fonction z € U +— Hy(x) € R™*™ est définie et continue.

Définition — Différentielle d’ordre 2

Soient U un ouvert de R™, f: U C R - R et € U. On dira que f est deuz
fois différentiable en x si f est différentiable sur U et si pour tout vecteur hq
de R", la fonction z € U — df () - hy est différentiable en z. La différentielle
d’ordre 2 de f en x, notée d?f(x), est définie comme 'application linéaire telle
que pour tout h; dans R™,

& f(z) - hy = d(z = df (z) - ha)(2),
c’est-a~dire pour tout vecteur ho de R",
(@ f(x) - ) - ho = d(z = df (x) - 1) (2) - ha.

On dit que f est deux fois différentiable (sur U) si elle est deux fois différentiable
en tout point = de U.

Dans cette définition, le caractére linéaire de d? f(x) repose sur le lemme technique
suivant :

Lemme — Linéarité de d(x — df (z) - h1)(z) par rapport a hy

Soient U un ouvert de R”, f: U C R" - Ret z € U. Si f est différentiable
sur U et si pour tout vecteur h; de R”, la fonction z € U — df(x) - hy est
différentiable en z, alors la fonction d(z — df (x) - h1)(x) dépend linéairement de
hi € R™,



Démonstration Pour tous hi, k1 € R”, par additivité de df(z) et de la
différentiation,

d(@ = df () - (b + k1)) (2) = d(z = (df (2) - I + df () - k1)) (2)
d((z = df (z) - ha) + (2 = df (z) - k1)) ()
d

(z = df (z) - ha)(x) + d(x — df (x) - k1) (2)

et pour tout o € R, par homogénéité de df (z) et de la différentiation,
d(z — df (z) - (ahy))(z) = d(x — adf (x) - hi)(z)
=d(a(z —df(x)-h))(z) = ad(x— df(z)-h)(z).
|

Remarque — Applications linéaires d’ordre 2

Par construction, le terme d(x — df (z) - h1)(x) est une application linéaire de
R™ dans R, donc la fonction d?f(x) associe linéairement & un vecteur de R” une
application linéaire de R™ dans R.

Notons A — B ’ensemble des applications de A dans B ; on a donc
d’f(z) € R" — (R" — R),
ce qui se décline successivement en
d>f(x) -h €R" - R et (d?f(z)-hy)-ha €R.

Pour simplifier les notations, on conviendra que dans ce contexte le symbole “—”
associe a droite :
R" 5 R" - R:=R" —» (R" = R).

La convention associée veut que lors de ’application d’une fonction linéaire, le
symbole “-” associe & gauche :

d?f(z) - hy - hy := (df*(x) - hy) - ho.

L’usage du “.” doit nous rappeller que les dépendances de df(x) - hy en hy et de
d?f(x) - hy - hy en hy sont linéaires 2. Cela signifie pour la linéarité de d? f(x) que
d*f(z) - (ahi) = ad®f(z) - hy et d>f(2) - (h1 + k1) = d*f(2) - hy + d* f(2) - fer 5 i
s’agit d’égalités entre fonctions de R™ — R, que nous devons donc interpréter
comme :

dzf(l‘) . (Oéhl) . hg = ad2f(x) . hl . h2
de(l‘) . (h1 + k‘1) chy = de(JZ) ~hy-hy + de(I) - k1 ho

2. la notation “générique” serait sinon d2f(x)(h1) et df(x)(h1)(h2), voire (d?f(x))(h1) et
((d?f(x))(h1))(h2) si I'on souhaitait étre tout & fait explicite.




La linéarité de d?f(x) - hy conduit quant & elle &

d*f(x) - hy - (Bha) = Bd*f(x)-hy-he
BPf(x)-hy-(ha+ke) = d*f(x)-hy-hy+d*f(x)-hy-ko

L’expression d? f(z)-hy - ho est donc linéaire par rapport & hy et hy pris isolément ;
on parlera de dépendance bilinéaire dans le couple (hy, ha).

Remarque — Différentiation automatique d’ordre 2

La bibliotheéque autograd nous a déja permis de calculer automatiquement le
gradient de fonctions scalaires et la matrice jacobienne de fonctions scalaires ou
vectorielles.

import autograd as ag
from autograd import numpy as np

def grad(f):
def grad_f (*x):
n = len(x)
return np.array([ag.grad(f, i) (*x) for i in range(n)])
return grad_f

def J(£):
def J_f(*x):
n = len(x)
di_f_x = [ag.jacobian(f, i) (*x) for i in range(n)]
return np.array(di_f_x).T
return J_f

Autograd permet également le calcul des dérivées partielles d’ordre supérieur.
Concretement, on peut appliquer a nouveau un opérateur différentiel sur une fonc-
tion qui est issue d’un calcul fait par autograd. L’implémentation de la fonction
qui calcule la matrice hessienne d’une fonction scalaire est donc particulierement
simple :

def H(f):
return J(grad(f))

Un exemple d’usage :

def f(x1, x2):
return np.exp(-0.5 * (x1 * x1 + x2 * x2))

exercé de la fagon suivante :

>>> H_f = H(f)
>>> H_£(1.0, 2.0)
array ([[0. , 0.16417 1,



[0.16417 , 0.246255]]1)

Proposition — Différentielle d’ordre 2 et matrice hessienne

Soient U un ouvert de R", f : U C R™ — R et € U. La fonction f est deux
fois différentiable en z si et seulement si elle est différentiable sur U et que son
gradient V f est différentiable en z. Sa matrice hessienne est alors définie en =
et pour tous hy, ho € R™,
n n
d*f(x)-hn-ho = (b1, Hy(x) - ha) = h{ -Hy(x)-ha = Y Y " [Hp(@)]ju50 15, hojo-
Ji=1j2=1

En particulier
[Hf(x)]j1j2 = d2f(.1‘) " €51 7 €ja-

Démonstration Si la fonction f est deux fois différentiable en x, la fonction
f est différentiable donc son gradient existe. Pour tout h; € R”, la fonction
x +— df(x) - hy est également différentiable en x donc en particulier, pour
tout j1 € {1,...,n}, (Vf(2);, = (Vf(zx),e;) =df(x)-ej, ; le gradient de f est
différentiable composante par composante et donc différentiable. Réciproquement,
si f est différentiable et que son gradient est différentiable en z, pour tout h € R™
on a

df( ) hy = df Z hlJlejl = Z hljl df “Ci = Z hlJl Vf ]1;
=1

Ji=1

la fonction  — (df(z) - h) est donc différentiable en z comme combinaison
linéaire de fonction différentiables en z.

Par définition, [Hy(x)l;,,(z) = 8?2J1f( x) = 0;,(0;, f)(x) et donc

[Hy ()13 (2) = 0y (x> df () - ¢j,)(2) = d(@ = df (2) - €5,) (@) - €,
cest-a-dire [Hf(z)];, 4, (z) = d>f(z) - e, - ej,. Pour prouver I'égalité restante, on
exploite la linéarité de d?f(x) - hy - hy par rapport & hy et & hy :

dPf(x) - hy-hy = Zhlalem D2 hajey,

Jji=1 j2=1

Ef)- | Y e | e
ji=1

Il

>
V]
.
[V

<

N

I
—_

hl]thJz (d f( ) €5, 'ej2>

I
M-
NE

<
=
Il
_
oL
N
Il

1

[H ()], h1jy P2, -

[
M-
NE

<
=
Il
-
oL
N
Il
-



Proposition — Continue différentiabilité et différentiabilité d’ordre 2

Soient U un ouvert de R" et f : U — R. Si f est deux fois contintiment
différentiable, alors f est deux fois différentiable.

Démonstration La fonction f est différentiable a I'ordre 2 si elle est différen-
tiable et que son gradient est également différentiable (p. 8). Or, si f est deux fois
continiiment différentiable, toutes les dérivées partielles a ’ordre 1 de V f existent
et sont elles-mémes partiellement dérivables, de dérivées partielles continues.
Donc, le gradient de f est continiiment différentiable et donc différentiable. En
particulier, il est continu, la fonction f est donc contintiment différentiable et
donc différentiable. [ ]

Proposition — Développement limité du gradient
Soient U un ouvert de R™, f: U C R™ -+ R et z € U. Si la fonction f est deux
fois différentiable en x alors

Vf(x+h)=Vf(z)+ Hp(z) h+e)|h]

ou limy_,oe(h) = 0.

Démonstration D’apres la proposition “Différentielle d’ordre 2 et matrice
hessienne” (p. 8), V f existe et est différentiable en x. Par conséquent, V f admet
un développement limité au ler ordre en x :

Vi(x+h)=Vf(zx)+ Jvs(z) - h+e(h)||h].

D’apres la définition de la matrice hessienne (p. 4), H¢(z) = Jy¢(z) d’ou I'égalité
de I’énoncé. ]

Théoréme — Symétrie de la différentielle d’ordre 2

Soient f: U C R™ — R une fonction deux fois différentiable en un point x de U.
Pour tout couple de vecteurs hy et hy de R™, on a

de(.Z‘) . hl . h2 = d2f(I) . h2 . hl,
ou de fagon équivalente, la matrice hessienne de f en x est symétrique
Hy(z)" = Hy(2),
c’est-a-dire, pour tous ji,j2 € {1,...,n},

6]2‘211 f(‘r) = 6J2'1j2 f(l‘)



Démonstration Notons au préalable que

A?f(x,hyhe) = (f(@ + ha + h1) = f(z + ha)) = (f(z + h1) — f())
= f(x 4+ h1+h2) — f(x+ h1) = f(z+ h2) + f(2)
=(f(@+h2+h1) = f(z+h1)) = (f(@ + h2) = f(z))
= AQf(J?, hg, hl)
La variation d’ordre 2 de f en = est donc symétrique par rapport a ses argu-

ments hq et ho. On peut alors exploiter la relation entre variation d’ordre 2 et
différentielle d’ordre 2 (p. 23) en notant que

[d? f(x) - hy - hy — d* f(x) - ha - b <
IA?f(z, by, ha) — d* f(x) - ha - hal| + | A% f (2, ho, hy) — d f(x) - By - hall.
On obtient pour tout € > 0 et quand hy et ho sont suffisamment petits,
[d?f(x) - hy - hg — d® f(2) - hy - ha|| < 2e([[Pa ]| + [|h2]])?.

Si hy et hy sont arbitraires, en substituant thy a hy et the & hy pour un ¢t > 0
suffisamment petit pour que I'inégalité ci-dessus soit valable, comme

d?f(z) - thy - the — d*f(x) - thy - thy = t* x (d*f(z) - hy - ho — d>f () - ha - h1)
et
2e(|[tha ]l + lltha|))? = 2 x 2e([ || + [[h2]])?,

on voit que I'inégalité est en fait valable pour des h; et hg arbitraires. On en
déduit que d*f(z) - hy - ha — d*f(x) - ha - hy = 0. |

Exercice — Analyse vectorielle (o) Soient U un ouvert de R3 et f : U — R3.
On note (quand les expressions ont du sens)

02 f3(x) — 05 fa(x)
div f(z) :== 01 f1(x) + 02 fo(x) + 03 f3(x) et rot f(x):= | O3fi(x) — O1f3(x)
O1fa(x) — D2 f1(x)

Soient f: U — R? et g : U — R des fonctions deux fois différentiables en z € U.
Calculer div (rot f)(z) et rot (Vg)(z) (Solution p. 29.)

Exercice — Gradient unitaire (o) Soient U un ouvert de R™ et f: U — R
une fonction deux fois différentiable. Montrer que si |V f|| = 1, alors Hf -V f = 0.
(Solution p. 29.)

10



Proposition — Développement limité a ’ordre 2

Soient U un ouvert de R™, f: U C R™ -+ R et x € U. Si la fonction f est deux
fois différentiable en x alors

Pl +h) = (&) + (VF(@), B) + 5 (b, Hy () ) + ()] bl

ot limy_,ge(h) = 0.

Démonstration Il s’agit de montrer que pour tout € > 0, on peut trouver un
seuil 7 > 0 tel que si ||h]| < r, alors

|40 = 10 = TG0 = 5 0 Ht) | < <l

La fonction g : h — f(z + h) — f(z) = (Vf(x),h) — 5 (h, Hs(x)-h) € R est
différentiable, de gradient en h

He(x)+ Hp(x)"
Vo(h) = V(o + ) - V(o) - (PG
c’est-a-dire, comme la matrice hessienne est symétrique (p. 9),
Vg(h) =V f(z+h) = Vf(x) - Hp(z)-h.

Compte tenu du développement limité du gradient de f en x (p. 9), il existe un
seuil » > 0 tel que pour tout k tel que ||k|| <,

V()| = IV f(x + k) = V[(z) = Hy(z) - k|| < e[kl
Par l'inégalité des accroissements finis, quand ||h|| <7, on a donc

gl = llg(h) = g(O)| < sup [[dg(k)|| x [|A]
ke[0,h]

sup [[Vg(k)|| x [|h]|
ke€[0,h]

IN

sup |[k[| x [|A]
k€[0,h)]
< ellh||*.
|
Proposition — Développement de Taylor d’ordre 1 avec reste intégral

Soient U un ouvert de R", f : U C R - R, x € U et h € R™ tel que
[x,2 + h] C U. Si la fonction f est deux fois continiment différentiable, alors

1
Fe+h) = f(z) + (V (), B +/O (WT - Hy(z+th) - h) x (1 — ) dt.

11



Démonstration Définissons la fonction ¢ : [0,1] — R par ¢(t) = f(x + th).
Par le théoreme fondamental du calcul, puis par intégration par parties, on

obtient
1
+ / @' (t)dt

= 6(0) + [#'(1)(t - 1)] /¢>" X (t—1)dt

- /¢~ (1-t)dt

Or, on a ¢(0) = f(x), ¢(1) = f(x + h); par la régle de dérivation en chaine
on obtient également ¢'(t) = df (x + th) - h et ¢"(t) = d*f(x + th) - h - h. Par
conséquent

f(x+h):f(:c)+df(:v)-h+/0 (P F(x+th) - h-h) x (1 —t)dt,

ce qui est équivalent a 1’équation recherchée. |

Exercice — Accroissements finis d’ordre 2 (¢) Montrer quesi f : R - R
est deux fois continiment différentiable et que la norme d’opérateur de Hy est
bornée par la constante M sur R™, alors pour tous z,h € R",

I+ 1) — £(a) — (5. ) < ar L2
(Solution p. 30.)
Différentielle d’ordre supérieur
Définition — Tenseur d’ordre n
On appelera tenseur d’ordre n € N et de type (my,ma, ..., m,) € N” un élément

de R™M1XmzXXMmn egt_a-dire un réel
Ajjis.i, ER,
indexé par n indices

(t1,82, .- yin) €{1,.c.oma} x {1,...,ma} X - - x {1,...,mp}.
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Remarque — Scalaires, vecteurs, matrices

Le concept de tenseur englobe et généralise les scalaires, vecteurs et matrices :

1. Les scalaires sont les tenseurs d’ordre 0 (ils ne dépendent d’aucun indice).
Il n’existe qu'un type de tenseur d’ordre 0 : () ('unique O-uplet).

2. Les vecteurs sont les tenseurs d’ordre 1; le type d’un vecteur de R™ est
(m) (le 1-uplet contenant m).

3. Les matrices sont les tenseurs d’ordre 2; le type d’une matrice de R"**"
est (m,n) (la paire contenant m et n).

Les tenseurs d’ordre n > 3 généralisent ces constructions.

Remarque — Les tenseurs avec NumPy

Les tenseurs sont des tableaux n-dimensionnels ; ils sont donc représentés comme
des instances du type array de NumPy. Leur ordre est donné par la méthode
ndim (nombre de dimensions), leur type par la méthode shape. Ainsi, avec

>>> TO = np.array(1.0)

>>> T1 = np.array([1.0, 2.0, 3.0])

>>> T2 = np.array([[1.0, 2.0, 3.0], [4.0, 5.0, 6.011)

>>> T3 = np.array([[[1.0], [2.0], [3.0]1, [[4.0], [5.0], [6.0111)
on a

>>> (TO.ndim, T1.ndim, T2.ndim, T3.ndim)
(0, 1, 2, 3)

et

>>> TO.shape
O

>>> T1.shape
(@3,)

>>> T2.shape
(2, 3

>>> T3.shape
(2, 3, 1)

Les coefficients d’un tenseur T s’obtiennent au moyen du crochet T[] (méthode
__getitem__)3, mais avec une indexation commencant & 0 et non 1 comme la
convention mathématique classique. Ainsi :

3. La notation T2[(1,2)] (n-uplet explicite) est équivalente & T2[1,2] (n-uplet implicite).
Cette remarque est utile pour accéder au contenu des tenseurs d’ordre 0, car la notation TO[]
n’est pas acceptée :
>>> TO[(O)]

1.0
>>> TO[]

13



>>> T1[1]
2.0

>>> T2[1,2]
6.0

>>> T3[1,2,0]
6.0

Remarque — Applications linéaires d’ordre supérieur

La raison d’étre des matrices de R™*" est de représenter concrétement les
applications linéaires de R™ — R™, dont ’espace est noté L(R™ R™). Si 'on
désigne par A une telle application linéaire et par [a;;];; la matrice associée,

Qi = (Aej)z et AJ?ZZ Zaijxj €;
J

)

pour tout # € R™. (Par abus de notation, e; désigne le j-eme vecteur de la base
canonique de R? quel que soit p). Cette correspondance légitime I'identification
fréquemment opérée entre application linéaire A et la matrice [a;;];;.

Une correspondance similaire existe pour les tenseurs d’ordre supérieur a 2.
Ainsi, a 'ordre 3, on peut mettre en correspondance un tenseur (tijk)ijk de
type (m,n,p) et une application linéaire T' de R? dans l'espace des applications
linéaires de R™ dans R™, c’est-a-dire établir la correspondance

(tiji)ijr € R™™P «— T € L(RP, L(R",R™))

de la fagon suivante :

tije = (T~ ex) - ;)i et (T-x)-y = Z Z <Z tijkxk> Yj | €
p

K2

(sous-entendu, pour tout x € RP et y € R™). Cette représentation du tenseur
d’ordre 3 par une application linéaire est dite d’ordre supérieur car les valeurs des
applications (linéaires) en question sont elles-mémes des applications (linéaires).

Le processus décrit dans ce paragraphe se généralise a des tenseurs d’ordre
supérieur a 3.

Traceback (most recent call last):

SyntaxError: invalid syntax
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Remarque — Applications multilinéaires

Les tenseurs vus comme des tableaux permettent de représenter d’autres objets
mathématiques, équivalents aux applications linéaires (d’ordre supérieur). A titre
d’exemple, si 'on considére les tenseurs d’ordre 2, une matrice [a;;];; € R™*"
correspond & une application L(R™,R™) mais également & une forme bilinéaire
Q € L3(R™ x R™ R), c’est-a-dire une fonction de deux variables dans R™ et R™,
linéaire par rapport a chacune de ces variables indépendamment et a valeurs
dans R. Cette forme bilinéaire B est donnée par

B(z,y) = Zzaijﬂ?iyj-

i=1 j=1

Dans le cas général, un tenseur d’ordre n correspond a une forme n-linéaire.

Définition — Contraction tensorielle

Soient A et B des tenseurs de type respectifs (mq,ma,...,m,) € N" et
(p1,D2, - - ,Dq) € N© Sim,, = p1, la contraction de A et B est le tenseur de type
(Mmi,...,Mp_1,p2,...,pq) € N"T972 noté A - B défini par

M
(A ! B)il--<in—1in+l-<~in+q = E : Ailiz-~inBinin+1~~in+q'

in=1

Remarque — Contractions tensorielles classiques

Pour z,y € R", on a
m
x-y:Zmiyi € R.
i=1

La contraction de deux vecteurs est bien défini et coincide avec leur produit
scalaire 4. Si de plus A € R™*" et B € R"*P,

n
A‘IL’ c Rm, (AIZ’)Z = ZA”.’E]'
j=1
A-BeR™*P et (A . B)zk = ZAZJBJk
j=1
Autrement dit, les contractions matrices-vecteurs et matrices-matrices coincident
avec les produits classiques de l'algebre linéaire.

4. Souvenons-nous & l'inverse que si I’on interpréte “-” comme un produit matriciel et que

I'on représente implicitement x et y comme deux vecteurs-colonnes de R™"*1, I’expression x - y
n’a pas de sens; il faut alors considérer z | -y & la place, puis assimiler ensuite le résultat —
qui est une matrice 1 X 1 — & un nombre réel. Les conventions du calcul tensoriel ont donc ici
une action simplificatrice.
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Remarque — Contraction tensorielle avec NumPy

Si A et B sont deux tenseurs de type compatibles pour la contraction (la derniere
dimension de A égale & la premiére dimension de B) représentés par les tableaux
n-dimensionnels A et B, et tant que ’ordre de B est inférieur ou égal a
2, on peut calculer la contraction de A et B au moyen de la méthode dot. Par
exemple, avec :

>>> x = np.array([0.0, 1.0])
>>> y = np.array([2.0, 4.0])
>>> A = np.array([[1.0, 2.0], [3.0, 4.01]1)
>>> B = np.array([[5.0, 6.0], [7.0, 8.01])
>>> T = np.array([[[1.0, 2.0], [3.0, 4.0]],

([5.0, 6.0], [7.0, 8.0]111)
on obtient des contraction variées par les appels :

>>> x.dot (y)
4.0
>>> A.dot (x)
array([2., 4.1)
>>> A.dot(B)
array([[19., 22.],
[43., 50.11)
>>> T.dot(A)
array([[[ 7., 10.],
[15., 22.17,
<BLANKLINE>
[[23., 34.],
[31., 46.111)

Par contre, si 'ordre de B est 3 ou plus, on ne pourra pas utiliser cette mé-
thode pour calculer la contraction tensorielle A - B car son résultat differe de
la contraction tensorielle telle que nous 'avons défini (cf. documentation de
numpy .dot).

>>> x.dot(T) # Not what we expect here!
array([[3., 4.7,
(7., 8.1

Une option consiste alors (dans ce cas particulier ou systématiquement) & utiliser
la fonction NumPy tensordot avec l'option axes=1 :

>>> def dot(A, B): # Let's define our own temnsor product
.. return np.tensordot(A, B, axes=1)
>>> dot(x, T) # Problem solved!
array([[5., 6.1,
[7., 8.1
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Pour un controle plus fin des opérations tensorielles, on pourra également avoir
recours a la fonction numpy.einsum, une fonction qui exploite la convention de

. . . 7z 7y 7 ) . s, — . ..
sommation (des indices répétés) d’Einstein. Pour calculer (x - T, = >, xiTijk,
comme nous le souhaitons :

>>> np.einsum("i, ijk -> jk", x, T)
array([[5., 6.1,
(7., 8.1

Ici le tenseur calculé par x.dot(T) correspond a Sj, = >, ;T ; si c’est ce
que 'on souhaite, on peut aussi I’obtenir par :

>>> np.einsum("i, jik -> jk", x, T)
array([[3., 4.1,
[7., 8.11)

Armés de la notion d’application linéaire d’ordre supérieur, et de sa représenta-
tion concréte comme tenseur, nous pouvons désormais généraliser la notion de
différentielle & un ordre k > 2 arbitraire, pour des fonctions a valeurs scalaires
ou vectorielles de R™, par induction sur I'ordre de la différentielle.

Définition — Différentielle d’ordre &

Soient f : U C R™ — R™ une fonction différentiable a 'ordre k£ — 1 dans un
voisinage d’un point x de U. On dira que [ est k fois différentiable en x si pour
tous vecteurs hq,...,hi_1 de R™, la fonction

= d* N f(x) - hyhao ... hgy

est différentiable en x. La différentielle d’ordre k de f en x, notée d¥ f(x) est
définie comme ’application linéaire telle que pour tout hq,..., hi_1 de R™,

d¥f(x) - hy-hy-...-hy_y:=d(x—d*Vf(x) -hy-hy- ... hp_1)(2)
ou de fagon équivalente

d¥f(z)-hy-hy ... hp_1-hpi=d@e— d*Vf (@) hy-hy ... he_y)(2) - by

Les dérivées partielles d’ordre supérieur — qui se définissent par récurrence — vont
permettre d’expliciter les différentielles d’ordre supérieurs comme un tenseur.

Définition — Dérivées partielles d’ordre k

Soient U un ouvert de R™, f : U — R™ et x € U. Soient i1, 49, ..., % des indices
de {1,...,n}. Sik =1, et que f est différentiable par rapport & la i;-éme variable
en x,

0i, f(w) = 04, f ().
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Dans le cas contraire, lorsque la dérivée partielle 82;11_”“ f est définie en tout
point de U et est différentiable par rapport a la ip-éme variable en x

Or i, f(@) =0, (05 i, ().

Dérivées partielles d’ordre 3 (o) Calculer les 8 dérivées partielles d’ordre
3 de la fonction f : (z1,72) € R? — 2} + 4a3x5 € R. (Solution p. 30.)

Proposition — Calcul des dérivées partielles d’ordre &

Soient U un ouvert de R™, f: U — R™ et x € U. Si f est k fois différentiable
en z, alors pour tous 1,149, ..., dans {1,...,n},

azkkig...il f(x) = dkf(m) : 62‘1 B eik-
Démonstration A lordre 1, 9} f(z) = 0;, f(x); Végalité 8;, f(x) = df (z) - e;,

a été démontrée dans le chapitre “Calcul Différentiel I”. Supposons que I’égalité
soit vraie & l'ordre k — 1. Alors,

Or i f(@) =05, (957 i, (@)

=0 (x> d* 1 f(x)es o)

=d(x s d"Vf(@) ey e )€y

=d"f(z) e ... eq_, e
et I’égalité est donc également vraie a ’ordre k, ce qui prouve le résultat recherché
par récurrence. |

Proposition — Différentielle d’ordre k et tenseur

On a

k termes

d*f(z) eR®* 5 R" - ... - R" = R™,

chaque application dans la chaine étant linéaire. La différentielle d* f(z) peut
donc étre représentée concretement par un tenseur 7' d’ordre k + 1 et de type
(m,n,...,n):

Tjiy.i = (d*f(2) €5, - .- i) e = (OF, 4, f(x)) 5.

Par linéarité par rapport a chacun des h;, on a :

dkf(x) chy-oooohy = Z (3kfik...il($)h1¢1 hkzk) €j.

Jyi1eesik
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Définition — Continue différentiabilité d’ordre &

Soient U un ouvert de R™ et f: U — R™. La fonction f est k fois continiment
différentiable si pour tout ig,...,i; € {1,...,n}, c’)fkmilf : U — R™ existe et est
continue.

Proposition — Continue différentiabilité et différentiabilité

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R. Si f est k fois contintiment différentiable,
alors f est k fois différentiable.

Démonstration Le résultat est connu a ’ordre 1; supposons-le établi & I'ordre
k — 1. Si f est k fois contintiment différentiable a 1'ordre k, comme pour tout
k — 1-uplet hq, ho, ..., hx_1, dans R™ on a

d* N f (@) hyhg e gy = Z (A TN )] STARREY S THE KN
Js81eestle—1

la fonction z — dk_lf(:r) ~hy-ho ... hp_ est différentiable et par conséquent
f est k fois différentiable. |

Lemme — Stratification

Sif:U CR™ — R™ est une fonction k fois différentiable en un point x de U,
pour tous vecteurs hq, ha, ..., by de R", et tout p € {0,...,k}, on a

d"f(x) - hy-... by =d"P(@x s dPf(x)-hy oo hp) (@) hpst .. g

Démonstration Faisons I’hypothese que le théoreme est satisfait lorsque la
fonction est j fois différentiable pour tout j < k. C’est de toute évidence le cas
pour k£ =0, 1,2; montrons qu’il est encore vrai pour j =k + 1.

Notons tout d’abord que si p = 0, le résultat est évident ; on supposera donc
dans la suite que p € {1,...,k + 1}. Par définition des différentielles d’ordre
supérieur (p. 17),
A" () by hpp = d(dEf(@) hy - hg) - By
Or, par 'hypothese de récurrence a l'ordre k,
d¥f(x)-hy-...-hp=d""P(dPf(x)-hy-...-hp)-hpir ... hy
donc si 'on pose g(x) = dP f(x) - h1 - ... hy et que Pon applique I'hypothese de

récurrence a l'ordre k£ + 1 — p (un nombre compris entre 0 et k), on obtient

A" (@) hy gy = d(dFTPg(x) hpay oo Bg) - B

=d"™ 1 Pg(x)  hpyr oo hg by
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et donc au final
A" (@) hy gy = dFTYTP(APf () sy o hy) hpyt e B Bggy

L’hypotheése de récurrence est donc prouvée au rang k + 1, ce qui établit le
résultat. |

Proposition — Symétrie des différentielles d’ordre supérieur

Soit f : U C R® — R™ une fonction k fois différentiable en un point = de U.
Pour toute permutation o de {1,...,n} et pour tous vecteurs hy, ha, ..., hy de
R"™, on a:

A F(@)  ho(ry - Po@y e hogy =dRf(@) Ry hy e by

Démonstration Toute permutation peut étre décomposée en une succession
de transpositions 7;;, ot 74 (i) = j, 74;(J) = i et 73;(k) = k si k differe de i et de j.
Il suffit donc d’établir le résultat quand o est une transposition. Nous procédons
par récurrence sur k. Le résultat dans le cas k = 2 résulte de la symétrie de la
différentielle d’ordre 2 (p. 9). Supposons désormais le résultat établi au rang
k > 2. En utilisant la stratification de d**' f(z)-hy-... - hy - hgpr1 pour p =1 et
p =k (p. 19), on peut établir le résultat si 7 et j appartiennent tous les deux a
{2,...,k+ 1} oua {1,...,k}. Dans l'unique cas restant, on peut décomposer
Ti(k4+1) €N To(k41) © T12 © To(k+1) €t se ramener au cas précédent. |

Remarque — Dérivées partielles d’ordre supérieur et multi-indices

Pour compacter la notation 8} ; f(z), on peut exploiter le fait que si f est k
fois différentiable en x, on a

aﬁ,..‘ilf(w) = dkf(l") T€ip e €y

et utiliser ensuite la symétrie de d* f(z). Peu importe 1'ordre d’apparition de
i1, ..., ik, seul le nombre de fois ou un indice donné apparait compte. Cette
remarque fonde une notation basée sur les multi-indices a = (o, ..., a,) € N?
ou «; détermine le nombre de fois ou 'indice ¢ apparait. Formellement, le symbole
0% f(x) désigne f(z) si a = (0,...,0) et dans le cas contraire :

8(0117"' s 41, ,Otn)f(x) = 31(3af)(95)

Puissance symbolique

Comme les différentielles d’ordre supérieur sont fréquemment évaluées lorsque
les termes hq, ha, ..., sont égaux, on adoptera la notation (purement syntaxique)

suivante :
k termes

(h)*:="h-...-h.
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Théoréme — Développement limité d’ordre supérieur

Soit f: U C R™ — R™ une fonction j fois différentiable au point x € U. Alors

Pty =S D i ehy < ).

il
i=0

ot ¢(h) = 0 quand h — 0.

Démonstration Le résultat est clair pour 7 = 0. Supposons le vrai a un rang
j — 1 arbitraire pour toute fonction j — 1 fois différentiable et supposons que f
est j fois différentiable. Formons le reste d’ordre j associé a f:

i!

r(h) = flz+h) =Y
=0

Il nous faut montrer que r(h) est de la forme e(h) x ||h||7 ot e(h) — 0 quand
h — 0, ce qui nous allons accomplir en établissant que ||dr(h)|| = &'(h) x ||h]|7~!
avec ¢’(h) — 0 quand h — 0. En effet, si c’est le cas, dr(h) = E(h)||h]|?~! ou
I’application linéaire F tend vers 0 quand h tend vers 0, et pour tout € > 0 et
h assez proche de 0 on a ||E(h)| < € et donc par I'inégalité des accroissements
finis,
Ir(A)[ = llr(h) = r(O)]| < ellh[P=" x ||| = ellh|l,
ce qui établit que r(h) = e(h) x ||h||7 avec (h) — 0 quand h — 0.

Etablissons donc ce résultat. Les termes d'f(x) - hy - ... - h; sont linéaires par
rapport a chacun des hj, donc pour tout vecteur k, compte tenu de la symétrie
de d' f(x),

d' f()(- (h+ k) = d' f(2)(- h)' +id" f(2)(- )™k + e (k)|
La différentielle de h — d*f(x)(- h)* vaut donc id’ f(z)(-h)"~! et
d'f(x) i—1

“h) T k.
(i — 1)!( )
Par le lemme de stratification (p. 19) et la symétrie des différentielles d’ordre
supérieur (p. 20), on obtient

dr(h) - k=df(x+h) k—df(z) k—d>f(z) h-k—- - —

dr(h) -k =df(z+h) k—df(z) k
AT (@ df () - K)(2)

—d(z > df(x) - k)(x)-h—--- = (- h)i1,
soit en posant ¢(x) = df (x) - k,
i—1 (g ‘
dr(h) -k = 9(a + h) — 6(x) — do(a) - h — - — S (pyict,

(i—1)!
L’hypotheése de récurrence nous garantit donc que dr(h) -k = e(h)|h|~1 & k
fixé, ce qui, combiné avec la linéarité de dr(h), fournit ||dr(h)|| = e(h)||A|7~1.1
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Développement de Taylor avec reste intégral I

Soit f:[a,a+h] = R™ ot a € R, h € [0,+00[. Si f est j+ 1 fois dérivable sur
[a,a+ h],

n i a+h j
f(a+h)zzf()(a)hi+/ ' Lﬁ‘l)(t)( +h—t) dt.
i=0 @

1! 4!

Démonstration A l'ordre j = 0, la relation a prouver est

a+h
ﬂa+m:fwwy/ F(t) dt

qui n’est autre que le théoreme fondamental du calcul. Si ’on suppose la relation
vérifiée a l'ordre j, et f j+2 fois dérivable, par intégration par parties, on obtient

/a+h £ g (a+ h —t)J g —

4!
: a+h
[fml)(t) y (_(‘Hh—f)”l)]
G+ 1) "
- /a+h f(i+2)(t) B (a+h—t)itt o
a (+ 1! ’
soit
+h i
/a £ (a+ h —t)J g —
a J!
) hj+1 a+h ) (a+h_t)j+1
G+1) Gy p 227
1@ x g+ [ 10—
ce qui acheve la preuve par récurrence. |

Développement de Taylor avec reste intégral I1
Sif:UCR™— R™est j+ 1 fois différentiable et [a,a + h] C U,

I af@(a _ L grG+1) (g _ .
flatm =3 T B )(~h)1+/0 G I) vy an

gl j!
i=0 J

Démonstration La démonstration découle directement du développement de
Taylor avec reste intégral dans le cas d’une fonction d’une variable réelle (p. 22),
appliqué a la fonction ¢ : ¢t € [0,1] — f(a + th) € R™. 1l nous suffit de montrer
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que ¢ est j + 1 fois différentiable et que pour tout entier ¢ inférieur ou égal a
j+ 1, 09(t) = df D (a+th)(- h)".

Cette relation est évidemment satisfaite pour ¢ = 0. Supposons qu’elle soit
vérifiée au rang ¢ < j. La fonction f étant ¢ 4+ 1 fois différentiable, la fonction
g:x €U df(x)(-h)" est différentiable, et

dg(x) - b= df " (z)(-h)"T

Par dérivation en chaine, la fonction t +— df ") (a 4 th)(- h)? est donc dérivable,
de dérivée dg(a + th) - h, soit df "tV (a 4 th)(- h)™*+1. [ |

Annexe

Définition — Variation d’ordre 1 et 2

Soient U un ouvert de R", f : U — R™ et x € U. Quand cette expression est
définie, on appelle variation d’ordre 1 de f en x associée a la variation hy de
I’argument la grandeur

Af(x,hi) = f(z+ ) — f(2)

et variation d’ordre 2 de f en x, associée aux variations h; et hy de 'argument,
la grandeur

A2f(93,h1,h2) = A((E — Af(.’ﬂ, hl))(x,hg)
= Af(,]j + h27 hl) — Af(l’, hl)

Lemme — Variation d’ordre 2 et matrice hessienne
Soient U un ouvert de R™, f : U — R™ et x € U. Si f est deux fois différentiable

en z, pour tout ¢ > 0, il existe un 7 > 0 tel que si ||h1]] < r et ||ha|| < r, alors

|A2 f (2, hyyhe) = by - Hy(x) - he|| < e(llha]l + [lh2]])*.

Démonstration Considérons des vecteurs hy et ho tels que = + hy, x + ho
et © 4+ hy + hs soient dans le domaine de définition de f. La différence e entre
AQf(SC, hl, hg) et d2f(513) . hl . hg vaut

e=(f(x+hi+ho) = f(z +ha)) = (f(x + 1) = f(2))) = d*f(x) - ha - ho
= (fx+hy+ha) = f(x+hy) = hi - Hy(z) hy
— (f(z+he) = f(x) =0 - Hy(x) - hy
Par conséquent, si 'on définit g par

g(u) = flx+u+hy) = flw+u) —u' - Hp(x) - ho,
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la différence vaut e = g(hy) — ¢g(0). Cette différence peut étre majorée par
I'inégalité des accroissements finis : g est différentiable sur le segment [0, k1] et

Vg(u) =Vf(x+u+he) —df(x+u) — Hf(x) - ho.

Comme

Vg(u) = (Vf(x +u+he) = Vf(x) = He(z) - (u+ h2))
—(Vf(@+u) —Vf(z) — Hf(z) - u),

par le développement limité du gradient de f (p. 9), pour € > 0 quelconque,
comme ||u+ ha| < ||h1]| + ||h2]| et ||ull < ||h1]|, on peut trouver un r > 0 tel que
si ||hi]] < r et ||h2]] < 7, alors

IVg(u)] <

3 9
< Ul + llhel) + 5 llAall-

Par conséquent, I'inégalité des accroissements finis fournit

3 9
lell = [IVg(u) = Vg(0)[| < (§(||h1|| + llhell) + §||th) [1Foa
< e(llhall + [Ip2)).

Exercices complémentaires

Convexité

Soient U un ensemble ouvert et convexe de R™ et f : U — R une fonction deux
fois différentiable.

Question 0 (e¢) Calculer le développement limité a Uordre 2 de f(x 4 2h) —
2f(x+ h) + f(x). (Solution p. 31.)

Question 1 (ee) Montrer quesi f est convexe, c’est-a-dire si pour tous z,y € U
et A €[0,1],
F( =Nz +Ay) < (1 =N f(z) + Af(y),

alors pour tout z € U et h € R",

A f(z)(-h)*> =h" - Hy(x)-h>0.

(Solution p. 31.)
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Question 2 (eee) Montrer la réciproque de ce résultat. (Solution p. 32.)

Différentiation en chaine a ’ordre 2

Soient U et V des ouverts de R" et de R™, f : U — R™ et g : V — R deux
applications deux fois différentiables telles que f(U) C V.

Question 1 (o) Montrer que go f est deux fois différentiable sur U. (Solution
p. 32.)

Question 2 (eee) Montrer que pour tout x € U,

Hyop(x) = Jy(x)T - Hy(f(2)) - Jp(x) + Y Oug(f(2)) Hy, ().
k=1
(Solution p. 33.)

Différentielle d’ordre 2 et symétrie 1
On considére la fonction f : R? — R définie par

x%x% .
flay, @) = i3 st (@, 72) # (0,0
0 si (x1,22) = (0,0).

=

Question 1 (e) Montrer que 9 f et dof existent en (0,0). Calculer 9y £(0,0)
et 02f(0,0). (Solution p. 34.)

Question 2 (o) Montrer que d12f(0,0) et da1 f(0,0) existent et sont telles que
812f(0,0) = 821f(0, 0) (Solution P. 34)

Question 3 (e) La fonction f est-elle deux fois continfiment différentiable en
07 (Solution p. 34.)

Question 4 (ee) Est-elle deux fois différentiable en 07 (Solution p. 34.)
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Différentielle d’ordre 2 et symétrie 11

On considére la fonction f : R? — R définie par

mwa(@i—ad)
f(z1,22) = 2213 si (x1,22) # (0,0)
0 si (x1,22) = (0,0).

Question 1 (ee) Montrer que f, 9, f et Oof sont continues sur R?. (Solution
p- 35.)

Question 2 () Calculer 012f(0,0) et a1 f(0,0). Conclure sur la régularité de
f en (0,0). (Solution p. 35.)

Conditions d’optimalité

Pour cet exercice, on rappelle le théoréme spectral : toute matrice symétrique de
R™ ™ est diagonalisable dans une base orthonormée et ses valeurs propres sont
réelles. En d’autres termes, pour tout H € R™*™ symétrique, il existe une base
orthonormée (e;)1<i<n de R™ telle que pour tout i € {1,...,n}, H-e; = \e;
avec (A;)1<i<n les valeurs propres réelles de H.

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R deux fois différentiable sur U.

Question 1 (ee) Montrer que si * € U est un minimum local de f, alors
pour tout A € R™,

df(x*) - h=0 et d>f(z*)(-h)>=hT Hs(z*) - h>0.

(Solution p. 36.)

Question 2 (eee) Montrer que si, en z* € U, f vérifie df (z*) - h = 0 et
d?f(z*)(-h)? > 0 pour tout h € R™\ {0}, alors z* est un minimum local de f.
(Solution p. 36.)

Question 3 (¢) Soit f: (z1,72) € R? — 23 — 122129 + 873. Déterminer les
extrema locaux de la fonction f. (Solution p. 37.)
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Différentiation matricielle

Source: (Tao 2013)

Dans cet exercice :

1. Une fonction F': U C R™ — R™*P & valeurs matricielles est différentiable
en z si chacune de ses composantes F;j; : U — R est différentiable en x.
La différentielle de F' en z est alors définie par [dF'(z)];; = dF;;(x).

2. Une fonction f: U C R™*"™ — RP dont 'argument X est matriciel est
différentiable en X si la fonction g : 7(U) C R™" — RP caractérisée par
X11 . Xln
g(x):=f Do :
Xm1i o X
avec
Tr = 7T(X) = (X117...,X1n,... ;Xmla-”aX'mn)

est différentiable en z. On définit alors pour tout H € R"™*"
df(X)-H =dg(z)-h avec z =n(X), h=n(H).

La construction se généralise sans difficulté aux fonctions dépendant de
plusieurs matrices.

3. Il est possible de combiner les deux cas précédents pour définir la diffé-
rentielle de fonctions d’arguments et de valeur matriciels.

Question 1 (ee) Montrer que lapplication det : A € R"*"™ — det A € R est
différentiable en I'identité (A = I) et calculer cette différentielle. (Solution p.
37.)

Question 2 (¢) L’identité de Weinstein—Aronszajn det(I + AB) = det(I+ BA)
vaut pour toutes les matrices carrées A et B de méme dimension. En déduire
une identité concernant tr AB et tr BA. (Solution p. 38.)

Question 3 (eee) Montrer que I'application A — A~! est définie dans un
voisinage ouvert de l'identité, est différentiable en ce point et calculer cette
différentielle. (Solution p. 38.)

Solutions

Exercices essentiels
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Laplacien et matrice hessienne Le laplacien de f en x est la somme des
coefficients diagonaux — donc la trace — de la matrice hessienne de f en x :

Af(z) =tr Hy(x).

Matrice hessienne d’un mondéme Le gradient de f est défini en tout point
de R? et vaut (2122) )
| Oi(z123 _ x5
vf(thZ) o |: 62(.1311‘%) - 2$1$2 ’

Toutes les dérivées partielles des composantes de V f sont définies; on a donc

Hy(z) = Jvs(z1,22) = [ gigi)m) gigi)lx?) ] - [ 222 gif } '

Matrice hessienne d’un lagrangien Le gradient de L en (z, A) vaut

[ Valf@) + M) =) | [ VF@) +AVg(a)
VLW)—[aA<f<m>+A<g<x>—c>>}‘[ g(z) — ¢ }

par conséquent

Hr(x,A) = Jyr(x,\) = [ Hp(z) + AHy(z) Vg(z) } .

Vg(x)" 0

Matrice hessienne diagonale Soit f : R? — R une fonction dont la matrice
hessienne est partout définie. Si f(x1,2z2) = g(x1) + h(z2) ot g : R — R et
h : R — R sont des fonctions deux fois dérivables, alors f est différentiable et
/
_ | g'(21)
Vf(x,z2) = |: B (z2) ] .
Ce gradient admet bien une matrice jacobienne et

Hy(z1,12) = Jy (a1, 20) = { 9”(0x1) h”(()x?) ] '

Cette matrice est bien diagonale pour tout (z1,z2) € R%. Réciproquement, si H
est diagonale, alors 0%, f = 0,05 f = 0. Par le théoréme fondamental du calcul
on a pour tout (z1,z2) € R?,

O f(x1,22) = O2f(0,22) + /”«'1 0% f (y1,22) dy1 = Do £ (0, 32).
0

La fonction 95 (0, z2) étant dérivable par rapport & w2, elle est continue par
rapport a o et & nouveau par le théoreme fondamental du calcul, on obtient

T2 T2

f(x1,m2) = f(z1,0) + 02 f(w1,y2) dy2 = f(21,0) + 02£(0,y2) dys.
0 0
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Cette fonction est de la forme f(x1,z2) = g(x1) 4+ h(z2) avec

o(e1) = F(21,0) et hizy) = / " 0010, y2) due.

Les fonctions f et g sont bien deux fois dérivables.

Analyse vectorielle Soient f:U — R3 et g: U — R des fonctions deux fois
différentiable en z € U. On a

02 f3(x) — 03 f2()
div (rot f)(z) =div | O5f1(x) — 01 f5(x)
O fa(z) — Do fr(x)
= 01(02f3 — O3f2)(x) + 02(03f1 — 01 f3)(x) + 03(01 f2 — D2 f1)(x)

= (012 f3 — 05, f3)(2) + (033 f1 — O3.f1) (@) + (031 f2 — D% f2) (),

et donc div (rot f)(x) = 0 par symétrie de la différentielle d’ordre 2 (p. 9). On a
également

et donc — & nouveau par symétrie de la différentielle d’ordre 2 (p. 9) — on obtient
rot Vg(z) =0

Gradient unitaire Si ||V f|| =1, alors

IVFI? = (VL V) =) (@0if) =1

(3

et donc pour tout j € {1,...,n},

0; (Zaf) =2 0% f x 0;f =2H/} -Vf=0.

Le résultat Hy -V f = 0 s’en déduit donc par symétrie de la différentielle d’ordre
2 (p. 9).
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Accroissements finis d’ordre 2 Le développement de Taylor avec reste
intégral (p. 11) et 'inégalité triangulaire nous fournissent

1f(z +h) — f(z) — (Vf(z) ||<H/ (AT - Hy(w + th) - h)x(l—t)dt”

< / BT - Hp (e + th) - hl|(1 - t) dt.
0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de la norme d’opérateur donnent :

Ih" - Hy(a+th) - bl < |[Bll x | Hy(x + th) - hl|
<l < [[Hp (2 + th)|| < [[R]]
< M||h|*.

Le résultat cherché se déduit alors comme suit :
1 1
[T HgGos ey - e < [ MInPQ - b ae
0 0

1
=Ml [ o
0

2
_ Il
2

Dérivées partielles d’ordre 3 On a

OLf (w1, 20) = 423 + 122329 et Oof(wy, x2) = 425,

Puis,
0% f(x1,20) = 01(01f) (w1, 20) = 01 (423 + 122320) = 1227 + 24312,
O f (x1,22) = 01(02f) (w1, w2) = 01 (42]) = 1227,
031 f (w1, w2) = Do (O f) (w1, w2) = Da(4ai + 12:61302) = 1227,
0o f (1, 22) = 02(0af) (w1, 2) = Oa(4a?) =
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Et enfin

O3, Fwy, w0) = 01(0%, ) (w1, 22) = 01 (1207 + 24w 2) = 2427 + 240,
Rraf (x1,2) = 01(9sf) (21, 2) = 01 (1227) = 24,
a1 [ (w1, 29) = 0185, f) (w1, x9) = 01 (1227) = 24y,
Oaaf (w1, 29) = 01(055.f) (w1, 29) = 91 (0) =0,
03, f(z1, x0) = 0a(0%, ) (w1, 22) = 02(1222 + 24w 25) = 247,
B31af (w1, 29) = Do(075f) (w1, 29) = Da(1227) = 0,
By (w1, w2) = 02(85, f) (1, 2) = Dp(1227) = 0,
Baa [ (w1, 9) = Da(855 f) (w1, 22) = B2(0) = 0
Convexité

Question 0 (Dans cette question € désigne un symbole de fonction générique
— plutdt que e1,¢e9, etc. — qui tend vers 0 quand son argument tend vers 0.) Le
développement limité & l'ordre 2 de f en x (p. 21) fournit

Fla+ ) = f@) + df@) -+ T 2 ey g

et donc

&’ f ()

flz+2h) = f() + 2df () - b+ 4= () + e(h) x [|A]J*.

Par conséquent,

f(x+2h) = 2f(x + h) + f(z) = d* f(2)(-h)* + e(h) x [|1]]*.

Question 1 En considérant y = x + 2h et A = 1/2; on voit que ’hypothese de
convexité de f entraine

Flo+h) < S () + 3/ +2)

1
2
soit
f@+2h)—=2f(x+h)— f(z) > 0.

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient

d® f(z)(-h)* +e(h) x ||h]|* > 0
et done, en substituant th & h pour ¢ € ]0, 1],

£2d* f(x)(-h)? = d° f(z)(th)* = —e(th) x |[th]|* = —e(th) x £*|[]]%,

soit

& f(z)(-h)* = —(th) x ||h||?
et donc en faisant tendre t vers 0 a h fixé, d2f(x)(-h)? > 0.
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Question 2 Comme f((1 — Nz + Ay) = f(xz + Ay — z)), 'inégalité de Taylor
avec reste intégral fournit

F(A =Nz + Ay) = f(x) +df (x) - My — z)

1
+/ d?f(x+tA\y —2)) (- Ay — 2))*(1 —t) dt.
0

L’intégrale ci-dessus étant égale a

A / L f a4 M- )y - 2))? (1 - Aj) Adt,

0

par le changement de variable tA — ¢ elle est égale a

v Yty - )y - ) (1-5)

0

En utilisant le développement de Taylor avec reste intégral pour A € |0, 1] et
A =1, on obtient donc

(A =Nz +Ay) = Af(y) = f(z) = M (2) + df () - Ay — ) — Adf(2) - (y — )
A 2 2 3
+)\/0 Efla+tly—z)((y—x)) (1—>\> dt

1
[ ety - )y -0 -0 at
0
soit .
F(=Nz+Ay) = Af(y) = (1 =N f(2) = /\/O Gr(H)Ua(t) dt
ot ¢¢(t) :=d?f(x+t(y — x))(-(y — z))? est positive par hypothese et

Valt) = ' t(}t_—ll/))\) S;iiogn./\

La fonction 1) étant négative, on en conclut que f((1—X)z+Ay) —Af(y) — f(x)
est négative pour tout A € ]0,1]; cette inégalité est également trivialement
satisfaite si A = 0. La fonction f est donc convexe.

Différentiation en chaine a ’ordre 2

Question 1 Nous savons par la régle de différentiation en chaine que g o f est
différentiable et vérifie d(g o f)(x) = dg(f(z)) - df (z), ou encore

V(go f)(z) = Vf(z) - [Jy(f(2))]".

Les coefficients de J,; sont différentiables ainsi que les composants de f, par
conséquent tous les coefficients de J; o f sont différentiables par la regle de
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différentiation en chaine. Les composants de V f sont également différentiables ;
les composants de V(go f) se déduisant de tous ces composants par des opérations
différentiables — des produits et des sommes — ils sont tous différentiables. La
fonction V(g o f) est donc différentiable et g o f est deux fois différentiable.

Question 2 Comme pour tout indice i € {1,...,n},

di(go f)(x) = d(go f)(z) - ei,

la régle de différentiation en chaine donne
di(g o f)(x) = dg(f(x)) - df (x) - e; = dg(f(x) Zakg 2))0; fi ().

Pour tout j € {1,...,m}, on a donc

9:(g0 f) = 0;(di(g o f))

=90; (Z(ﬁkg) ofx 8ifk->

k=1

Z ((Okg) o f) X Oifi + (Org) o f x 9;(9;fr)
Comme par la regle de différentiation en chaine
9;((0kg) o f) = [d((Org) © F)]; = [(d(Dkg) © £) - df]; =D _ 0e(g) o f x 9; fo,
=1

on en déduit que

m

=" 1> (B%g) o f x 0ife x Bifi| +D_(Org) o f x B, fi
k=1

k=1 L{=1

soit

Qof

D Wl x ([(Holke o f) X [T gles + Y (kg) o f x [HpJij,

14=1 k=1

Ms

k

ce qui prouve pour tout z € U la relation matricielle

Hyop(x) = Jy(x) " - Hy(f(x )+ Zakg x))Hy, ().
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Différentielle d’ordre 2 et symétrie I

Question 1 Pour h € R, on remarque que f(h,0) = f(0,h) = 0. En particulier,

lim f(hv 0) — f(07 O)

h—0 h =0

Par définition de la dérivée partielle, cette limite est égale a 91 f(0,0). On montre
de méme que Js f existe en (0,0), et 1 f(0,0) = d5f(0,0) = 0.

Question 2 Le calcul de 9, f pour (x1,x2) # (0,0) donne

2m1m% .
alf(ﬂfwa){ ém%w%)z si (1, 22) # (0,0)

si (ZEl,[EQ) = (0,0)

Comme 9, f(0,h) = 0, le raisonnement précédent s’applique, et da1 f(0,0) = 0.
Et de méme,

Zx‘llxg i
82](‘(.1317332) — { (I%_l_zg)? S (ml,xZ) 7§ (0’0)
0 si (z1,z2) = (0,0).

donc 92 f(h,0) = 0 et donc d12f(0,0) = 0.

Question 3 Pour (z1,z2) # (0,0), le calcul de 921 f donne

21‘11‘2 3
o1 f(x1,22) = ( )

z? + a3
La fonction da f n’est pas continue en (0,0). En effet, pour h € R, 921 f(h, h) = 1,
donc en particulier

O21f(h, h) vy 1 # 021 £(0,0).

Par conséquent, f n’est pas deux fois contintiment différentiable en (0,0).

Question 4 Supposons par 'absurde que f est deux fois différentiable en (0, 0).
Alors 0; f est différentiable en (0,0). En ce point, son développement limité
s’écrit, avec h = (hy, ha),

01f(h1,h2) = 01 £(0,0) + h1011f(0,0) + ha021 £(0,0) + (h) x ||A]],

avec e(h) — 0 quand h — 0. D’apreés la question 2, d21 f(0,0) = 0; on montre de
la méme maniére que 911 f(0,0) = 0. Le développement limité de 0, f en (0,0)
s’écrit alors simplement 0y f(h) = e(h)||h||. Ainsi, e(h) vérifie

c(h) = O1f(h1, ha) _ 2hyhj
[|A]] (h3 + h3)>/2"
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Avec h = (hy, hy), € vérifie £(h) = 1/23 # 0, ce qui est absurde puisque £(h) — 0
lorsque h — 0. La fonction f n’est donc pas deux fois différentiable en (0, 0),
méme Si 821f(0, O) = 812f(0, 0)

Différentielle d’ordre 2 et symétrie 11

Question 1 D’aprés 'inégalité de Young, |z122| < (2% + 22)/2. Donc pour
(xlaxQ) 7& (070)7 1
|f(z1,22)] < §|$% — 3.
Ainsi, f(z1,22) = 0= f(0,0) lorsque (z1,22) — (0,0). La fonction f est donc
continue en (0,0). De plus, pour (x1,x2) # 0, 01 f vérifie
(2} + daiad — 25)
(o] +a3)?

O1f(x1,22) =

La fonction 0y f est donc continue en (1, x2) # (0,0). Par ailleurs,

ri+ da?ad + 2}

|01 f (21, 22)] < |22] (mf +x§)2

Donc 01 f(x1,22) — 0 quand (x1,x2) — (0,0). 01 f est bien continue en (0,0),
et 01 f(0,0) = 0. On montre de la méme maniére que dsf est continue sur R?
avec 02f(0,0) =0, et

—x1(—z] + 4afx] + x3)
(af +23)?

Oz f(x1,m2) =

Question 2 Pour hy € R, et d’apres 'expression de 0; f précédemment calculée,
01f(0, he) = —hg, donc en particulier

lim alf(oa h2) — 81f(070)
ha—0 ho

=-1.

Par définition de la dérivée partielle, cette limite est égale a da1 £(0,0). De la
méme maniere, 05 f(h1,0) = hqy, donc

012f(0,0) = lim 92f(h1,0) — 92 £(0,0)

=1.
h1—0 hy

Ainsi, 091 f(0,0) = —1 et 012f(0,0) = 1. Si f était deux fois différentiable en
(0,0), la différentielle d’ordre deux de f en ce point serait symétrique, ce qui
n’est pas le cas ici. La fonction f n’est donc pas deux fois différentiable en (0,0).
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Conditions d’optimalité

Question 1 Soit A € R™. La fonction f étant différentiable en z*, son déve-
loppement limité a ’ordre un en x* s’écrit

f(a® +th) = f(z7) +df (z7) - th + 1 (1) [th]].
avec €1(t) = 0 quand t — 0. La fonction f admet un minimum local en x*, donc
il existe un voisinage ouvert V' de z* tel que pour x € V, f(x) > f(z*). De plus,
pour t > 0 suffisamment petit, * +th € V, d’ou
P +th) — () = df(@*) - th+ = (D)[th]] = 0.

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ > 0 vers 0, on obtient df (z*) - h > 0.
Cette inégalité est aussi vérifiée par —h, et comme df (z*) - —h = —df (z*) - h, on
obtient aussi que —df (z*) - h > 0, et donc df (z*) - h = 0.

Le développement limité & ’ordre deux de f en z* s’écrit
1
Pl th) = F(a*) + df ") - th o+ 5 F() (1h)? + ex(6)eh],

avec g5(t) — 0 quand t — 0. D’apres ce qui précede, df (x*) - th = 0, et donc
pour ¢ suffisamment petit

fla* +th) — f(a*) = %dZﬂx*)(-thF +e2(0)|t] > 0.

Diviser par 2 et faire tendre t — 0 donne bien d?f(x*)(-h)? > 0.

Question 2 Pour h € R", le développement limité & ’ordre deux de f en x*
s’écrit

Fla* +h) = @) = df(@") bk S @R+ ea(h) A
= SRR + ().

Par hypothese, d?f(z*)(-h)? = hT - Hy(z*) - h > 0 pour tout h # 0. Or, la
matrice hessienne Hy(z*) est symétrique, donc par le théoréme spectral, ses
valeurs propres sont réelles et il existe une base orthonormée (e;) de vecteurs

propres de Hy(z*). Tout h € R™ se décompose donc sous la forme h =Y | h;e;
et H-h=>3" A\h;e;. On a donc

W' Hp(x)-h = hiX; .
i=1

En appliquant cette formule au vecteurs e; de la base, on déduit que toutes les
valeurs propres \; doivent étre strictement positives. De plus, en notant A, > 0
la plus petite valeur propre, h” - Hp(z*) - h > A\, ||h[|2. Or, comme e3(h) — 0
quand h — 0, il existe n > 0 tel que pour ||h]| < n, |e2(R)|||R|* < A |R|?/4.
Ainsi, pour ||h| <n, f(a* +h) — f(z*) > A\ x ||h||*/4 > 0. La fonction f admet
donc bien un minimum local en z*.
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Question 3 Tout d’abord notons que x* est un maximum local de f si et
seulement si z* est un minimum local de —f. On en déduit donc que si x* est
un maximum de f alors nécessairement

df(z*)-h=0 et d*f(z*)(h)*>=h" -Hi(2*)-h<0
pour tout h € R", et que réciproquement, si df (z*) - h = 0 et d*f(x*)(-h)? < 0
pour tout h € R™\ {0}, alors 2* est un maximum local de f.
La fonction f est deux fois différentiable ; son gradient s’écrit

322 — 122
Vf(xi,22) = { _12;1 +2421;§ } .

1l s’annule si et seulement si (x1,x2) = (0,0) ou (2,1). Le calcul de la matrice
hessienne donne

6x —12
Hy(w1,32) = { 1o 481, ]

Son évaluation en (0,0) donne

H;(0,0) = [ —32 _012 ]

Pour h = (1,1),onah" H¢(0,0)h = —24 et pour h = (—1,1),onah’ Hy(0,0)h =
24. Donc aucune des deux conditions nécessaires d’extrema n’est vérifiée et le
point (0,0) n’est donc ni un minimum, ni un maximum local de f. En (2, 1),

12 12
Hy(2,1) = [ ~12 48 ]

La trace et le déterminant de cette matrice, étant respectivement la somme et le
produit des valeurs propres, sont positifs donc Hf(2,1) a ses valeurs propres
strictement positives. Comme vu a la question précédente, en appliquant le
théoréme spectral, on a pour tout h € R? \ {0},

BT Hp(2,1)-h=h3\ +h3X > 0.

La condition suffisante de la Question 2 est vérifiée donc (2,1) est un minimum
local de la fonction f.

Différentiation matricielle

Question 1 Soit H € R™*" telle que

hll h12 o hln

h21 h22 e hgn
H = ) : : )

hnl hn2 e hnn
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En développant le déterminant selon la premiére colonne, on constate que

1+ h11 hi2 hin
ha1 1+ hoo ... hay,
det(I + H) = . . . .
hni hno oo 1+ hpn
1+ hoy ... hon,
= (1+hn) : : : + ([ H])),
hno R T

une relation dont on tire par récurrence que

n

det(I + H) = [[(1 + hai) + e(IH|) = det T+ > hy + (|| H]))
=1 i=1

=detI+trH +e(||HJ).
La différentiel du déterminant existe donc en I'identité et ddet(l) - H = tr H.

Question 2 Pour tout réel € et A, B matrices carrées de méme taille, on a
det(I + cAB) = det(I + eBA).

Les deux membres de cette équations sont dérivables par rapport a € en 0 par la
regle de différentiation en chaine et ’égalité de ces dérivées fournit

tr AB = tr BA.

Question 3 Le déterminant étant une application continue, si A € R™*"™ est
suffisamment proche de l'identité — dont le déterminant vaut 1 — son déterminant
est positif; la matrice A est alors inversible.

Quand la matrice A € R™ ™ est suffisamment proche de 'identité pour étre
inversible, la formule de Cramer établit
1
-1 t
= ——co(A)".
det A (4)
Chaque coefficient de co(A)* (la transposée de la comatrice de A) est une fonction
polynomiale des coefficients a;; de A; chaque coefficient de co(A)* est donc une
fonction continiiment différentiable des coefficients de A et donc différentiable en
A = I. Par la régle du produit, chaque coefficient de A~! est donc différentiable
en A = I; lapplication A — A~! est donc différentiable en A = I.

Notons inv(A) = A~ comme inv(I + H) = I +dinv(I) - H + (|| H||), 'identité
(I+H)(I+ H)™! =T fournit :

(I+H)I+dinv(l)-H+e(|H|)) =1+ H+dinv(I)-H+<(||H|) =1,

et donc
dinv(I)-H = —H.
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