Calcul Intégral I11

STEP, MINES ParisTech*

12 février 2021 (#7d082cf)

Table des matiéres

w

Objectifs d’apprentissage

Intégrale de fonctions de plusieurs variables
Domaine des variables . . . . . .. .. ... ..o L.
Pavés . . . .
Volume d'unpavé. . . . . . . ...
Longueur, aire, volume . . . . . . . . .. ... oL
Ensemble négligeable . . . . . . ... ... ... L.
Presque partout . . . . . . .. .. Lo
Subdivision pointée . . . . ... ... oL
Somme de Riemman . . . . ... ... ... 0L
Jauge ...
Subdivision pointée subordonnée a une jauge . . .. .. ... ..
Intégrale dans R™ . . . . . . . . . ... o
Propriétés élémentaires . . . . . . . . .. ...
Linéarité . . . . . . . . . . .
Croissance de l'intégrale . . . . . .. ... ... .. ... ... ..
Inégalité triangulaire . . . . . . . . . . ... L
Fonctions égales presque partout . . . . .. ... ... ... ...
Fonctions égales presque partout (réciproque) . . . . . . ... ..
Ensemble mesurable . . . . ... ... o000 10
Propriétés élémentaires (tribu) . . . . .. ... .o L. 10
Topologie et ensembles mesurables . . . . . .. ... ... .... 10
Ensembles négligeables . . . . . . . .. ..o oL 10
Fonction mesurable . . . . .. ... .. .o oL 11
Critere de I'image réciproque . . . . . . . . . . .. .. ... ... 11

© © © W00 0O~~~ O UTU

*Ce document est un des produits du projet €) boisgera/CDIS, initié par la collaboration de
(S)ébastien Boisgérault (CAOR), (T)homas Romary et (E)milie Chautru (GEOSCIENCES),
(P)auline Bernard (CAS), avec la contribution de Gabriel Stoltz (Ecole des Ponts ParisTech,
CERMICS). Il est mis & disposition selon les termes de la licence Creative Commons “attribution
— pas d’utilisation commerciale — partage dans les mémes conditions” 4.0 internationale.


https://github.com/
mailto:sebastien.boisgerault@mines-paristech.fr
mailto:thomas.romary@mines-paristech.fr
mailto:emilie.chautru@mines-paristech.fr
mailto:pauline.bernard@mines-paristech.fr
mailto:gabriel-stolz@mines-paristech.fr
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/

Ensemble mesurable . . . .. ... ... oo oL
Produit d’ensembles mesurables . . . . . . .. ...
Théoréme de convergence dominée . . . . . . ... .. ... ...
Théoréme de convergence monotone . . . . . ... ... .. ...
Critere d’intégrabilité dominée . . . . . . .. ... ... ... ..

Intégrale multiple
Théoreme de Fubini . . . . . . ... .. ... ... .. ......
Ordre et nombre des variables . . . . . . .. ... ... ......
Théoreme de Tonelli . . . . . ... ... ... ... .. ......
Fubini-Tonelli, mode d’emploi . . . . . . . ... ... ... ....

Changement de variables
Changement de variables . . . . . . . ... ... ... .......

Annexe — Théoréme de la divergence
Compact a bord régulier . . . . . . ... ...
Changement de repere orthonormé . . . . ... ... ... ....
Caractérisation implicite des compacts a bord régulier . . . . . .
Normale extérieure . . . . . . .. . ... L
Normale extérieure et caractérisation implicite . . . . ... ...
Normale extérieure et hypographe . . . .. .. ... ... ....
Partition de 'unité . . . . . . . ... oL oo
Intégrale de surface . . . . . . . . . ... L
Divergence . . . . . .. ..o
Lemme de la divergence . . . . . ... ... ... ...
Théoréme de la divergence . . . . . . . . ... ... ... .....
Lemme de recouvrement de Lebesgue . . . . . . . ... ... ...

Exercices complémentaires
Aire dudisque unité . . . . . . .. ...
Intégrabilité des fonctions puissances . . . . . . . . . . ... ... ...
Déformations d’'un compact a bord régulier . . . ... ... ... ...
Ovalesde Cassini . . . . . . . . .. ... .
Intégrales de surface . . . . . . .. ... oL
Rétraction . . . . . . . . ..o
Intégration par parties . . . . . . . . ... Lo

Solutions
Exercices essentiels . . . . . .. ..o oo
Aire dudisque unité . . . . . . ...
Intégrabilité des fonctions puissances . . . . . . . . . . ... ... ...
Déformations d’'un compact a bord régulier . . . ... ... ... ...
Ovalesde Cassini . . . . . . .. ... . .
Intégrales de surface . . . . . . . . .. .. ... ... ..
Rétraction . . . . . . . .. . L

13
13
13
15
16

16
16

18
18
18
18
20
20
21
21
22
22
22
25
26

28
28
28
29
29
29
31
31



Intégration par parties . . . . . . . ... Lo Lo 43

Réferences 44

Objectifs d’apprentissage

Cette section s’efforce d’expliciter et de hiérarchiser les acquis d’apprentissages
associés au chapitre. Ces objectifs sont organisés en paliers :

(o) Prérequis (o) Fondamental (ee) Standard (eee) Avancé (eeee) Expert

Sauf mention particuliére, les objectifs “Expert”, les démonstrations du docu-
ment ! et les contenus en annexe ne sont pas exigibles (“hors-programme”).

Construction de ’intégrale dans R"

— e savoir définir un pavé de R (ou de [—oo, 00]™),

— e savoir calculer son volume n-dimensionnel,

— savoir comment exploiter dans ce cadre n-dimensionnel les concepts :
— ee d’ensemble négligeable,
— ee de subdivision pointée,
— o de somme de Riemman,
— ee de jauge et de subdivision subordonnée,
— eee d’intégrale de Lebesgue.

Ensembles et fonctions mesurables
— savoir caractériser :
— ee les ensembles de mesure finie et mesurables de R™,
— ee les fonctions mesurables (critére de 'image réciproque),
— o les fonctions intégrables (critere d’intégrabilité dominée).

Propriétés de I’intégrale dans R"
— savoir exploiter
— e la linéarité de l'intégrale,
— e sa croissance et 'inégalité triangulaire,
— ee les relations entre intégrale et égalité presque partout,
— ee les théoremes de convergence.

Intégrale multiple
— e savoir calculer une intégrale dans R™ au moyen de n intégrales dans R,
— e connaitre les variantes de cette technique (ordre et nombre des variables),

1. L’étude des démonstrations du cours peut toutefois contribuer & votre apprentissage, au
méme titre que la résolution d’exercices.



— e connaitre ’hypotheése d’intégrabilité validant ce calcul (Fubini),

— eee connaitre les propriétés des fonctions intermédiaires (Fubini),

— ee savoir caractériser l'intégrabilité des fonctions positives (Tonelli),
— eee connaitre les propriétés des fonctions intermédiaires (Tonelli),

— ee savoir caractériser l'intégrabilité des fonctions signées (via Tonelli).

Changement de variables
— e connaitre la formule du changement de variables,
— ee connaitre les hypotheses du théoreme et son résultat d’intégrabilité,
— ee savoir appliquer le théoréme de fagon relativement directe,
— eee savoir introduire un changement de variables quand c’est pertinent.

Théoréme de la divergence
— eeee savoir caractériser un compact & bord C?,
— eeee savoir calculer la normale extérieure d’un tel ensemble,
— eeee connaitre la définition d’intégrale de surface,
— eeee savoir exploiter le théoreme de la divergence.

Intégrale de fonctions de plusieurs variables

Remarque — Domaine des variables

Comme pour les fonctions d’une seule variable, la théorie de intégrale de
jauge des fonctions de plusieurs variables est applicable a des variables pouvant
prendre des valeurs réelles ou infinies. Mais il s’agit largement d'un “détail
d’implémentation” : en pratique, le besoin que nous souhaitons satisfaire, c’est
I'intégration des fonctions de variables réelles; pour nous conformer & ce cas
d’usage principal, et aprés avoir construit I'intégrale dans le domaine [—o0, co]™,
nous énoncerons uniquement les propriétés de l'intégrale dans le domaine R™.
Quand il sera nécessaire de considérer une fonction de variables réelles comme
fonction de variables réelles étendues (pouvant étre infinies), on prolongera la
fonction initiale en lui assignant la valeur zéro dés qu’une de leur variables est
infinie 2. De facon similaire, il est possible de définir I'intégrale d’une fonction
f:A—= Rou A CR"” en la prolongeant par zéro sur R” (ou directement sur
[—OO, +Oo]n)

2. Toute autre valeur que zéro conviendrait aussi bien ici, car la différence entre le domaine
de définition du prolongement et le domaine initial est [—oo, co]™ \ R™, qui est un ensemble
négligeable (cf. exercice “domaine & 'infini” (p. 6)). Dans le cas d’un domaine de définition
initial A quelconque, il est par contre nécessaire de prolonger par zéro (au moins presque
partout).



Exercice — Prolongements (¢) A quelles fonctions de [—oo, +00]? — R sont
associées la fonction (z,y) € R? — exp(—x? —y?) € R, la fonction (z,y) € R?
arctan(z? 4+ y?) € R, la fonction (x,y) € [-1,1]2> — 1 € R? (Solution p. 31.)

Dans la suite, les pavés joueront pour l'intégration des fonctions de plusieurs
variables le role qui était dévolu aux intervalles pour les fonctions d’une variable :

Définition — Pavés
On appelle pavé de [—oo, +00]™ tout ensemble I de la forme
I=1I x---x1I,

ol les I; sont des intervalles de [—o0, +00].

I:I1><Ig

I

I

FIGURE 1 — Réprésentation du pavé [1,3] x [1,2] du plan (étendu).

Exercice — Partition en pavés (e) Montrer que l'ensemble R? \ [—1,1]2
peut étre partitionné en 4 pavés. (Solution p. 32.)

Volume d’un pavé

On appelle volume n-dimensionnel (ou parfois simplement volume quand le
contexte est clair) du pavé I = I; x --- x I, de [—o0, +00]" la valeur

AI) = €(I) % -+ x £(I) € [0, +00],

en adoptant la convention que 0 x co = 0.



Remarque — Longueur, aire, volume

On pourra continuer a appeler cette grandeur longueur plutot que volume n-
dimensionnel si 'on travaille dans R (ou [—o0, +00]); dans R? (ou [—o0, +00]?)
il est approprié de la désigner sous le terme d’aire et dans R3 (ou [—o0, +00]?)
sous le terme de volume. On pourra dans ces trois cas particuliers préférer les
notation ¢, a et v au symbole \.

Exercice — Volume de pavés (e) Calculer laire des pavés {(0,0)}, [-1,1]?,
[—1,1] % [0, 4+00] et {0} x R de [—o0, 4+0oc]?. (Solution p. 32.)

Définition — Ensemble négligeable
Un ensemble A de [—o0, +00]™ est négligeable si pour tout ¢ > 0, il existe

une collection dénombrable de pavés I, Io, ..., de [—00,+00]™ qui recouvre
I'ensemble A — telle que A C |J, I; — et vérifiant

S ML) <e.

Exercice — Domaine a l’infini (¢) Montrer que ’ensemble [—o0, +00]™ \ R™
est d’aire négligeable. (Solution p. 32.)

Exercice — Graphe du sinus (ee) Montrer que ’ensemble
G ={(z,sinz) | z € [0,27]}

est d’aire négligeable.

G ={(x,sinz) | z € [0, 27|}

0 1 2 3 4 5 6

r

FIGURE 2 — Graphe de la fonction sin sur [0, 27].

(Solution p. 32.)



Définition — Presque partout

Une propriété P dépendant d’'un vecteur z € [—o00, 0o|™ est vraie presque partout
si ’ensemble des points x ou elle est fausse est un ensemble négligeable. On
pourra utiliser la notation “P p.p.” ou “P(z) p.p.” pour signifier que la propriété
P est vraie presque partout.

Subdivision pointée

Une subdivision pointée du pavé fermé I de [—o0, +00]™ est une famille finie
{(t;; Ji) | 0<i<k—1}

ou les J; sont des pavés fermés de I sans chevauchement (les intersections deux a

deux des pavés de cette collection sont des ensembles négligeables) qui recouvrent
I et tels que ¢; € J; pour tout ¢ € {0,...,k —1}.

FIGURE 3 — Une subdivision pointée de [—o0, c0]? comportant 12 pavés.

Définition — Somme de Riemman

La somme de Riemann associée a la fonction f: I — R, ou I est un pavé fermé
de [—00,400]™, et & la subdivision pointée D de I est la grandeur

S(£,D) =Y f(MAT), (t,J) €D, A(J) < +oc.



Définition — Jauge
Une jauge v sur un pavé fermé I de [—oo, +00]™ est une fonction qui associe a

tout ¢ € I un pavé ouvert y(t) de [—o0, +00]™ contenant t.

Définition — Subdivision pointée subordonnée a une jauge

Une subdivision D du pavé fermé I de [—oo, +00]™ est subordonnée a une jauge
~ sur I si pour tout (¢,J) € D, J C y(t).

Définition — Intégrale dans R"

Une fonction f : [—00,00]™ — R est dite intégrable au sens de Henstock-Kurzweil
8’1l existe un réel A tel que pour tout e > 0 il existe une jauge 7 de [—o0, +00]™
telle que pour toute subdivision pointée D de [—o00, +00]™ subordonnée & ~, on
ait |S(f,D) — A| < e. Le réel A quand il existe est unique; il est appelé intégrale
de Henstock-Kurzweil de f sur R™.

La fonction f est dite intégrable (au sens de Lebesgue) si f et | f| sont intégrables
au sens de Henstock-Kurzweil. L’intégrale (de Lebesgue) de f est alors définie
comme l’intégrale de Henstock-Kurzweil de f et notée

/f ou /f(a:)da: ou /f(xl,...,xn)dxl...dxn.

Lorsque la fonction f est définie sur A C [~00,00]™ on dira que f est intégrable
sur A si son prolongement f par zéro & [—oo, 00]|™ est intégrable sur [—oo, 00]™;
s’il est nécessaire d’étre explicite quant au domaine d’intégration A, on utilisera

les notations
/Af = /Af(x)dx = /f(x) dx.

Propriétés élémentaires

Dans cette section, nous énongons sans preuve dans le cadre R™ les propriétés
de l'intégrale déja connues dans R.

Théoréme — Linéarité

Si les fonctions f : R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et o € R, alors les
fonctions f + g et af sont intégrables. De plus,

/f(x)+g(x)dx:/f(x)dm+/g(x)dx et /af(x)dm:a/f(x)dx.



Exercice — Additivité I () Soit f: R™ — R. Montrer que si f est intégrable
sur A C R™ et sur B C R™ et que A et B sont d’intersection vide alors f est
intégrable sur AU B et

on f(z)dx = /Af(ac) dx—i—/Bf(x) dx.
(Solution p. 33.)

Proposition — Croissance de I’intégrale

Si les fonctions f : R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et que f < g, alors

[t@dr< [gla)da.

Corollaire — Inégalité triangulaire

Si f:R™ — R est intégrable alors |f]| est intégrable et

‘ / (@) do

Proposition — Fonctions égales presque partout

< [ 156 da.

Une fonction f : R™ — R égale presque partout a une fonction g : R® — R
intégrable est elle-méme intégrable et

/f(@ dx:/g(x) da.

Proposition — Fonctions égales presque partout (réciproque)

Si les fonctions f : R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et si

f < g presque partout et /f(:z:) dx > /g(az) dx,

alors f = g presque partout.

Un théoréme de changement de variables généralise le théoréme déja énoncé pour
une variable ; il est suffisamment complexe pour mériter sa propre section dans
ce chapitre (p. 16). L’équivalent dans R™ du théoréme fondamental du calcul est
le théoréme de la divergence ? ; 'annexe (p. 18) lui est entiérement consacrée.

3. méme si cela ne saute pas forcément aux yeux!



La notion d’ensemble mesurable est inchangée (modulo le remplacement des
intervalles fermés bornés de R par les pavés fermés bornés de R™); les trois
propriétés élémentaires de la collection des ensembles mesurables de R™ sont
toujours vérifiées (la collection est une tribu), cette famille contient tous les
fermés (et tous les ouverts) et “négligeable” et “(mesurable et) de mesure (n-
dimensionnelle) nulle” sont toujours synonymes.

Définition — Ensemble mesurable

Un ensemble E de R™ est de mesure (de Lebesgue ou n-dimensionnelle) finie si sa
fonction caractéristique 1g est intégrable sur R™ ; il est mesurable si sa fonction
caractéristique est intégrable sur tout pavé fermé borné de R™. La mesure (de
Lebesgue ou n-dimensionnelle) A(E) d’un ensemble E mesurable est définie par

AME) ::/lE(x) dx

si F est de mesure finie et
AME) := 400

dans le cas contraire (si E est mesurable mais pas de mesure finie).

Théoréme — Propriétés élémentaires (tribu)

1. L’ensemble vide est mesurable.
2. Le complémentaire d’un ensemble mesurable est mesurable.

3. L’union d’une collection dénombrable d’ensembles mesurables est mesu-
rable.

Théoréme — Topologie et ensembles mesurables

Tout ensemble fermé (ou ouvert) est mesurable.

Exercice — Disque fermé (o) Montrer que le disque D
R? | 22 + 23 < 1} est mesurable. (Solution p. 33.)

{(z1,22) €

Théoréme — Ensembles négligeables

Un ensemble est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement s’il est négligeable.

10



Exercice — Additivité II (ee) Soit f : R™ — R. Montrer que si f est
intégrable sur A C R" et sur B C R" et que A et B sont sans chevauchement
(AN B est négligeable) alors f est intégrable sur AU B et

AUBf(x)d:z::Af(a:)dx+/3f(a:)dm.

(Solution p. 33.)

Les fonctions mesurables ont la méme définition que dans R; le critére de
mesurabilité par I'image réciproque est toujours valide.

Définition — Fonction mesurable

Une fonction f: R™ — R est mesurable si elle est la limite simple d’une suite de
fonctions intégrables, c’est-a-dire s’il existe une suite de fonctions intégrables
fr : R™ — R telle que pour tout z € R, fp(z) — f(z) quand k — +oo. Une
fonction f : R™ — R™ est mesurable si chacune de ses composantes est mesurable.

Théoréme — Critére de I’image réciproque

Une fonction f : R™ — R™ est mesurable si et seulement 1'image réciproque de
tout fermé (ou de tout ouvert) de R™ par f est mesurable.

Proposition — Ensemble mesurable
Un sous-ensemble E de R™ est mesurable si et seulement si sa fonction caracté-
ristique 1g est mesurable.

Un cas particulier important sans équivalent dans R : les produits d’ensembles
mesurables sont mesurables.

Produit d’ensembles mesurables

Si les ensembles A C R™ et B C R"™ sont mesurables, alors leur produit cartésien
A x B CR™ x R™ est mesurable.

Démonstration Comme A x B = (A4 x R") N (R™ x B) et que l'intersection
de deux ensembles mesurables est mesurable (p. 10), il suffit d’établir que A x R™
et R™ x B sont mesurables. Nous nous contenterons de prouver que A x R™ est
mesurable, la preuve pour R™ x B étant presque identique.

Soient P; et P, deux pavés fermés arbitraires de R et R™ respectivement ; nous
allons établir que la fonction (z,y) € Py X P, — 1a(x) est intégrable. Cela

11



montrera que (z,y) € R™ x R™ — 14(x) X 1gn(y) est mesurable et donc que
A x R™ est mesurable (p. 11).

Par construction, A N P; est de mesure finie donc 14np, est intégrable (p. 10).
Soit € > 0 et ;1 une jauge sur R™ telle que pour toute subdivision pointée D;
de P; subordonnée a 1 on ait

‘S(lA,Dl)—/ la(z)dx| <e
P

Soit v la jauge sur P; x P, définie par

Y(z,y) = 7 (z) X [—00, +-00]™

Soit D une subdivision pointée de Py X P, subordonnée a 7. Soit Z une collection
de p pavés fermés sans chevauchement tels que si I; x I appartienne a D alors
I5 est 'union d’un nombre fini d’éléments de Zy. En jouant sur le fait que les
valeurs de (z,y) — 14(z) sont indépendantes de y et en décomposant les pavés
de D; selon leur seconde composante, on peut trouver p subdivisions pointées D}
de P; toutes subordonnées & 7, et des réels positifs «; tels que Zle a; = \NDPy)
et

S((.’I} y) = 1A Zaz 1A7D1
Par conséquent,

S((x,y) — 1a(x),D) — )\(Pg)/P . la(z)dx| < AM(Py)e

et (z,y) € Py x Py — 14(x) est donc bien intégrable. |

Les théorémes de convergence (dominée, monotone) et le critére d’intégrabilité
dominée se transposent a l'identique pour les fonctions de plusieurs variables.

Théoréme — Théoréeme de convergence dominée

Si une suite de fonctions intégrables fi : R™ — R converge simplement vers la
fonction f, c’est-a-dire si pour tout z € R",

lim f () = f(z)

k——+o0

et qu'il existe une fonction intégrable g : R — [0, 4+o00[ dominant la suite f,
c’est-a-dire telle que pour tout k£ € N et pour tout x € R™,

[fe(2)] < g(x)

alors la fonction f est intégrable et

[t@de= [ dim pi@)de = tim [ fie)da

12



Théoréme — Théoréme de convergence monotone

Si une suite de fonctions intégrables fi : R™ — R est croissante et majorée en
tout point, c¢’est-a-dire si pour tout z de R"

pour tout k €N, fi(2) < fry1(z) et sup fi(z) < +oo,
k
alors la limite simple f des fj est intégrable si et seulement si

szp/fk(a:) dx < +o0.

et dans ce cas,

[t@de= [ gim pi@)de = tin_ [ r)ds

Théoréme — Critére d’intégrabilité dominée

Une fonction f : R™ — R est intégrable si et seulement si f est mesurable et il
existe une fonction intégrable g : R — [0, +o0[ telle que |f| < g.

Intégrale multiple

Théoréme — Théoréme de Fubini
Soit f : R™ x R™ — R une fonction intégrable. Alors la fonction partielle

x € R™ — f(x,y) est intégrable pour presque tout y € R™, la fonction définie
presque partout

yeR" — flz,y)dx
R"YL

est intégrable et

/ fmwmwz/{ fmwMPu
Rm+n n [Jrm

Remarque — Ordre et nombre des variables

Deux extensions du théoréme de Fubini (p. 13) souvent utiles :

13



FIGURE 4 — Graphe de la fonction f: (z,y) e R xR — e~V en gris et des
fonctions partielles z € R — f(x,y) pour y = —1.5,—1,—0.5 en noir.

— 1l est possible de changer ’ordre d’intégration des variables : si f est
intégrable, alors la fonction partielle y € R™ — f(z,y) est intégrable pour
presque tout x € R™, la fonction définie presque partout

z€R™— flz,y)dy
RTL

est intégrable et

/R o @ y)dedy = / i [ . f(z,y) dy} dz.

— 1l est possible de considérer des fonctions de trois variables ou plus. Par
exemple, si la fonction f: R™ x R™ x RP — R est intégrable, alors

/R L fwy.2) dedyds = /R p { / ) [ [ @) da:] dy} dz.

(étant entendu que tous les fonctions intermédiaires intervenant dans le
membre de droite de cette équation sont bien définies presque partout).

Démonstration Se reporter & Swartz (2001). |

14



Exercice — Calcul de ’aire d’un triangle (o) Considérons le triangle
T={(zy) eR|2>0,y>0etx+y<1}.

En supposant l'intégrale ci-dessous bien définie, calculer :
a(T) = / 17 (z,y) dedy.
R2
(Solution p. 34.)

Exercice — Contre-exemple (ee) Comparer les valeurs des intégrales mul-

tiples
1 1 2 2 1 1 2 2
T~ —y T~ —y
=7 __dz| dy et =7 __dy| du,
/o [/ (2% 1 ¢2)? ] Y / [/ (@? 1 2)? 4

puis expliquer le résultat. Indication : on remarquera que

oy 0w
(22 +y2)2  Ox \ 22 +9y?
(Solution p. 34.)

Pour pouvoir appliquer le théoréeme de Fubini, il faut savoir a priori que la
fonction est intégrable et pas seulement que ses intégrales multiples sont bien
définies (cf. “Contre-exemple” ci-dessus (p. 15)). Si la fonction est a valeurs
positives toutefois, I’examen de ses intégrales multiples permet de s’assurer de
Iintégrabilité ; c’est le théoréme de Tonelli :

Théoréme — Théoréme de Tonelli

Soit f : R™ x R™ — [0, 400[ une fonction mesurable. Alors, pour presque tout
y € R™ la fonction € R™ +— f(z,y) est mesurable. Si de plus pour presque tout
y € R™ cette fonction est intégrable, alors la fonction (définie presque partout)

g:yeR"— [ f(z,y)de
R’"L

est mesurable. Si elle est intégrable, alors la fonction f est intégrable. Récipro-
quement, si z € R™ — f(x,y) n’est pas intégrable presque partout ou que la
fonction g n’est pas intégrable, alors f n’est pas intégrable.

Démonstration Se reporter & Swartz (2001). |
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Remarque — Fubini-Tonelli, mode d’emploi

Les deux théoremes sont souvent utilisés ensemble pour intégrer une fonction
f:R™ x R™ = R, de la facon suivante :

1. On vérifie tout d’abord que la fonction f est mesurable. Comme sa valeur
absolue |f| est mesurable et positive, le théoréme de Tonelli est alors
susceptible de lui étre appliqué.

2. On étudie si |f| satisfait bien toutes les hypotheses du théoréme de
Tonelli (p. 15). Si c’est le cas, la fonction |f]| est intégrable; la fonction f
étant mesurable, par le critére d’intégrabilité dominée (p. 13), f est donc
intégrable.

3. Le théoréme de Fubini (p. 13) est donc applicable! On peut donc évaluer
I'intégrale de f en calculant son intégrale multiple.
Exercice — Triangle d’aire finie (¢) Montrer que le triangle
T:{(m,y)ERQ|x20,y20etx+y§1}
est d’aire finie, c’est-a-dire que 17 est intégrable. (Solution p. 35.)
Exercice — Intégrabilité des pavés fermés bornés (e) Montrer que la

fonction caractéristique 1; du pavé I = [a1,b1] X+ X [an, b,] de R™ est intégrable
et que

M) = /11(m)dx =(by —ay) x -+ X (by —an).

(Solution p. 35.)

Exercice — Tout droite du plan est négligeable (ee) FEn utilisant les
théorémes de Tonelli (p. 15) et Fubini (p. 13), montrer que toute droite du plan
est négligeable. (Solution p. 35.)

Changement de variables

Théoréme — Changement de variables

Soient D; et Dy des ouverts de R™ et h : D; — Dy un C'-difféomorphisme de
Dy sur Dy : une fonction contintiment différentiable et bijective dont ’'inverse
h=1: Dy — D est également continiiment différentiable. La matrice jacobienne
associée a la différentielle de h étant notée Jp, la fonction f : Dy — R est
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intégrable si et seulement si la fonction (f o h)|det Jy| : D1 — R est intégrable
et dans ce cas,

fly)dy = f(h(x))| det Jp(x)| dz.
Dy Dy

D1 D2

F1GURE 5 — Changement de variables

Démonstration Se reporter & (Swartz 2001, annexe 5). |

Exercice — Homothétie (o) Soit f : R™ — R une fonction intégrable. Mon-
trer que pour tout coefficient « > 0, 'intégrale

f(az)dx
R’H,

est bien définie et la calculer en fonction de U'intégrale de f sur R™. (Solution p.
36.)

Exercice — Volume et translation (¢) Montrer que si A est mesurable et
de volume fini dans R? I'image de A par une translation est également mesurable
et de méme volume. (Solution p. 36.)

Exercice — Coordonnées polaires (ee) Soit
C={(z,y) eR?|y#0ouz >0} et P={(r,0)cR?|r>0et -7 <6 <n}

On note h la fonction de P dans C définie par h(r,0) = (r cos 8, rsin §). Montrer
que pour toute fonction f : C' — R intégrable, si I'on pose g(r,0) = f(z,y) ol
(x,y) = h(r,0), alors

/C f.y) d(.y) = /P o(r. 6)r d(r. 0).
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(Solution p. 37.)

Exercice — Absence du déterminant jacobien (ee) Supposons Dy, Do,
h et f conformes aux hypotheéses du théoréme de changement de variables (p.
16). On suppose de plus que f o h est intégrable sur D;. Exprimer Uintégrale

f(h(x)) d

Dy

comme une intégrale sur Ds. (Solution p. 37.)

Annexe — Théoréme de la divergence

Définition — Compact a bord régulier

Un sous-ensemble K de R™ est un compact a bord C! s’il est compact (fermé et
borné) et peut étre caractérisé au voisinage de tout point de sa frontiere 0K,
et apres un éventuel changement de repére, comme 1’hypographe — I’ensemble
des points en-dessous du graphe — d’une fonction contintiment différentiable.
Autrement dit, pour tout point xy € 0K, il existe une application affine inversible
T :R™ — R™ et un voisinage ouvert V de zg de la forme V = T(U x I), ou U est
un ouvert de R™~! et I est un intervalle ouvert de R, et une fonction f: U — I
contintiment différentiable tels que

KNV =T{@1-»yn) €U XTI [yn < (Y1, yn-1)}) -

Remarque — Changement de repére orthonormé

11 est possible d’imposer dans la définition des compacts & bord C* (p. 18) que
T soit une isométrie directe (qui conserve la distance et l'orientation); cela
revient & n’autoriser que les changements de repeére orthonormés directs. La
caractérisation des compacts a bord C! qui en résulte est inchangée.

Théoréme — Caractérisation implicite des compacts a bord régulier

Un sous-ensemble compact K de R™ est un compact & bord C! si pour tout
point z( de sa frontiere 0K il existe un voisinage ouvert V' de zq et une fonction
contintiment différentiable g : V' — R dont la différentielle est non nulle en xg,
telle que pour tout point 2 de V', o appartient & K si et seulement si g(x) < 0.
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Démonstration Si K est un compact & bord C?, il existe une application
affine inversible 7' : R™ — R™ et un voisinage ouvert V de xy de la forme
V =T(U x I), ou U est un ouvert de R"~! et I est un intervalle ouvert de R,
et une fonction f : U — I continiiment différentiable tels que

KﬂV:T({(yl,,yn)EUxI|yn§f(y1,,yn_l)})

Par conséquent, si ’on définit la fonction g : V' — R par

9(x) =yn — (W15 1 Yn—1) OU (Y1,...,yn) =T (),

on obtient la caractérisation implicite souhaitée. La seule vérification qui n’est
pas évidente par construction est le caractére non-nul de la différentielle dg en x.
SiT(x) =A-xz+0bou A est une application linéaire (nécessairement inversible)
et b € R™, en posant ¢(y) = yn — f(Y1,-..,Yn—1), On obtient

dg(z) = d(¢po T~ )(x) = dp(T™(2)) - dT ™ (2) = do(T ™" (z)) - A~

Or, 9,,¢(y) = 1 en tout point y de U x I. L’application A~! étant inversible, il
existe un vecteur h de R™ tel que A=!-h = (0,...,0,1); pour un tel vecteur on
a donc

dg(x)-h=dp(T~"(z))- A~" - h= _Z ip(T~ () (A~ h)i = 1.

La différentielle de g est donc bien non-nulle en tout point de V (et donc a
fortiori en ).

Réciproquement, considérons un zg € 0K et supposons qu’il existe une fonction
g 'V — R satisfaisant les propriétés de I’énoncé. La différentielle de g étant non
nulle en xg, par continuité de 'application = — dg(x) - u pour tout u € R™, il
existe un vecteur de u de R™ tel que

dg(x)-u>0

dans un voisinage V' de o contenu dans V. Soit T une application affine
inversible de la forme T'(x) = A -z + b telle que A - e, = u. La fonction go T
définie sur de T~ (V') satisfait alors

On(goT)(y) =dg(T(y)) - dT'(y) - en
=dg(T(y)) - A-en
— dg(T(y)) - u> 0.
L’application du théoréeme des fonctions implicites fournit un ouvert non vide
U x I inclus dans T=1(V') ot U C R"~! et I est un intervalle ouvert de R, ainsi

qu’une fonction f : U — I continliment différentiable telle que dans U x I,

gOT(ylv"'7y7L) :0 = yn:f(yla"'7yn—1)-
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Par le théoreme fondamental du calcul,

gOT(y17"'7yn):gOT(yla"'7f(y17"'uy’ﬂ*1))

Yn
+/ an(goT)(ylw--ayn—lat)dt
f

(Y1,5--3Yn—1)

Yn
:/ an(goT)(ylv'"7yn717t)dtv
f

(Y15esYn—1)

ce qui garantit que dans T (U x I), g(x) < 0 — c’est-a-dire x € K — si et seulement
siz=T(y) et yn < f(y1,- -, Yn-1). u

Définition — Normale extérieure

Une normale a un compact & bord C* K de R™ en un point z € 0K de sa
frontiére est un vecteur n(z) € R™ unitaire (de norme 1) tel que

Jim <n(z)7w> —0
Sk ly — |
Cette normale n(z) est extérieure si pour € > 0 assez petit, z + en(z) € K.

On admettra 'unicité de la normale extérieure ainsi définie ; son expression peut
étre calculée simplement dans le cas d’'une représentation implicite ou explicite
(comme hypographe) du compact a bord.

Proposition — Normale extérieure et caractérisation implicite

Si K est un compact & bord C! caractérisé au voisinage de xy € 0K par I'inégalité
g(z) < 0, ou V est un voisinage ouvert de = et g : V — R est contintiment
différentiable de différentielle non nulle sur V, alors la normale extérieure de K
en x € 0K NV est le vecteur de R™ donné par

Vy(z)

") = @l

Démonstration La fonction g étant différentiable en z € 0K, on a localement

9(y) = g(x) +dg(x) - (y — x) + o([ly — z||) = (Vg(z),y — x) + o([ly — z|)).
Siy € dK, g(y) =0, donc

<Vg(x), M> =o0(1) = 0 quand y — x.

Si y = 2+ eVg(a)/|Vg(a)]], avec & > 0,

9(y) = (Vg(x),y — x) + o(lly — zll) = €l|Vg(z)l| + ofe),
et donc g(y) > 0 — soit y € K — pour ¢ suffisamment petit. |
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Proposition — Normale extérieure et hypographe

Si K est un compact & bord C' caractérisé au voisinage de o € 0K comme
I’hypographe de la fonction f : U — I ott U est un ouvert de R"~! et I un
intervalle ouvert de R, alors la normale extérieure de K en € 0K NV est le
vecteur de R™ donné par

(—81f(.7}17 . ,In,:[), . nflf(-rla e ,.%‘n,l), 1)
VI+ V(@1 zn1)]?

n(xy, ..., x,) =

Démonstration Il suffit de constater qu’on peut associer a ’hypographe de
f la description implicite g(x) < 0 avec

g1, .., Tp_1,Tn) =Ty — f(T1,...,Tn-1)
puis d’exploiter la caractérisation de la normale dans ce cas (p. 20). Comme
Vg<x17 s 7xn) = (_alf(xh s ,.’Iln_l), IR n—lf(xla s ,$n_1)7 1)

et que par conséquent

IVg(z1,. . )| = VI+ V(1,201
le résultat s’en déduit. | |

Nous allons maintenant définir 'intégrale de surface d’une fonction continue sur
la frontiere d’un compact & bord. Pour arriver & nos fins, nous allons tout d’abord
définir 'intégrale de surface pour des fonctions continues nulles en dehors d’'un
voisinage — arbitrairement petit — d’un point du compact. Le résultat suivant de
partition de I'unité nous permettra de “recoller” ces contributions a l'intégrale
globale.

Définition — Partition de 1’unité

Pour toute famille finie d’ouverts V; de R™ recouvrant un ensemble compact K,
il existe une famille p; : R™ — [0, +o00[ de fonctions contintiment différentiables
dont le support

supp(p;) = {z € dom(p;) | pi(x) # 0}

est compact et inclus dans V; et telles que

Zpl(x) =1 pour tout z € K.

La démonstration est donnée a la fin de cette annexe (p. 27).
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Définition — Intégrale de surface

Soit ¢ : 0K — R™ une fonction continue. Si K est caractérisé dans un voisinage
ouvert V de xg € 0K comme ’hypographe de la fonction f : U — I apreés une
transformation 7" qui soit une isométrie directe, la contribution de V- ="T(U x I)
a Uintégrale de surface de ¢ est définie par la relation

/ b(x)o(dz) == / oz, FIVI T IV I de.
OKNV U

Si les V; sont de tels ouverts consituant un recouvrement fini de 0K et les p;
une partition de 'unité associée (p. 26), alors l’intégrale de surface de ¢ sur 0K
est définie par

oK

oaotdn) =3 [ piao(e)o(dn)

On admettra que cette définition est indépendante du choix de la décomposition
de 0K.

Définition — Divergence
Soit V un ouvert de R™. On appelle divergence d’une fonction différentiable

v:V—=>RY v=(v1,...,0,)

la fonction divov : V' — R définie par

divo(z) = Z 0;v; ()

Lemme — Lemme de la divergence

Soit f : U — R une fonction de classe C! ot U est un pavé ouvert borné de
R™ ! Soit v : U x R — R™ une fonction de classe C' de support compact
dans U x R*"71(*4). L’ensemble Q désignant I’hypographe strict de f — soit
Q= {(y,2)|ly € U,z € Rz < f(y)} —et T le graphe de f — soit I' =
{(y, f(y)) |y € U} — et n la normale extérieure associée, on a la relation

/ dive(z)de = / (v(x),n(x)) o(dx).
Q T

4. La fonction v étant continue et définie dans un ouvert (U x R®~1), son support est
compact dans cet ensemble si et seulement si ’ensemble {z | v(z) # 0} est borné et sa distance
au complémentaire de U x R dans R"™ est strictement positive.
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Démonstration On remarque que si v = we; ou w : U X R — R est de classe
Cletie{l,...,n}, comme dive = d;w et (v(x),n(z)) = w(x)n;(z), le résultat
du lemme devient

/Qaiw(x) dwz/rw(x)ni(x) o(dx).

Réciproquement, que si cette relation est valable pour tout i € {1,...,n}, la
conclusion du lemme de Stokes s’en déduit facilement. Démontrer la relation
ci-dessus suffit donc a prouver le lemme.

La transformation h : U X ]—o0, 0] — R™ définie par
h(z1,...,Tn-1,2n) = (T1,- ., Tp-1,Zn + f(z1,. .., Tpn_1))
est une application de classe C'. Par construction,
h(U x ]—00,0]) = Q
et admet une inverse, donnée par

h™ @, @1, @0) = (@15, o1, & — f(21,0, @0m1)

qui est également de classe C'. La matrice jacobienne associée a h vaut

Jule) = { Jflgw) ? }

et par conséquent son déterminant jacobien satisfait
det Jp(x) = 1.

Par conséquent, le changement de variable associé a h fournit
/ dyw(z) dx = / dyw(x) dx
Q R(U x]—00,0[)
- / Duw(h(x))| det Ju(z)| do
U x]—00,0]
:/ w(xy, .. X1, + (21, ..., Tp1)) da
U x]—00,0[
ou encore, en notant 7(x) = (1,...,Zp-1),
/ Oiw(z)dr = / Oiw(m(x), zn + f(m(x))) de.
Q U x]—00,0(

Nous allons évaluer cette expression en comparant I'intégrande dans le membre
de droite de cette équation avec la dérivée partielle de w(w(z), z, + f(7(z))) par
rapport a x;.
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Siie{l,...,n— 1}, la régle de dérivation en chaine fournit

0 (w(m(x), 2n + f(m(2))) = Qiw(m(2), 2n + f(7(2))
+ Ohw(m(x), 2 + f(m(x)) X 0 f (7 (x))

et dans le cas contraire,

O (w(m(2), 20 + f(7(2))) = Opw(m(z), 20 + f(7(2))).

SiU=I x---xI,_qetsipourie{l,...,n—1}, ona I; =la;, b;[, alors par
le théoreme fondamental du calcul,

e—0 aide

b;—e
/IY Oi(w(m(x), zn, + f(7(x)))dr; = lim Oi(w(rm(z), zn, + f(n(z))) dz;
bi—e

= 213% [w(r(z), zn + f(7(2))], 12

Comme w est de support compact, pour toute valeur de z1, xa, ..., T;—1, T;11,
..., Tn, la fonction partielle

z; € Jag, bi[ = w(n(v), zn + f(7(2)))

est également de support compact. Par conséquent,

Si(fEl, ey L1y T4 1y - - ) = . 81(11}(7'((.%),%,1 + f(ﬂ'(l’)))) dml =0.

Par le théoreme de Fubini, on peut alors déduire que

[ atwln(e). o+ (@) do =
U x]—00,0]

/ Si(xh ey L1y L1y e - - ) d((El, ey L1, T4y - - ) =0.
Iy x... I ><Iri+1><"~><]—00,0[

Siie{l,...,n—1}, on a donc
/ Do) dz = / O (n(x), 2n + F(r(2)) x (—0sf((2))) da
Q U x]—00,0]
et pour ¢ = n,

/ Opw(x)dx = / Opw(m(x), xy + f(m(x)) da.
Q U x]—00,0[

Dans ce second cas, en raison de la compacité du support w, le théoreme
fondamental du calcul fournit

0
| w4 Flrla)) o, = tim {5 - w(a(o). o, + Frla)]

= w(n(x), f(r(z)),
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et donc par le théoreme de Fubini,

[ o ar = [ wty. s an.

Quand i € {1,...,n — 1}, un calcul analogue fournit

/ Dpo(z) di = / w(y, 1)) % (~0:f () dy.
Q U

Quel que soit la valeur de i € {1,...,n}, comme la normale extérieure n est
donnée par
_8fy 7"'7_8 — fy 71
n(y. f(y) = "W 200 f ). 1),
L+ [Vl

on constate que 'on a

/Q Bw(z) do = /U w(y, F@)ni(y, F@)IVIT IV @ dy,

et par conséquent

/Q dyw(z) do = /F w(z)n;(z) do(z).

Théoréme — Théoreme de la divergence

Soit U un ouvert de R™ et K un ensemble compact K & bord C! inclus dans U.
Pour toute fonction v : U — R”™ contintiment différentiable,

/Kdivv(:c)dx:/aK (v(z), n(z)) o(dz).

Pour toute fonction f : U — R contintiment différentiable et tout 7 € {1,...,n},

/K Oif (z) dz = /8 (@) (@) o(d).

Démonstration Comme dans la démonstration du lemme de la divergence
(p. 22), il suffit d’établir une version du résultat, par exemple la premiere, et la
seconde version s’en déduit.

Pour tout = € 0K, il existe un pavé ouvert borné U, de R"~!, un intervalle ouvert
I, de R, une isométrie affine directe T, et une fonction contintiment différentiable
fo 2 Uy = I telle que T, (U, x I;) soit un voisinage de = et K NT, (U, x I;) soit
I'image de I'hypographe de f, par T,. Si x € K, il existe un pavé ouvert borné
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U, de R"~! et un intervalle ouvert I, de R tels que U, x I, C ID(; on prendra
ici T,, = I (Uidentité) et pour f; : U, — R une fonction constante dont la valeur
soit un majorant de I,.

Par compacité, K peut étre recouvert par un nombre fini des ensembles V,, :=
Ty (Uz x I ), associés au points 1, ..., 2. Soit p;, j € {1,...,k} une partition
de l'unité (p. 21) associée. On a alors

/Kdivv(x) dzx = /Kdiv (Zlepj(x)v(x)> dx

k
= Z/Knv | div (pj(z)v(x)) da.

L’application du lemme de la divergence (p. 22) quand z; est un point intérieur
a K fournit

/ div (pj(z)v(z)) dz =0,
KNV,

car v est nulle sur le graphe de f;;, et quand z; est un point frontiere

/ div (p; (2)v()) dz = / (o3(@)0(x), n(x)) do(z)
Kﬂij

aKﬂsz

= [ 5@ @) nle) doa).
8KF‘|VT,j

k

Par conséquent,
| divo(eydo - > / e, P/ 0@ o)

- / (v(z), n(@)) do(z).
OK

La preuve de I'existence d’une partition de 'unité repose sur le lemme suivant :

Lemme — Lemme de recouvrement de Lebesgue

Soit K un compact de R™ et une famille arbitraire d’ouverts V; recouvrant K.
Alors il existe un rayon r > 0 tel que pour tout z € K, il existe un indice i telle
que la boule ouverte B(x,r) de rayon r centrée en z soit incluse dans V;.

Démonstration Supposons au contraire que pour tout r > 0 il existe un
x € K tel que pour tout indice i, la distance entre x et le complémentaire de V;
soit (strictement) inférieure & r. Soit x; une suite de points de K tels que pour
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tout ¢, d(zg, R™"\ V;) < 27F: par compacité de K, il existe une suite extraite des
xk qui converge vers un £ € K. En passant a la limite sur cette suite, on établit
que pour tout indice i on a d(¢,R™\ V;) = 0, soit x € R™ \ V; puisque R" \ V;
est fermé. Par conséquent, pour tout i, z € V;, ce qui contredit ’hypothese que
les V; forment un recouvrement de K. | |

Démonstration de I’existence d’une partition de 1unité Nous allons
initialement établir I’existence d’une suite de fonctions p; : R™ — R continues,
nulles en dehors de V; dont la somme vaut 1 sur un voisinage ouvert V' de K, puis
déduire de cette construction I'existence de fonctions contintiment différentiables
p; satisfaisant satisfaisant le théoreme.

Notons V' = U;V; ; I'ensemble V; étant ouvert, la fonction z € V +— d(z,R™ \ V;),
qui est continue, est strictement positive sur V; et nulle ailleurs. La somme
rER" = j d(xz,R™\'V}), également continue, est donc strictement positive
sur V. Les fonctions p; définies par

PN CA- AN
Pi®) = = R\ V)

satisfont donc les propriétés requises pour ’étape 1.

Le lemme de recouvrement de Lebesgue (p. 26) établit I'existence d’un r > 0 tel
que pour tout = € K, il existe au moins un indice 4 tel que B(z,r) C V;. Notons
V! I'union des boules ouverts B(z,r) pour lequel l'incide ¢ convient quand x
décrit K. Par construction, les V/ sont ouverts et recouvrent K ; de plus, les
adhérences V/ sont bornées (ce sont des sous-ensembles de {z € K |d(z, K) < r})
et vérifient d(V/;,R" \ V;) > r.

Considérons les fonctions p; de ’étape initiale associées & la famille des V' et
prolongées par 0 en dehors de | J; V/. Définissons alors les fonctions p} : R" —
[0, +o0] par

pi(x) = / pi(y)o(x —y) dy

ot ¢ : R™ — [0, +oc[ est une fonction continiiment différentiable, de support
inclus dans B(0,7/2) et telle que

¢(x)dx = 1.

R

Le théoreme de dérivation sous le signe somme établit que les p} sont contintiment
différentiables. Par construction, le support de p} est inclus dans V/ 4+ B(z,r/2),
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ce qui garantit que supp(p}) C V;. Finalement, pour tout = € K,

Zpé(fﬁ) = Z /Rn pi(y)d(x —y) dy
= [ S ntwta -y

n A
(2

= [ olx—y)dy
Rn

Exercices complémentaires

Aire du disque unité

Soit D = B(0,1) le disque unité fermé de R2.
Question 1 (¢) Montrer que 1p est intégrable. (Solution p. 38.)

Question 2 (ee) Calculer l'aire de D en utilisant le théoréme de Fubini puis
un changement de variable dans R. (Solution p. 38.)

Question 3 (ee) Calculer l'aire de D en utilisant un changement de variables
dans R2. (Solution p. 38.)

Intégrabilité des fonctions puissances

Soit C' la couronne {z € R? | ||x|| > 1}; on souhaite prouver dans cet exercice

que 'intégrale
[ / dz
c llzl

est bien définie si et seulement si o > 2.

Question 1 (e) Soit Cy = CN{(x1,22) € R? | 21 >0 et 25 > 0}. Montrer
que = — ||z 7 est intégrable sur C' si et seulement si elle est intégrable sur
C4+. (Solution p. 39.)
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Question 2 (o) Déterminer I'image de Cy par la fonction
h:(z1,22) = (z1,7) our=|(z1,z2)|

et montrer que h est un C'-difféomorphisme de C ; sur cette image. (Solution
p. 39.)

Question 3 (ee) Déterminer (formellement) l'expression de l'intégrale I au
moyen des variables (x1,7), puis (y,7) ot y = x1/r. En déduire que I est bien
définie si et seulement si o > 2. (Solution p. 40.)

Déformations d’un compact a bord régulier

Soit K un compact & bord C'' de R™ et T : R™ — R™ une application contintiment
différentiable telle que T'= I + H, ou 'application continiiment différentiable
H :R™ — R” satisfait sup,cpn ||dH (z)|| < 1.

Question 1 (eeee) Montrer que ’ensemble
T(K)={z+T(z)|z € K}
est un compact a bord C! de R™. (Solution p. 40.)

Ovales de Cassini

Soit a et b deux nombres réels strictements positifs. On désigne par K ’ensemble
du plan délimité par les ovales de Cassini

K = {(z,y) € R?| (2® +y*)? — 2a* (2% — 9?) + a* < b*}.
Question 1 (eeee) Montrer que si a # b, 'ensemble K est un compact & bord
Cl.
(Solution p. 41.)

Intégrales de surface

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R?.

Question 1 (eeee) Calculer

/83 o(dz) et /83 22 o(dz).

(Solution p. 42.)
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(a2 + 9% — 20°(2® — y*) + a* <H', a=1.05, b= L0

FIGURE 6 — Compact & bord C' délimité par les ovales de Cassini.

FIGURE 7 — Ensemble délimité par les ovales de Cassini quand a = b = 1.
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Rétraction
Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R? et f : B — B une fonction de
classe C? (c’est-a-dire admettant un prolongement de classe C? sur un ouvert U

contenant B). Une telle fonction f est une rétraction de B sur 0B si f(B) = 0B
et pour tout = € 9B, f(z) = x.

Question 1 (eeee) Montrer que pour une telle rétraction f, on a
/ det J¢(z)dx = 0.
B
(Solution p. 43.)

Question 2 (eeee) FEn déduire I'impossibilité d'une telle rétraction. (Solution
p. 43.)

Intégration par parties

Question 1 (eeee) Si 'équivalent dans R™ du théoréme fondamental du

calcul est le théoreme de la divergence, quel résultat est ’équivalent dans R™ de
I'intégration par parties? (Solution p. 43.)

Solutions

Exercices essentiels

Prolongements Si l'on s’en tient sans réfléchir a la section “Domaine des
variables” (p. 4), il faut associer & la premiére fonction la fonction

exp(—2% —y?) siz€RetycR,
0 sinon.

(z,y) € [~00,00]? =

a la seconde la fonction

(2,y) € [—00,00]2 > arctan(z? +y%) siz€Ret y € R,
’ ’ 0 sinon.

et a la troisiéme la fonction

arctan(z?y?) siz € [-1,1] et y € [-1,1],

2 .
0 sinon.

(l‘, y) € [—OO, OO]
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Dans le second cas, la note de bas de page nous autorise aussi a considérer la
fonction

arctan(z? +y%) siz€Ret y €R,
w/2 sinon.

2

(l',y) € [_OOVOO] =

qui peut sembler un choix plus naturel car le prolongement ainsi construit
est continu. Par contre, dans le troisieme cas, c’est bien par zéro que nous
avons l'obligation d’étendre la fonction initiale (techniquement, car ’ensemble
[—00,00]% \ [~1,1]2 n’est pas négligeable.)

Partition en pavés L’ensemble R?\ [—1,1] est I'union des quatres ensembles
disjoints non vides suivants : |—co, —1[ x R, [-1,1] x |1, +o0], [-1,1] x ]—00, —1]
et 1, 4+o0[ X R.

Volume de pavés On a a({(0,0)}) = a([0,0]?) =0 x 0 = 0, a([-1,1]?) =
2x2=4,a([-1,1] x [0,400]) = 2 X (+00) = 400 et a({0} x R) = 0 x (+00) = 0.

Domaine a I’infini L’ensemble [—o0, +00]™ \ R™ est recouvert par les quatres
pavés {—oo} x [—00, 00], {+00} X [—00, +00], [—00, +00] X {—00} et [—o0, +00] X
{+0o0}. Chacun de ces pavés est d’aire nulle : on a par exemple

a({—o0} x [—00, +00]) = £({—o0}) x £([—00, +00]) = 0 x (+00) = 0.

Par conséquent I’ensemble considéré est négligeable.

Graphe du sinus Notons G = {(z,sinz) | z € [0, 27]}. Comme (sin)’ = cos
et que le cosinus est majoré par 1, par le théoréme des accroissements finis,
pour tout z,y € [0,27] on a |sinz — siny| < |z — y|. Par conséquent, pour tout
z € [0,27] et h > 0,

GN([x —h,x+ h] x [-00,+0]) C [x — h,x + h] x [(sinz) — h, (sinz) + h].

En choisissant h = w/n et * = w/n,3w/n,57/n, ..., on recouvre donc G par la
collection de pavés

2

n

yp=sin| | k+=])— ).
2) n

La somme des aires des pavés [ satisfait

2
Ik_{kﬁ,(kﬂrl) ]x[ykﬂ,yk+q,k€{0,1,...,n1}
n n n

ou

1

S
|

2 2 472
a(Ik):anx—ﬂ:i.
‘ noon n

ES
I
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G ={(z,sinz) | z € [0,27]}

1- z?/-l\_

. =

r

FIGURE 8 — Graphe de la fonction sin et recouvrement par les pavés Iy, (n = 12).

Il est donc possible de rendre cette somme arbitrairement faible en sélectionnant
un n suffisamment grand. L’ensemble G est donc négligeable.

Additivité I Si f est intégrable sur A C R™ et sur B C R™ alors les prolonge-
ments de f|4 et de f|p par zéro & R™, qui sont les fonctions 14 f et 15 f, sont
intégrables sur R™. On a également

/Af(x)dx:/Rn 1a(z)f(x)dx et /Bf(x)dx:/n 1p(x)f(z)dx.

Si A et B sont d’intersection vide, on a 14,5 = 14 + 1p, donc par linéarité de
l'intégrale (p. 8), laupf = 1af + 15[ est intégrable, la fonction f est intégrable
sur AU B et

(x)dx = /n Laup(2)f(z) dx

AUB

— [ 1407 (@) + o) f(0) do

:/if(x)dx—&-/Bf(x)dx.

Disque fermé L’ensemble D est fermé (c’est par exemple I'image réciproque
du fermé [0, 1] par 'application continue (z1,z2) — 2% + 23), par conséquent il
est mesurable (p. 10).

Additivité II La trame de la démonstration est similaire a ’exercice “Addi-
tivité I” (p. 9). On constate ici que 1aup = 14 + 1 — lanp; comme AN B
est négligeable, la fonction 14~ f est nulle presque partout, donc intégrable et
d’intégrale nulle. La fonction 14 p est donc intégrable par linéarité de I'intégrale
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(p. 8) et

AUB /n Laug(2)f(x) dz
:L/nlA 2) + 1p(2) f(z) — Lang f(z) de
:/RnlA / 1p(x )f(x)—/nlAme(x)dﬁf

/f M+/f

Calcul de l’aire d’un triangle Si la fonction 1p est intégrable, alors le
théoréme de Fubini est applicable (p. 13). On a donc

a(T) ::]Q {A;ly(x,y)dx} dy.

1 si0<x<1—y,
lT(x,y):’ 0 sinon.

Or,si0<y<1,

et dans le cas contraire, 17(z,y) = 0. On a donc

=[] == £] -3

Contre-exemple Pour tout y € ]0,1] (et donc presque tout y € [0,1]), on a

Lo —y? T ! 1
s dr= |t | = ——,
/0 (@ +y2)? [ $2+y2]o 1+y?

par conséquent

1 1 2 2 1
Tt —y dy 1
A{A(ﬁ+ﬁﬁz]y Al+ﬁ ly = arctanylo

En exploitant la relation
22— 2 ) y
(xQ +y2)2 - oy a:2—|—y2
on établit de facon similaire que
1 1 .2 2
T4 —y 7r
————dy| dx = —.
I ] oo

Or, si le théoréeme de Fubini (p. 13) était applicable, on pourrait intervertir
Pordre d’intégration des variables sans changer le résultat (p. 13). Comme cela

=]
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n’est pas le cas, on en déduit que I'hypothese exigée par le théoreme de Fubini
ne tient pas : la fonction

x2_y2
(l',y) S [07 1] X [07 1] —> m

n’est pas intégrable.

Triangle d’aire finie La fonction 17 : R2 — R est positive et mesurable,
car I'ensemble T' est fermé donc mesurable. Par conséquent on peut essayer
d’appliquer le théoréme de Tonelli (p. 15) qui donnerait la conclusion voulue. Les
calculs & effectuer pour vérifier que ses hypothéses sont vérifiées sont exactement
les mémes que ceux nécessaires au calcul de I'aire dans l’exercice “Calcul de l'aire
d’un triangle” (p. 16) : ils montrent que pour tout y, x — 1r(x,y) est intégrable,
puis que

Y= /IT(I, y) dy

est intégrable, ce qui nous permet de conclure.

Intégrabilité des pavés fermés bornés On procede par récurrence sur la
dimension n de I’espace. Admettons le résultat prouvé au rang n — 1. La fonction
caractéristique 17 de I = [ay,b1] X -+ X [an, by] est mesurable; en effet, pour
tout ensemble ouvert de R, 'image réciproque de cet ensemble par 1; est &,
I, R?\ I ou R? et tous ces ensembles sont mesurables (car fermé ou ouverts
(p. 10)). Fixons (z2,...,x,) € R"™1; la fonction 1 € R — f(x1,22,...,2,) est
intégrable : en effet si (z2,...,2y) € [az,b2] X -+ X [an,by] on a

1 siay <ay < by,

Li(21, 22, 2n) = 0 sinon.

et 17(z1,xa,...,2,) = 0 sinon. On a donc
/1](331,.232, e ,J)n) d1‘1 = (b1 — al)l[az,bg]X"'X[G7L7b.,L](x2? e ,xn).

Par I'hypothese de récurrence, 1ja, b,]x-- x [an,b,] €St intégrable d’intégrale (by —
ag) X -+ X (by, — ay), donc par le théoréme de Tonelli (p. 15), 11 est intégrable et

/1[(90) dx = ( _al)/1[a2,b2]><~~><[ambn](x27~-~7xn) d(xa,...2y)

:(bl—al)x~~><(bn—an).

Tout droite du plan est négligeable Deux cas se présentent : soit la droite
considérée est de la forme D = {(z,y) € R? | y = ax + b}, soit elle est de la
forme D = {(z,y) € R? | z = c¢}. Dans les deux cas, la droite est un ensemble
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fermé de R?, donc mesurable (p. 10) ; par le critére de 'image réciproque (p. 11),
la fonction caractéristique associée 1p est donc mesurable. Dans le premier cas
considéré, pour tout € R, la fonction y — 1p(x,y) est nulle, sauf en y = ax+b;
elle est donc nulle presque partout et donc intégrable et d’intégrale nulle. On a
donc pour tout x € R,

/1D<x,y> dy =0

et par conséquent la fonction

xeRH/ID(x,y)dy

est donc intégrable. Par le théoréme de Tonelli (p. 15), la fonction f est donc
intégrable et par le théoréme de Fubini (p. 13), on a

o) = [ 1pe i) = [ [ [10w) dy] d =0,

La droite D est donc négligeable car mesurable et d’aire nulle (p. 10).

Le cas ot D = {(z,y) € R? | x = ¢} se traite de fagon similaire. On constate
alors pour tout = € R, a 'exception de x = ¢, la fonction y — 1p(x,y) est nulle
et donc intégrable et d’intégrale nulle et pour & = c¢ elle n’est pas intégrable.
Mais cette fonction est donc a nouveau intégrable pour presque tout x € R et
d’intégrale nulle. La fin du raisonnement est identique a celle du cas précédent.

Homothétie Si 'on pose D; = R", Dy = R", l'application h : D1 — Dy
définie par h(z) = ax est un C'-difféomorphisme. De plus, on a

a 0 --- 0
0O o ... O

|det Jp(z)|=|det | . . . . =|a"| = a™
0 0 ... «

Par conséquent, le théoréme de changement de variables (p. 16) fournit

fly)dy = flax)a™ dz,
R~ R~
soit

1
(ax)dr=— [ f(y)dy.
R™ [0 Rn

Volume et translation L’ensemble A mesurable et de volume fini a une
fonction caractéristique 14 intégrable et

AA) = / 14(z) da.
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Soit h(z) = z —u ou u € R3. La fonction h est une bijection de R? sur lui-méme,
continfiment différentiable ainsi que son inverse, h=!(z) = z +u et Jy(x) = I,
donc det Jp(z) = 1. Par le théoréme de changement de variables (p. 16), la
fonction 1,-1(4y = 14 o h est donc intégrable sur R? et

/lh_l(A)dazz/R3(1A0h)|detJh(x)|d;v:/R3 1a(z)dr = MA).

L’ensemble translaté A +u = h~1(A) est donc mesurable, de volume fini égal au
volume de A.

Coordonnées polaires Les ensembles P et C' sont ouverts et la fonction h —
qui permet de passer des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes —
est une bijection de P dans C'. Elle est continiment différentiable ; sa matrice
jacobienne en (r,6) vaut

cos) —rsinf

In(r,0) = sin 6 rcos@ |’

et son déterminant satisfait
det Jy(r,8) = (cos@)(rcosf) — (sin@)(—rsind) =r > 0.

Le jacobien est donc inversible et h~! est continfiment différentiable par le
théoreme d’inversion locale. On peut donc appliquer le théoréme de changement
de variables (p. 16) a la fonction f, ce qui fournit

/ Fa,y) d(z.y) = / F(h(r,0))] det Ji(r. 0)d(r, 6)
C P
:/g(r,@)rd(r,@).
P

Absence du déterminant jacobien La fagon la plus rapide de procéder
consiste a considérer que f o h joue le role de f dans le théoréme de changement
de variables (p. 16), que h dans notre énoncé désigne h~! dans ce théoréme
et que les roles de Dy et Dy sont intervertis. Une fois que 'on a permuté ces
notations, on réalise que 'intégrale que 1’on souhaite calculer est le membre de
gauche de I’équation du théoréme de changement de variables, dont toutes les
hypotheéses sont par ailleurs satisfaites. Par conséquent on a

F(h(a)) dz = / (f o B) (b ()| det Jps ()] dy.

D1 D2

On peut simplifier (foh)(h=1(y)) en f(y) et éventuellement exprimer le jacobien
de h™! en fonction du jacobien de h : J,-1(y) = [Jn(h~1(y))] ! ; on obtient donc

fh@)de = [ f@)ldet @y = [ F@) .

.
D, Da Do | det Jn(h=1(y))]
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Aire du disque unité

Question 1 La fonction 1p est intégrable : en effet, ’ensemble B est fermé donc
mesurable (p. 10) et la fonction 1p est dominée par la fonction caractéristique
du pavé fermé [—1,1]2, qui est intégrable. Par le critére d’intégrabilité dominée
(p- 13), 1p est donc intégrable.

Question 2 Le théoreme de Fubini nous fournit

1 Vi—a? 1
/d(L':/ / dy dx:2/ V1—22dz.
D -1 |J—viza? -1

1
/ \/l—xzda@:/ \/1—x2dx:/ V1-—2z2dz,
—1 [—1,1] ]

—1,1]

Comme

on peut donc opérer le changement de variable
0 €]0,m[—2x=—cosf €]-1,1]

(bijectif, contintiment différentiable ainsi que son inverse). Comme (—cosf) =

sinf, on a
™ 1
/ \/1—(—c0520)sin9d0:/ V1—a22dx
0 —1
et donc
1 T T — ) in?2 ™
/ mcz:cz/ sin20d9:/ Lzcos2 g 0 _sin20)° T
-1 0 0 2 2 4 0 2

et finalement

/ dr = .
D

Question 3 On remarque que 'union N de la frontiere 0D de D et du segment
{(z,0) |z € [-1,0]} est négligeable dans R? et donc que

/ d:c:/ dx,
D D\N

ce qui nous permet de considérer le changement de variable
¢:(r,0)€]0,1] x |—m, 7]+ (x,y) = (rcosf,rsind) € D\ N

(bijectif, contintiment différentiable ainsi que son inverse). On calcule la matrice
jacobienne
cos —rsind

J¢(r,9): sin 6 rcosf |’
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dont le déterminant vaut

det Jy(r,0) = (cos 0)(rcos§) — (sinf)(—rsinf) = r.

/ rdrd@z/ dx,
10,1[x]—m,x[ D

et donc par le théoréme de Fubini,

T 1 T
/dmz/ [/ rdr]d&z/ }dQZT&'.
D —T 0 771—2

Intégrabilité des fonctions puissances

On a donc

Question 1 L’ensemble C peut étre partitionné en 5 ensembles : C 4, Cy |
C_4, C__ (ou les signes en indices déterminent les signes autorisés pour les
variables 1 et x2) et

N =C \ (C++ U C+_ U C_+ U C__).

L’ensemble C'y 1 est ouvert, donc mesurable. Par conséquent, si f : @ — |||~ est
intégrable sur C, elle est intégrable sur C'; ;. Réciproquement, si f est intégrable
sur Cy 4, elle est intégrable sur chacun des ensembles C'y 1 par changement de
variable : le changement de variable h : (z1,z2) — (21, —22) est par exemple un
difféomorphisme de Cyy sur C_ tel que | det J,| = 1, donc par changement de
variables (p. 16) l'intégrale de f est bien définie sur Cy _ et

[ lelede= [ In@)l e dee @l de = [l dy =1
Cy— Cy Cit

Comme N est négligeable, f est également intégrable sur N et par conséquent f
est intégrable sur C' comme somme des fonctions intégrables

f=flc, +fle,. +fle_, + fle__ + fln.

Question 2 Si z appartient & Cy4, [jz| > 1, 1 > 0 et 23 > 0, donc r =
|z|| > 1 et x1 = \/r? — 23 < r. Réciproquement, si r > 0 et 0 < z; < r, 'unique
antécédent de (z1,r) par h dans C 4 est (z1, /23 — r2). La fonction h est donc

une bijection de C'y dans
U:={(z1,7r) €]0,4+00[ | 1 < r}.

De plus, h est continiiment différentiable, car elle est partout différentiable et
les coefficients de sa matrice jacobienne

1 0
Jh(ﬂh,mz) = [ ]

T 2
2 2 2.2
\/11 +x3 \/'Ll +x3
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sont continus par rapport & (21, z3). On & également

1 0

_ T T
Vel VR

Jp-1(z1,7) = [

Question 3 Sil'on considere les variables x1 et x2, la formule du théoreme de
changement de variables (p. 16) nous fournit

/ ||m||_°‘dx:/T_a|detJh71(x1,r)\dx1dr,
C++ U
soit

dxydr;

T 1
x ﬂldx:/?“*aidx dr:/r*ai
/C++|| | U 2 —a? ! U V1= (z1/r)?

un nouveau changement de variable introduisant y = x1/r € |0, 1[ fournit

7 dydr

1
ol = dz = [ e ——
/c++ 10,1[x]0400[ /1 —y?

—/ ! #dydr
10,1[x]0,400[ T 1 /1T — 12

La fonction = +— ||z||~* est donc intégrable si et seulement si cette derniere
intégrale est bien définie. Or, I'intégrande

(y,r) €]0,1[ x ]0, +00[

1
1— 92

’I“O‘_l

— et donc son extension par zéro a R? — sont mesurables et positives, donc la
caractérisation par le théoréme de Tonelli (p. 15) est valable. Pour tout r > 0, la
fonction en question est intégrable par rapport a y sur ]0, 1] et

/ S B O R
= arcsin = —.
o 7T e Yo T gre

La fonction r]0, +oo[ +— r®~! étant intégrable si et seulement si a > 2, nous
avons bien établi le résultat recherché.

Déformations d’un compact a bord régulier

Question 1 Sous les hypotheses de I’énoncé, nous avons établi en exercice de
“Calcul Différentiel II” que la fonction T est un C*-difféomorphisme global de
R™ dans l'ouvert T'(R™).

L’ensemble T'(K') est un ensemble compact comme image d’un ensemble compact
par une application continue. Comme 7" est un difféfomorphisme, un point y de
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R"™ est intérieur & T(K) si et seulement si & = T~1(y) est intérieur & K. Les
points de la frontiere 9T (K) sont donc les images des points de 0K par T.

Soit yo € OT(K) et o = T 1(yo) € K. Dans un voisinage V de o, il existe
une fonction contintiment différentiable g : V' — R de différentielle non nulle en
xo telle que g(x) < 0 équivaut a = € K. Par conséquent, y € T'(V') appartient
A T(K) si et seulement si g o T~ !(y) < 0. La fonction g o T~ est continfiment
différentiable et

d(goT™")(yo) = dg(T " (y0)) - AT~ (yo) = dg(zo) - (dT (o))"

Soit u € R™ tel que dg(xo) -u # 0; si v = (dT(z0)) - u, d(go T~ )(yo) - v # 0. La
différentielle de g o T~ est donc non nulle en yg. Par la caractérisation implicite
des compacts a bord C* (p. 18), T(K) est donc un compact a bord C! de R™.

Ovales de Cassini

Question 1 Montrons tout d’abord que I'ensemble K est compact. Si les points
(zk, yx) de R? appartiennent a K, ils vérifient (2% +y3)% —2a? (22 —yi)+a* < b*;
si la suite converge vers (z,y), par continuité (z? +32)? — 2a?(2% — y?) +a* < b*
et donc (z,y) € K. L’ensemble K est donc fermé. De plus pour tout (z,y) € K,
comme
Iz It = (2 + ) et 2® —y* <||(z,9)]?,
on a ||(z,y)||* < b* —a* + 2a?||(z,y)||?, donc si
4 2
[l o o I 0
2 2

le point (x,y) n’appartient pas & K ; 'ensemble K est donc borné. Fermé et
borné dans R2, ’ensemble K est donc compact.

Pour montrer que l’on a affaire & un ensemble compact & bord C'*, nous souhaitons
utiliser le résultat sur la caractérisation implicite de ces ensembles (p. 18). La
fonction g de ce théoreme prend bien sir ici la forme

g(z,y) = (2* +9*)% = 2a*(2® — y*) +a* — b

puisque z € K si et seulement si g(z,y) # 0. Il nous suffit donc de vérifier que g
est O, ce qui est évident, et qu’en tout point de la frontiere de K, la différentielle
de g — ou son gradient — est non-nulle. On se convaincra que tout point (x,y) de
la frontiere de K vérifie nécessairement g(x,y) en exploitant la continuité de g.
Par conséquent, notre démonstration sera achevée si nous montrons qu’aucun
point (x,%y) de R? ne satisfait simultanément

g(w,y) =0, 0z9(x,y) =0 et dyg(x,y) = 0.

Or O,9(x,y) = 4(x? +y*)x —4a’x et ,9(z,y) = 4(2% +y?)y +4a’y; de la nullité
de ces deux dérivées partielles, on déduit

(22 + )z = d’x et (2 +y?)y = —ad’y.
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Il nous faut désormais envisager les cas possibles selon que x et y sont nuls ou
non:

— x # 0 et y # 0 est impossible car les deux équations ci-dessus entrainent

alors (22 +y?) = a? = —a% or a > 0.
— 2 =y = 0 est impossible car g(0,0) = a* —b* # 0, car a > 0, b > 0 et
a #b.

— x =0 et y # 0 entraine 22 4+ y? = 3% = —a?, impossible car a > 0.

— finalement, si x # 0 et y = 0, 22 + y? = 2% = a2, ce qui réinjecté dans
g(z,0) = 0 fournit a* —2a*+a* —b* = 0, soit b* = 0, également impossible
car b > 0.

Aucun point (z,y) de R? n’annule simulanément g et son gradient ; I’ensemble
K est donc bien un compact & bord C*.

Intégrales de surface

Question 1 Comme la normale extérieure & B en 9B vaut n(x) = (z1,x2) et
que x? + 23 = 1 sur OB, on a en posant v(x) = (z1,x2) sur B Pégalité

/63 o(dx) = /83(1‘% +a2)o(dr) = /aB (v(z),n(z)) o(dz)

et donc par le théoreme de la divergence

/63 o(dz) = /Bdivv(x) dr = /B(lel + Oqxo) dx = 2/3 dz.

L’intégrale initiale est donc égale au double de 'aire du disque unité, soit 2.
Concernant la seconde intégrale, on a ’égalité

/ 20 (dx) :/ (v(x),n(x)) o(dx) avec v(z) = (x1,0)
OB oB

et donc par le théoreme de la divergence

/ x%a(dz)z/ divv(a:)dcc:/(81z1+820)dx:/ dz.
oB B B B

L’intégrale initiale est donc égale a ’aire du disque unité, soit .

Rétraction

Source: (Kannai 1981)
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Question 1 On déduit de l'identité || f(z)||? = (f(z), f(z)) = 1 valable sur B
que pour tout h € R2,

(df () - h, f(2)) + (f(2), df () - h) = 2(df (2)" - f(z),h) =0

et donc la relation Jy(x)! f(z) = 0. La valeur f(z) étant non nulle, cela entraine
la non-inversibilité de la matrice jacobienne J;(x), ou ce qui est équivalent, la
nullité du déterminant jacobien det J¢(x). En conséquence,

/ det J¢(z)dx = 0.
B

Question 2 La fonction f étant de classe C2, on a

det Jy = (01f1)(02f2) — (01f2)(02f1)
= 01(f102f2) — [1072f2 — Do (f1O1 f2) + 103, fa
= 01(f102f2) — 02(f101 f2)

Par le théoréeme de la divergence, on a donc
/ det Jy(z) d =/ (n1(f102f2) — n2(f101 f2))o
B OB
= fl <Vf2, t> a
oB

ou t(z) désigne le vecteur tangent a 9B en x :

t(z) = (=na(z),n(2)).

Comme la normale extérieure & B en x = (21, z2) € OB est donnée par n(z) =
(z1,22), on a t(x) = (—x9, —x1). Par ailleurs, comme f(z) vaut identiquement x
sur 0B, fa(x) vaut xo et par conséquent

(Va(x), t(2)) = (V(22),t(z)) = 1,

soit, puisque fi(z) = z1 sur 0B,

/ det Jy(x) da::/ 23 o(dz) > 0.
B aB

Si une telle rétraction existait, on aurait donc une contradiction.

Intégration par parties

Question 1 On obtient le théoréme d’intégration par parties en appliquant le
théoreme fondamental du calcul a la dérivée du produit fg.
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Supposons de facon analogue que U est un ouvert de R™, K un ensemble compact
a bord C' de U et que f,g: U — R sont deux fonctions de classe C*. Le produit
fg est également de classe C! et pour tout i € {1,...,n},

/ &:(f9)(x) dx = / ni(2) f(2)g(z) o (dz),
K OK
soit
/K (04 f (x))g(x) di = /d (o) f(@)g(a) o) ~ /K £ (2)(Big(x)) do.

Alternativement, si f : U — R et v : U — R" sont deux fonctions de classe C?,
comme fv est de classe C et que div fv = fdive + (V£,v), par le théoréme de
la divergence appliqué a fv on obtient

/K (Vf(x),v(x)) de = [ f(z)(v(z),n(x)) o(dr) - /Kf(x)divv(ff) dz.

oK
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