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Objectifs d’apprentissage

Cette section s’efforce d’expliciter et de hiérarchiser les acquis d’apprentissages
associés au chapitre. Ces objectifs sont organisés en paliers :

(o) Prérequis () Fondamental (ee) Standard (eee) Avancé (eeee) Expert

Sauf mention particuliere, les objectifs “Expert”, les démonstrations du docu-
ment ! et les contenus en annexe ne sont pas exigibles (“hors-programme”).

Construction de ’intégrale dans R"

— e savoir définir un pavé de R™ (ou de [—o0, 00]™),
— e savoir calculer son volume n-dimensionnel,
— savoir comment exploiter dans ce cadre n-dimensionnel les concepts :

ee d’ensemble négligeable,

ee de subdivision pointée,

e de somme de Riemman,

ee de jauge et de subdivision subordonnée,
eee d’intégrale de Lebesgue.

Ensembles et fonctions mesurables

— savoir caractériser :

ee les ensembles de mesure finie et mesurables de R™,
ee les fonctions mesurables (critére de l'image réciproque),
o les fonctions intégrables (critere d’intégrabilité dominée).

Propriétés de 1’intégrale dans R"

— savoir exploiter

e la linéarité de l'intégrale,

e sa croissance et l'inégalité triangulaire,

ee les relations entre intégrale et égalité presque partout,
ee les théoremes de convergence.

Intégrale multiple

— e savoir calculer une intégrale dans R™ au moyen de n intégrales dans R,
— e connaitre les variantes de cette technique (ordre et nombre des variables),
— e connaitre I’hypothése d’intégrabilité validant ce calcul (Fubini),

— eee connaitre les propriétés des fonctions intermédiaires (Fubini),

— ee savoir caractériser I'intégrabilité des fonctions positives (Tonelli),

— eee connaitre les propriétés des fonctions intermédiaires (Tonelli),

— ee savoir caractériser l'intégrabilité des fonctions signées (via Tonelli).

1. L’étude des démonstrations du cours peut toutefois contribuer a votre apprentissage, au
méme titre que la résolution d’exercices.



Changement de variables
— e connaitre la formule du changement de variables,
— ee connaitre les hypotheses du théoreme et son résultat d’intégrabilité,
— ee savoir appliquer le théoréme de fagon relativement directe,
— eee savoir introduire un changement de variables quand c’est pertinent.

Théoréme de la divergence
—— eeee savoir caractériser un compact a bord C1,
— eeee savoir calculer la normale extérieure d’un tel ensemble,
— eeee connaitre la définition d’intégrale de surface,
— eeee savoir exploiter le théoreme de la divergence.

Intégrale de fonctions de plusieurs variables

Remarque — Domaine des variables

Comme pour les fonctions d’une seule variable, la théorie de U'intégrale de
jauge des fonctions de plusieurs variables est applicable a des variables pouvant
prendre des valeurs réelles ou infinies. Mais il s’agit largement d’un “détail
d’implémentation” : en pratique, le besoin que nous souhaitons satisfaire, c’est
I'intégration des fonctions de variables réelles; pour nous conformer & ce cas
d’usage principal, et aprés avoir construit I'intégrale dans le domaine [—o0, 00|™,
nous énoncerons uniquement les propriétés de l'intégrale dans le domaine R™.
Quand il sera nécessaire de considérer une fonction de variables réelles comme
fonction de variables réelles étendues (pouvant étre infinies), on prolongera la
fonction initiale en lui assignant la valeur zéro des qu’une de leur variables est
infinie 2. De facon similaire, il est possible de définir I'intégrale d’une fonction
f:A—Rou A CR” en la prolongeant par zéro sur R™ (ou directement sur
[—00, +00]™).

Exercice — Prolongements (o) A quelles fonctions de [—o0, +o0]? — R sont
associées la fonction (z,y) € R? s exp(—a2? —?) € R, la fonction (z,y) € R?
arctan(z? + y?) € R, la fonction (z,y) € [-1,1]? = 1 € R? (Solution p. 29.)

Dans la suite, les pavés joueront pour l'intégration des fonctions de plusieurs
variables le role qui était dévolu aux intervalles pour les fonctions d’une variable :

Définition — Pavés
On appelle pavé de [—oo, +00]™ tout ensemble I de la forme

I=I1 x---x1I,

2. Toute autre valeur que zéro conviendrait aussi bien ici, car la différence entre le domaine
de définition du prolongement et le domaine initial est [—o00, c0]™ \ R™, qui est un ensemble
négligeable (cf. exercice “domaine & 'infini” (p. 6)). Dans le cas d’un domaine de définition
initial A quelconque, il est par contre nécessaire de prolonger par zéro (au moins presque
partout).



ol les I; sont des intervalles de [—o0, +00].

I:I1XIQ

I

I
FIGURE 1 — Réprésentation du pavé [1,3] x [1,2] du plan (étendu).

Exercice — Partition en pavés (e) Montrer que I’ensemble R? \ [—1,1]?
peut étre partitionné en 4 pavés. (Solution p. 29.)

Volume d’un pavé
On appelle volume n-dimensionnel (ou parfois simplement volume quand le
contexte est clair) du pavé I = I; x - -+ x I, de [—o0, +00]™ la valeur

AT o= 0(13) x -+ x €(I,) € [0, +o3]

en adoptant la convention que 0 x co = 0.

Remarque — Longueur, aire, volume

On pourra continuer a appeler cette grandeur longueur plutot que volume n-
dimensionnel si I'on travaille dans R (ou [—oco, +00]) ; dans R? (ou [—oo, +00]?)
il est approprié de la désigner sous le terme d’aire et dans R3 (ou [—o0, +00]3)
sous le terme de volume. On pourra dans ces trois cas particuliers préférer les
notation ¢, a et v au symbole .

Exercice — Volume de pavés (e) Calculer l'aire des pavés {(0,0)}, [-1,1]?,
[~1,1] x [0, 4+00] et {0} x R de [~o0, +c]?. (Solution p. 29.)

Définition — Ensemble négligeable

Un ensemble A de [—o0,+00]|™ est négligeable si pour tout ¢ > 0, il existe
une collection dénombrable de pavés Iy, I, ..., de [—00,4+00]™ qui recouvre
I'ensemble A — telle que A C J, I; — et vérifiant

Z /\(Il) S E.



Exercice — Domaine a l’infini (¢) Montrer que 'ensemble [—oo, +00]™ \ R™
est d’aire négligeable. (Solution p. 29.)

Exercice — Graphe du sinus (ee) Montrer que l'ensemble
G ={(z,sinz) | z € 0,27}

est d’aire négligeable.

G ={(z,sinz) | z € [0, 27]}

0 1 2 3 4 ) 6

r

FIGURE 2 — Graphe de la fonction sin sur [0, 27].

(Solution p. 30.)

Définition — Presque partout

Une propriété P dépendant d’un vecteur € [—o0, 00]™ est vraie presque partout
si ’ensemble des points x ou elle est fausse est un ensemble négligeable. On
pourra utiliser la notation “P p.p.” ou “P(z) p.p.” pour signifier que la propriété
P est vraie presque partout.

Subdivision pointée

Une subdivision pointée du pavé fermé I de [—oo, +00]™ est une famille finie
{(t;, Ji) | 0<i<k—1}

ot les J; sont des pavés fermés de I sans chevauchement (les intersections deux &

deux des pavés de cette collection sont des ensembles négligeables) qui recouvrent
I et tels que t; € J; pour tout 7 € {0,...,k —1}.

Définition — Somme de Riemman

La somme de Riemann associée a la fonction f : I — R, ou I est un pavé fermé
de [—o00, +00]™, et a la subdivision pointée D de I est la grandeur

S(£,D) =Y _fMA), (t,J) €D, A(J) < +oc.



FIGURE 3 — Une subdivision pointée de [—o0, o0]? comportant 12 pavés.

Définition — Jauge

Une jauge v sur un pavé fermé I de [—oo, +00]™ est une fonction qui associe a
tout ¢ € I un pavé ouvert v(t) de [—oo, +00]™ contenant ¢.

Définition — Subdivision pointée subordonnée a une jauge

Une subdivision D du pavé fermé I de [—oo, +00]™ est subordonnée d une jauge
~ sur I si pour tout (¢t,J) € D, J C v(t).

Définition — Intégrale dans R™

Une fonction f : [—00,00]™ — R est dite intégrable au sens de Henstock-Kurzweil
s’il existe un réel A tel que pour tout e > 0 il existe une jauge v de [—o0, +00]™
telle que pour toute subdivision pointée D de [—o00, +00]™ subordonnée & v, on
ait |S(f, D) — A| < e. Le réel A quand il existe est unique; il est appelé intégrale
de Henstock-Kurzweil de f sur R™.

La fonction f est dite intégrable (au sens de Lebesque) si f et |f| sont intégrables
au sens de Henstock-Kurzweil. L’intégrale (de Lebesgue) de f est alors définie
comme l'intégrale de Henstock-Kurzweil de f et notée

/f ou /f(x)dz ou /f(:cl,...,xn)dxl...dxn.

Lorsque la fonction f est définie sur A C [~00,00]™ on dira que f est intégrable
sur A si son prolongement f par zéro & [—oo, 0o|™ est intégrable sur [—oo, 00]™ ;
s’il est nécessaire d’étre explicite quant au domaine d’intégration A, on utilisera



les notations
/ f :z/ f(z)dx = /f(x) dx.
A A
Propriétés élémentaires

Dans cette section, nous énongons sans preuve dans le cadre R™ les propriétés
de l'intégrale déja connues dans R.

Théoréme — Linéarité

Si les fonctions f : R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et o € R, alors les
fonctions f 4 g et af sont intégrables. De plus,

/f(m)—l—g(x)dx:/f(ac)dx—i—/g(x)dw et /af(:v)dx:a/f(x)dac.

Exercice — Additivité I (e¢) Soit f : R™ — R. Montrer que si f est intégrable
sur A C R™ et sur B C R™ et que A et B sont d’intersection vide alors f est
intégrable sur AU B et

n flx)de = /Af(x) dx + /B f(z)dx.
(Solution p. 30.)

Proposition — Croissance de ’intégrale

Si les fonctions f : R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et que f < g, alors

@< [gla)as.

Corollaire — Inégalité triangulaire

Si f:R™ — R est intégrable alors |f| est intégrable et

’ / @) da

Proposition — Fonctions égales presque partout

< [17@)da.

Une fonction f : R® — R égale presque partout a une fonction g : R” — R
intégrable est elle-méme intégrable et

/f(x) dac:/g(x) dx.



Proposition — Fonctions égales presque partout (réciproque)
Si les fonctions f: R™ — R et g : R™ — R sont intégrables et si

f < g presque partout et /f(m) dx > /g(x) dz,

alors f = g presque partout.

Un théoréme de changement de variables généralise le théoréme déja énoncé pour
une variable; il est suffissamment complexe pour mériter sa propre section dans
ce chapitre (p. 15). L’équivalent dans R™ du théoréme fondamental du calcul est
le théoréme de la divergence®; I'annexe (p. 16) lui est entiérement consacrée.

La notion d’ensemble mesurable est inchangée (modulo le remplacement des
intervalles fermés bornés de R par les pavés fermés bornés de R™); les trois
propriétés élémentaires de la collection des ensembles mesurables de R™ sont
toujours vérifiées (la collection est une tribu), cette famille contient tous les
fermés (et tous les ouverts) et “négligeable” et “(mesurable et) de mesure (n-
dimensionnelle) nulle” sont toujours synonymes.

Définition — Ensemble mesurable

Un ensemble E de R™ est de mesure (de Lebesgue ou n-dimensionnelle) finie si sa
fonction caractéristique 1g est intégrable sur R™ ; il est mesurable si sa fonction
caractéristique est intégrable sur tout pavé fermé borné de R™. La mesure (de
Lebesgue ou n-dimensionnelle) A(E) d’un ensemble E mesurable est définie par

AME) ::/lE(x) dx

si F est de mesure finie et
AME) =400

dans le cas contraire (si E est mesurable mais pas de mesure finie).
Théoréme — Propriétés élémentaires (tribu)

1. L’ensemble vide est mesurable.
2. Le complémentaire d’un ensemble mesurable est mesurable.

3. L’union d’une collection dénombrable d’ensembles mesurables est mesu-
rable.

Théoréme — Topologie et ensembles mesurables

Tout ensemble fermé (ou ouvert) est mesurable.

Exercice — Disque fermé (o) Montrer que le disque D = {(z1,22) €
R? | 22 + 23 < 1} est mesurable. (Solution p. 31.)

3. méme si cela ne saute pas forcément aux yeux!



Théoréme — Ensembles négligeables

Un ensemble est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement s’il est négligeable.

Exercice — Additivité II (ee) Soit f : R® — R. Montrer que si f est
intégrable sur A C R™ et sur B C R" et que A et B sont sans chevauchement
(AN B est négligeable) alors f est intégrable sur AU B et

AUBf(x)d:c:/Af(x)dz+/Bf(z)dx.

(Solution p. 31.)

Les fonctions mesurables ont la méme définition que dans R; le critére de
mesurabilité par I'image réciproque est toujours valide.

Définition — Fonction mesurable

Une fonction f: R™ — R est mesurable si elle est la limite simple d’une suite de
fonctions intégrables, c’est-a-dire s’il existe une suite de fonctions intégrables
fr : R — R telle que pour tout = € R, fr(x) — f(z) quand k — +oo. Une
fonction f : R™ — R™ est mesurable si chacune de ses composantes est mesurable.

Théoréme — Critére de I’image réciproque

Une fonction f: R™ — R™ est mesurable si et seulement I'image réciproque de
tout fermé (ou de tout ouvert) de R™ par f est mesurable.

Proposition — Ensemble mesurable
Un sous-ensemble E de R™ est mesurable si et seulement si sa fonction caracté-
ristique 1g est mesurable.

Un cas particulier important sans équivalent dans R : les produits d’ensembles
mesurables sont mesurables.

Produit d’ensembles mesurables

Si les ensembles A C R™ et B C R"™ sont mesurables, alors leur produit cartésien
A x B CR™ x R" est mesurable.

Démonstration Comme A x B = (A4 x R") N (R™ x B) et que l'intersection
de deux ensembles mesurables est mesurable (p. 9), il suffit d’établir que A x R™
et R™ x B sont mesurables. Nous nous contenterons de prouver que A x R" est
mesurable, la preuve pour R™ x B étant presque identique.

10



Soient P; et P, deux pavés fermés arbitraires de R et R™ respectivement ; nous
allons établir que la fonction (z,y) € P x P» — 14(z) est intégrable. Cela
montrera que (z,y) € R™ x R™ — 14(x) X 1gn(y) est mesurable et donc que
A x R™ est mesurable (p. 10).

Par construction, AN P; est de mesure finie donc 14np, est intégrable (p. 9).
Soit € > 0 et 1 une jauge sur R™ telle que pour toute subdivision pointée Dy
de P; subordonnée a ~y; on ait

’S(IA,Dl)—/ la(z)dx| <e
Py

Soit v la jauge sur P; X P, définie par

Y(@,y) =71 (z) X [-00, +-00]™

Soit D une subdivision pointée de P; x P, subordonnée a «y. Soit Zs une collection
de p pavés fermés sans chevauchement tels que si I; x I appartienne a D alors
I5 est 'union d’un nombre fini d’éléments de Z5. En jouant sur le fait que les
valeurs de (z,y) — 14(z) sont indépendantes de y et en décomposant les pavés
de D; selon leur seconde composante, on peut trouver p subdivisions pointées D!
de P, toutes subordonnées a 7; et des réels positifs a; tels que Y0 a; = )\(Pg)
et

S((z,y) — 1la(x Zaz (14,D%).
Par conséquent,

S )\(PQ)E

S((@,y) > 1a(x), D) —)\(Pg)/P s

et (x,y) € Py X Py — 14(x) est donc bien intégrable. [ |

Les théorémes de convergence (dominée, monotone) et le critere d’intégrabilité
dominée se transposent a l'identique pour les fonctions de plusieurs variables.

Théoréme — Théoréme de convergence dominée

Si une suite de fonctions intégrables fi : R™ — R converge simplement vers la
fonction f, c’est-a-dire si pour tout x € R"™,

lim fx(x) = f(x)

k——+oo

et qu’il existe une fonction intégrable g : R — [0, 4o00[ dominant la suite f,
c’est-a-dire telle que pour tout k£ € N et pour tout = € R™,

[fe(@)] < g(x)

alors la fonction f est intégrable et

[r@do= [ tim_fi@de = tim_[ fule)ds

11



Théoréme — Théoréme de convergence monotone

Si une suite de fonctions intégrables fi : R™ — R est croissante et majorée en
tout point, c’est-a-dire si pour tout x de R™

pour tout k €N, fip(z) < frr1(x) et sip fr(z) < 400,
alors la limite simple f des fj est intégrable si et seulement si
sgp/fk(x) dr < +o0.
et dans ce cas,

/f(x) dx:/kEwak(x)dx: lim /f(a:) dz.

k—+o00

Théoréme — Critére d’intégrabilité dominée

Une fonction f : R™ — R est intégrable si et seulement si f est mesurable et il
existe une fonction intégrable g : R — [0, +00] telle que |f] < g.

Intégrale multiple

Théoréme — Théoréme de Fubini

Soit f : R™ x R™ — R une fonction intégrable. Alors la fonction partielle
x € R™ — f(z,y) est intégrable pour presque tout y € R”, la fonction définie
presque partout

yeR" — f(z,y)dx
R'ﬂl

est intégrable et

/Rmﬂ f(z,y) dedy = /n [ - f(z,y) d;[;:| dy.

Remarque — Ordre et nombre des variables

Deux extensions du théoréme de Fubini (p. 12) souvent utiles :

— 11 est possible de changer 'ordre d’intégration des variables : si f est
intégrable, alors la fonction partielle y € R™ — f(x,y) est intégrable pour
presque tout x € R™, la fonction définie presque partout

z€R™ — flz,y)dy
Rﬂ,

est intégrable et

/RMM f(z,y) dedy = /m { . f(z,y) dy] da.

12



FIGURE 4 — Graphe de la fonction f : (z,y) e Rx R — e~ =" en gris et des
fonctions partielles € R — f(x,y) pour y = —1.5,—1,—0.5 en noir.

— Il est possible de considérer des fonctions de trois variables ou plus. Par
exemple, si la fonction f: R™ x R™ x RP — R est intégrable, alors

/ f(z,y, z) dedydz :/ {/ [ f(z,y, 2) dx] dy} dz.
Rm+n+p R n RrR™

(étant entendu que tous les fonctions intermédiaires intervenant dans le
membre de droite de cette équation sont bien définies presque partout).

Démonstration Se reporter & Swartz (2001). |

Exercice — Calcul de l’aire d’un triangle (¢) Considérons le triangle
T={(z,y)eR’|2>0,y>0etz+y<1}.

En supposant U'intégrale ci-dessous bien définie, calculer :
a(T) = / L7 (z,y) dvdy.
R2

(Solution p. 31.)
Exercice — Contre-exemple (ee) Comparer les valeurs des intégrales mul-
tiples

1 12 2 1 1,2 2

-y -y
————dx| dy et ———dy| dz,
o e e [ G

13



puis expliquer le résultat. Indication : on remarquera que

oyt 0w
(22 +92)2  Ox 2 4+ 12
(Solution p. 31.)

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Fubini, il faut savoir a priori que la
fonction est intégrable et pas seulement que ses intégrales multiples sont bien
définies (cf. “Contre-exemple” ci-dessus (p. 13)). Si la fonction est a valeurs
positives toutefois, ’examen de ses intégrales multiples permet de s’assurer de
I'intégrabilité ; c’est le théoreme de Tonelli :

Théoréme — Théoréme de Tonelli

Soit f: R™ x R™ — [0, +00[ une fonction mesurable. Alors, pour presque tout
y € R™ la fonction z € R™ +— f(z,y) est mesurable. Si de plus pour presque tout
y € R™ cette fonction est intégrable, alors la fonction (définie presque partout)

g:yeR” — f(z,y)dx
R‘V‘ﬂ,
est mesurable. Si elle est intégrable, alors la fonction f est intégrable. Récipro-
quement, si x € R™ — f(z,y) n’est pas intégrable presque partout ou que la
fonction g n’est pas intégrable, alors f n’est pas intégrable.

Démonstration Se reporter a Swartz (2001). ]

Remarque — Fubini-Tonelli, mode d’emploi

Les deux théorémes sont souvent utilisés ensemble pour intégrer une fonction
f:R™ xR™ — R, de la fagon suivante :

1. On vérifie tout d’abord que la fonction f est mesurable. Comme sa valeur
absolue |f| est mesurable et positive, le théoréme de Tonelli est alors
susceptible de lui étre appliqué.

2. On étudie si |f| satisfait bien toutes les hypothéses du théoréme de
Tonelli (p. 14). Si c’est le cas, la fonction |f| est intégrable; la fonction f
étant mesurable, par le critére d’intégrabilité dominée (p. 12), f est donc
intégrable.

3. Le théoréme de Fubini (p. 12) est donc applicable! On peut donc évaluer
Iintégrale de f en calculant son intégrale multiple.

Exercice — Triangle d’aire finie (¢) Montrer que le triangle
T={(z,y) ER* |2>0,y>0et z+y <1}

est d’aire finie, c’est-a-dire que 17 est intégrable. (Solution p. 32.)
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Exercice — Intégrabilité des pavés fermés bornés (e) Montrer que la
fonction caractéristique 1; du pavé I = a1, b1] X - - X [an, b,] de R™ est intégrable
et que

AI) = /1,(3;) dz = (b — a1) x - X (bn — an).

(Solution p. 32.)

Exercice — Tout droite du plan est négligeable (ee¢) En utilisant les
théoréemes de Tonelli (p. 14) et Fubini (p. 12), montrer que toute droite du plan
est négligeable. (Solution p. 33.)

Changement de variables

Théoréme — Changement de variables

Soient D; et Dy des ouverts de R™ et h : D1 — Dy un C'-difféomorphisme de
D, sur Dy : une fonction contintiment différentiable et bijective dont 'inverse
h=': Dy — D; est également continiment différentiable. La matrice jacobienne
associée a la différentielle de h étant notée Jp, la fonction f : Dy — R est
intégrable si et seulement si la fonction (f o h)|det Jy| : D1 — R est intégrable
et dans ce cas,

fly)dy = F(h(z))| det Jp(z)| da.
Do D,

€z Y
+ h =
/ F(h())] det Ji(z)]| dz f@) dy
D, < D»
h—l
Dl D2

FIGURE 5 — Changement de variables

Démonstration Se reporter & (Swartz 2001, annexe 5). |
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Exercice — Homothétie (o) Soit f: R™ — R une fonction intégrable. Mon-
trer que pour tout coefficient o > 0, l'intégrale

(ax)dx
Rn

est bien définie et la calculer en fonction de U'intégrale de f sur R™. (Solution p.
33.)

Exercice — Volume et translation (e) Montrer que si A est mesurable et
de volume fini dans R® I'image de A par une translation est également mesurable
et de méme volume. (Solution p. 34.)

Exercice — Coordonnées polaires (ee) Soit
C={(z,y) eR*|y#0ouz >0} et P={(r,0)cR?|r>0et -7 <0 <7}

On note h la fonction de P dans C définie par h(r,8) = (r cosd, r sin §). Montrer
que pour toute fonction f : C' — R intégrable, si 'on pose g(r,6) = f(z,y) ou
(z,y) = h(r,0), alors

/C f(,y) d(z, ) = /P o(r, 0)r d(r, 0).
(Solution p. 34.)

Exercice — Absence du déterminant jacobien (ee) Supposons Dj, Da,
h et f conformes aux hypothéses du théoreme de changement de variables (p.
15). On suppose de plus que f o h est intégrable sur D;. Exprimer 'intégrale

f(h(z)) dx

D,

comme une intégrale sur D. (Solution p. 34.)

Annexe — Théoreme de la divergence

Définition — Compact a bord régulier

Un sous-ensemble K de R™ est un compact a bord C' §'il est compact (fermé et
borné) et peut étre caractérisé au voisinage de tout point de sa frontiere 0K,
et apres un éventuel changement de repere, comme 1’hypographe — I'ensemble
des points en-dessous du graphe — d’une fonction contintiment différentiable.
Autrement dit, pour tout point x¢ € K, il existe une application affine inversible
T : R™ — R™ et un voisinage ouvert V de zg de la forme V = T(U x I), ou U est
un ouvert de R"~! et I est un intervalle ouvert de R, et une fonction f: U — I
contintiment différentiable tels que

KﬂV:T({(yh7yn)€U><I|yn§f(y17>yn71)})
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Remarque — Changement de repére orthonormé

11 est possible d’imposer dans la définition des compacts & bord C! (p. 16) que
T soit une isométrie directe (qui conserve la distance et l'orientation); cela
revient & n’autoriser que les changements de repére orthonormés directs. La
caractérisation des compacts & bord C! qui en résulte est inchangée.

Théoréme — Caractérisation implicite des compacts a bord régulier

Un sous-ensemble compact K de R™ est un compact & bord C' si pour tout
point xo de sa frontiere K il existe un voisinage ouvert V' de xg et une fonction
contintiment différentiable g : V' — R dont la différentielle est non nulle en z,
telle que pour tout point = de V', x appartient & K si et seulement si g(x) < 0.

Démonstration Si K est un compact & bord C', il existe une application
affine inversible T' : R™ — R™ et un voisinage ouvert V de xy de la forme
V =T(U x I), ot U est un ouvert de R"~! et I est un intervalle ouvert de R,
et une fonction f : U — I continiiment différentiable tels que

KHVZT({(yl,,yn)eUXI|ynSf(y1,,yn_l)})

Par conséquent, si I'on définit la fonction g : V' — R par

g(ﬂ?) =Yn — f(yla"'ayn—l) ol (y17"' 7yn) = T_l(x)7

on obtient la caractérisation implicite souhaitée. La seule vérification qui n’est
pas évidente par construction est le caractére non-nul de la différentielle dg en x.
SiT(z) = A-x+bou A est une application linéaire (nécessairement inversible)
et b € R™, en posant ¢(y) = yn — f(y1,---,Yn—1), ON Obtient

dg(z) = d(¢po T~ ")(w) = do(T ™" (2)) - dT ™" (z) = dp(T " (x)) - A7".

Or, 9,¢(y) = 1 en tout point y de U x I. L’application A~! étant inversible, il
existe un vecteur h de R™ tel que A=!-h = (0,...,0,1); pour un tel vecteur on
a donc

dg(x) - h=dp(T~"(z))- A" - h= Zaiqb(T*l(x))(A* “h); = L.

La différentielle de g est donc bien non-nulle en tout point de V' (et donc a
fortiori en ).

Réciproquement, considérons un xy € 0K et supposons qu’il existe une fonction
g : V — R satisfaisant les propriétés de I’énoncé. La différentielle de g étant non
nulle en zg, par continuité de lapplication « — dg(x) - u pour tout v € R, il
existe un vecteur de u de R™ tel que

dg(z) -u>0
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dans un voisinage V' de xg contenu dans V. Soit T une application affine
inversible de la forme T(xz) = A -z + b telle que A - e, = u. La fonction go T
définie sur de T~ (V') satisfait alors

On(goT)(y) =dg(T(y)) - dT(y) - en
=dg(T(y)) - A-eq
=dg(T(y)) - u > 0.

L’application du théoreme des fonctions implicites fournit un ouvert non vide
U x I inclus dans T=1(V') ot U C R" ! et I est un intervalle ouvert de R, ainsi
qu’une fonction f : U — I continiiment différentiable telle que dans U x I,

goT(yr,--syn) =0 & yn = f(y1,- -, Yn—1)-
Par le théoréme fondamental du calcul,

goT(y1>"'=yﬂ) :goT(yla"'7f(y17"'7yn*1>)

Yn
+/ On(goT)(y1y... Yn—1,t)dt
Fy1,esyYn—1)
Yn
:/ an(goT)(yla"'ayn717t)dt7
f(ylr“vynfl)

ce qui garantit que dans T'(U x I), g(z) < 0 — c’est-a-dire x € K — si et seulement
SleT(y) et yngf(ylw'wynfl)' u

Définition — Normale extérieure

Une normale & un compact & bord C! K de R™ en un point z € 0K de sa
frontiére est un vecteur n(x) € R™ unitaire (de norme 1) tel que

iy (n(o), =50 ) =0
yoo ly — =
yEOK
Cette normale n(z) est extérieure si pour € > 0 assez petit, z + en(z) € K.

On admettra 'unicité de la normale extérieure ainsi définie ; son expression peut
étre calculée simplement dans le cas d’une représentation implicite ou explicite
(comme hypographe) du compact & bord.

Proposition — Normale extérieure et caractérisation implicite

Si K est un compact & bord C'! caractérisé au voisinage de xg € 0K par I'inégalité
g(z) < 0, o V est un voisinage ouvert de z et g : V — R est continfiment
différentiable de différentielle non nulle sur V', alors la normale extérieure de K
en z € 0K NV est le vecteur de R™ donné par

_ Vg(x)
") = W@l
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Démonstration La fonction g étant différentiable en = € 0K, on a localement

9(y) = g(x) +dg(z) - (y — 2) + ollly — zl)) = (Vg(z),y — ) + o(lly — =[]).

Siy € 0K, g(y) =0, donc
y—x
<Vg(x), > =0(1) = 0 quand y — x.

Siy=a+eVg(x)/|Vg(z)||, avec € > 0,

9(y) = (Vg(@),y — 2) + o(lly — z[]) = e[ Vg()]| + o(e),

et donc g(y) > 0 — soit y ¢ K — pour ¢ suffisamment petit. |

Proposition — Normale extérieure et hypographe

Si K est un compact & bord C' caractérisé au voisinage de o € 0K comme
I’hypographe de la fonction f : U — I ott U est un ouvert de R"~! et I un
intervalle ouvert de R, alors la normale extérieure de K en x € 0K NV est le
vecteur de R™ donné par

(_alf(xlv .. 'u‘rnfl)v ey _anflf(xlv e 7xn71)7 1)
VI+ (V.. za1)]? ’

n(xy,...,Tn) =

Démonstration Il suffit de constater qu’on peut associer & ’hypographe de
f la description implicite g(x) < 0 avec

g(xla s 7xn—1axn) =Tn — f(xla cee 7xn—l)
puis d’exploiter la caractérisation de la normale dans ce cas (p. 18). Comme
VQ(xl, v 7xn) = (_81f(x17 v 7x’n71)7 ey T nflf(xla s 71'”71), 1)

et que par conséquent

IVg(@1, ... xn)| = V14 V@1, an 1)
le résultat s’en déduit. |

Nous allons maintenant définir 'intégrale de surface d’une fonction continue sur
la frontiere d’un compact a bord. Pour arriver a nos fins, nous allons tout d’abord
définir I'intégrale de surface pour des fonctions continues nulles en dehors d’un
voisinage — arbitrairement petit — d’'un point du compact. Le résultat suivant de
partition de 'unité nous permettra de “recoller” ces contributions a ’intégrale
globale.
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Définition — Partition de ’unité

Pour toute famille finie d’ouverts V; de R™ recouvrant un ensemble compact K,
il existe une famille p; : R™ — [0, +00] de fonctions continfiment différentiables
dont le support

supp(pi) = {x € dom(p;) | ps(x) # 0}.

est compact et inclus dans V; et telles que

Zpi(x) = 1 pour tout z € K.
i
La démonstration est donnée a la fin de cette annexe (p. 25).

Définition — Intégrale de surface

Soit ¢ : 0K — R™ une fonction continue. Si K est caractérisé dans un voisinage
ouvert V de xg € K comme ’hypographe de la fonction f: U — I apres une
transformation 7" qui soit une isométrie directe, la contribution de V.="T(U x I)
a lintégrale de surface de ¢ est définie par la relation

/ ¢(z)o(dr) 1:/ P(z, f()VI+ V()] d=.
OKNV U

Si les V; sont de tels ouverts consituant un recouvrement fini de 9K et les p;
une partition de I'unité associée (p. 24), alors l'intégrale de surface de ¢ sur OK
est définie par

s@old) =Y [ p@oweldn)

OK

On admettra que cette définition est indépendante du choix de la décomposition
de OK.

Définition — Divergence

Soit V un ouvert de R™. On appelle divergence d’une fonction différentiable
v: V=R v=(v1,...,0,)

la fonction dive : V' — R définie par
n
divo(z) = Z 0;v;(x)
i=1
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Lemme — Lemme de la divergence

Soit f : U — R une fonction de classe C! ot U est un pavé ouvert borné de
R ! Soit v : U x R — R™ une fonction de classe C' de support compact
dans U x R*"71(%). L’ensemble Q désignant I’hypographe strict de f — soit
Q= {(y,2)|ly e U,z € R,z < f(y)} — et T le graphe de f — soit ' =
{(y, f(y)) |y € U} — et n la normale extérieure associée, on a la relation

/Q divv(z) do /F (v(z),n(z)) o(dz).

Démonstration On remarque que si v = we; ou w : U X R — R est de classe
Cletie{l,...,n}, comme divv = d;w et (v(z),n(z)) = w(z)n;(z), le résultat
du lemme devient

/Q dyw(z) do = /F w(z)n(z) o(dz).

Réciproquement, que si cette relation est valable pour tout ¢ € {1,...,n}, la
conclusion du lemme de Stokes s’en déduit facilement. Démontrer la relation
ci-dessus suffit donc a prouver le lemme.

La transformation h : U X ]—o0, 0] — R™ définie par
h(z1,...,Tn-1,2n) = (T1,. .-, Tp-1,Zn + f(T1,. .., Tpn-1))
est une application de classe C'. Par construction,
h(U x |—00,0]) = Q
et admet une inverse, donnée par
RNy, 1, xn) = (21, T, T — f(21, s Tp1))

qui est également de classe C''. La matrice jacobienne associée a h vaut

Tnle) = [ inil?) (1) }
et par conséquent son déterminant jacobien satisfait

det Jp(x) = 1.

Par conséquent, le changement de variable associé a h fournit

dyw(z) dx = / dw(x) dx

Q h(UX]*O0,0D

_ / Byw(h(x))| det Jy (x)| dz
U x]—00,0]

:/ Ow(x1,. .. Tp1,Tn + f(X1,...,2pn_1))dz
U x]—00,0[

4. La fonction v étant continue et définie dans un ouvert (U x R”’l), son support est
compact dans cet ensemble si et seulement si ensemble {z | v(z) # 0} est borné et sa distance
au complémentaire de U X R dans R"™ est strictement positive.
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ou encore, en notant 7(z) = (x1,...,Tp-1),
/ Do) dz = / Byw(n(x), n + f(n(x))) dz.
Q U x]—00,0[

Nous allons évaluer cette expression en comparant 'intégrande dans le membre
de droite de cette équation avec la dérivée partielle de w(w(x), z, + f(7(x))) par
rapport a x;.

Siie{l,...,n—1}, la régle de dérivation en chaine fournit

0 (w(m(2), 2n + f(7(2))) = Oiw(m(2), 2n + f(m(z))
+ Ohw(n(z), zn + fm(z)) X 0if (m(2))

et dans le cas contraire,

O (w(m(z), 20 + f(7(2))) = Opw(n(z), 20 + f(7(2)))-

SiU=I x--+xI,qetsipouri€ {l,...,n— 1}, on a I; = |a;, b;[, alors par
le théoreme fondamental du calcul,

bife

/ Oi(w(m(z), xn + f(7(x))) da; = lim Oi(w(m(x), xn + f(7(x))) da;
I; a;+e

bife

= 611_1% [w(m(x), z, + f(’fr(x)))]ai,+s

Comme w est de support compact, pour toute valeur de =1, 2, ..., Ti—1, Tit1,
..., T, la fonction partielle

z; € Jag, bi[ = w(n(w), zn + f(7(2)))

est également de support compact. Par conséquent,
Si(X1y ooy T, T 1y e o0 ) 1= / Oi(w(m(x), zy, + f(m(x)))) dz; = 0.
I;

Par le théoréme de Fubini, on peut alors déduire que

/ Bi(w(m(x), 2 + f(n(x)))) dz =
U x]—00,0[

/ Si(l'l, ey Lj—1, L1y - - - ) d(JL‘l, ey L1, Lj4-1,y - - ) =0.
IlX...Il‘71 ><Ii+1><~~-><]70070[

Siie{l,...,n—1}, on a donc

/ D) dz = / Ouw(n(z), 2n + F(r (@) x (—~0sf(x(z))) dz
Q U x]—00,0]
et pour i = n,

Opw(z)dx = / opw(m(z), z, + f(m(x)) da.

Q U x]—00,0[
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Dans ce second cas, en raison de la compacité du support w, le théoreme
fondamental du calcul fournit

0
| owua@)., + Flnla)) o, = lim {5 - w(a(o). o, + f ()]

= w(w(x), f(r(z)),

et donc par le théoréme de Fubini,

[ oo ds= [ wiy. s du

Quand ¢ € {1,...,n — 1}, un calcul analogue fournit

/Q B (x) di = /U w(y, () % (—if()) dy.

Quel que soit la valeur de ¢ € {1,...,n}, comme la normale extérieure n est
donnée par
-0 f Yy 7'-~7_8n71f Y 71
nly, fy) = =2 fw.1)
L+ (Vi)

on constate que 'on a

/Q dw(z) do — /U w(y, F@)nity, F@)VI T IV dy,

et par conséquent

/Q Dsw(w) do = /F w(@)ns(z) do(z).

Théoréme — Théoréme de la divergence

Soit U un ouvert de R" et K un ensemble compact K & bord C! inclus dans U.
Pour toute fonction v : U — R”™ contintiment différentiable,

/Kdivv(m) dx = /8K (v(z),n(x)) o(dx).

Pour toute fonction f: U — R contintiment différentiable et tout i € {1,...,n},

/K 0if (z) dz = /8 (o) f(a) o).

Démonstration Comme dans la démonstration du lemme de la divergence
(p- 21), il suffit d’établir une version du résultat, par exemple la premiere, et la
seconde version s’en déduit.

Pour tout = € JK, il existe un pavé ouvert borné U, de R"~!, un intervalle ouvert
I, de R, une isométrie affine directe T, et une fonction contintiment différentiable
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fu 1 Uz — I, telle que T, (U, x I,)) soit un voisinage de « et K NT, (U, X I,) soit
I'image de I’hypographe de f, par T,,. Si x € K , il existe un pavé ouvert borné
U, de R ! et un intervalle ouvert I, de R tels que U, x I C I%'; on prendra
ici T,, = I (Uidentité) et pour f, : U, — R une fonction constante dont la valeur
soit un majorant de I.

Par compacité, K peut étre recouvert par un nombre fini des ensembles V,, :=
T, (U, x 1), associés au points 1, ..., zx. Soit pj, j € {1,...,k} une partition
de I'unité (p. 20) associée. On a alors

/Kdivv(x) d:v:/KdiV (Z?lej(x)v(x)) dx

k
:Z/Km/ div (pj(z)v(x)) dz.

L’application du lemme de la divergence (p. 21) quand x; est un point intérieur
a K fournit

/ div (pj(z)v(z))dz =0,
KNV,

car v est nulle sur le graphe de f;,, et quand x; est un point frontiere

| dvi@end= [ (@)l dot)
KF‘IVz].

aKﬁij

— [ @) @) n(a) doa),
8K0ij

Par conséquent,

k

/K divo(z)dz = Z

j=1

=/ (v(z), n(x)) do(z).
oK

| 0@ @) n(a) doo)
OKNVy

La preuve de I'existence d’une partition de I'unité repose sur le lemme suivant :

Lemme — Lemme de recouvrement de Lebesgue

Soit K un compact de R™ et une famille arbitraire d’ouverts V; recouvrant K.
Alors il existe un rayon r > 0 tel que pour tout z € K, il existe un indice i telle
que la boule ouverte B(x,r) de rayon r centrée en x soit incluse dans V;.

Démonstration Supposons au contraire que pour tout r > 0 il existe un
x € K tel que pour tout indice ¢, la distance entre x et le complémentaire de V;
soit (strictement) inférieure a r. Soit x; une suite de points de K tels que pour
tout 4, d(zp, R™\ V;) < 27%; par compacité de K, il existe une suite extraite des
x) qui converge vers un £ € K. En passant a la limite sur cette suite, on établit
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que pour tout indice i on a d(¢,R™\ V;) = 0, soit x € R™\ V; puisque R™ \ V;
est fermé. Par conséquent, pour tout ¢, z & V;, ce qui contredit I’hypothése que
les V; forment un recouvrement de K. |

Démonstration de l’existence d’une partition de 1’unité Nous allons
initialement établir ’existence d’une suite de fonctions p; : R™ — R continues,
nulles en dehors de V; dont la somme vaut 1 sur un voisinage ouvert V' de K, puis
déduire de cette construction I'existence de fonctions contintiment différentiables
p; satisfaisant satisfaisant le théoréme.

Notons V' = U;V; ; I'ensemble V; étant ouvert, la fonction z € V +— d(z, R™\ V;),
qui est continue, est strictement positive sur V; et nulle ailleurs. La somme
rERY"— > y d(z,R™\ 'V}), également continue, est donc strictement positive
sur V. Les fonctions p; définies par

oy @RV
Pi®) = e B\ V)

satisfont donc les propriétés requises pour ’étape 1.

Le lemme de recouvrement de Lebesgue (p. 24) établit l'existence d’un r > 0 tel
que pour tout = € K, il existe au moins un indice ¢ tel que B(z,r) C V;. Notons
V! P'union des boules ouverts B(z,r) pour lequel 'incide i convient quand z
décrit K. Par construction, les V; sont ouverts et recouvrent K ; de plus, les
adhérences V/ sont bornées (ce sont des sous-ensembles de {z € K | d(z, K) < r})
et vérifient d(V/;, R" \ V;) > r.

Considérons les fonctions p; de ’étape initiale associées & la famille des V' et
prolongées par 0 en dehors de J; V/. Définissons alors les fonctions p} : R —
[0, +00[ par

o) = [ mlwole )y

ou¢:R" — [0, +00[ est une fonction continiment différentiable, de support
inclus dans B(0,r/2) et telle que

o(x)de = 1.
RTL

Le théoreme de dérivation sous le signe somme établit que les p} sont contintiment
différentiables. Par construction, le support de p} est inclus dans V;/ 4+ B(x,r/2),
ce qui garantit que supp(p}) C V;. Finalement, pour tout z € K,

S =X [ pitw)ote—u)dy

i

— [ S nwota -y dy

%

=/ (x —y)dy
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Exercices complémentaires

Aire du disque unité

Soit D = B(0,1) le disque unité fermé de R2.
Question 1 (o) Montrer que 1p est intégrable. (Solution p. 35.)

Question 2 (ee) Calculer I'aire de D en utilisant le théoréme de Fubini puis
un changement de variable dans R. (Solution p. 35.)

Question 3 (ee) Calculer l'aire de D en utilisant un changement de variables
dans R%. (Solution p. 35.)

Intégrabilité des fonctions puissances

Soit C' la couronne {z € R? | ||z|| > 1}; on souhaite prouver dans cet exercice

que l'intégrale
[ / dx
c llzl*

est bien définie si et seulement si o > 2.

Question 1 (o) Soit Cy = CN{(x1,22) € R? | 21 > 0 et 3 > 0}. Montrer
que z — ||z||”* est intégrable sur C si et seulement si elle est intégrable sur
C4 4. (Solution p. 36.)
Question 2 (e¢) Déterminer l'image de Cy par la fonction

h:(x1,22) = (x1,7) our = ||(z1,z2)]
et montrer que h est un C*-difféomorphisme de C; ; sur cette image. (Solution

p. 36.)

Question 3 (ee) Déterminer (formellement) 'expression de 'intégrale T au
moyen des variables (x1,7), puis (y,r) ou y = 1 /r. En déduire que I est bien
définie si et seulement si @ > 2. (Solution p. 37.)

Déformations d’un compact a bord régulier

Soit K un compact & bord C* de R™ et T : R™ — R™ une application continiment
différentiable telle que T'= I + H, ou l'application continiiment différentiable
H : R™ — R"™ satisfait sup,cpn [|[dH (2)| < 1.
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Question 1 (eeee) Montrer que ’ensemble
T(K)={x+T(z) |z € K}

est un compact & bord C! de R™. (Solution p. 37.)

Ovales de Cassini

Soit a et b deux nombres réels strictements positifs. On désigne par K I’ensemble
du plan délimité par les ovales de Cassini

K = {(z,y) € R?|(2® + y*)? — 2a*(2* — ¢?) + a* < b*}.

Question 1 (eeee) Montrer que si a # b, ensemble K est un compact & bord
c.

(2% +y?)? —2a%*(2? —y*) +a* < b*, a=1.05b=1.0

FIGURE 6 — Compact & bord C! délimité par les ovales de Cassini.

(Solution p. 38.)

Intégrales de surface

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R2.

Question 1 (eeee) Calculer

/SB o(dz) et /83 22 o(dx).

(Solution p. 39.)
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FI1GURE 7 — Ensemble délimité par les ovales de Cassini quand a = b = 1.

Rétraction

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R? et f : B — B une fonction de
classe C? (c’est-a-dire admettant un prolongement de classe C? sur un ouvert U
contenant B). Une telle fonction f est une rétraction de B sur OB si f(B) = 0B
et pour tout x € 9B, f(x) = x.

Question 1 (eeee) Montrer que pour une telle rétraction f, on a

/ det Jy(z) dx = 0.
B

(Solution p. 39.)

Question 2 (eeee) En déduire 'impossibilité d’une telle rétraction. (Solution
p. 39.)
Intégration par parties

Question 1 (eeee) Si I’équivalent dans R™ du théoréme fondamental du
calcul est le théoreme de la divergence, quel résultat est I’équivalent dans R™ de
Pintégration par parties ? (Solution p. 40.)
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Solutions

Exercices essentiels

Prolongements Si l'on s’en tient sans réfléchir a la section “Domaine des
variables” (p. 4), il faut associer & la premiére fonction la fonction

exp(—2% —y?) siz€RetycR,

_ 2
(,y) € [-00,00]" = 0 sinon.

a la seconde la fonction

arctan(z? + y?) siz € Ret y € R,

o 2
(x,y)G[ 00700] = 0 sinon.

et & la troisiéme la fonction

(2,1) € [—00, 002 > arctan(z?y?) siz € [-1,1] et y € [-1,1],
’ ’ 0 sinon.

Dans le second cas, la note de bas de page nous autorise aussi a considérer la
fonction

arctan(z? +y%) siz€Rety € R,

_ 2
(x,y) € [-o0,00]" = 7/2 sinon.

qui peut sembler un choix plus naturel car le prolongement ainsi construit
est continu. Par contre, dans le troisieme cas, c’est bien par zéro que nous
avons l'obligation d’étendre la fonction initiale (techniquement, car ’ensemble
[—00,0]% \ [~1,1]? n’est pas négligeable.)

Partition en pavés L’ensemble R?\ [—1,1] est 'union des quatres ensembles
disjoints non vides suivants : |—oo, —1[ x R, [—1, 1] x |1, +o0[, [-1,1] X ]—00, —1]
et |1, +o0[ x R.

Volume de pavés On a a({(0,0)}) = a([0,0]?) =0 x 0 = 0, a([-1,1]?) =
2x2=4,a([-1,1] x [0, +00]) = 2 X (+00) = 400 et a({0} x R) = 0 x (+o0) = 0.

Domaine a I’infini L’ensemble [—oc0, +00]™ \ R™ est recouvert par les quatres
pavés {—oo} X [—00, 00], {+00} X [—00, +00], [—00, +00] X {—00} et [—o0, +00] X
{+0o0}. Chacun de ces pavés est d’aire nulle : on a par exemple

a({—oc} x [~00, +ac]) = £({—00}) x £([~00, +0]) = 0 x (++33) = 0.

Par conséquent I’ensemble considéré est négligeable.
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Graphe du sinus Notons G = {(z,sinz) | « € [0,27]}. Comme (sin)’ = cos
et que le cosinus est majoré par 1, par le théoréme des accroissements finis,
pour tout x,y € [0,27] on a |sinz — siny| < |x — y|. Par conséquent, pour tout
x € [0,27] et h > 0,

GN([x—h,z+ h] x [—00,4+0]) C [ — h,z+ h] X [(sinz) — h, (sinz) + h].

En choisissant h = 7/n et © = 7/n,37/n,57/n,. .., on recouvre donc G par la
collection de pavés

27 27 T T
Ik:: |:kn?(k+1)n:| X {yk_gayk+gj|7k€{o71a7n_1}

“((2) %)
yp=sin| (k+= | —|.
2) n

G = {(z,sinz) | z € [0, 27|}

ou

r

FIGURE 8 — Graphe de la fonction sin et recouvrement par les pavés Iy, (n = 12).

La somme des aires des pavés I satisfait

n—1
2 2 4n?
n n n
k=0

Il est donc possible de rendre cette somme arbitrairement faible en sélectionnant
un n suffisamment grand. L’ensemble G est donc négligeable.

Additivité I Si f est intégrable sur A C R™ et sur B C R™ alors les prolonge-
ments de f|4 et de f|p par zéro & R™, qui sont les fonctions 14 f et 15f, sont
intégrables sur R™. On a également

/Af(x)dxz/w La(2) f(z) dz ot /Bf(;z:)dx:/" (@) f () da.

Si A et B sont d’intersection vide, on a 14y5 = 14 4+ 15, donc par linéarité de
lintégrale (p. 8), Laupf = 1af + 1pf est intégrable, la fonction f est intégrable
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sur AU B et
/AUB f(z)dx:/n lavp(@)f(x) dx
*/n la(x)f(z) + 1p(x) f(x) dx

/if(x)dx+/3f(x)d:c.

Disque fermé L’ensemble D est fermé (c’est par exemple 'image réciproque
du fermé [0, 1] par I'application continue (z1,22) — 2% + 23), par conséquent il
est mesurable (p. 9).

Additivité II La trame de la démonstration est similaire a ’exercice “Addi-
tivité I” (p. 8). On constate ici que 1aup = 14 + 1 — lanp; comme AN B
est négligeable, la fonction 1445 f est nulle presque partout, donc intégrable et
d’intégrale nulle. La fonction 14 p est donc intégrable par linéarité de I'intégrale

(p- 8) et
s (z)dx = /n laup(x)f(x)dx
= /n la(z)f(x) + 1p(z)f(x) — lanp f(x) dz
— [ 1a@r@+ [ 16@)f@ - [ Linf)d

R™ R™
= Af(ac)d:v—i—/Bf(x)dx.

Calcul de l’aire d’un triangle Si la fonction 1p est intégrable, alors le
théoréme de Fubini est applicable (p. 12). On a donc

o(T) = /R [ /}R Lol y) dx} dy.

1 si0<xe<1—y,
1T(I’y):‘ 0 sinon.

Or,si0<y<1,

et dans le cas contraire, 17(z,y) = 0. On a donc

=[] == £] -3

Contre-exemple Pour tout y € ]0,1] (et donc presque tout y € [0,1]), on a

/1 22 — g2 . [ . " ]1 1
—_— A = €T _— :—7’
o @2+ ) R R e
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par conséquent

1 1 .2 2 1
x*—y dy 1 T
———dx| dy = — = —|y — arctan = —
/0 [/ (@? + 42)? } Y / ThgE o

En exploitant la relation

=~ |

ey 0y
(z2 +92)2 Oy \ 22+ y?

on établit de facon similaire que

1 1 2 2
Tl -y us
— 7 _dy| de=".
/0 [/ @ + 7 y} T

Or, si le théoréme de Fubini (p. 12) était applicable, on pourrait intervertir
Pordre d’intégration des variables sans changer le résultat (p. 12). Comme cela
n’est pas le cas, on en déduit que 'hypothese exigée par le théoreme de Fubini
ne tient pas : la fonction

22 — 2

(@9) € 0.1 % [0.1] = g

n’est pas intégrable.

Triangle d’aire finie La fonction 17 : R2 — R est positive et mesurable,
car ’ensemble T est fermé donc mesurable. Par conséquent on peut essayer
d’appliquer le théoréme de Tonelli (p. 14) qui donnerait la conclusion voulue. Les
calculs a effectuer pour vérifier que ses hypothéses sont vérifiées sont exactement
les mémes que ceux nécessaires au calcul de ’aire dans ’exercice “Calcul de I'aire
d’un triangle” (p. 14) : ils montrent que pour tout y, = — 1p(z,y) est intégrable,
puis que

y— /1T(3373/) dy

est intégrable, ce qui nous permet de conclure.

Intégrabilité des pavés fermés bornés On procede par récurrence sur la
dimension n de I’espace. Admettons le résultat prouvé au rang n — 1. La fonction
caractéristique 1y de I = [ay,b1] X - -+ X [an, by] est mesurable; en effet, pour
tout ensemble ouvert de R, I'image réciproque de cet ensemble par 1; est &,
I, R?\ I ou R? et tous ces ensembles sont mesurables (car fermé ou ouverts
(p. 9)). Fixons (z2,...,2,) € R"1; la fonction 1 € R+ f(z1,22,...,,) est
intégrable : en effet si (z2,...,2,) € [az,b2] X -+ X [an,b,] on a

1 sia; <xp < by,
1](3}1,33‘2,...7$n) = 0 SiHOH

et 17(xq1,z2,...,2,) = 0 sinon. On a donc

/11(331,$2, oy p) dry = (b1 — a1)La, by]x - xan,bn] (T2, - - - 5 Tn).
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Par I'hypothese de récurrence, 1iq, b,]x. - x[an,b,] €St intégrable d’intégrale (b —
ag) X -+ X (by, — ay), donc par le théoréme de Tonelli (p. 14), 15 est intégrable et

/ll(x) dx = (b —a1) / Liag o] x - x[an,bn] (T2, - - oy Tn) d(T2, . .. 2y,)

:(bl—al)x~'~x(bn—an).

Tout droite du plan est négligeable Deux cas se présentent : soit la droite
considérée est de la forme D = {(z,y) € R? | y = ax + b}, soit elle est de la
forme D = {(z,y) € R? | # = c}. Dans les deux cas, la droite est un ensemble
fermé de R?, donc mesurable (p. 9); par le critére de I'image réciproque (p. 10),
la fonction caractéristique associée 1p est donc mesurable. Dans le premier cas
considéré, pour tout z € R, la fonction y — 1p(z,y) est nulle, sauf en y = ax+b;
elle est donc nulle presque partout et donc intégrable et d’intégrale nulle. On a
donc pour tout x € R,

/1D(x,y>dy:o

et par conséquent la fonction

mERH/ID(x,y)dy

est donc intégrable. Par le théoréme de Tonelli (p. 14), la fonction f est donc
intégrable et par le théoréme de Fubini (p. 12), on a

o) = [ 1n@aie.y) = [ [ / 1D<x7y>dy] dr =0

La droite D est donc négligeable car mesurable et d’aire nulle (p. 10).

Le cas ot D = {(x,y) € R? | z = ¢} se traite de fagon similaire. On constate
alors pour tout x € R, a 'exception de x = ¢, la fonction y — 1p(x,y) est nulle
et donc intégrable et d’intégrale nulle et pour x = ¢ elle n’est pas intégrable.
Mais cette fonction est donc & nouveau intégrable pour presque tout x € R et
d’intégrale nulle. La fin du raisonnement est identique a celle du cas précédent.

Homothétie Si 'on pose D; = R", Dy = R", 'application h : Dy — Dy
définie par h(z) = ax est un C'-difféomorphisme. De plus, on a

a 0 --- 0
0 a ... O

|det Jp(z)| =|det | . . . . =la"] = a™.
0 0 ... «

Par conséquent, le théoréme de changement de variables (p. 15) fournit

fdy= [ flax)a™dz,
R™ R™
soit i
(az)de=— [ f(y)dy.
Rn Q R™
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Volume et translation L’ensemble A mesurable et de volume fini a une
fonction caractéristique 14 intégrable et

MA) = /1A(x) da.

Soit h(z) = x —u ou u € R3. La fonction h est une bijection de R? sur lui-méme,
continfiment différentiable ainsi que son inverse, h=!(z) =z +u et Jy(z) = I,
donc det Jp(x) = 1. Par le théoréme de changement de variables (p. 15), la
fonction 1,-1(4) = 14 o h est donc intégrable sur R3 et

/1h,1(A)dx:/RB(1Aoh)|detJh(x)|dx=AB 14(2) dz = A(A).

L’ensemble translaté A +u = h™1(A) est donc mesurable, de volume fini égal au
volume de A.

Coordonnées polaires Les ensembles P et C sont ouverts et la fonction h —
qui permet de passer des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes —
est une bijection de P dans C'. Elle est continiment différentiable ; sa matrice
jacobienne en (r,8) vaut

cos) —rsinf
sin 6 rcosf |’

Jh(T, 9) =

et son déterminant satisfait
det Jp(r,8) = (cos8)(rcosf) — (sind)(—rsinf) =r > 0.

Le jacobien est donc inversible et h~! est continfiment différentiable par le
théoreme d’inversion locale. On peut donc appliquer le théoréme de changement
de variables (p. 15) a la fonction f, ce qui fournit

/ fla,y)d(zy) = / F(h(r,0))] det Ji (. 8)d(r, 6)
C P
=/g(r,9)rd(r,9).
P

Absence du déterminant jacobien La fagon la plus rapide de procéder
consiste a considérer que f o h joue le role de f dans le théoréme de changement
de variables (p. 15), que h dans notre énoncé désigne h~! dans ce théoréme
et que les roles de D et D5 sont intervertis. Une fois que 'on a permuté ces
notations, on réalise que I'intégrale que 1’on souhaite calculer est le membre de
gauche de I’équation du théoreme de changement de variables, dont toutes les
hypotheses sont par ailleurs satisfaites. Par conséquent on a

F(h(x)) d = / (f o h) (B~ ()| det Jy-1 ()] dy.

D, D»

On peut simplifier (foh)(h~1(y)) en f(y) et éventuellement exprimer le jacobien
de h=! en fonction du jacobien de h : J,-1(y) = [Jn(h~1(y))]~!; on obtient donc

f@)yde= [ f@)ldet Jus)ldy= | @) .

1
Ds Dy Ds | det Jn(h=1(y))]
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Aire du disque unité

Question 1 La fonction 1p est intégrable : en effet, I’ensemble B est fermé
donc mesurable (p. 9) et la fonction 1p est dominée par la fonction caractéristique
du pavé fermé [—1,1]2, qui est intégrable. Par le critére d’intégrabilité dominée
(p. 12), 1p est donc intégrable.

Question 2 Le théoreme de Fubini nous fournit

1 V1—z? 1
/dx:/ l/ dy]dz—Q/ V1—a2dx.
D —1 —V/1—x2 —1

/llmdx/[

-1,1

Comme
\/1fx2dx:/ V1-—22dzx,
] 1-1,1]

on peut donc opérer le changement de variable
0 €0, [ —x=—cosf e]-1,1]

(bijectif, continliment différentiable ainsi que son inverse). Comme (— cosf)’ =

sinf, on a
T 1
/ 1—(—00529)sin9d9:/ V1—a2dx
0 —-1
et donc
1 T T . T
/ \/1—x2dw:/ sin29d9:/ ﬂdﬁ: Q_stG :E7
1 0 0 2 2 4 ], 2

et finalement

/ dr =m.
D

Question 3 On remarque que I'union N de la frontiére 9D de D et du segment
{(x,0) |z € [~1,0]} est négligeable dans R? et donc que

/ dx:/ dx,
D D\N

ce qui nous permet de considérer le changement de variable
¢:(r,0)€]0,1] x |-m,7[— (x,y) = (rcosf,rsinf) € D\ N

(bijectif, contintiment différentiable ainsi que son inverse). On calcule la matrice
jacobienne
cosf —rsinf

Jo(r,0) = sin 6 rcosf |’

dont le déterminant vaut

det Jy(r,0) = (cos@)(rcos ) — (sinf)(—rsinf) = r.

35



On a donc

/ rdrd@z/ dx,
10,1[x]—m,x[ D

et donc par le théoréeme de Fubini,

™ 1 ™
/dac:/ {/ rdr} d0:/ 1d0:7r.
D -7 0 77r2

Intégrabilité des fonctions puissances

Question 1 L’ensemble C peut étre partitionné en 5 ensembles : C 4, C4_,
C_4, C__ (ou les signes en indices déterminent les signes autorisés pour les
variables 1 et x2) et

N = C\ (C++ U CJrf @] C,+ @] Cff).

L’ensemble C | est ouvert, donc mesurable. Par conséquent, si f : x +— ||x]| = est
intégrable sur C, elle est intégrable sur C'; ;. Réciproquement, si f est intégrable
sur Cy 4, elle est intégrable sur chacun des ensembles C'y 1 par changement de
variable : le changement de variable h : (z1,22) — (1, —22) est par exemple un
difféomorphisme de Cy sur C4_ tel que |det J,| = 1, donc par changement de
variables (p. 15) l'intégrale de f est bien définie sur C; _ et

[lelede= [ ) det @l de = [yl dy =1
Cy - Ci— Cit
Comme N est négligeable, f est également intégrable sur N et par conséquent f

est intégrable sur C' comme somme des fonctions intégrables

f=flc., +fle,. +fle_, + fle__ + fln.

Question 2 Si z appartient & Cy4, ||z > 1, 1 > 0 et 22 > 0, donc r =
|z]| > 1 et x1 = \/r? — 23 < r. Réciproquement, si 7 > 0 et 0 < z1 < r, 'unique
antécédent de (z1,r) par h dans C 1 est (w1, /27 — r?). La fonction h est donc

une bijection de Cy 4 dans
U:={(x1,7) €]0,400[ | 21 <7}

De plus, h est continiiment différentiable, car elle est partout différentiable et
les coeflicients de sa matrice jacobienne

1 0
Jh(xl,xz) = l : ]

T x2
2 2 2 2
\/w1+x2 \/Il+$2

sont continus par rapport & (z1,z2). On & également

1 0
Jh—l(.’lfl,’l“) = _\/«’;‘1 = \/ 27 —
re—xy re—x3
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Question 3 Sil'on considere les variables x1 et x2, la formule du théoréeme de
changement de variables (p. 15) nous fournit

/ |||~ dx :/ r~%| det Jp,-1(z1,r)| dz1dr,
C++ U

soit

1
/ |||~ dz = / oL dridr = / e —
O+ u P -t v 1= (z1/r)?

un nouveau changement de variable introduisant y = x /r € |0, 1] fournit

dxqdr;

r dydr

1
ol do = | e
/c++ 10,1[x]0,400] /1 —y?

—/ ! #dydr
10,1[x]0,400[ T* 1 /T — 42

La fonction z +— ||z||~* est donc intégrable si et seulement si cette derniere
intégrale est bien définie. Or, I'intégrande

1 1

,r.a—l 1— yg

(y,7) €10,1[ x |0, +o0o[

— et donc son extension par zéro & R? — sont mesurables et positives, donc la
caractérisation par le théoreme de Tonelli (p. 14) est valable. Pour tout r > 0, la
fonction en question est intégrable par rapport a y sur ]0, 1] et

1 1 1 o ™
AR VAT W= re-t sl = 2ot

La fonction r]0,+oo[ — r®~! étant intégrable si et seulement si o > 2, nous
avons bien établi le résultat recherché.

Déformations d’un compact a bord régulier

Question 1 Sous les hypotheses de I’énoncé, nous avons établi en exercice de
“Calcul Différentiel II” que la fonction T est un C*-difféomorphisme global de
R"™ dans louvert T'(R™).

L’ensemble T'(K) est un ensemble compact comme image d’un ensemble compact
par une application continue. Comme 7" est un difféomorphisme, un point y de
R"™ est intérieur & T(K) si et seulement si o = T~!(y) est intérieur & K. Les
points de la frontiere T (K) sont donc les images des points de 0K par T.

Soit yo € OT(K) et o = T~ 1(yo) € OK. Dans un voisinage V de g, il existe
une fonction contintiment différentiable g : V' — R de différentielle non nulle en
zo telle que g(x) < 0 équivaut & = € K. Par conséquent, y € T'(V') appartient
A T(K) si et seulement si go 7T~ (y) < 0. La fonction g o T~ est continfiment
différentiable et

d(g o T™)(yo) = dg(T~ (o)) - AT~ (y0) = dg(wo) - (dT(x0))~".

Soit u € R™ tel que dg(xg)-u # 0; si v = (dT(xg)) - u, d(goT 1) (yo) - v # 0. La
différentielle de g o T~ est donc non nulle en yy. Par la caractérisation implicite
des compacts & bord C* (p. 17), T(K) est donc un compact a bord C! de R™.
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Ovales de Cassini

Question 1 Montrons tout d’abord que ’ensemble K est compact. Si les points
(zk,yr) de R? appartiennent a K, ils vérifient (27 +y37)* —2a%(23 —y?) +a* < b*;
si la suite converge vers (z,y), par continuité (z2 +y?)? — 2a?(2? — y?) +a* < b*
et donc (z,y) € K. L’ensemble K est donc fermé. De plus pour tout (x,y) € K,
comme

Iz )t = (@ + ) et 2 =y < ||(z,9)]?,
on a ||(z,y)||* < b* —a* + 2a?||(z,y)||?, donc si

4 2
DI 5 DI 50

le point (x,y) n’appartient pas a K ; 'ensemble K est donc borné. Fermé et
borné dans R2, ’ensemble K est donc compact.

Pour montrer que I’on a affaire & un ensemble compact & bord C!, nous souhaitons
utiliser le résultat sur la caractérisation implicite de ces ensembles (p. 17). La
fonction g de ce théoréme prend bien sir ici la forme

g(z,y) = (a® +y*)* = 2a*(2® — y?) + a* — b

puisque z € K si et seulement si g(z,y) # 0. Il nous suffit donc de vérifier que g
est O, ce qui est évident, et qu’en tout point de la frontiere de K, la différentielle
de g — ou son gradient — est non-nulle. On se convaincra que tout point (x,y) de
la frontiere de K vérifie nécessairement g(z,y) en exploitant la continuité de g.
Par conséquent, notre démonstration sera achevée si nous montrons qu’aucun
point (z,y) de R? ne satisfait simultanément

g(z,y) =0, 0z9(z,y) =0 et Jyg(w,y) = 0.

Or 0,9(z,y) = 4(2? +y*)x —4a®z et O,g(w,y) = 4(2% +y?)y+4a’y ; de la nullité
de ces deux dérivées partielles, on déduit

(22 +yHz = d®z et (2 + o)y = —a’y.

Il nous faut désormais envisager les cas possibles selon que x et y sont nuls ou
non:

— x # 0 et y # 0 est impossible car les deux équations ci-dessus entrainent

alors (22 +y?) = a®> = —a® or a > 0.

— 2 =y = 0 est impossible car g(0,0) = a* —b* # 0, car a > 0, b > 0 et
a #b.

— x =0 et y # 0 entraine 22 + y? = 32 = —a?, impossible car a > 0.

— finalement, si z # 0 et y = 0, 22 + 3% = 22 = a2, ce qui réinjecté dans
g(z,0) = 0 fournit a* —2a*+a* —b* = 0, soit b* = 0, également impossible
car b > 0.

Aucun point (z,y) de R? n’annule simulanément g et son gradient ; I’ensemble
K est donc bien un compact & bord C*.
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Intégrales de surface

Question 1 Comme la normale extérieure & B en 0B vaut n(z) = (x1,z2) et
que 77 + 23 = 1 sur B, on a en posant v(z) = (21, z2) sur B I'égalité

/63 o(dr) = /BB(UL‘% + 23) o(dx) = /aB (@), n(z)) o(dz)

et donc par le théoreme de la divergence

/83 o(dz) = /Bdivv(a:) dx = /B(am + Oomy) dx = 2/B dx.

L’intégrale initiale est donc égale au double de 'aire du disque unité, soit 2.
Concernant la seconde intégrale, on a ’égalité

/ 220 (dr) :/ (v(x),n(x)) o(dx) avec v(z) = (x1,0)
aB oB

et donc par le théoreme de la divergence

/ x%a(dw):/ divv(m)dmz/(81m1—|—820)d:v:/ dx.
oB B B B

L’intégrale initiale est donc égale a ’aire du disque unité, soit .

Rétraction

Source: (Kannai 1981)

Question 1 On déduit de l'identité || f(z)|*> = (f(z), f(z)) = 1 valable sur B
que pour tout h € R2,

(df () - b, f(2)) + (f(x), df (x) - h) = 2(df (x) " - f(z),h) =0

et donc la relation Jy¢(x)! f(x) = 0. La valeur f(z) étant non nulle, cela entraine
la non-inversibilité de la matrice jacobienne J¢(x), ou ce qui est équivalent, la
nullité du déterminant jacobien det J;(x). En conséquence,

/ det J¢(z) dz = 0.
B

Question 2 La fonction f étant de classe C2, on a

det J; = (01 f1)(02f2) — (O1f2)(D2f1)
= 0 (f102f2) — [10isf2 — O=(f101f2) + f103, fo
= 51(f182f2) - 82(flalf2)

Par le théoreme de la divergence, on a donc

/detJf(x)dmz/ (n1(f102f2) — n2(f101 f2))o
B OB
= [ h(Viast)o

OB
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ou t(x) désigne le vecteur tangent a OB en x :

t(z) = (=na(z),n(2)).

Comme la normale extérieure & B en © = (1, x2) € OB est donnée par n(z) =
(z1,22), on a t(x) = (—xe, —x1). Par ailleurs, comme f(x) vaut identiquement z
sur OB, fo(x) vaut xo et par conséquent

(Vfa(2),t(z)) = (V(22), t(2)) = 21,

soit, puisque f1(z) = x1 sur 0B,

/detJf(x) da:z/ x3o(dx) > 0.
B oB

Si une telle rétraction existait, on aurait donc une contradiction.

Intégration par parties

Question 1 On obtient le théoréme d’intégration par parties en appliquant le
théoréme fondamental du calcul a la dérivée du produit fg.

Supposons de facon analogue que U est un ouvert de R™, K un ensemble compact
abord C!' de U et que f,g: U — R sont deux fonctions de classe C'. Le produit
fg est également de classe C! et pour tout i € {1,...,n},

/ 8:(f9)(x) dx = / ni(2) f(@)g(z) o (dz),
K oK
soit
/K (0:f (x))g(x) do = /8 ni(a)f()gla) oldr) - /K f(@)(@ig(x)) d.

Alternativement, si f : U — R et v : U — R" sont deux fonctions de classe C!,
comme fv est de classe C* et que div fv = fdive + (Vf,v), par le théoréme de
la divergence appliqué & fv on obtient

/K (Vf(x),v(@)) de = | f(z)(v(z),n(x)) o(dz) —/Kf(w)divv(m) dz.

oK
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