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Objectifs d’apprentissage

Cette section s’efforce d’expliciter et de hiérarchiser les acquis d’apprentissages
associés au chapitre. Ces objectifs sont organisés en paliers :

(o) Prérequis (o) Fondamental (ee) Standard (eee) Avancé (eeee) Expert

Sauf mention particuliere, la connaissance des démonstrations du document n’est
pas exigible ! ; les notions développées en annexe sont toutes hors-programme.

Tribu

— terminologie : tribu .4, ensemble mesurable, espace mesurable. (e).

— connaitre : tribu P(X) des parties de X, tribu de Lebesgue L(R™) (e).

— savoir exploiter que si A,B€ A, AUB € A, ANB € Aet A\ B € A (o).

— savoir exploiter que si Ay € A, alors U;:;’%Ak € Aet ﬂ;j:OBAk € A (e0).

— plus généralement, savoir déterminer quand un ensemble, produit par
des opérations ensemblistes a partir d’ensembles de A, appartient & A
(../...).

— savoir caractériser si une collection d’ensembles est une tribu (eee).

— savoir que la raison d’étre d’une tribu est d’étre le domaine de définition
d’une mesure (o).

Mesure

— terminologie : mesure p, espace mesuré (e).

— connaitre : mesures de Dirac, de comptage, de Lebesgue (e).

— savoir déterminer si une fonction est une mesure (ee/eee).

— savoir exploiter que les mesures sont nulles en zéro, additives et croissantes
(o).

— savoir exploiter la o-additivité des mesures (ee).

1. I’étude des démonstrations du cours peut toutefois contribuer a votre apprentissage, au
méme titre que la résolution d’exercices.



— savoir calculer des mesures d’ensembles (ee/e0e).
— terminologie : ensemble p-négligeable, propriété vraie u-presque partout
().

— savoir déterminer si un ensemble est p-négligeable (ee).

Intégrale de fonctions positives

— savoir : chaque mesure détermine une intégrale (e).

— terminologie : intégrale par rapport a u (u-intégrale) (e).

— savoir : si f > 0, la p-intégrale de f est définie <> f est p-mesurable (o).

— terminologie : fonction mesurable (ou A-mesurable ou p-mesurable) (ee)

— connaitre les trois propriétés caractéristiques de la p-intégrale (o).

— terminologie : fonction étagée (o)

— savoir exploiter la forme Y 7_ yila, des fonctions étagées ()

— savoir caractériser les fonctions étagées mesurables (o).

— savoir calculer la p-intégrale d’une fonction étagée p-mesurable (o).

— savoir que la limite simple de fonctions mesurables est mesurable (ee)

— savoir exploiter le résultat d’approximation des fonctions mesurables
par des fonctions étagées mesurables (en particulier pour montrer la
mesurabilité d’une fonction) (ee); connaitre la suite de fonctions étagées
utilisée dans sa démonstration (eee).

— savoir exploiter la propriété de convergence monotone pour calculer I’in-
tégrale de fonctions mesurables (ee).

— connaitre la définition formelle de la p-intégrale (avec le sup des intégrales
des fonctions étagées) (eee); savoir démontrer qu’avec cette définition les
trois propriétés caractéristiques de l'intégrale sont bien vérifiées (eeee).

— savoir & quelle condition U'intégrale d’une fonction est nulle (cf. positivité
et nullité) (ee).

Intégrale de fonction signées

— terminologie : p-intégrale, p-intégrabilité (e).

— savoir : seule lintégrale des fonctions signées qui sont mesurables est
susceptible d’étre définie ; mais cette intégrale peut étre finie, infinie ou
indéfinie (e).

— savoir : une fonction est intégrable si son intégrale est définie et réelle (e).

— calcul de l'intégrale d’une fonction f & partir de celle de fy et f_ (o).

— compétence : savoir transposer les résultats du calcul intégral des fonctions
positives au contexte des fonctions signées (ee).

— savoir utiliser le théoréme de convergence dominée (ee).

— connaitre le lien entre intégrale associée a la mesure de Lebesgue sur R
et 'intégrale au sens de Lebesgue issue de la théorie de l'intégrale de
jauge (définie au moyen de l'intégrale de Henstock-Kurzweil) (ee).



Mesure

Définition — Tribu et espace mesurable

Une tribu (ou o-algébre) A sur un ensemble X est une collection d’ensembles
de X contenant ’ensemble vide et fermée par passage au complémentaire et a
I'union dénombrable ? :

1. geA
2.51Ae A Ac=X\Aec A
3. Si pour tout k € N, A, € A, alors U;‘if’)Ak e A
Un ensemble A € A est dit mesurable (relativement & la tribu A) ou A-mesurable

si le contexte demande d’étre explicite. L’ensemble X muni de A — c’est-a-dire
formellement la paire (X,.A) — est un espace mesurable.

Définition — Ensemble des parties

On appelle ensemble des parties d'un ensemble X la tribu

P(X)={A|AcC X}.

Exercice — Ensemble des parties (o) Montrer que pour tout ensemble X,
la collection P(X) est bien une tribu sur X. (Solution p. 37.)

Définition — Tribu de Lebesgue

On appelle tribu de Lebesgue sur R™ et on note L(R™) la collection des ensembles
A C R™ tels que pour tout pavé fermé borné de R", la fonction caractéristique
de AN P soit intégrable au sens de Lebesgue, c’est-a-dire telle que l'intégrale

/ Lanp()do

soit bien définie.

Autrement dit, un ensemble de R™ est “£L(R™)-mesurable” si et seulement si il
est “mesurable” au sens du chapitre “Calcul Intégral ITI”. Nous avions montré
dans ce chapitre que la collection de ces ensembles forme effectivement une
tribu ; la notion originale d’ensemble mesurable apparait désormais comme un
cas particulier de la notion d’ensemble mesurable relativement & une tribu.

2. c’est-a-dire que ces opérations, appliquées a des ensembles de A, produisent des ensembles
qui sont également dans A.



Exercice — Ensembles fermés (o) La collection des ensembles fermés de
R™ est-elle une tribu sur R™ ? (Solution p. 37.)

Exercice — Tribu née sous X (o) Supposons que la collection A soit une
tribu sur ’ensemble X mais que X soit inconnu. Comment peut-on déduire X
de la collection A? (Solution p. 37.)

Exercice — Opérations ensemblistes (o) Montrer que si A et B appar-
tiennent & une tribu A sur X, alors AU B, AN B et A\ B appartiennent
également a A. (Solution p. 37.)

Exercice — Intersection dénombrable (ee) Montrer que si pour tout k € N,
Ay, € A, alors N5 Ay, € A. (Solution p. 37.)

Exercice — Intersection de tribus I (ee) Montrer que pour tout ensemble
X, l'intersection de deux tribus A; et Ay sur X, c’est-a-dire la collection A
définie par

.A::AlﬁAg:{ACX|AeA1 etAE.Ag}
est une tribu sur X. (Solution p. 38.)

Exercice — Intersection de tribus II (eee) Soit X un ensemble et (A;);er,
une collection de tribus de X. Est-ce que l'intersection

A:zﬂAi:{AcX|pourtouti€I,AEAi}
iel
est une tribu quand I est fini ? Quand I est dénombrable ? Pour un ensemble
arbitraire ? (Solution p. 38.)

Définition — Mesure et espace mesuré

Une mesure p sur un espace mesurable (X, .4) est une fonction
A= [0, +0o0]

telle que u(2) = 0 (nullité en 0) et telle que pour toute suite (Ag)xen d’ensembles
de A disjoints deux a deux, on ait

+oo +oo
’ (U Ak> B STUNE
k=0 k=0
on dit que p est o-additive (on dit aussi dénombrablement additive). 1’ensemble

X muni de A et pu — c’est-a-dire formellement le triplet (X, A, i) — est un espace
mesuré.



Exercice — Les mesures sont (finiment) additives (o) Vérifier que toute
mesure p sur (X, A) est additive, c’est-a-dire que si les ensembles Ag, 41,..., A,
de A sont deux a deux disjoints, alors

p(AoUAL U UA,) = u(Ao) + (A1) + -+ + p(An).

(Solution p. 38.)

Exercice — Monotonie (o) Vérifier que toute mesure est croissante (on dit
aussi monotone), c’est-a-dire que si A,B € A et A C B, alors u(A) < u(B).
(Solution p. 38.)

Exercice — Cas dégénéré (ee) Existe-t’il une fonction p: A — [0, +00] qui
soit o-additive mais pas nulle en 07 Si oui, quelle est alors la valeur de u(@)?
(Solution p. 38.)

Exercice — Ca commence par un P (¢) Comment appelle-t’on une mesure
wsur (X, A) telle que pu(X) = 17 Une fois que vous avez deviné, justifier la
réponse. (Solution p. 39.)

Exercice — Trace d’une mesure (o) Soit 1 une mesure sur (X, .A). Montrer
que pour tout A € A, la trace p|a de p sur A, définie comme

pla:BeA— u(ANB)

est également une mesure sur (X, .4). (Solution p. 39.)

Exercice — Somme de mesures (o) Montrer que la somme de deux mesures
[1 et pip sur un espace mesurable (X, .A) est une mesure sur (X,.A). (Solution p.
39.)

Définition — Mesure de Lebesgue

La fonction A qui a un ensemble A € L(R™) associe

AA) = /IA(J:) dx sila est intégrable au sens de Lebesgue,
400 sinon.

est une mesure nommée mesure de Lebesgue sur R™.



Démonstration La fonction A est bien & valeurs dans [0, +o0] ; quand A = &,
N@) = /lg(x)dx - /de ~0.

Soit Ag, k € N, une suite d’ensemble disjoints deux & deux de L(R™). Posons

400 J
A= J A et f;= i 4, = > la,.
k=0

k=0

La suite des f; est croissante, composée de fonctions mesurables et converge
simplement vers 14. Par le théoreme de convergence monotone, soit la suite des
intégrales des f; est bornée et

)\(A):/IA(m) dx
:jgrfoo/kz_ol“*’ (x)dz

J
= jgrfm];)/lflk (x)dz

J
= . lim )\(Ak)
J—+oo =0
+oo

=D AA) < +oo,

§=0
soit cette suite est non-bornée, c¢’est-a-dire Zjﬁg A(Ag) = +oo et alors 14 est
non-intégrable, ce qui fournit A(A) = +oo.

La o-additivité de X est donc établie dans tous les cas. | |

Exercice — Mesure de Lebesgue d’un pavé (o) Déterminer la mesure de
Lebesgue A(P) du pavé fermé borné P = [ay,b1] X - -+ X [ap, b,] C R™. (Solution
p. 40.)

Définition — Mesure de Dirac

Soit X un ensemble et x € X ; on appelle mesure de Dirac en x la mesure
0z : P(X) — [0, +00] définie par

1 siz€eA,
0 sinon.

5.(4) =



Exercice — Démonstration (e) Montrer que les mesures de Dirac sont bien
des mesures. (Solution p. 40.)

Exercice — Et en changeant de point de vue? (o) Quand on considére
05(A) comme une fonction de = & A fixé, qu’obtient-on ? (Solution p. 40.)

Définition — Mesure de comptage

Soit X un ensemble et A = P(X) lensemble des parties de X. On appelle
mesure de comptage sur X la fonction ¢ : P(X) — [0, +oo] définie par

n si A contient n € N éléments distincts,

A) = . . . L s 1rs12 L
c(4) +o0o  si A contient une infinité d’éléments distincts.

Exercice — Démonstration (e) Montrer que les mesures de comptage sont
bien des mesures. (Solution p. 41.)

Définition — Ensemble négligeable

Soit (X, A, ;1) un espace mesuré. Un ensemble N C X est négligeable (ou pu-
négligeable) s'il existe un ensemble mesurable A € A tel que N C A et u(A) = 0.

Définition — Presque partout

Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Une propriété P dépendant d'un = € X est
vraie presque partout (ou p-presque partout) si 'ensemble des éléments x ol elle
est fausse est un ensemble p-négligeable.

Exercice — Négligeable pour la mesure de comptage (o) Caractériser
les ensembles négligeables pour la mesure de comptage c. (Solution p. 41.)

Exercice — Négligeable pour la mesure de Dirac (o) Caractériser les
ensembles négligeables pour la mesure de Dirac d,. (Solution p. 41.)

Exercice — Négligeable et mesurable (¢) Montrer quun ensemble me-
surable est négligeable si et seulement si il est de mesure nulle. (Solution p.
41.)



Fonctions mesurables

Définition — Fonction mesurable

Soit (X,.A) un espace mesurable. Une fonction f : X — [—o00, +00] est mesurable
(ou A-mesurable pour lever toute ambiguité) si 'image réciproque de tout fermé
(ou de tout ouvert) de [—o00, +00] par f est un ensemble mesurable (qui appartient

a A).
Quand la tribu A est le domaine de définition d’une mesure p, on trouvera

également le terme p-mesurable utilisé pour désigner une fonction A-mesurable.

Cette définition est directement applicable si f est & valeurs positives (f(X) C
[0, 4+00]) ou finies (f(X) C R), voire les deux simultanément (f(X) C [0, +o0[).

Exercice — Mesurabilité et ensemble des parties de X (o) Soit X un
ensemble et A = P(X). A quelle condition une fonction f : X — [—o0, +00]
est-elle A-mesurable ? (Solution p. 41.)

Exercice — Fonction caractéristique (ee) Soit (X, .A) un espace mesurable
et A un sous-ensemble de X. A quelle condition portant sur A la fonction
14 : X — R est-elle mesurable ? (Solution p. 41.)

Théoréme — Limite simple de fonctions mesurables

Soit (X, A) un espace mesurable. Si les fonctions fi : X — [—o0, +0o0], k € N,
sont mesurables et convergent simplement vers f, alors f est mesurable.

Démonstration 1l suffit de prouver que I'image réciproque par f de tout
ouvert U de [—o0, 00| appartient & A. Considérons la suite d’ensembles K,
(n € N) définis par :

K,={xe€U|dz,U% >2"" et d(0,z) <2"}.

Alors f(x) € U si et seulement s’il existe un n € N tel que fi(z) € K, pour k
assez grand, ce qui se traduit par la formule

+0o0 +00 +00

fﬁl(U) = U U m f].g_l(Kn)

n=0j=0 k=j

qui établit que f~1(U) est un ensemble mesurable en exploitant le fait quunions
dénombrables et intersections dénombrables d’ensembles mesurables sont des
ensembles mesurables. |

10



Définition — Fonction étagée

Une fonction f: X — [—00, +00] est étagée si et seulement si I'image de X par
f ne comporte qu'un nombre fini de valeurs distinctes.

Proposition — Fonction étagées mesurables

Soit (X, .A) un espace mesurable. Une fonction f : X — R est étagée et mesurable
si et seulement s’il existe une collection finie d’ensembles mesurables Ay, ..., A, €
A et de valeurs y1,...,y, € R telles que

n
F=> urla,.
k=1

La démonstration de ce résultat montre qu’il est possible d’étre plus prescriptif
si nécessaire sur les ensembles A et les valeurs yi : une fonction est en effet
étagée et mesurables si et seulement s’il existe une collection finie d’ensembles
mesurable disjoints et non vides A;,..., A, € A et de valeurs distinctes et
non nulles y;,...,y, € R telles que

f= ZyklAk-
p

Démonstration Soit f: X — R une fonction étagée; il existe donc des réels
Y1, - - -, Yn distincts non nuls tels que f(X)\ {0} = {y1,...,yn—1}. On a alors

n
F=> ukla, avec Ap=f""({yi}).
k=1
Si de plus f est mesurable, les singletons de R étant fermés, les ensembles Ay
sont nécessairement (A-)mesurables.

Réciproquement, si f est de la forme f = >°;'_ yxla, ol les ensembles Ay
sont mesurables, il est clair que la fonction f est étagée car f ne peut prendre
comme valeurs que les sommes partielles des yi, sommes qui sont en nombre
fini. En considérant les ensembles — mesurables — B, définis par By = A; et
Bj+1 = Ak41 \ Ag on obtient une somme Zk wglp, du méme type mais basée
sur des ensembles mesurables disjoints By. En faisant I'union C; des By, qui
correspondent a des valeurs z; = wy, identiques, on peut de plus s’assurer d’avoir
une somme de la forme f =3, 2;1¢c; ol les valeurs z; sont distinctes et les C;
sont mesurables et non vides. Le cas échéant, si I'un des z; est nul, on peut méme
omettre le terme correspondant de la somme. Il devient maintenant clair que f
est également mesurable : si U est un ensemble ouvert de R (Pargument vaut en
fait pour n’importe quel ensemble), I'image réciproque de U par f est 'union
d’une sous-collection des C; (C; étant inclus dans la collection si et seulement si
ZjEA)etSiOEU,deX\UjCj. ||

11



Théoréme — Approximation par des fonctions étagées positives

Soit (X,.A) un espace mesurable. Soit f : X — [0, 400 une fonction mesurable
positive. Il existe une suite croissante de fonctions étagées mesurables positives
fr: X — [0, 4+00[ (& valeurs finies) convergeant simplement vers f.

0 < folz) < fi(z) <--- < fi(z) = f(z) quand k — +oo.
Démonstration Soit £, > 0 une suite de valeurs réelles positives. La suite
des fonctions fj, définies par fy = 0, puis

fet1 = fr +exlp, ou By ={x € X|f(x) > fu(z) +ex}

est croissante et composée de fonctions étagées positives finies.

14 2T . RSl
4 \ 4 \
// \ ’
L= fo N\ / R
/ \ / \
/ \ / \
0 // \ / — fl \
- - - _ h—
T T T T T T
i —
’ N
s N
/
\
/ — f3 \
T T T T T T
0 /2 T 0 /2 T

FIGURE 1 — Approximation de la fonction f : z € [0,7] — sinx au moyen des
fonctions étagées fj associées a la suite g, = 1.25/(k + 1).

De plus, on peut prouver par récurrence que ces fonctions fi sont mesurables. En
effet, fo est évidemment mesurable (et étagée) ; supposons que fi soit mesurable
(et étagée), et donc de la forme f, = 2?21 yjla, ou les A; sont mesurables,
non vides, disjoints et 0 < y; < y1 < -+ < yp, < +00. Sil'on pose yop = 0 et

12



Ao =X \U}_;Aj, on a donc

By ={re X | f(x) > fe(z) +er}

{ze Al f(z) > fr(x) +er}

<
o

I
=

{zeAj| f(z) > y; +ex}
i=0

<
I

|

F [y + ex, +00]) N A;.

7=0

La fonction f étant mesurable, chaque ensemble f 71([%‘ + &g, +00]) est mesu-
rable ; 'ensemble E}, est donc mesurable comme union finie d’intersections finies
d’ensembles mesurables. La fonction fyy1 = fi + €xlp, est donc mesurable (et
étagée).

Si la suite € est choisie telle que

+oo
lim e, =0 et E £k = +090,
k——+oo P

alors nécessairement la suite des fi(z) converge vers f(z) pour tout z € X. W

Exercice — Trace de fonction (ee) Soient f: X — [0,+oc] une fonction
mesurable positive (& valeurs finies ou infinies) et soit A € A. Montrer que 14 f
est mesurable. (Solution p. 41.)

Exercice — Somme de fonctions (ee) Soient f,g : X — [0,+00] deux
fonctions mesurables positives (& valeurs finies ou infinies). Montrer que f + g
est mesurable. (Solution p. 42.)

Proposition — Composition par une fonction continue

Soit (X,.A) un espace mesurable. Si les fonctions f1,..., fr : X — [—00, +0]
sont mesurables et que la fonction h : [—oc0, +00]™ — [—00, +00] est continue, la
fonction composée h o (f1,..., fn) est mesurable.

Démonstration (limitée au cas n =1) Pour tout ouvert U de [—o0, +00],
limage réciproque de U par h est un ouvert de [—oo,+00] et comme f est
mesurable, 'image réciproque de cet ensemble par f est un ensemble mesurable.
La fonction composée h o f est donc mesurable. |
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Théoréme — Approximation par des fonctions étagées

Soit (X, .A) un espace mesurable. Soit f : X — [—00, +00| une fonction mesurable.
Il existe une suite de fonctions étagées mesurables fi : X — |—00, +00] (a valeurs
finies) dont la suite des valeurs absolues |fx| est croissante

0<[fol <+ < |fel < fogal <--
et qui convergent simplement vers f.
Démonstration Les fonctions fi = max(f,0) et f_ = —min(f,0) sont me-
surables comme composées de fonctions mesurables et de fonctions continues (p.
13). Elle sont également positives, telles que f = f — f_ et |f| = f+ + . 11
existe donc deux suites croissantes de fonctions fx4 et fr— de fonctions étagées
mesurables positives telles frp+ — fi et fr— — f— et donc f, = foy — fie = f

quand k — 4o0. Par construction, |fi| = fi+ + fk— est également croissante
comme somme de deux suites croissantes. |

Exercice — Calculs et infinis (o) Quand f,g sont deux fonctions X —
[—00, +0¢], les fonctions f+ g, fg et max(f, g) sont-elles bien définies ? (Solution
p. 42.)

Exercice — Combinaison linéaire (o) Soit A > 0 et soient f,g : X —
[0, +00] deux fonctions mesurables. Montrer que les fonctions A\f et f + g sont
mesurables. (Solution p. 42.)

Intégrale

Intégrale d’une fonction positive — Propriétés caractéristiques
Soit (X, A, ) un espace mesuré. L’intégrale (de Lebesgue) par rapport d la

mesure p (ou p-intégrale) est 'unique application qui & toute fonction mesurable
positive f: X — [0, +00] associe la grandeur notée

/fu:/xf(x)u(dfﬂ) € [0, +o0]

et qui est caractérisée par

1. Intégrale et mesure : pour tout ensemble A € A,

/1A.U = p(A).
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2. Linéarité : si XA € ]0,+o0[ et f,g: X — [0, +00] sont mesurables, alors

/(Af)u=k/fu et /(f+g)u=/fu+/gu-

3. Convergence monotone : si la suite de fonctions mesurables f, : X —
[0, 4+00] est croissante et converge simplement vers f, alors

/fu:ngrfoo/fnu-

La construction explicite de l'intégrale de Lebesgue associée a la mesure pu —
construction qui complete 'approche descriptive ci-dessus — sera donnée dans le
reste de cette section. La preuve que l'intégrale ainsi construite satisfait bien les
trois propriétés caractéristiques ci-dessus sera donnée dans la section suivante.

Exercice — Intégrale et mesures de Dirac (ee) Soit z € Ret f: R —
[0, +00] une fonction mesurable. Sachant que f est limite simple d’une suite
croissante de fonctions étagées d,-mesurables f; : R — [0, +00[, en déduire, en
exploitant les propriétés caractéristiques de 'intégrale, la valeur de

/ £, = /}R F(9) 8 (dy).

(Solution p. 42.)

Intégrale d’une fonction signée

Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit f : X — [—o00, +00] une fonction mesurable.
L’intégrale (de Lebesgue) de f par rapport d la mesure p (ou p-intégrale) est
définie si au moins 'une des intégrales des fonctions positives

f+ :=max(f,0) et f_ := —min(f,0)

est finie. On définit alors 'intégrale de f par rapport a p comme

[ tu= [ s@utde)s= [ fou= [ 1-ue ool

Oun dit que f est intégrable (par rapport & p) ou p-intégrable si les intégrales de
f+ et de f_ sont toutes les deux finies ou, ce qui revient au méme, si I'intégrale
de f est définie et réelle :

[ 1n= [ f@ptan) €=
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Exercice — Absolue intégrabilité (e) Soit (X, A, ;1) un espace mesuré. Mon-
trer que si f : X — [—o00,400] est intégrable alors |f| est également intégrable.
(Solution p. 43.)

Exercice — Intégrabilité de fonctions étagées (ee) Soit (X, A, ) un es-
pace mesuré et soient A1, ..., A, des ensemble mesurables disjoints non vides et
Y1, Yn—1 € [—00,400] \ {0}. A quelle condition la fonction

n
F= wla,
=1

est-elle intégrable ? Quelle est alors la valeur de son intégrale ? (Solution p. 43.)

Remarque — Intégrales finies, infinies et indéfinies

Une fonction positive peut avoir une intégrale bien définie (finie ou infinie) — il
faut et il suffit qu’elle soit mesurable — sans étre pour autant intégrable. Elle est
intégrable si et seulement si elle est mesurable et que son intégrale est finie.

Par contre, dans le cadre des fonctions signées, une fonction mesurable peut
avoir une intégrale indéfinie. En effet, méme si 'on peut définir

/f+u et /f—u

des que f est mesurable, il est possible que ces deux intégrales soient égales a
4003 il n’y a alors pas de facon “raisonnable” de définir la différence des deux

grandeurs 3.

Exercice — Vers ’indéfini et au-dela (ee) Construire une fonction f : R —
R mesurable par rapport a la tribu de Lebesgue £(R) mais dont U'intégrale n’est
pas définie par rapport & la mesure de Lebesgue A (ni finie ni infinie). (Solution
p. 43.)

Théoréme — Intégrale par rapport 4 une mesure et intégrale de jauge

Soit f : R™ — R. La fonction f est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue
A si et seulement si f est intégrable au sens de Lebesgue (par ’approche des
intégrales de jauges). Dans ce cas, les deux intégrales sont égales :

f@)Mdx) = [ f(z)da.
R”L R7Z
3. sauf a introduire un nouveau nombre “indéfini” 1, absorbant pour I’addition, tel que
1 = 400 — oo (le NaN ou not-a-number des numériciens est un concept trés proche). Mais
nous n’allons pas explorer cette piste ici.

16


https://en.wikipedia.org/wiki/NaN

Démonstration Par construction, la fonction f est intégrable par rapport
a la mesure de Lebesgue A si et seulement si les fonctions f; = max(f,0) et
f— = —min(f,0) sont intégrables par rapport & A. Comme

IRl i

f+ 5 5

f-= et f=fe—f lfl=Fr+71-

les fonctions fi et f_ sont Lebesgue-intégrables si et seulement si f et |f| sont
Lebesgue-intégrables, soit — comme cette intégrale est absolue — si et seulement
si f est Lebesgue-intégrable. Il nous suffit donc de démontrer le résultat pour les
fonctions positives.

Remarquons qu’une fonction étagée positive

n
9= Z Ykla,
k=1

ou les ensembles Ai,..., A, € A sont disjoints, et y1,...,y, € |0,+00[ est
A-intégrable si et seulement si A(Ag) < 400 pour tout k. Par définition de la
mesure de Lebesgue A, c’est équivalent a la Lebesgue-intégrabilité de chaque 14,
et donc de g; U'intégrale de g par rapport a A vaut alors

A= AAg) = 1a,(x)dx = 1a,(x)dx = (z) dx.
/9 kz::lyk k ;yk/A /kz_:lykA /9

Si une fonction f positive est A-intégrable, elle est la limite simple d’une suite
croissante telles fonctions étagées positives et A-intégrables a valeurs finies et
son intégrale par rapport a A est la limite des intégrales par rapport a A des
fonctions étagées. D’apres le résultat précédent, elle est donc la limite des
intégrales au sens de Lebesgue de ces fonctions, qui, d’apres le résultat des
convergence monotone de l'intégrale de Lebesgue, converge vers l'intégrale de
Lebesgue de f. Réciproquement, si f est Lebesgue-intégrable, elle est mesurable
— mesurable au sens de Lebesgue et donc par le critere de 'image réciproque,
également L(R)-mesurable — et le méme procédé d’approximation par une suite
croissante de fonctions étagées positives est donc applicable. Les théoremes de
convergence monotone, pour 'intégrale de Lebesgue et pour 'intégrale associée
a A, permettent alors de conclure. |

Les propriétés caractéristiques (p. 14) que nous souhaitons obtenir pour 'intégrale
par rapport a la mesure p ne nous laissent pas le choix sur la fagon de procéder.
Le lien entre intégrale et mesure d’une part et la linéarité de I'intégrale imposent
la fagon de calculer I'intégrale de fonctions étagées mesurables positives (& valeurs
finies), puis la propriété de convergence monotone détermine de facon unique
l'intégrale des fonctions mesurables positives (& valeurs finies ou infinies).
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Définition — Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (X, A, ) un espace mesuré et f : X — [0, +oo[ une fonction étagée positive
et mesurable, de la forme
n
f= Z Yrla,
k=1

ol les ensembles Ay, ..., A, sont mesurables (€ A) et y1,...,yn € ]0,+00[. Alors
on définit I'intégrale de f par rapport a p comme

’I’L

/fu = > yr u(Ag).
k=

1

Définition — Intégrale d’une fonction positive

Soit (X, A, i) un espace mesuré et f : X — [0, +00] une fonction mesurable. Soit
F(f) la collection des fonctions étagées mesurables positives (a valeurs finies)
qui soient inférieures a f. On appelle intégrale de Lebesque de f relativement a
la mesure p la grandeur positive (finie ou infinie)

/fu::/xf(w) p(dz) == ges%)/gu-

On pourra se convaincre que cette définition de l'intégrale est bien la seule
possible si ’on souhaite se doter d’une intégrale ayant la propriété de convergence
monotone 4.

4. En effet, dans ce cas, comme pour toute fonction mesurable f: X — [0, +o0], il existe
une suite croissante de fonctions étagées mesurables positives fi : X — [0, +oo[ convergeant
simplement vers f, notre définition de I’intégrale doit nécessairement vérifier

/fu< sup /gu~
geF(f)

Réciproquement, si g : X — [0, +00o[ est une suite de fonctions étagées mesurables positives
(a valeurs finies) inférieures a f telles que

lim /gku: sup /gu,
k—+oo geF(f)

alors la suite hy = max(go, ..., gk, fx) est une suite croissante de fonctions étagées mesu-
rables positives (& valeurs finies) convergeant vers f mais supérieures a gy, et vérifiant donc

necessalrement
/fu— hm /hku> sup /g#
geF(f)
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Propriétés de I’'intégrale
On mettra I'accent dans cette section sur les propriétés de I'intégrale de fonctions

positives ; les propriétés correspondantes de I'intégrale de fonctions signées s’en
déduisent simplement.

Nous démontrons tout d’abord que l'intégrale que nous avons construite satisfait
bien les propriétés caractéristiques souhaitées (p. 14), en commengant — aprés
I’énoncé du lemme de croissance — par le lien entre mesure d’un ensemble et
intégrale de sa fonction caractéristique.

Lemme — Lemme de croissance

Soit (X, A, ) un espace mesuré et g, h : X — [0, +00[ deux fonction mesurables

telles que g < h. Alors
/ gp < / hp.

Démonstration L’inclusion F(g) C F(h) découle des hypotheses, en consé-

quence,
sup /Im < sup /k,u7
keF(g) keF(h)

ce qui est 1’égalité entre intégrales souhaitée. |

Intégrale et mesure

Pour tout ensemble A € A,

/ La(2)p(dz) = p(A).
X

Démonstration La fonction caractéristique 14 est mesurable, positive et
inférieure a 1 4. C’est de toute évidence la plus grande fonction ayant toute ces
propriétés, donc par le lemme de croissance (p. 19),

sup /gu = p(A).

geEF(1a)
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Théoréme — Théoréme de convergence monotone

Soit (X, A, p) un espace mesuré et f : X — [0,400], k € N, une suite croissante
de fonctions mesurables et positives; pour tout x € X,

0< fo(x) < < ful@) < frgr(z) < -+
La limite simple f : X — [0, +oc] des f%, telle que pour tout = € X,

fe(z) — f(z) quand k — +o0,

kgrfw/fku:/fu-

Démonstration La fonction f est mesurable comme limite simple de fonctions
mesurables. Par le lemme de croissance (p. 19),

/foué---S/fkué/fkﬂuéméffu
kgrfm/fkué/m

Soit g : X — [0, +o0o[ une fonction inférieure & f qui soit étagée et mesurable,
c’est-a-dire de la forme )
n—
9=">_ujla,
j=0

avec y; € [0,+oo[ et A; mesurable. Soit ¢ € [0,1[; comme la suite des fi est
croissante et converge simplement vers f, les ensembles B = {z € X | fi(z) >
tg(x)} vérifient

est mesurable et

et donc

+oo
EyC-CEyC-- et UEk:X.
k=0

Les fi et g étant mesurables, les ensembles Fj sont mesurables. On a

n—1 n—1
/fku > /tglEk,U = /tzyﬂAJlEku =ty yiu(A; N Ey).
§=0

j=0

Comme U2 A; N Ej, = Aj, par le théoréme de continuité monotone (cf annexe)
(p- 23),

n—1 n—1
kgrfoo/fku > tkgglmz;)yju(/lj NEp) =t Z)yju(Aj) :t/gu-
J= J=
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Cette inégalité étant valable pour tout ¢ € [0, 1] et pour toute fonction positive
étagée et mesurable g inférieure a f, on en déduit

lim /fkuz sup /gu=/fu-
ko0 9EF(f)

Théoréme — Linéarité

Soit (X, A, ) un espace mesuré. L’intégrale par rapport & p de fonctions
mesurables positives (& valeurs finies ou infinies) est homogene et additive : si
A€ [0,+o0[ et f,g: X — [0,400] sont deux applications p-mesurables,

/(Af)M:A/fu et /(f+g)u:/fu+/gu-

Démonstration Soit fi, gr : X — [0, +00[ une paire de suites croissantes de
fonctions étagées, mesurables et convergeant simplement vers f et g respective-
ment. On peut se convaincre sans difficultés que l'intégrale des fonctions étagées
et mesurables est additive et homogene et donc que

/()‘fk)ﬂ:)‘/fkﬂ et /(fk+gk)N:/fkﬂ+/gkﬂ~

Comme les suites Afy et fr + gr sont croissantes et convergent simplement vers
Af et f+ g respectivement, par le théoréme de convergence monotone (p. 20)
on en déduit les égalités cherchées. |

Théoreme — Positivité et nullité
Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f : X — [0,+o0] une fonction mesurable.

L’intégrale de f par rapport a u est positive; elle est nulle si et seulement si f
est nulle u-presque partout :

/fu=0 & u{ze X | f(z)>0})=0.

Notons que comme l’ensemble {z € X | f(z) > 0} — c’est-a-dire f~1(]0, +o0]) —
est mesurable par construction, “négligeable” est bien équivalent a “de mesure
nulle” ici.
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Démonstration La positivité est évidente par construction. Si f est nulle
presque partout, comme pour toute fonction g positive, mesurable et étagée
inférieure & f et tout y € [0, +o00[, soit y = 0, soit
97 (y) € F71(0,+o0]),
et donc
(g™ () < p(f~1(0,+o0])) = 0,
I'intégrale de g par rapport a p vérifie

/gu= > yxulgT'y) =0.

y€[0,+00]

/fu: sup /gu:(l
9eF(f)

Réciproquement, si la fonction f n’est pas nulle p-presque partout, c’est-a-dire
si u(f71(]0,400])) # 0, alors il existe nécessairement un n € N tel que

p(f=H([27", +00])) > 0.

En effet, les ensembles =1 ([27", +-00]) forment une suite croissante d’ensembles
mesurables dont 'union est f~1 (]0, +00c]) donc par le théoréme de continuité mo-
notone (cf. annexe) (p. 23) limy, 400 p (f 71 ([277, 400])) = p (f 71 (J0, +00))).

Par conséquent,

Notons A, = f~1([27",4+c]) ; c’est un ensemble mesurable de mesure positive.
La fonction 27 ™14, est positive, étagée, mesurable et inférieure & f. On a donc

0<2 A = [ [ i
L’intégrale de f par rapport p est donc strictement positive. |

La théorie générale de l'intégration possede aussi son théoreme de convergence
dominée. Pour le démontrer, un corollaire du théoreme de convergence monotone,
appelée lemme de Fatou, est utile; ce lemme technique (p. 25) est présenté en
annexe.

Théoréme — Théoréme de convergence dominée

Soit (X, A, u) un espace mesuré et fi : X — [—oo0,+o0] (k € N) une suite
de fonctions mesurables, dominées par la fonction intégrable g : X — [0, +o0]
c’est-a-dire telles que pour tout tout k € N et tout z € X,

0< ful@)] < gla) et /9ﬂ<+00-

Si la suite des fx a une limite simple f : X — [—00, 4+00], c’est-a-dire si pour
tout x € X, fr(x) — f(z) quand k — —+o0, alors

kETOO/fk,U: /fu-

22



Démonstration Comme fi + g est positif pour tout k € N, le lemme de Fatou

(p. 25) fournit
/fqu/gu:/(erg)u
= /(lkigigffk +9)u
< lklglfcg/fk +gp

= (%glg(f / fk,U) + / gp
/fﬂSliminf/fku.
k—400

Comme les fonctions — fi + g sont également positives pour tout k£ € N, un
raisonnement analogue fournit

—/fugliminf/—fk,u——hmbup/fk,u
k—+o00

On a finalement la double inégalité

limsup/fku < /fu < 1iminf/fku,
k—-+o0 k—+o00

dont on déduit le résultat cherché. | |

et donc

Annexe

Continuité Monotone
Théoréme — Théoréme de continuité monotone

Soit (X, A, u) un espace mesuré et (A,)nen une suite d’ensembles de A. Si la
suite A, est croissante, c’est-a-dire si A,, C A, 41 pour tout n € N, alors

i (A H<UA>

Si u(Ap) < +00 et que A, est décroissante, c’est-a-dire si A, 1 C A, pour tout

n € N, alors
L (An —u<ﬂA>
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Il est assez facile de se convaincre que sans une hypothese de type u(Ag) < +oo,
le volet décroissant du théoreme est faux. Ainsi pour la mesure p = ¢ de longueur
dans R (mesure de Lebesgue), pour tout n € N on a £([n,+oo[) = +oo et

pourtant
+oo
1 (ﬂ [n,—l—oo[) = (@) = 0.

n=0

Toutefois, dans le cas particulier des mesures finies (vérifiant p(A4) < 400
pour tout A € A) et en particulier des mesures de probabilité, la condition
p(Ap) < 400 est automatiquement vérifiée.

Démonstration Si (A, )nen est une suite croissante d’ensembles de A, alors
les ensembles B,, définis par By = Ag puis B,y1 = Any1 \ A, appartiennent &
A et sont disjoints. Comme par construction on a Uy_,By = A,, par (additivité
et) o-additivité de p on a d’une part

n
Z M(Bk) = M(An)

k=0

et d’autre part
+oo +oo +o0
ZM(Bk) =u (U Bk) =p (U An> .
k=0 k=0 n=0
Par conséquent,
+o0
D ) = (U An> -
n=0
Si désormais (A, )nen est une suite décroissante d’ensembles de A vérifiant

1(Ag) < 400, les ensembles B,, définis par B, = Ag \ A, forment une suite
croissante d’ensembles, par conséquent

+o0 too
Jim iAo\ Ay) = g (U (Ao \ An)> =pu (Ao\ N An> :

n=0 n=0

Tous les ensembles A,, étant inclus dans Ay, on a également u(Ag\ A,)+u(A,) =

1(Ao) et . N
n=0 n=0

et par conséquent

“+oo
p(Ao) = lim p(An) = p(Ao) — s (OO An) :
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Comme u(Ap) est fini, on peut le simplifier de part et d’autre de I’égalité et en

déduire finalement
i (A (ﬂ A )

Lemme de Fatou

On rappelle que liminfg_, o x5 désigne 'infimum des limites possibles, parmi
toutes les suites extraites de x ayant une limite (finie ou infinie).

Lemme — Lemme de Fatou

Soit (X, A, 1) un espace mesuré et fr : X — [0,+00], kK € N, une suite de
fonctions mesurables. Alors

/(hm inf fr)p < hmlnf/fku.

k—+4oco

Démonstration La suite des fonctions inf;> fj, k € N, est croissante, com-
posée de fonctions mesurables, et converge simplement vers la limite inférieure
de la suite des f :

lim <1nf fj> zlkiminffk.
—r+00

k——+oco \j>k

Par le théoréme de convergence monotone (p. 20) on a donc

k—+4o00

lim Juzlg fin= / (1;333335 fi)p-

De plus pour tout k£ € N et tout £ > k, on a inf;>, f; < f;, donc par le lemme
de croissance (p. 19),

>k

/mf fin < hmlnf/fg,u

Puisque le second membre est indépendant de k, on en déduit le résultat cherché
en faisant tendre k vers +oo. |

Mesure de Lebesgue — Approche directe

Dans les volets précédents du “Calcul Intégral”, il nous a semblé naturel de
définir le volume d’un pavé compact de R™

P= [al,bl] X+ X [an,bn]
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au moyen de la formule
)\(P) = (bl —al) X oo X (bn —an).

L’intégrale de Henstock-Kurzweil nous permet de prolonger cette fonction A en
une fonction définie pour tous les ensembles mesurables A de R™, par la relation

AA) = | /1A(x) dx si 14 est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil,
+00

sinon.

Mais cette approche n’est pas totalement satisfaisante intellectuellement. D’une
part on peut considérer 'usage de 'intégrale comme un chemin tortueux pour
étendre \. D’autre part on peut avoir 'impression que cette approche — qui
ne permet pas de mesurer le volume de tout ensemble de R™ — n’atteint pas
totalement son objectif; cette limitation pourrait étre un artefact de la méthode
choisie plutét qu’une limitation intrinseque. Dans cette section, nous allons
donner une autre méthode de définition, plus directe et géométrique, due a
Lebesgue et Carathéodory ®, de définition de la mesure (extérieure) du volume de
tout ensemble de R™. Elle nous donnera également la raison pour laquelle notre
construction initiale du volume se limite a la collection des ensembles qualifiés
de “mesurables”.

Pour calculer le volume d’un sous-ensemble de R™, nous généralisons la méthode
déja utilisée pour définir les ensembles négligeables (de volume nul) : nous
considérons ’ensemble des collections dénombrables de pavés recouvrant ce
sous-ensemble et nous utilisons chacun des ces recouvrements pour produire une
estimation (supérieure) du volume de I’ensemble. Formellement :

Définition — Mesure extérieure de Lebesgue

On appelle mesure extérieure de Lebesgue sur R™ la fonction
A" P(R™) — [0, 400],

qui a tout ensemble A de R™ associe le nombre réel étendu positif défini par

—+oo —+oo
A*(A) = inf Z A(Py) | Py pavé compact de R", A C U Py,
k=0 k=0

Cette définition “raisonnable” ne satisfait toutefois pas les propriétés que nous
attendons (implicitement) d’un volume. Ce décalage est mis en évidence par un
résultat paradoxal de la théorie des ensembles dans R3 :

5. Henri Lebesgue (1875-1941) était un mathématicien francais et Constantin Carathéodory
(1873-1950) un mathématicien grec entrenant des liens étroits avec 1’Allemagne. Ils font partie
des fondateurs de la théorie abstraite de la mesure qui conduit & un renouveau de la théorie de
I'intégration au début du XXeéme siecle.
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Théoréme — Paradoxe de Banach-Tarski

11 est possible de partitionner une sphére de rayon un de R? en un nombre fini
d’ensembles, qui, apres rotations et translations, forment une partition de deux
spheres disjointes de rayon un.

Si le résultat est qualifié de paradoxe, c¢’est qu’il nous semble intuitivement
que le volume devrait étre préservé par les les opérations subies par la sphere
initiale. Or, le volume d’une sphere de rayon un et de deux spheres disjointes
de méme rayon differe d’un facteur 2. Pour dépasser ce paradoxe, nous allons
devoir examiner un par un les résultats qui nous semblent “évidents” dans ce
raisonnement pour débusquer notre erreur.

Soient A1, ..., A, des ensembles disjoints et non vides de R? dont la réunion forme
la sphere initiale Sop = A1 U- - -UA,, et tels que des ensembles disjoints By, ..., B,
qui s’en déduisent par rotation et translation, vérifient S; U Sy = B1U---U B,
ou Sp et S5 sont les deux sphere finales.

Tout d’abord, on a bien

4 4
A (S) = g et A (51U Ss) =2 x g

car les ensembles Sy, S1 et Sy considérés sont intégrables (au sens de l'intégrale
de Henstock-Kurzweil) et nous verrons ultérieurement que dans ce cas, la mesure
extérieure \* coincide avec A. Un simple calcul intégral fournit alors le résultat.

On peut croire que le point faible de notre raisonnement est la préservation de
la valeur de A*(A) par translation et rotation; s’il est facile d’établir que lorsque
B se déduit de A par une translation alors \*(A) = A\*(B), on peut douter du
résultat pour les rotations. Apres tout, la définition de A\*(A) fait appel a des
rectangles qui sont paralleles aux axes, une propriété qui n’est pas conservée par
rotation. Mais si le résultat n’est pas évident, il s’avere pourtant que la mesure
extérieure \* est bien invariante par rotation (cf. (Hunter 2011, sec. 2.8)).

La propriété qui nous fait défaut est plus fondamentale : la fonction A* n’est
tout simplement pas additive! Méme si les ensembles A, ..., A, sont disjoints,
il est possible que

AN (AU UA) X (A1) + -+ A" (4,).

On peut par contre établir avec la définition de A* qu’elle est sous-additive :
pour tous les ensembles Ay, ..., A, (disjoints ou non), on a

AN (AU UA,) <X (A1) +--+ A" (4,).

Elle est méme o-sous-additive : si (Ag)ken est une suite de sous-ensembles de

R’ +oo +oo
» (U Ak> <3N ().
k=0 k=0

Cette propriété est la caractéristique centrale des mesures extérieures :

)
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Définition — Mesure extérieure

On appelle mesure extérieure sur ’'ensemble X toute application
" P(X) = [0, 400]
telle que :

1. p*(@) =0 (nullité en @).
2. AC B = p*(A) < u*(B) (croissance).
30wt (U5 Ak) < Zﬁj& w* (Ag) (o-subadditivité).

Il existe un procédé général permettant de déduire d’une mesure extérieure une
application qui soit additive — & condition d’accepter de réduire son domaine de
définition ; la fonction qui en résulte est additive — et méme o-additive.

Ensemble mesurable

Soit p* une mesure extérieure sur ’ensemble X. Un ensemble A C X est dit
p*-mesurable (au sens de Carathéodory) si pour tout B C X, on a

w(B) = p*(BOA) + (B A).

Une fagon alternative de voir les choses : si 'on note p*|4 la trace de p* sur un
ensemble A de X, définie pour tout sous-ensemble B de X par

pla(B) = p*(ANB),
alors I’ensemble A est p*-mesurable si et seulement si

p= a4 pt e

Théoréme — Mesure associée a une mesure extérieure

Soit X un ensemble et p* une mesure extérieure sur X. La collection A des
ensembles p*-mesurables de X est une tribu sur X et la restriction p de p* a A
est une mesure sur X.

Démonstration Cf. (Hunter 2011, théoréme 2.9, pp. 15-17). |

La spécialisation de ce procédé au cas de la mesure extérieure de Lebesgue
produit la mesure de Lebesgue.
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Théoréme — Mesure de Lebesgue

La “mesure extérieure de Lebesgue (p. 26)” A* : P(R™) — [0, +00] est bien une
mesure extérieure sur R™. La collection des ensembles A\*-mesurables (au sens de
Caratheodory) est identique a la tribu de Lebesgue £(R™); la mesure A associée
a A\* coincide avec la mesure de Lebesgue sur R”.

Démonstration (partielle : A* est une mesure extérieure.) Il est clair
que \* satisfait A\*(@) = 0 (car le pavé [0,0]™ recouvre @ par exemple). Si
A C B C R™, alors tout recouvrement de B par des pavés compacts recouvre
également A; par conséquent \*(A) < \*(B). Finalement, pour tout A; C R™,
k € N, et pour tout € > 0, il existe des pavés compacts P;; tels que

+oo +oo
Ag C | P et D AMPi) — 2k+1 < A (Ap) <Z)\ k-
j= j=0

Comme la famille des { P} };5 recouvre US> Ax, on a donc

+00 400 too
20A) <D0 APy <Z()\* (Ar) + 2k+1>:<ZA*(Ak)>+5
k=0 j=0 k=0

Le réel positif ¢ étant arbitrairement petit, on en déduit que \* est bien o-
subadditive. |

Tribus engendrées
Définition — Tribu engendrée par une collection

Dans un ensemble X, on appelle tribu engendrée par une collection B d’ensembles
de X la plus petite tribu (au sens de I'inclusion) A = o(B) de X contenant C.
Autrement dit :

— o(B) est une tribu.
— si B C C et C est une tribu de X, alors o(B) C C.

Quand il y a une ambiguité sur ’ensemble X hébergeant la collection B, on
pourra noter la tribu engendrée ox (B).

Démonstration (existence de la tribu engendrée) Désignons par & la
collection des tribus de contenant B comme sous-ensemble.

S ={C tribude X | BC C}

Elle n’est pas vide : elle contient la collection P(X) des ensembles de X (qui de
toute évidence est un sur-ensemble de B et une tribu de X). Montrons que la
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plus petite tribu o(B) de X contenant B est l'intersection de toutes les tribus de
S, c’est-a-dire que

o(B) = ﬂC:{ACX|A€CpourtoutC€6}.
ces

11 est clair que si A est une tribu de X contenant B, alors NeegC C A, car
A € &. 1l nous suffit donc de montrer que NG est une tribu de X pour pouvoir
conclure. Or

— pour tout C € &, @ € C, donc @ € NeesC

— 81 A € NeesC, alors pour tout C € &, A € C, donc X \ A € C et par
conséquent X \ A € NeesC

— si pour tout k € N, A € NeesC, alors pour tout C € &, A, € C, donc
U'k":(’)Ak € C et par conséquent UZ;’%Ak € NeesC.

Exercice — Singletons de N Montrer que la collection des singletons de N
{{n} | n € N} engendre dans N la tribu des parties P(N).

Exercice — Tribu engendrée par une collection finie Montrer que si
B = {A;, Ay} ot Ay et Ay sont des ensembles de X, alors la tribu engendrée
par B dans X contient au plus 16 ensembles. Que devient le résultat quand
B={A, Ay, A3}?

Exercice — Tribu engendrée par les ensembles dénombrables Montrer
que la tribu engendrée par les ensembles dénombrables de R est la collection des
ensembles de R qui sont dénombrables ou dont le complémentaire est dénom-
brable.

Exercice — Calculs avec les tribus engendrées Soit A et B deux collections
d’ensembles de X. Montrer que o(c(A)) = o(A) et que si A C B, alors o(A) C
o(B). En déduire que si A C B C o(A), alors o(A) = o(B).

Définition — Tribu de Borel

On appelle tribu de Borel d’un espace topologique X la tribu notée B(X)
engendrée par les ensembles fermés (ou les ensembles ouverts) de X. Les ensembles
qu’elle contient sont appelés les boréliens.

Exercice — Ouverts ou fermés Montrer que la tribu engendrée par les
ensembles ouverts de X est bien identique a la tribu engendrée par les ensembles
fermés de X.
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Exercice — Tribu engendrée par les pavés compacts Montrer que la
tribu engendrée par la collection des pavés compacts [ay, bi] X « -+ X [an, by] de
R™ est la tribu de Borel de R™. (indication °)

Nous généralisons désormais la notion de fonction A-mesurable du chapitre
précédent en tenant désormais explicitement compte d’une tribu dans I’ensemble
d’arrivée de la fonction :

Fonction A/B-mesurable

Une fonction f : X — Y associée aux espaces mesurables (X, A) et (Y,B)
est mesurable (ou A/B-mesurable) si I'image réciproque A = f~1(B) de tout
ensemble B de BB par f appartient a A.

La notions de A-mesurabilité du chapitre précédent correspond implicitement &
la notion plus générale de mesurabilité quand la tribu de Borel est sélectionnée
sur ’espace d’arrivée :

A-mesurable équivaut a A/B(Y)-mesurable.
Soit (X,.A) un espace mesurable et Y un espace topologique. Une fonction

f: X — Y est A-mesurable — au sens ou I'image réciproque par f de tout ouvert
(ou fermé) de Y appartient & A — si et seulement si elle est A/B(Y)-mesurable.

La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant :

Lemme — Image réciproque et tribus engendrées

Soit f : X — Y une application et B une collection d’ensembles de Y. Alors

F=ox({f71(B) | BeB})={f"(A) | Acov(B)}

FIGURE 2 — Ce diagramme est commutatif.

6. Commencer par montrer que tout ouvert de R™ s’écrit comme une union dénombrable
de pavés compacts de la forme [k1/2™, (k1 +1)/2™] X -+ X [kn/2™, (kn + 1)/2™] ol m € N*
et (ki,...,kn) € Z™.
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Démonstration Notons A = o(B). Comme B C A, on a
{f71(B)BeByc{f(A)]Aec A}

Si nous montrons que C := {f~1(A)| A € A} est une tribu nous pouvons en
déduire que

o({f71(B) | BeB}) c{f(4)| Ae A}

L’ensemble vide appartient & C car @ = f~1(2). Si A € A, X \ f1(4) =
F7AY\A) et Y\ A€ A donc X\ f~1(A) € C. Finalement, si Ag, Ay, - € A,
Upf 1 (Ar) = f~H(UgAg) € C. La collection C est donc une tribu.

Réciproquement, posons £ = o({f~1(B) | B € B}) et considérons
D={AcY | f 1A c&}

La collection D est également une tribu. En effet, f~1(@) € £, si f~1(A4) € €
alors f7H(Y \A) = X\ f71(A) € € et si f71(Ay), f1 (A1), -- € &, alors
Y (UrAr) = Upf~1(Ag) € €. Par conséquent, comme B C D, A = o(B) C
o(D) = D. Donc pour tout A € A, on a f~1(A) € &, soit

{I7HA) [ Ae A ce=a({f71(B) | BeB}).

Démonstration “A-mesurable ++ A/B(Y)-mesurable” De toute évidence,
si f est A/B(Y)-mesurable, comme tout ouvert appartient & la tribu de Borel,
I'image réciproque par f de tout ouvert de Y appartient bien & A donc f est
A-mesurable.

Réciproquement, si 'image réciproque de tout ouvert de Y est A-mesurable,
alors la tribu engendrée par les images réciproques des ouverts de Y est incluse
dans A. Comme cette tribu est d’apres le lemme précédent (p. 31) Pensemble
des images réciproques par f de la tribu engendrée par les ouverts dans Y,
c’est-a-dire la tribu de Borel dans Y, I'image réciproque de tout borélien est un
ensemble de A : la fonction f est A/B(Y)-mesurable. |

Proposition — Composition de fonctions mesurables
Soient (X,.A), (Y,B) et (Z,C) des espaces mesurables. Soit f : X — Y une

fonction A/B-mesurable et g : Y — X une fonction B/C-mesurable. Alors la
composition go f de f et g est A/C-mesurable.

Démonstration Pour tout ensemble C € C, on a g~ 1(C) € B et donc (g o
HTHC) =g H0) € A. =
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Fonction boréliennes

Soit X et Y deux espaces topologiques. Une fonction f: X — Y est borélienne
si elle est B(X)/B(Y)-mesurable.

Les fonctions continues sont boréliennes

Soient X et Y deux espaces topologiques. Toute fonction continue f: X — Y
est borélienne.

Démonstration Notons Fx et Fy les collections de tous les ensembles fermés
de X et Y respectivement. Comme les boréliens de Y sont engendrés par les
fermés de Fy, on a

{THA) [AeBY)}={/"1(A) | Acav(Fv)}
et par conséquent, par commutativité (p. 31),
{71 A [AeBY)} =ox({f (A | Ac Fy}).
Or la fonction f étant continue, {f~*(A) | A € Fy} C Fx et par conséquent
ox({f7H(A) | A€ Fy}) Cox(Fx) = B(X).
Au final, {f~1(A) | A € B(Y)} C B(X) et la fonction f est bien B(X)/B(Y)-

mesurable, c¢’est-a-dire borélienne. |

Exercice — Fonctions croissantes Soit f: R — R; montrer que si I'image
réciproque par f de tout intervalle compact est un intervalle compact alors f est
borélienne. En déduire que si f est croissante alors f est borélienne.

Exercices complémentaires

Intégrales et séries

Dans cet exercice, on montre que la théorie générale de 'intégration fournit un
cadre permettant d’étudier les séries et leur somme.

Soit ¢ la mesure de comptage sur N.

Question 1 (e¢) A quelle condition (nécessaire et suffisante) une fonction
f N = [—00, +00] est-elle mesurable (vis-a-vis de la tribu associée a la mesure
de comptage sur N) ? (Solution p. 44.)
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Question 2 (ee) Soit f: N — [0, +00] une fonction mesurable. Montrer que
I'intégrale de f par rapport a la mesure de comptage vérifie

[re=3 s,

neN

(Solution p. 44.)

Question 3 (ee) Soit f: N — [—o00,+00] une fonction mesurable. A quelle
condition (nécessaire et suffisante) la fonction f est-elle c-intégrable 7 Calculer
alors son intégrale. (Solution p. 44.)

Question 4 (ee) Formuler le théoréme de convergence dominée associé a la
mesure de comptage ¢ sur N comme un résultat portant sur les séries. (Solution
p- 45.)

Mesure définie par une intégrale

Soit (X, A, ) un espace mesuré. Soit f : X — [0, +oo[ une fonction mesurable
positive a valeurs finies.

Question 1 (ee) Montrer que pour tout A € A, la fonction 14 f est mesurable.
(Solution p. 45.)

Question 2 (ee) Montrer que la fonction notée fu définie par

f,u:AEA»—>/Af,u::/1Af;L€[0,—1—00].

est une mesure sur (X,.A). (Solution p. 45.)

Mesure image

Question 0 (ee) Soit 1 une mesure sur R muni de la tribu de Lebesgue L(R).
Soit h : R — R la fonction définie par

-1 six < -1,
hz)=| =z si—-1<z<+1,
+1 si+l1<uz.
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Graphe de y = h(z)

Montrer que la fonction
v:Ae€L(R)— uht(A))

est bien définie et est une mesure sur (R, £(R)). Indication : on essaiera d’exprimer
v comme la somme de trois mesures. (Solution p. 46.)

Soit (X, A, 1) un espace mesuré et h : X — Y une application. On définit la
collection
B={BcCcY|h ! B)c A}

et la fonction poh=!: B — [0, +oc] par

wo h™\(B) = u(h~1(B)).
Question 1 (e¢) Montrer que B est une tribu. (Solution p. 46.)

Question 2 (e¢) Montrer que o h~! est une mesure sur B; on I'appelle la
mesure image de p par h. (Solution p. 46.)

Question 3 (eee) Montrer que la fonction f:Y — [—o0, 00| est B-mesurable
si et seulement si f oh est A-mesurable. Montrer ensuite que f : Y — [—o00, +00]
est j o h™l-intégrable si et seulement si f o h est p-intégrable et qu’alors,

/ F(y) (o hY)(dy) = / (f o h)() pu(de).
Y X
(Solution p. 47.)
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Complétion d’une mesure

Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On note A A B la différence symétrique de
deux sous-ensembles A et B de X, c’est-a-dire I’ensemble défini par

AAB=(A\B)U(B\ A)=(ANB°)U(A°N B).
On note A la collection des ensembles négligeables pour p :

N ={NcC X |ilexiste A € Atel que N C Aet u(A)=0.}.

Question 1 (ee) Montrer que la collection A définie par
A={AAN|Ac€c A NeN}

est une tribu. (Solution p. 48.)

Question 2 (eee) Montrer que la mesure p peut étre étendue d’une fagon
unique en une mesure fi définie sur A. (Solution p. 49.)

Approximation par des ensembles mesurables (hors-
programme)

Soit A un sous-ensemble de R™.

Question 1 (eeee) Montrer qu’il existe un ensemble A*-mesurable B contenant
A et tel que \*(A) = A*(B). (Solution p. 49.)

Question 2 (eeee) A quelle condition portant sur A*(B\ A) l’ensemble A
est-il A*-mesurable ? (Solution p. 50.)

Mesure intérieure (hors-programme)

Soit A un ensemble borné de R™ et P un pavé compact de R™ contenant A. On
appelle mesure intérieure de A la grandeur

Ac(A) = X (P) — A" (P\ A)

ol A\* désigne la mesure extérieure de Lebesgue sur R™.

Question 1 (eeee) Montrer que la définition de A.(A) ne dépend pas du choix
du pavé P. (Solution p. 50.)
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Question 2 (eeee) Montrer que A\ (A) < A*(A), avec égalité si A est \*-
mesurable. (Solution p. 51.)

Question 3 (eeee) Montrer la réciproque de la question précédente : si A C R™
est borné et A\ (A4) = A\*(A4), alors A est A*-mesurable. (Solution p. 51.)

Solutions

Ensemble des parties Comme A € A := P(X) si et seulement si A C X,
prouver que A est une tribu de X équivaut a établir

1. o C X.
2.STACX,A°=X\ACX.
3. Si pour tout k € N, Ax C X, alors UZ‘;’%Ak c X.

et ces trois propriétés sont clairement satisfaites.

Ensembles fermés Non. Par exemple, le singleton {0} est un ensemble fermé
de R™, mais son complémentaire R™ \ {0} n’est pas fermé.

Tribu née sous X Il suffit de chercher “le plus grand” ensemble (avec comme
relation d’ordre I'inclusion) dans la collection A. En effet, tous les ensembles A
de A sont inclus dans X ; de plus @ € A et comme la tribu A est fermée par
passage au complémentaire, X \ & = X € A.

Opérations ensemblistes Soient A et B des ensembles de A. La suite
(Ag)gen définie par Ag = A, A3 = B et Ay = @ si k > 2 est composée
d’ensembles de A. Or, UgenyAr = AU B donc AU B € A. L’ensemble AN B
vérifie ANB = X\ (X \ 4A) U (X \ B)), il appartient donc également a A.
Finalement, on a A\ B= AN (X \ B), donc A\ B appartient également a A.

Intersection dénombrable Si pour tout k¥ € N on a Ay € X, alors comme
la tribu A est fermée par complémentation, X \ Ay € A. Comme A est fermée
par union dénombrable, Uzzof)Ak € A; son complémentaire dans X appartient
donc également a A. Or,

+oo +o0
X\ (U(X\Ak)> = A
k=0

k=0

donc l'intersection des Ay appartient a A.
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Intersection de tribus I
1. €A et @€ Ay donc @ € A1 N As.
2. SiAe A et A€ Ay, alors A° € Ay et A° € Ay, donc A€ € A1 N As.

3. Sipour tout k € N, Ay € Ay et Ay € As alors Uﬁ;’%Ak € A et U:‘;BA;C €
Ay, donc Uzz?)Ak e AN As.

Intersection de tribus II La collection A := N;crA;cr est une tribu quel
que soit ’ensemble d’indexation I et sa cardinalité. En effet :

1. @ € A; pour tout ¢ € I donc @ € N;er A;.

2. Si A € A; pour tout i € I, alors A° € A; pour tout ¢ € I, donc
Ac e ﬂieI-Ai-

3. Si pour tout k € N, Ax € A; pour tout i € I, alors U;::O%Ak € A; pour
tout 7 € I, donc U;i%Ak € Niev A;.

Les mesures sont (finiment) additives Etendons la suite finie des A en
posant Ay = @ quand k > n + 1. En combinant la o-additivité de p et sa nullité
en 0, on obtient

n —+oo +oo n
u <U Ak) =p (U Ak> = ulAr) =D p(Ag).
k=0 k=0 k=0 k=0

Monotonie L’ensemble B\ A = BN A€ appartient a A, est disjoint de A et
son union avec A est B. Donc comme p est finiment additive (p. 7), on a

u(B) = (AU (B\ A)) = p(A) + u(B\ A).

Comme pu(B\ A) > 0, on en déduit que p(A) < p(B).

Cas dégénéré Oui, il y a par exemple la fonction qui associe a tout ensemble
A € A la valeur u(A) = 4+00. Si p n’est pas nulle en 0, par o-additivité

+o0 +oo
(@) = p (U ®> = (@)

k=0 k=0

donc on a nécessairement u(2) = +oo.
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Ca commence par un P La mesure p est une probabilité. En effet, comme
(X)) = 1, par monotonie de la mesure (p. 7), pour tout A € A, comme A C X,
1(A) < 1. Done, comme toute mesure est positive, p(A) € [0, 1]. La mesure u est
également o-additive; c’est donc une (mesure de) probabilité. Réciproquement,
toute probabilité est une mesure : elle est positive, o-additive, et comme elle est
finie,

+oo +oo
P(2) =P (U @> => P(2),
k=0 k=0

donc nécessairement P(&) = 0; elle est donc nulle en 0 et c’est bien une mesure.

Trace d’une mesure La fonction p|4, définie sur A, est bien & valeurs dans
[0, +0o¢]. De plus,
nla(@) = p(AN@) = p@) =0

donc |4 est nulle en 0. Finalement, si les ensembles A, k € N de A sont
disjoints deux & deux, alors les ensembles A N Ay sont également disjoints deux

a deux donc
—+oo +oo
P (U Ak) =p (Aﬁ U Ak:)
k=0 k=0
+oo
=u (U AN Ak>
k=0
+oo
= Z p(A N Ag)
k=0
+oo
=3 nla(Ap).
k=0

La fonction |4 est donc une mesure sur (X, .A).

Somme de mesures On a bien uy + p2 : A — [0, 400]. De plus,

(11 + 12)(2) = (@) + p1a() = 0+ 0 = 0.
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Finalement, si la suite Ay € A, kK € N est formée d’ensembles deux a deux
disjoints, alors

+oo +o00 +o00
(p1 + p2) (U Ak-> = (U Ak) + p2 (U Ak)
k=0 k=0 k=0

“+o0 “+o0

=D (A + Y pa(A)
k=0 k=0
+oo

= (11 (Ax) + pa(Ar))

k=0
+oo

= (p1 + p2)(Ag)
k=0

Mesure de Lebesgue d’un pavé La fonction caractéristique du pavé fermé
borné P est intégrable et par le théoreme de Fubini on a donc

)\(P) :/1[a1,b1]><---><[an,bn](m) d.%‘

= /(1[(1171,1}(.’1}1) X oo X 1[an,bn](mn))dxl .. dxn

- (/1[a1,b1](=’£1)d:£1> X oo X (/1[%@,}”](%)({%)

=1 —a1) X X (b — ay).

Mesure de Dirac Comme pour tout x € X, on = ¢ &, il s’ensuit que
0-(2) = 0. De plus, si les A; (k € N) sont des sous-ensembles de X disjoints
deux & deux, soit aucun d’entre eux ne contient x, auquel cas

“+oo “+oo
s <U Ak> =0 et > p(Ay) =0
k=0 k=0

soit exactement 1'un d’entre eux contient x, auquel cas

“+o0 “+o0
8z (U Ak> =1et > p(Ay)=1.
k=0

k=0

Et en changeant de point de vue? Comme 6,(A4) =1six € A et 0 sinon,
on a d,(A) =1a(z).
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Mesure de comptage Commen ’ensemble vide ne contient aucun élément,
on a ¢(&) = 0. De plus, si les ensembles A, (k € N) sont disjoints deux & deux,
alors le nombre — fini ou infini — d’éléments distincts de U;:%Ak est la somme
des éléments des Ay, c’est-a-dire

+o0 o0
c (U Ak> = c(Ap).
k=0

k=0

La mesure de comptage est bien une mesure.

Négligeable pour la mesure de comptage Un ensemble A C P(X) est de
mesure de comptage nulle si et seulement s’il est vide. Donc il existe un unique
ensemble contenu dans un ensemble de mesure nulle : ’ensemble vide.

Négligeable pour la mesure de Dirac Un ensemble A C P(X) est de
mesure de Dirac en x nulle si et seulement s’il ne contient pas x. Un ensemble
N peut étre inclus dans un tel ensemble A si et seulement s’il ne contient pas
lui-méme le point . Donc un ensemble est d,-négligeable si et seulement s’il ne
contient pas z.

Négligeable et mesurable Si N est mesurable et de mesure nulle, alors
N C N et u(N)=0; N est donc négligeable. Réciproquement, si un ensemble
N est négligeable et mesurable alors NV € A et il existe A € A tel que N C A et
p(A) = 0. Comme p est monotone (p. 7), on a également u(N) =0; N est donc
de mesure nulle.

Mesurabilité et ensemble des parties de X Toutes les fonctions f : X —
[—00, +00] sont A-mesurables. En effet, 'image réciproque de tout fermé par f
appartient bien & A puisque A contient tous les sous-ensembles de X.

Fonction caractéristique A la condition que A € A, c’est-a-dire que A soit
mesurable. En effet, si f est mesurable, alors comme A = f~1({1}), il est
nécessaire que A soit mesurable. Réciproquement, si A est mesurable, quel que
soit F' fermé de [—o00, +00], en énumérant les cas, et selon que 0 et 1 appartiennent
ou non & F, on réalise que f~1(F) est I'un des 4 ensembles suivants : @, A, A€
ou X. Dans tous les cas, f~1(F) est mesurable.

Trace de fonction La fonction f peut étre approximée par des fonctions
étagées positives (p. 12) : elle est la limite simple d’une suite de fonctions f;
(7 € N) de la forme

n;
k=1

41



ou les ensembles Ai sont mesurables et les réels yi positifs. Comme A est
mesurable, pour tout j et k, I'ensemble A N Aj est mesurable et donc les
fonctions

nj
Lafj= Z yilAmA?;
=1

sont également mesurables. Elles convergent simplement vers 14 f quand j tend
vers 400 ; par conséquent (p. 10), la fonction 14 f est mesurable.

Somme de fonctions Les fonctions f et g peuvent étre approximées par des
fonctions étagées positives (p. 12) : elle sont les limites simples de suites de
fonctions f; et g; (j € N) de la forme

j m;
— i1 . _ Jj1 .
fi= E :yklA{c et g; = E :Zl 1B;
k=1 I=1

ou les ensembles Af; et Blj sont mesurables et les réels yi et zlJ sont positifs. La

somme
j Ty

N i1

fi+4; ;yklAi + ;Zl g

est (étagée positive et) mesurable (elle s’écrit comme une somme pondérée par
des coefficients réels positifs des fonctions caractéristiques des ensembles A7 NBY).
De plus la suite f; + g; converge simplement vers f 4 g quand j tend vers +o0;
par conséquent (p. 10), la fonction f + g est mesurable.

Calculs et infinis La somme pose un probléme quand f(z) = +o0 et g(x) =
—oo (ou la situation inverse). Le produit n’est pas non plus défini quand 'un des
termes est nul et Pautre est infini. Par contre, le maximum de f(x) et de g(x)
est toujours bien défini, méme si f et g prennent leur valeurs dans [—oo, +00].

Combinaison linéaire La fonction z € [—o0,+00] = Az € [—00, +00] est
bien définie et continue, donc Af est mesurable par composition par une fonction
continue (p. 13).

Quand & f+g, on peut remarquer que comme f et g sont positives, f(z)+g(z) =
max(f(x),0) + max(g(z),0). Or la fonction (z,y) € [~o0, +00]? — max(z,0) +
max(y,0) € [—00, +00] est bien définie et contine donc f + ¢ est continue par
composition par une fonction continue (p. 13).

Intégrale et mesures de Dirac Pour tout j € N, f; peut s’écrire comme
fi=>k_1ykla,, ot yy > 0et Ay € P(R). Donc, en utilisant successivement la
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linéarité de 'intégrale et le lien entre intégrale et mesure, on obtient

/fj 0p = / (kzn:yklAk> 0p = kzn:yk (/ 1a, 5z> = kil:ykfsm(Ak)
=1 =1 =1

et comme §,(Ag) = 14, (2),

/fj 8o =Y gkl (@) = fi(2).
k=1

Par conséquent, comme f;(z) = f(z) quand j — +oo, la propriété de conver-
gence monotone garantit que

/féz = f().

Absolue intégrabilité Si la fonction f est intégrable alors f; et f_ sont
intégrables, donc f 4 f—, c’est-a-dire |f|, est également intégrable.

Intégrabilité de fonctions étagées Notons (yx)4+ = max(yx,0) et (yr)— =
— min(yg, 0) ; les parties positives et négatives de f se mettent sous la forme

n n

Fe=> ()sla, et fo =" (y)-la,.

k=1 k=1

La fonction f est donc intégrable si et seulement si

[ en=3 e na) <400 et [ £p= 3 00)- nAs) < 400
k

k

ou de facon équivalente si leur somme est finie, ce qui se réécrit comme

D (k) w(AR) + Y (k) - m(Ak) =D lysl n(Ax) < +00.
k

k k

La valeur de son intégrale est alors

[ru= [ o [ fn= Y@ a0 = Yo u) = Y wuan)
k k

k

Vers 'indéfini et au-dela On peut considérer (une des définitions de) la
fonction signe f : R — R, caractérisée par f(z) = —1si x < 0, f(0) =0 et
f(z) =1sia > 1. La fonction f est continue par morceaux, donc “classiquement”
mesurable, c’est-a-dire mesurable pour la tribu de Lebesgue. En examinant
successivement fi est f_ on peut se convaincre que ces fonctions (qui sont
étagées) ont pour intégrales (par rapport & la mesure de Lebesgue) 400 ; la
fonction f n’est donc pas intégrable.

43



Intégrales et séries

Question 1 La tribu associée a la mesure de comptage ¢ sur N est ’ensemble
des parties de N notée P(N). Or toute fonction f : N — [—o0, +0o0] est P(N)-
mesurable. En effet, quel que soit I'ouvert U C [—o0,+o00], f~1(U) est un
sous-ensemble de N, c’est-a-dire un élément de P(N).

Question 2 Toute fonction f : N — [0, +00] est P(N)-mesurable. Pour tout
k € N, la fonction fi : N — [0, 4+o00] définie par

si k <n,
sinon.

fr(n) = ’ f(n())

est également mesurable, positive et étagée (elle prend au plus k + 1 valeurs
différentes). De plus, il est clair que la suite des fj est croissante et que pour
tout n € N, limg_, 4 oo fx(n) = f(n). La propriété de convergence monotone de
I'intégrale nous assure alors que

li = .
e
Or, comme la fonction étagée fi prend la forme
k
flc = Z f(n)l{n}
n=0
et que le lien entre intégrale et mesure nous fournit

[t e=ctinh =1

la linéarité de I'intégrale nous permet de conclure que

k
/ fre= Z f(n).
n=0
Par conséquent,

oo
/fc:;of(n)-

Question 3 Toute fonction f : N — [—o0, +00] est P(N)-mesurable. Elle est
c-intégrable si f, et f_ ont des intégrales finies, c’est-a-dire si

+oo too
S Filn) < 4o et > f-(n) < +ox,
n=0 n=0
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ce qui est le cas si et seulement si

+oo +oo
D)+ fo(n) =D 1fl(n) < 400,
n=0 n=0

autrement dit si et seulement si la suite des f(n) est absolument convergente.
Dans ce cas, on a

/fc=/f+c—/f-c=§f+(n)—§f—(n) =:Zif<n>.

Question 4 Le théoreme de convergence dominée dans le cas de la mesure de
comptage ¢ sur N devient le résultat suivant sur les (suites de) séries :

Soit f : N = [—00,400], k € N, une suite de fonctions dominées par la fonction
intégrable g : N — [0, +00] c’est-a-dire telles que pour tout tout k € N et tout

n €N,
+oo

0< |fu(n)| < g(n) et Y g(n) < +oo.

n=0

Si pour tout n € N, fi(n) = f(n) quand k — +o00, alors

400

+o0o
lim fr(n) = Z f(n).
0 n=0

k—4oc0
n=

Mesure définie par une intégrale

Question 1 Pour tout A € A, la fonction 14 est mesurable, car 'image
réciproque par 14 d’un ouvert de [0, 4+00] est soit A soit @. Si f: X — [0, 400[
est mesurable, on peut I’écrire comme une limite simple et croissante de fonctions

frx : X — [0, +00[ mesurables et étagées. La suite 14 fx est de méme nature et
converge simplement vers 14 f ; la fonction 14 f est donc mesurable.

Question 2 La fonction notée fpu définie par

fu:AEAH/Afu::/lAqu[O,+oo]

est de tout évidence & valeurs dans [0, +00] et nulle en zéro.

Si les ensembles de la suite (Ay)ren sont mesurables et disjoints, les fonctions
k
9k = 1U§:0Ak - Z 1Ak
=0
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forment une suite croissante de fonctions mesurables et gi f converge simplement
vers 1+ 4 f. Par le théoréme de croissance monotone, on a donc
k=0

+o00 +o0 +oo
fu (U Ak> = /1U;;Akfu = Z/ukfu = ful(4).
k=0 k=0 k=0

La fonction fu est donc o-additive. C’est donc une mesure sur (X, A).

Mesure image

Question 0 Pour tout A C R, h™1(4A)N]-1,1] = An]-1,1[, h"}(A) n
]—00, —1] = ]—00, —1] ou @ selon que —1 appartienne ou non & A et h=1(A) N
[+1, 400[ = [+1, +00[ ou & selon que 41 appartienne ou non & A.

Par conséquent, si A € L(R), ’ensemble
hHA) = (b1 (A) N]—oo, —1]) U (R H(A)N]=1,1[) U (R~ (A) N [+1, +o0])

est 'union de trois ensembles de £L(R); il appartient donc & L(R) et la fonction
v est bien définie.

En utilisant 'additivité de u, on constate alors que
v(A) = p(h™'(A)) = ad-1(A) + plj-1,.1(A) + B81(A)

ott @ = pu(]—o00,—1]), B = p([+1, +oo[) et ulj_1 1| est la mesure trace de u sur
=1, 1], définie par pfj_1 1/(A) = p(]—1,1[N A). La fonction v(A) est donc une
mesure sur (R, £(R)) comme somme de trois mesures sur (R, £L(R)).

Question 1 L’ensemble B est une tribu; en effet :

— g€ Aet @ =h"1(2), donc @ € B.

— Si B € B, I'ensemble A = h™'(B) appartient a A. Le complémentaire
Y\ B de B dans Y vérifie h=1 (Y \ B) = X \h~}(B) = X \ A et appartient
donc & A. L’ensemble Y \ B appartient donc a B.

— Si les ensembles By, k € N appartiennent a B, comme h~!(UyBy) =
Urh~1(Byg), cet ensemble appartient a A. L'union dénombrable Uy By
appartient donc a B.

Question 2 Montrons que p o h™! est une mesure sur B.

— Onapoh™(2)=puh ' (2)) = wo) = 0.
— Si les ensembles By, k € N, appartiennent a B et sont disjoints, alors
les ensembles h~1(B}) appartiennent & A, et sont disjoints. Comme
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h=1(UyBy) = Upgh~(Bg), on a

o ) )

=p (U ht (Bk)>

k

= u(ht(By)
k

= noh (B
k

Question 3 Montrons tout d’abord que la fonction f: Y — [—o0, +00] est B-
mesurable si et seulement si foh est A-mesurable. Par définition, f est mesurable
si pour tout ouvert U de R, 'ensemble f~1(U) appartient B, c’est-a-dire si et
seulement si

hHfTHU)) = (foh) I (U) € A,
c’est-a-dire si et seulement si f o h est mesurable.

Comme (foh)y = frohet (foh)_ = f_oh, il nous suffit de montrer que
pour toute fonction mesurable f: Y — [0, 4+00], on a

Jemu= [ swen

pour pouvoir conclure que f : Y — [—o0,400] est u o h~l-intégrable si et
seulement si f o h est u-intégrable et que 1’égalité ci-dessus est valable également
dans le cas des fonctions signées.

Or pour une telle fonction positive f, il existe une suite croissante de fonctions
fr étagées, positives et mesurables convergeant simplement vers f, et 'on a

[ten = tim [ fuuon .

Si a k fixé, on explicite fi comme

fe ="yl
=1
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ot les B; sont des ensembles mesurables et ; > 0, alors
[ o n™) =3 ystno (B
j=1
=> yiu(h~(B;))
j=1
= /Zyjlhfl(Bj) 1
j=1

:/foh_lp

Les fonctions fi o h sont étagées, positives et mesurables, leur suite est croissante
et converge simplement vers f o h. Par le théoréme de convergence monotone (p.
20), on a donc comme souhaité

[rwen = [(ronn

Complétion d’une mesure

Question 1 1l est clair que & appartient a A, comme différence symétrique
entre @ et @. Si B= A A N appartient a A, alors

B¢ = ((ANN°)U(A°NN))® = (A°UN)N (AU N°).
Comme B® = X N B¢ = (AU A°) N B¢, par distributivité on a

B=(A°NA)U(A°NNYUNNA)U(NNN)
=(A°NNYU(ANN)
= ((A)NN)U((A)°NN)
=A°AN

et par conséquent B¢ € A.

Siles Ay, k € N, appartiennent A et les Ny, k € N, appartiennent a N, alors on
pourra se convaincre que

(UrAk) \ (UpgNk) C Uk(Ag A Ni) C (UpAx) U (UpNg),
ce qui prouve que

Uk(Ar A Ni) = (UpAr) AM avec M C N := UgNy.
Comme Ny C By € A avec u(By) =0,

N = U Ny C U By € A,
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avec (U By) = 0 par o-additivité de p. L’ensemble N (et donc I’ensemble M)
appartient donc & . Comme U, Ay, € A, on en déduit que A est stable par union
dénombrable. Cet collection contient I’ensemble vide, est fermé par passage au
complémentaire et par union dénombrable; c’est donc une tribu.

Question 2 Supposons que 7 soit une mesure sur A qui prolonge j. Alors,
nécessairement, pour tout ensemble N € N, on a z(N) = 0. En effet, il existe
un A € A tel que N C A et u(A) =0, donc par croissance de T,

A(N) CH(A) = u(A) = 0.

Soit alors A € A et N € N. Les ensembles N; := AN N et Ny = A°N N sont
inclus dans N et donc appartiennent & A, par conséquent

HAAN) =a((A\ N1) U Na) = 1(A) = i(N1) + 1(N2) = (A).

Cette équation définit uniquement 1z ; il faut toutefois s’assurer que cette définition
est cohérente, c’est-a-dire que si AAN=BAMouA,BcAet N,M c N,
alors p(A) = p(B). En utilisant Iassociativité de A, on montre que

AANAM)=(AAN)AM=(BAM)AM=BA(MAM)=5.

Par conséquent, N A M € A, et comme N A M C N UM, on en déduit que
w(N A M) =0, et donc

u(B) = u(A) — u(A N (N A M)) + u(A° 1 (N A M)) = pu(A).
11 est ensuite nécessaire de prouver que fr est bien une mesure. Soit Ag € A et
N, € N deux suites d’ensembles tels que les A, A N}, soient deux & deux disjoints.
Soit My, un ensemble de A contenant Ny et tel que u(My) = 0. L’ensemble

By, := Ay \ M}, appartient A et u(By) = u(Ag); de plus, comme By, C Ax A Ny,
les By sont disjoints deux & deux. On a déja vu a la question précédente que

(U Ak A Ni) = a((UgAg) AN) ot N € N,
donc
AUk Ak A Ni) = p(UgAx) = p(UrB)
= %:M(Bk) = %:M(Ak) = %:E(Ak A Ng).

La fonction i est donc o-additive.

Approximation par des ensembles mesurables (hors-
programime)
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Question 1 Par définition de A\*(A), pour tout j € N, il existe une collection
dénombrable de pavés P} tels que

+oo
A(A) <Y AP < A (A) +27,

k=0

Les ensembles B; = UkP,g sont A*-mesurables comme unions dénombrables
d’ensembles mesurables. De plus, comme A C Bj;, et par o-subadditivité de A\*

+o00 ) +o00 ) ,

N(A) S X(By) <Y NP <Y AP < A" (A) +277.

k=0 k=0
L’intersection B = N;B; est un ensemble mesurable qui recouvre A et est contenu
dans chaque Bj; par conséquent pour tout j € N,

N (4) < A(B) < A(B;) < N(A) + 277,

On en déduit donc que A C B et A*(A) = \*(B) avec B mesurable.

Question 2 Notons au préalable que si A*(A) = +o0, alors A est automa-
tiquement mesurable. Dans le cas contraire (A\*(A4) < +o00) l'ensemble A est
A*-mesurable si et seulement si A*(B\ A) = 0. En effet, si A est A*-mesurable
et de mesure finie, comme A C B, on a

N (B) = X (AN B) + A*(A° N B) = A (A) + A (B\ A) = \*(B) + A*(B\ A).

Comme la mesure \*(A) est finie, A*(B\A) = 0. Réciproquement, si A\*(B\A) = 0,
alors B\ A (et donc A) est mesurable. En effet, pour tout ensemble C' de R”,
on a d’une part

X (C) < AN ((B\A)NC)+ N ((B\A)°NC)

par subbadditivité de A*. D’autre part, comme (B\ A)NC C B\ A4, \*((B\
A)NC) < X*(B\ A) =0. Par ailleurs, C D (B\ A)°NC, donc

A(C) =N ((B\NANC)=X(B\NANC)+ X (B\A)°NCO).
On a donc I'égalité A*(C) = A*((B\ A)NC) + X ((B\ A)°NC); lensemble
B\ A est donc mesurable, ainsi que A = B\ (B\ 4).

Mesure intérieure (hors-programme)

Question 1 Pour montrer que la définition de A.(A) ne dépend pas du choix
du pavé P contenant A, il suffit de prouver qu’on peut remplacer P par un pavé
compact P’ contenant P sans changer la valeur de A\, (A) (pour toute paire de
pavés compacts on peut en effet trouver un pavé compact les contenant).

50



Comme les pavés compacts P et P’ sont mesurables (au sens de Carathéodory,
pour la mesure extérieure A*), ensemble P’ \ P lest également ; on a donc

A (P') = X*(P'\ P) + \*(P)

et
N (P'\ A) = X*(P'\ P) + \*(P\ A),

ce qui établit
N(P") = Xx(P'\ A) = X*(P) — \*(P\ A).
Question 2 La fonction \* étant subadditive, on a
A(P) S AT (A) + A7 (P A)
et donc A (A) < A*(A). Si A est mesurable, 'inégalité initiale devient une égalité

et donc \.(A) = A*(4).

Question 3 Montrons que la réciproque est également vraie. Soit A un en-
semble borné de R™ tel que A\, (A) = A*(A), et soit B un ensemble quelconque de
R™. Nous cherchons & établir que A*(B) = A*(AN B) + A\*(A°N B). Remarquons
tout d’abord que si le pavé compact P — qui est mesurable — contient A, on a

A(B)=X(PNB)+ X (P°NB);
si nous réussissons a établir que
AN(PNB)=XN(AN(PNB))+ X (A°N(PNB)),
on pourra alors conclure que

A*(B)

M (PN B)+\(P°NB)
A*(Aﬂ(PﬂB))+)\*(AC (PN B)) + )\*(PCQB)
A*(AmB)+)\*(Pm(A”mB))+>\*( N(A°N B))
A( (A°

(AN B)+ X" B).

Autrement dit, il nous suffit d’établir le résultat cherché quand B est un ensemble
de R™ contenu dans le pavé compact P.

Pour cela, nous exploitons les résultats de 'exercice “Approximation par des
ensembles mesurables (p. 49)”. A I'ensemble A on peut associer un sur-ensemble
A*-mesurable B tel que A*(A) = A\*(B); quitte & remplacer B par PN B, on
peut également supposer que B C P. On a

X(P) = A(A) + N (P\ A) = \(B) + X*(P\ B)
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et donc A*(P\ A) = A*(P\ B). D’autre part

A*(P) = \*(B) + A*(P\ B)
= M\(A) + M(B\ A) + \*(P\ B)
= M (A) + M (B\ A) + M\ (P\ A)

et donc A*(B \ A) = 0. Par les résultats de 'exercice “Approximation par des
ensembles mesurables (p. 49)”, on en déduit que A est mesurable.
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