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1 Opis problemu
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Charakterystyka nieliniowa sprezyny: k = ki (1 + kox?)

2 Roéwnania ruchu
Sita wywierana na mase przez sprezyne:
Fy= —kx = —ki(1 + kyx?)z

Sita wywierana na mase przez thumik:
Ft = —cx

Roéwnanie ruchu:
mi = Fy + F, = =k (1 4 ky2®)x — cit

Roéwnanie to mozna przeksztatci¢ na uktad rownan pierwszego rzedu:

<
~—~
—_
~—

T =
{y = % (k1 (1 + ko) w — cy)

Energia kinetyczna:

mi?

Bie=—5~

Energia potencjalna sprezyny:

o l{ill'z klk?QZLA

E, = /k1(1+k2x2)x~dx: / (ka4 kukoa®) do = = :
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Calkowita energia mechaniczna:
mw'2 kl x2 kl k21'4

B =
2+2 4

Uwaga: bez straty ogdélnosci, w dalszej czesci pracy bedziemy przyjmowaé m = 1.

3 Metoda Obliczeniowa

Uktad réwnan zostat scatkowany przy pomocy metody Runge-Kutta 4-tego rzedu. Czas catkowa-

nia: 10s. Krok catkowania: 115%50.

4 Wyniki

Przeprowadzono symulacje dla czterech przypadkow: Liniowej i nieliniowej charakterystyki sprezyny,
a takze z i bez ttumienia.

4.1 Przypadek liniowej sprezyny (k; = 10)

Liniowa sprezyna charakteryzuje sie liniowa zaleznoscia pomiedzy wychyleniem a sita:
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Rozwigzanie numeryczne tego uktadu jest zgodne z oczekiwanym sinusoidalnym ksztattem:
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Dla tak prostego uktadu ma + kjz = 0, mozemy wyznaczy¢ rozwiazanie analityczne przez
podstawienie x = €. Otrzymane rozwigzanie ogélne (po usunigciu czeSci urojonej) ma postac:

x(t) = Acosﬂﬁt+Bsin\/@t
m m

Dla warunkéw poczatkowych x(0) = 1 A £(0) = 1 mamy:

]{?1
t) = cos [ —t
%( ) COS

Wizualnie rozwigzanie numeryczne pokryltoby si¢ z analitycznym, mozemy jednak zwizuali-
zowaé blad wzgledny (”C”’x“ ’) w skali logarytmicznej:

Ta
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W przestrzeni fazowej (z — v) rozwiazanie jest zamknieta elipsa. Nie ma tu sensu méwienie o
jej proporcjach, poniewaz obie osie majg rézne skale.
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Zamknieta $ciezka w przestrzeni fazowej sugeruje, ze uktad nie traci energii.
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4.2 Przypadek nieliniowej sprezyny (k1 =5 ko =3)

Zalezno$cé sity od wychylenia dla omawianej nieliniowej sprezyny:
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Rozwigzanie numeryczne dla nieliniowej sprezyny ma “ostrzej” zakonczone maxima i minima.
Jest to zwiazane z wyzsza sita sita przy duzych wychyleniach niz w przypadku liniowej sprezyny.
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W przestrzeni fazowej, trajektoria nadal jest zamknietg petla, lecz nie jest juz elipsa:
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4.3 Przypadek liniowej sprezyny z ttumikiem (k; =10 ¢ =0.3)

Rozwiazanie numeryczne dla liniowej sprezyny z ttumikiem, ma wyktadniczy spadek. W zwiazku
z tym, ze czestotliwo$¢ drgania uktadu liniowego nie zalezy od wychylenia, odstepy pomiedzy
momentami przejscia przez zero sa ciagle state.
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W przestrzeni fazowej, trajektoria nie jest juz zamknieta i schodzi spiralnie do zera:
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Thumik wprowadza element niezachowawczy do uktadu. Powoduje to spadek energii. tfatwo
ten efekt zobaczy¢ wymnazajac oryginalny uktad przez i:

Tmi + et + xkix =0
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Po przeksztatceniu mamy:

Na wykresie catkowitej energii wida¢ wyraznie spadek energii, ktoéry nastepuje w momentach
wysokiej predkosci.

E [J]

x [m]

4.4 Przypadek nieliniowej sprezyny z ttumikiem (k; =5 k=3 c=
0.3)

Rozwiazanie numeryczne dla nie-liniowej sprezyny z ttumikiem, ma takze wyktadniczy spadek.
Dla nieliniowej sprezyny czestotliwosé zmienia si¢ wraz z maksymalnym wychyleniem. Dlatego
odstepy pomiedzy przejSciami przez zero beda sie wydtuzac.
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W przestrzeni fazowej, trajektoria jest nieeliptyczng spirala. Dodatkowo mozna zauwazy¢ ze
gdy wychylenie si¢ zmniejsza, trajektoria robi si¢ coraz bardziej eliptyczna:
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Tak jak w poprzednim przypadku, energia spada w czasie:

10



Jan Adamski 123456
Uktad ze sprezyna o nieliniowej charakterystyce Adam Janski 654321

E[J]

x [m]

5 Omoéwienie wynikéw
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