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FAQ 个人中心 退出
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二阶魔方还原

问题描述

    二阶魔方是 2x2x2 的立方体结构魔方，它共有 8 块，如下图所示：

图1  二阶魔方示意图

    我们可以定义魔方作为一个正六面体的六个面为 F(ront), B(ack), U(p), D(own), L(eft), R(ight)。我们根
据先前后后，先上后下，先左后右的方法，依次给魔方的每一个方块编号，块编号的方式如下表所示：

表1  二阶魔方块编号表

    带块编号的魔方平面展开图如下图所示：

图2  带块编号的二阶魔方平面展开图

    与三阶魔方不同，二阶魔方的每个块均有 3 个面露在外面，并被涂为不同的颜色，共 6 种颜色。我们
定义整个魔方作为魔方共有 24 个面。任意两个面，如果颜色不同，那么显然是不同的两个面；若颜色
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相同，但与其在同一个块上的另外两种颜色不可能全相同，那么这两个面也是不同的两个面。因此，二
阶魔方的 24 个面各不相同。所以我们可以给每个面一个编号（ 0 到 23 ），面编号的方式如下表所示
（其中“ 0F ”表示“第 0 块；前面”）：

表2  二阶魔方面编号表

    带面编号的魔方平面展开图如下图所示：

 

图3  带面编号的二阶魔方平面展开图

    根据这种面编号的方法，一个复原后的魔方可以写成一个长度为24的数组： [0, 1, 2, 3, …, 23] ，一个
被打乱的魔方可以写成这个数组的重排，例如下面的这种情况：
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图4  一个打乱的二阶魔方平面展开图

    此时用数组表示这个状态为： [10, 11, 9, 5, 3, 4, 6, 7, 8, 22, 23, 21, 1, 2, 0, 14, 12, 13, 18, 19, 20, 17, 15,
16] 。

    我们定义魔方的状态是不受视角影响的，也就是说只有拧动魔方后，其状态才会改变。这里我们可以
分析一下二阶魔方存在多少种不同的状态。由于视角的不同，二阶魔方的每一种状态会对应到 24 种不
同的如图 2 所示的平面展开图（6 个面均可作为正面，同时又可以以正面为轴滚动 4 次，得到 6x4=24
种不同的平面展开图）。二阶魔方 8 个块的位置均可任意互换（8! 种情况）。如果固定一个块作为参
考，那么另外 7 个块中每个都可以有 3 种不同的朝向（37 种情况）。于是我们得到了 8!37 种不同的平
面展开图。所以二阶魔方的状态总数为：

    在还原二阶魔方的过程中，“FRU注释”是一种比较通用的还原步骤注释。FRU注释只旋转魔方的 正
面（F: front）、右面（R: right）和 上面（U: up），并且可以分别 顺时针旋转90°（用+表示）、180°
（用2表示）和 逆时针旋转90°（用­表示）。这样魔方每步就有 9 种的变化方式（注意到在可以调整视
角的情况下其他的旋转方式是等价于这 9 种方式中的某一种的）。下图描述了FRU注释的操作过程：

图5  FRU注释的 9 种魔方旋转方式
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    若采用FRU注释的 9 种方式旋转魔方，对于二阶魔方的任意一种状态，最坏情况下只需要 11 步就可
以将魔方还原。其中，在 3674160 种不同的魔方状态中，有一半左右（1887748 种）的状态最少需要 9
步才能还原魔方。下表给出了最少旋转次数和对应的状态总数的关系：

表3  还原魔方所需最少步数与状态个数的关系

    我们的问题就是：给出一个被打乱的二阶魔方（根据前文的方法表示成打乱顺序的数组 [0, 1, 2, 3, …,
23] ），求出还原魔方的最少步数（每步只能是FRU注释的 9 种操作的一种），并且按照 FRU注释 给
出每步的具体操作以及每步操作后的结果（长度为 24 的数组）。

输入格式

    输入为某种被打乱的魔方的状态，输入的格式为打乱顺序的数组 [0, 1, 2, 3, …, 23] 。

    注意到FRU注释的9种旋转方式均不会改变魔方中一块的状态（后下左），所以还原后的魔方的状态
由这个块的初始状态唯一确定。本题中为了使得还原后的魔方状态用数组表示为 [0, 1, 2, 3, …, 23] ，会
保证所有测试数据的数组的 18, 19, 20 均在原本的位置。

输出格式

    首先第一行输出一个正整数 n ，表示还原魔方所需的 最少 步数。

    接下来的输出有 2n 行（若 n = 0 则无需输出）。第 (2i – 1) 行输出一个字符串，表示还原魔方的每步
操作，字符串要求是 9 种旋转操作（F+，F2，F-，R+，R2，R-，U+，U2，U-）中的一种。第 (2i) 行
输出一个长度为 24 的数组，这个数组表示经过第 (2i – 1) 行的操作后魔方的状态。

   注意：使用最少步数还原魔方可以有多种操作方式，请输出任意一种即可。前 4 组测试数据保证最少
步数不超过 7 步，后 6 组的测试数据无限制。

输入样例

10 11 9 5 3 4 6 7 8 22 23 21 1 2 0 14 12 13 18 19 20 17 15 16

输出样例

2 
U- 
0 1 2 11 9 10 6 7 8 22 23 21 12 13 14 4 5 3 18 19 20 17 15 16 
R- 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
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提示

    本题可能需要了解“状态空间搜索”、“状态压缩”和“双向广度优先搜索”。这部分内容可以参考百度百
科的 搜索算法。

 

1 状态空间搜索

    状态空间搜索就是将问题的求解过程转化为从初始状态到目标状态寻找路径的过程。状态空间可以看
成一个图，图上的点就是某个 状态 ，边则是某个状态到另一个状态的 状态转移 关系。使用状态空间搜
索求解问题的关键就是：利用有效的数据结构对状态进行存储，实现状态间的转移关系，进而使用 深
度优先搜索 或 广度优先搜索 算法计算初始状态到目标状态路径。

    本题中，状态就是魔方的状态，即长度为 24 的数组，状态转移关系则是FRU注释中的 9 种操作。

    所以，我们需要把FRU注释中的 9 中操作对应的颜色变换列举出来（即变换后的面的编号对应原来的
哪个编号），然后依据输入给的初始状态，通过广度优先搜索遍历可能转移到的状态，直到搜索到最终
状态( [0, 1, 2, 3, …, 23] )，便求出了还原魔方的最少步数，并且可以通过回溯得到每步的操作。

 

2 状态压缩

    在搜索的过程中，我们需要标记哪些状态已经被访问过了。对于简单的搜索，我们可以直接用 bool
数组来标记状态访问与否。但是，本题的状态是一个长度为 24 的数组，我们需要建立哈希表来存储。
为了简化程序，这里建议大家直接使用 C++ STL 中的 map 或 unordered_map 来实现哈希表，并且状态
的表示也用 STL 中的 vector 而不是数组（因为 vector 可以直接用在 map 中，而数组不行）。不过，用
数组或 vector 表示一个状态会占用较多的内存，并且会延长哈希表定位键值的时间。

    状态压缩要考虑的问题是如何用 更有效的方式对状态进行编码。对本题而言，注意到只有 6 种颜
色，所以可以先将颜色编号( 0 ~ 5 )，进而使用 六进制 对长度为 24 的状态数组编码：六进制的第 i 位，
表示第 i 个位置的颜色。所以我们需要一个取值范围在 0 ~ 624­1 的数字来表示一个状态，这个取值范围
恰好在无符号 8 字节整数（C++中的 unsigned long long）的取值范围（0 ~ 264­1）内。于是，我们在使
用 map 标记状态时，就不需要使用 vector 作为键值，而是使用这个 unsigned long long 的编码值了。比
如最初状态的数组使用六进制状态压缩的表示为：

而我们要获取第 i 个位置的颜色时，便可直接让压缩后的编码对 6i+1 取模后，再对 6i 取整即可。

    也可以根据块编号以及块状态进行编码，8 块的其中一块（块编号为6的块）的位置及状态已经是确
定的了，因此最多只有 7 个块的顺序( 7! )及7个块的状态( 3^7 )。实际上确定了剩余 7 个块中 6 个块的
状态，最后一个块的状态就已经确定了，因此总状态数为( 7!*3^6 = 3674160 )，与前面的分析相同。所
以可以使用14位的 unsigned long long 进行编码，如还原后的状态为：01234570000000（前 7 位表示块
的位置，后 7 位表示每个块的状态( 0, 1, 2 )）。

    当然，以上两种压缩方法只是简单的例子，存在更好的压缩方式，因为总状态数仅有 3674160 种。

 

3 双向广度优先搜索

https://baike.baidu.com/item/%E6%90%9C%E7%B4%A2%E7%AE%97%E6%B3%95
http://www.cplusplus.com/reference/map/map/
http://www.cplusplus.com/reference/unordered_map/unordered_map/
http://www.cplusplus.com/reference/vector/vector/
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提交代码

        广度优先搜索的过程中需要维护一个存储待搜索状态的队列，因此广度优先搜索的问题就是会占用
很大的内存。而对于目标状态确定的问题来说，双向广度优先搜索是减少内存开销的一个有效手段。双
向广度优先搜索的思想就是 从 初始状态 和 目标状态 同时进行广度优先搜索，保持搜索的层数同步，
最终两个方向的搜索所遍历的状态会在中间相遇，从而求出了最短的路径。这样一来便减去了很多不必
要的搜索状态，因为搜索的过程中每层的状态数是近似成倍增加的。

        使用双向广度优先搜索需要确定初始状态和目标状态。对于本题而言，初始状态是直接输入的，而
目标状态即为 [0, 1, 2, 3, …, 23]。另外，对于本题而言，若前一步的操作为F(+, ­, 2)，则后一步的操作
不会仍为F(+, ­, 2)，因为任意连续的两次以上F的操作可以用某种一次以下F的操作表示，U和R同理。
依此编写代码也可以减少时间和空间的开销。

 

PS：建议尽可能精简代码，重复的代码封装成函数调用，充分利用数组，以减少出错的可能性。

请输入你的代码:

Please paste your code here...
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