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Chuong 1
Logic va Tap hop

1 Meénh dé va cac phép toan logic

1.1 Ménh dé

Trong toan hoc cting nhur doi soéng, ban doc han da bat gap nhitng cau c6 tinh phat biéu. Chang han nhu:

(1) (Pinh ly Pythagoras) Trong mot tam gidc vuong, binh phuong do dai canh huyén bang téng binh phuong
do dai hai canh goc vuéng.

(2) Ton tai s6 hitu ti ¢6 binh phuong bang 2.
(3) Khong ton tai s6 tu nhién 1 > 4 sao cho 2%' + 1 1a s6 nguyén t6.
(4) Nam 1967, Alexander Grothendieck dén Viét Nam.

Mbi cau trén duge goi la mot ménh dé toan hoc, hay néi ngan gon trong ngir canh ctia tai liéu nay la ménh
de, va cd tinh diing sai. Mot ménh dé hodc ding, hodc sai, khong thé vira diing vira sai. Trong cac vi du néu
trén, ban doc c6 thé kiém tra tinh dung sai ctia mot s6 ménh dé. Cac ménh dé 1, 4 1a ding. Ménh dé 2 1a sai.
Ménh dé 3 mic du c6 tinh ding sai, nhung cho dén nay cac nha toan hoc van chua c6 cau tra 16i. Ménh dé
chura dugc xac minh tinh diing sai dugc goi 1a gia thuyét.

V&i mot ménh dé dung, chung ta ndi gia tri chan ly (hay chan tri) cia ménh dé dola ding. V6i mot ménh
dé sai, chuing ta néi gid tri chan 1y (hay chén tri) cia ménh dé do la sai.

1.2 Cac phép toan logic

Sé khong phai ban gi thém néu chuing ta chi xem xét cic ménh dé mot cach riéng ré. Trong thuc té, ngudi ta
két hop cdc ménh dé véi nhau, tao ra cdc ménh dé méi, va ldp lugn. D€ cho ngan gon, sau day chiing ta ki hiéu
ménh dé béng cacchtrcai P, Q, ...

Tir mot ménh dé P, chiung ta dua ra dugc ménh dé phu dinh, ki hiéu la —-P. Néu P dung thi —P sai. Nguoc
lai, néu P sai thi =P dung.

Tit hai ménh dé P va Q, nguoi ta dinh nghia ra phép toan VA (hoi) va HOAC (tuyén). Hoi ctia P va Q la
ding néu ca hai ménh dé diing, la sai néu it nhat mot trong hai ménh dé sai. Tuyén cta P va Q la ding néu it
nhat mot trong hai ménh dé dung, la sai néu ca hai ménh dé sai. Hoi ctia P va Q duogc ki hiéula P A Q. Tuyén
cia Pva Q dugckihiéula P Vv Q.

Tinh dung sai cia cac ménh dé duoc tao ra tir ba phép toan phu dinh, hoi, tuyén dugce tong két trong
Bang 1.1 dudi day.
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P Q | =P PAQ PVQ
ding dung | sai dung dung

ding  sai sai sai  dung
sai dung | duing sai dung
sai sai | dung  sai sai

BANG 1.1. Bang chan trj cia cac ménh dé dugc tao ra tit ba phép toan phu dinh (=), hdi (A) va tuyén (V).

Bén canh ba phép toén logic 1a phu dinh, hoi, va tuyén, chiing ta con danh su quan tam tdi quan hé gitta
cdc ménh dé. Cu thé hon, chiing ta déc biét quan tam dén quan hé kéo theo va quan hé tuong duong.

Dé néu 1én quan hé kéo theo giita hai ménh dé P va Q, chiing ta néi “P kéo theo Q” hay “tir P suy ra Q”,
kihiéu P = Q. V6i quan hé tuong duong, ching ta néi “P tuong duong véi Q”, “P va Q tuong duong”, “P
néu va chi néu Q”, “P khi va chi khi Q”, hay “Q la diéu kién can va dt ctia P”, ki hiéu P & Q. Hai cau “P kéo
theo Q” va “P tuong duong vdi Q” ciing chinh 1a cic ménh dé. Tinh dung sai ctia hai ménh dé nay duoc liét ké
trong Bang 1.2.

p Q |P=Q PoQ
dung dung | dung dung

ding  sai sai sai
sai duang | dung sai
sai sai dung ding

BANG 1.2. Bang chan tri cia haiménh dé P = QvaP & Q

Thay vi ghi nhd Bang 1.2, ching ta c6 thé tém gon noi dung bang bang vai nhan xét: P = Q chi sai khi
P ding va Q sai; P & Q diing néu P va Q cuing ding, hodc ciing sai; P & Q sai néu mot trong hai ménh dé
dung, ménh dé con lai sai.

1.3 Biéu thic logic

Véi cac toan tir va quan hé logic da néu, chung ta c6 thé két hgp cac ménh dé véi nhau dé tao ra nhing biéu
thite logic. Biéu thuc logic c6 thé phuc tap nhu biéu thiic s6, va cling ¢6 quy udc vé thit ty thuc hién cac phép
toan. Theo mirc d6 uu tién gidm dan, chiing ta lan lugt thuc hién phép pht dinh, hoi, va tuyén, trong dé biéu
thie & ngoac trong cung dugc thuc hién trudc. Mot s6 vi du vé biéu thic logicla(PAQ)AR, PV (QVR),
P = (QV-R),(PVQ)A(PVR).

Mot biéu thic logic ciing chinh 1a mot ménh de, ching chi khac & hinh thic. Hai ménh dé co thé tuong
duong hodc khong, hai biéu thitc logic cting vay. Tuy nhién, do biéu thirc logic c6 thé duge cAu thanh tir mot
hay nhiéu ménh dé, nén viéc kiém tra sy tuong duong ctia hai biéu thirc logic c6 phan khé khan hon. Chiing
ta xem xét hai vi du sau day.

Theo Bang 1.1, hai biéu thic P A Q va P Vv Q tuong duong trong hai truong hop (1) P, Q ciing dung va (2)
P, Q cuing sai. Con khi P, Q khac tinh ding-sai thi P A Q va P vV Q khong tuong duong. Chung ta xét hai biéu
thic P = Qva =P Vv Q (luu y thit tu thuc hién phép toan). Dé kiém tra sy twong duong cta hai biéu thuc
trong tat ca cac trudng hgp, ching ta 14p bang chan tri (Bang 1.3).

Bang 1.3 cho thdy hai biéu thirc dang xét 1a tuong duong, véi bat ki gid tri nao ctia P va Q. Day la mot vi
du cho viéc dua ra mot biéu thirc logic tuong duong vdi biéu thic da cho, va chi stt dung cac phép toan “quen
thudc hon” (phti dinh va tuyén).

Trén day, ching ta da nhac dén thi tu thyc hién phép toan trong mot biéu thirc logic, tuy nhién quy tac d6
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p Q |P=Q -PVQ
ding dung | dung ding

ding  sai sai sai
sai dung | dung dung
sai sai dung dung

BANG 1.3. Bang chan tri ctia haiménh dé¢ P = Qva -PVv Q

chi bao gébm ba phép toan phu dinh, hoi, va tuyén. Vay phdi chang quy tic da néu la chua dd (vi con ¢ cac
phép toan khac nhu 1a kéo theo va tuong duong chang han)?. Trong phan bai tap, chung ta sé tra 15i cho hai
cdu hoi:
e C6 bao nhiéu phép toan logic c6 thé dinh nghia trén hai ménh dé?
e Co thé tao ra mot biéu thirc logic méi, twong duong véi biéu thic logic da cho va chi sit dung ba phép
toan phti dinh, hdi, va tuyén hay khéng?

1.4 Bai tap
Bai tap 1.1. Trong cac cau dudi day, cau nao la mot ménh dé? Néu doé 1a mot ménh dé, hay cho biét ménh dé
do duing, sai, hay khong xac dinh.

(a) 7 =3.14159265358979

(b) Ho6m nay c6 mua.

(c) Hai tam giac ABC va A’B’C’ bang nhau néu va chinéu BC = B'C’, CA = C'A’, AB = A’B'.

(d) Lam bai tap di!
Bai tap 1.2. Cho trudc ménh dé P, c6 thé két luan gi vé tinh ding sai cia cdc ménh désau: PV P, PAP, PV =P,
P A =P?
Bai tap 1.3. Cho truéc ba ménh dé P, Q, va R. Dung bang chan tri, hay chiing minh

(@) PAQvaQ A P tuong duong.
(b) PV QvaQV P tuong duong.
(c) (PAQ)ARvaPA(QAR) tuong duong.
(d) PvQ)VvRvaPV(QVR) tuong duong.
() PV(QAR)va(PVQ)A(PVR) tuong duong.
() PA(QVR)va(PAQ)V (P AR) tuong duong.
Hay déi chiéu hai ménh dé sau cung véi tinh chat phan phdi ctia phép nhan véi phép cong.

Thtt tu thuc hién phép toan cho phép ngudi stt dung luge bo nhiing cip ngodc khong can thiét. Tuy nhién,
khi biéu thirc stt dung céc phép toan rat nhiéu lan, viéc sit dung ngodc ngay ca & nhirng vi tri khong can thiét
lai t6 ra dé doc va b6t gy nham lan.

Bai tap 1.4. Cho hai ménh dé P va Q, chiing minh rang cac cidp ménh dé dudi day tuong duong.
@) —~(PVvQ)va(=P)A(=Q).

(b) =(P A Q) va (=P)V (=Q).
(@ =(P = Qva(=Q) = (=P).
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(d PeoQvaP = QAQ = P).

Bai tap 1.5. Mot phép toan logic hai ngdi + thuc hién trén hai ménh dé Pva Qla mot quy tac gan moi cap gia
tri chan ly ctia P va Q véi diing mgt gia tri chan ly nita, ki hiéu la P * Q. Phép toan hoi va tuyén 1a hai vi du vé
phép toan logic hai ngoi. Hai phép toan logic * va # dugc goi 1a tring nhau (twong duong) néu tai méi cap gia
tri chdn ly cta P va Qludén c6 P + Q & P#Q.

C6 bao nhiéu phép toan logic hai ng6i (khong tinh thém phép toan tring vdi phép toan da xét)? Tuong tu,
ban c6 thé dinh nghia phép toan logic n ngdi khong? Va c6 bao nhiéu phép toan logic n ngoi? [Goi y: Quan sat
bang chan tri cia mot phép todn logic hai ngoi, va dém bang quy tac nhan.]

Bai tap 1.6. Dya vao bang chan tri ctia biéu thitc P = Q, chitng minh quan hé tuong duong sau
P = Qe PAQV(E=PAQV(-PA-Q)

[Goi y: Cac biéu thitc P A Q, =P A Q, =P A =Q tuong tng véi cac hang nao trong bang chan tri cia P = Q7]

Bai tap 1.7. Ap dung céch tiép can ctia Bai tap 1.6, chiing minh rang véi mdi phép toan logic hai ngdi *, biéu
thitc P = Q tuong duong véi mot biéu thire chi gdom P, Q va ba phép toan phu dinh, hoi, va tuyén.

2 Tap hop

2.1 Tap hop

Tap hop 1a mot khai niém nguyén thuy, khong dugc dinh nghia vé mt toan hoc. Ching ta chap nhén va hiéu
vé tap hop béng dinh nghia truc giac “Tap hop 1la mét bo cac déi tuong” va cac vi du: Tdp hop cdc sinh vién trong
mét I6p hoc, Tap hop cic cdu vin trong mot cudn sdach, Tap hop cic nghiém thuc ciia phuong trinh x> + 1 = 0, Tap hop
cdc s6 nguyén...Ban doc c6 thé dua ra thém nhiéu vi du khac vé tap hop. Tuu chung lai, chiing ta thong nhét
cac thuat nglr va cac dac diém sau cda tap hop nhu sau:

(1) Mot tap hop dugc cau thanh tir cac ddi tugng duoc goi la ph?m tir. Néu déi tugng x 1a phan tir cda tap
hop S, chung ta ki hiéu x € S. Néu déi tugng x khong 1a phan tir ctia tap hop S, chung ta ki hiéu x ¢ S.

(2) Chi c6 dung mot tap hop khong chita phan tir ndo. Tap hgp dé duge goi 1a tap hop réng. Chiing ta ki
hiéu tap hgp rong la .

(3) Cho trudc mot doi tugng x va mot tap hop S. Khi d6 chi diing mot trong hai ménh dé sau la ding: (1)
xeS, (2)x¢S.

Mot tap hop c6 thé khong c6 phan tir nao (tap hgp rong), khac réng va ¢ hitu han phan tir, hodc ¢6 vo han
phan ti. Dé xac dinh mot tap hgp, chiing ta c6 thé liét ké tat ca cac phan tir néu tap hgp d6 c6 hiru han phan
tir hodc cac phan tir d6 tuan theo mot quy luat dé doan nao d6, chang han

e Tap hop S gom cac nghiém thuc ctia phuong trinh x? —4x + 3 = 0
S=1{1,3}.
e Tap hop E gdm céc s6 nguyén chia hét cho 3

E={..,—6,-3,0,3,6,....

Trong todn hoc, chung ta thuong xuyén lam viéc véi cac tap hop s0. Nhing tap hop nay duoc ki hiéu bé”mg
cac chit cai réng: IN (tap hop cac s tu nhién), Z (tap hop cac s6 nguyén), Z (tdp hop cac s6 nguyén khong
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am), Q (tap hop cac s6 hiru ti), R (tap hop cac sb thuc). Trong cac chuong sau, chiing ta sé tim hiéu chi tiét hon
vé cac tap hop nay.

Bén canh d6, dé xac dinh tap hop, thay vi liét ké cac phan ti, chiing ta c6 thé dua ra mot mé td chinh xic
cho cac phan tr cta tap hgp d6. Luu ¥ rang mo ta nay can r6 rang, khach quan (dugc thong nhéat gitra nhirng
ngudi hoc va lam toan), khong nhap nhéng hay da nghia.

e S = {x|xlanghiém thuc cta phuong trinh x° — x — 1 = 0} 1a mdt tap hop.

e S = {n|nlamotsd tu nhién rdt 16n} khong phai mot tap hop, vi khéi niém sé ty nhién rit 16n khong duge
dinh nghia.
Dé cho ngan gon, chung ta 6 thé dung tir tap thay vi tap hop. O Chuong 6, chiing ta sé ban thém vé tap
hop ¢6 vo han phan tu.

2.2 Quan hé bao ham giwa cac tap hop

Cho trudc mot déi tugng va mot tap hop, chiing ta dat cau hoi ddi tugng nay c6 thude tap hop dé hay khong?
V6i hai tap hop, ching ta c6 cau hoi: phan tir ctia tdp hgp nay c6 1a phan tir cta tap hop kia hay khong? Véi
cau héi nay, chiing ta di dén dinh nghia sau.

Dinh nghia 2.1. (Tap hop) A la tap hop con ctia (tdp hgp) B néu va chi néu méi phan tir cta A cling la
phan t cda B.

Noi riéng, hai tdp hop A va B bé“mg nhau khi va chi khi mdi phan t cia A 1a phan tit ctia B va méi
phan t ctia B 1a phan t cta A.

Khi A la tap hop con ctia B, chung ta con nodi, A 1a bd phan cua B (hay B chia A), va ki hiéu A € B (con ¢6
thé viét 1a B 2 A). Khi hai tap hgp A va B bang nhau, chiing ta ki hiéu A = B.

C6 nhitng trudng hop ma A 1a tap hop con ctia B nhung A khong bang B, néi cach khac, c¢6 phan ti ctia B
lai khong la phan tir ctia A. Khi d6, ching ta néi A I tdp hop con thuc sy ctia B va ki hiéu A C B (con c6 thé viét
1a B 5 A). Chiing ta quy udc tap hop rong la tap hgp con ctia moi tap hop.

Duéi day 1a mot s6 vi du va phan vi du vé quan hé bao ham gitra cac tap hop.

Vidu 2.2, {-1,1} 1a tap hop con thuc su caa {-1,0,1}.

Phan vi du 2.3. {-1,1} khong phai tap hop con cuaa {1,2,3}; {1,2,3} cing khong phai tap hgp con cta
{_1/ 1}

Vi du 2.4. Trong mét phang, tap hogp cac tam gidc déu la tap hop con thuc su ctia tap hop cac tam gidc
can. Khi khong dung cac thuat ngit ctia ly thuyét tap hop, phét biéu vita roi sé 1a: moi tam gidc déu la
tam giac can, nhung mot tam gidc can khong nhat thiét 1a tam giac déu.

Phan vi du 2.5. Trong mat phang, tap hop cc tam gidc vuong khong phai 1a tap hgp con ctia tap hop cac
tam gidc can, va nguoc lai. Néu khong dung thuat ngit ctia ly thuyét tap hop, ching ta néi: khong phai

tam giac vuong nao ciing la tam giac can, va khong phai tam giac can nao cling la tam giac vuong.

Dinh 1y sau cho thay quan hé bao ham giita cac tap hgp c6 tinh chéat bac cAu. Ching t6i dé lai ching minh
dinh ly nay cho ban doc trong phan bai tap.
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Dinh 1y 2.6. Cho cdc tdp hop A,B,C. Néeu ACB,BC CthiAcC.

Chting ta két thic muc nay bang dinh nghia tap hop lity thira, va sé quay trd lai véi khai niém nay trong
Chuong 6.

Dinh nghia 2.7 (Tap hop liy thira). Tap hop liy thira cia mot tap hgp S 1a mot tap hgp véi cac phan tir
1a tt ca cac tap hop con ctia S. Chiing ta ki hiéu tap hop lily thira cia S 1a P(S).

Duéi day 1a mot sb vi du vé tap liy thira.

Vi du 2.8. Tap hop liy thira cta tap hgp rong 1a {@}.

P(2) = {2},
P(1) = {2, {1}},
P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.

Trong nhiéu tai liéu khéc, cac tac gid con dung ki hiéu C dé chi quan hé 1a tap hgp con, va dung ki hiéu ¢
dé chi quan hé 1a tap hgp con thuc su. Con 6 tai liéu nay, ching t6i quy wdc dung ki hiéu C dé chi quan hé 1a
tap hop con, va dung ki hiéu C dé€ chi quan hé 1a tap hop con thuc sy, goi su tuong tu véi cap ki hiéu < va <.

2.3 Baitap
Bai tap 2.1. Trong cac truong hop dudi day, dau la tap hop? Néu do la tap hop, hay thi liét ké cac phan i cua
tap hop do.

(@) {n | nla udc nguyén duong cua 27 }.

(b) {x|x1a nghiém thuc ctia phuong trinh 2x? + 2x + 1 = 0}.

(c) {n|n c6 phan tich nguyén t6 don gian }.

(d) {x|xla nghiém thyc cia mdt phuong trinh c6 hé s6 nguyén véi bac khong qua hai }.

Bai tap 2.2. Cho tap hop S gom ba phan ti x, y, z. Hay liét ké tat ca cdc tap hgp con ctia S va quan hé bao ham
gitra cac tap hop con do.

Bai tap 2.3. Cho tap hop S gom tat ca cac chudi nhi phan c6 do6 dai n. S ¢6 bao nhiéu phan ti?

Bai tap 2.4. Cho céc tap hop A, B, C. Chiing minh rang néu A C B, BC Cthi A C C.
ChlingminhréngnéuA CBvaBcC hoaicAcBvaBCcC hoacAcBvaBcC(C,thiAcC.

3 Vitu valugng hoa

3.1 Vit

Muc nay giéi thiéu khai niém vi tir. Chung ta bat dau béng hai vi du thuc té.

Mot ngudi di choi xa vé hoi hang x6m vé thai tiét trong hai ngay vira r6i, ngay nao ¢6 mua. Cau tra 1oi ma
ngudi dé nhan dugc 1a: Ngay hém qua cd mua va Ngay hém kia cé mua. O vi du nay, cau tra 16i (hay ménh dé)
c6 dang “(ngay) c6 mua”.

Mot gido vién hoi dong nghiép ctia minh vé diém thi Toan ctia cac hoc sinh trong 16p ma nguoi dong nghiép
d6 1am chti nhiém. Nguoi dong nghiép dé c6 thé tra 16i theo 16i liét ké (bang tra 15i miéng hodc dua ra mot
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danh sach): An dugc diém 9, Binh dugc diém 8... Trong vi du ny, cau tra 10i ctia nguoi dong nghiép la cac cau
(hay ménh dé) c6 dang “(Tén hoc sinh) dugc (diém thi)”.

Trong hai vi du vita xét, ching ta c6 nhitng ménh dé c6 ct phap giéng nhau, chi khac nhau vé déi tuong
duge nhic dén (in dam) va thong tin vé déi tuong d6 (in nghiéng). Vé mat hinh thic, ching ta ¢6 thé dinh
nghia biéu thic A(x) ¢6 nghia 1a Ngay x ¢6 mua, va B(x, y) c6 nghia la x dugc diém y. Khi d6, A, B dugc goi la cac
vi tir. N6i theo cach khéng chinh thitc, vi tir 1a mot “ménh dé chita bién”. Vi ménh dé la mét phat biéu c6 tinh
dung sai, nén ching ta khong coi vi tir A, vi tir B 1a cac ménh dé. Chiing tao ra ménh dé khi 4p dung vi tir 1én
cac d6i tugng, chang han: Trong ménh dé Ngay hom qua cé mua, vi tit A ap dung cho dbi tugng Ngay hém qua;
Trong ménh dé An dugc diém 9, vi tit B &p dung cho déi tugng An. A(x), B(x, y) con dugc goi 1a diéu kién ciia cic
bién x, y.

3.2 Luong hoda

Quay tré lai v6i hai vi du duge xét & muc trude. O vi du dau tién, vi ngay hom qua va ngay hom kia ¢6 mua,
nén ngudi hang xém c6 thé tra 16i cd hai ngay vita qua déu cé mua thay vi néi vé timg ngay mot. O vi du thit hai,
ngudi gido vién c6 thé héi tiép ngudi dong nghiép ctia minh rang: “Trong 16p c6 hoc sinh nao duge diém 10
khong?”, hay 1a “Tat ca hoc sinh nao déu dugc diém trén trung binh chi?”. Nguoi dong nghiép c6 thé tra 1oi
rang “C6 hoc sinh dugc diém 10” va “Moi hoc sinh déu duge diém 16n hon hodc bang 5.”

Tinh huéng tuong tu cling xay ra khi chiing ta can dua ra 16p cac ménh dé vé mot tap hop cac déi tugng:
Cho trudc tap hgp S va mot vi tir p (ap dung 1én cac phan i cta x), ching ta mudn biét liéu p(x) duing hay sai,
v6i x 1a phan tir cta S. Khi tra i cau hoi d6, ching ta thuong gap cac truong hop sau day:

(i) Co6 it nhat mot phan i x ctia S sao cho c6 p(x). Khi d6 chung ta ki hiéu

dx € S p(x) hay dx € S (p(x)) hay dx e S:p(x)

hodc chi ngan gon 1a Ax(p(x)) néu ngi cdnh da néu rd x thudc tap hop nao. Thay vi ki hiéu trén, ching ta
ndi ton tai x thudc S sao cho ¢6 p(x). Noi riéng, khi ton tai x € S théa man p(x), ching ta thuong dit ra
thém cau héi vé tinh duy nhét ctia phan tit nhu vay. Néu dé 1a phan tir duy nhat théa man diéu kién do,
ching ta ki hiéu

dAlx € S p(x) hay dix € S (p(x)) hay dlx € S : p(x)

(ii) Moi phan tit x ctia S déu lam cho p(x) ding. Khi d6 chung ta ki hiéu

Vx €S p(x) hay Vx €S (p(x)) hay Vx €S :p(x)

hodc chi ngan gon 1a Yx(p(x)) néu ngir canh da néu rd x thudc tap hgp nao. Thay cho ki hiéu, chiing ta
con néi véi moi x thude S, ¢6 p(x), hay véi méi x thudc S, ¢6 p(x).

Hanh dong dua ra cac ménh dé nhu trén duoc goi 1a lugng hoa. 3,V duoc goi la nhiing luogng hoéa, hay
lugng tir. 3 duge goi la lugng hoa ton tai, ¥ duge goi la lugng héa phd cap. Vé mat ki hiéu, ching ta sé linh
hoat ki hiéu lugng hoa theo mot trong cac 16i viét la Ix € S p(x), Ix € S(p(x)) va Ix € S : p(x). Loi viét thit ba
don gian nhung pht hop hon vdi ménh dé chi gdm mot lugng tir. Trong khi d6, 16i viét thit hai tuy phirc tap
hon nhung gitp ki hiéu khong nhap nhé"mg khi ménh dé c6 nhiéu lugng tir. Trong tai liéu nay, trit chuong hién
tai, khi dp dung lugng hda, chiing ta uu tién dung cac cau van hoan chinh.

Tir dinh nghia cta hai luong héa, chiing ta rit ra hai nguyén ly sau day.

(i) Pht dinh ctia Ix € S : p(x) 1a Vx € S : —p(x). Viét thanh cau, diéu nay c6 nghia la: pha dinh cda ménh dé
“ton tai x thudc S sao cho 6 p(x)” tuong duong véi ménh dé “véi moi x thudce S, khong c6 p(x)”.
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(ii) Pha dinh cda Vx € S : p(x) 1a 3x € S : =p(x). Viét thanh cau, diéu nay c6 nghia la: pht dinh ctia ménh dé
“v6i moi x thudc S sao cho 6 p(x)” tuong duong véi ménh dé “ton tai x thudc S sao cho khong c6 p(x)”.

Dé khép lai phan nay, ching ta ban vé trudng hgp ménh dé stt dung nhiéu lugng tir. Xét mot vi tir p s
dung hai bién x, y, va chiing ta chi xét cac gia tri ctia x, y 1an lugt thudc hai tap hop A, B nao do.

Thay cho cau “véi moi x, véi moi y, 6 p(x, y)”, chiing ta ki hiéu VxVy : p(x, y). Thay cho cau “véi moi x, ton
tai y sao cho c6 p(x, y)”, chung ta ki hiéu Yx3y : p(x, y). Thay cho cau “ton tai x sao cho véi moi y, ¢6 p(x, )",
chung ta ki hiéu IxVy : p(x, y). Bay gid, ching ta quan tam tdi viéc phat biéu ménh dé pht dinh §ba vi du trén.
Bang cach ap dung lién tiép hai nguyén ly néu trén hai lan, chiing ta thu dugc

=(YxYy(p(x, y))) € Ix(=(Yy(p(x, y))))
& IxQy(=p(x, v))),

=~(VxJy(p(x, y))) © Ix(=Ty(p(x, v))))
& Ix(Vy(=px, v))),

=(@xVy(p(x, ) © Yx(=(Yy(p(x, y))))
& Yx(Jy(=(p(x, ))))

Qua ba vi du trén day, chung ta rit ra quy tac khi viét pha dinh cia mot ménh dé gém nhiéu luong héa:
déi lugng héa phd cap sang lugng héa ton tai va ngugc lai, rdi pha dinh diéu kién gitra cac bién.

Trong toan hoc, viéc st dung lugng héa trong cdc ménh dé 1a rat phd bién, dac biét 1a trong Giai tich. Viéc
st dung ki hiéu lugng héa thay cho mét cdu van hoan chinh c6 thé kha ngén gon nhung lai danh déi véi tinh
dé doc ctia ménh dé cling nhu kha nang giao tiép vdi ngudi khac. Trong thuc té, cach phat biéu bang mot cau
van dugc ua chudng hon. Néi riéng dbi véi ban doc 1a hoc sinh, sinh vién: Khi méi hoc, khong nén lam dung
ki hiéu, hdy dung 15i van nhiéu hon, vi viéc lam dung ki hiéu c6 thé 1am thui chot kha nang dién dat va suy
nghi mach lac.

3.3 Phuong phap quy nap toan hoc

Trong muc nay, ching ta xem xét mot trudng hop riéng cta vi tir: vi tir stt dung bién 1a s6 tu nhién. Chung ta
quan tdm tdi trudng hop nay vi khi hoc va lam todn, chiing ta thudng can ching minh cac ménh dé c6 dang
p(n) (v6in 1a sd tu nhién) cho tat cd cac trudng hgp ctia n. Dé chirng minh mot 16p cac ménh dé nhu vay, phuong
phép quy nap toan hoc thudng duge stt dung. Phuong phap nay dugc phat biéu thanh dinh ly sau.

Dinh ly 3.1 (Nguyeén ly quy nap toan hoc). Cho p la mét vi tir dp dung trén tip hop cdc s6 tw nhién. Néu
e Co p(0).
e Vi moi s6 ty nhién k, 6 p(k) kéo theo p(k + 1).

thi c6 p(n) vdi moi s tu nhién n.

Khi chitng minh ¢6 p(n) v6i moi n la s tu nhién bf?mg phuong phdp quy nap toan hoc, ching ta thuc hién
cac budc sau:

Budc 1. (Budc co sd) Chung ta chiing minh ¢6 p(0).

Budc 2. (Budc quy nap) Chiing ta chiing minh rang véi méi k > 1, p(k) kéo theo p(k + 1). O budc nay, ménh
dé p(k) duogc goi 1a gid thiét quy nap.

Budc 3. Két luan rang c6 p(n) véi moi sb nguyén duong 7.
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Tit téng két trén cia phuong phép ching minh bang quy nap toan hoc, ban doc c6 thé kiém tra nhan xét
sau: phuong phép trén van ap dung dugc cho truong hgp 7 1a s6 nguyén 16n hon hodc bang mot sb nguyén ng
cho trudc, hodc trudng hop n 1a s6 nguyén 16n hon hodc bang mot sb nguyén cho truée bang cach thay déi mot
chut 6 Budc co sd.

Chuing ta dua ra hai vi du vé chitng minh bang phuong phap quy nap toan hoc.

Vi du 3.2. Chiing minh rang téng ctia cac s6 tu nhién 1€ lién tiép bat dau tir 1 1a binh phuong ctia mot sb
tu nhién.

Phét biéu ctia bai todn nay khong chita bién. Trudc hét, chiing ta khao sat mot s6 truong hop dau tién, véi
nhan xét rang s tu nhién 1é thi n 1a (2n - 1).

1

Z(Zi— 1)=1=12,

i=1

2
Z(Zi—l):1+3=4:22,
i=1

3
Z(Zi—l):1+3+5:9:32.

i=1
Tir khao sét trén, chiing ta du dodn (cudi muc ndy, chiing ta sé ban thém vé su du doan nay) rang

Y @i-1)=143++Q@u-1)=1
i=1

Day la diéu ma chting ta sé chiing minh.
Chitng minh. Chuing ta chtiing minh rang v6i moi sé nguyén duong 1, c6 Y1 (2i — 1) = n?.

Véi truong hgp n = 1, ménh dé duing, bdi vi 1 = 12
Gia sit ménh dé ding voin =k (k > 1).

k+1 k

Z(Zi ~1)= Z(Zi —1) + 2k +1).
i=1 1

Theo gia thiét quy nap, Y, (2i — 1) = k2. Do d6

k+1
Z(Zi—l) =R +2%k+1=(k+1)>%

i=1

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, véi moi s6 nguyén duong 1, c6 Y1 (2i — 1) = n2. Do d6, téng ctia cac sb
ty nhién 18 lién tiép bat dau tir 1 1a binh phuong ctia mot s6 tu nhién. o

Vi du 3.3. Chiing minh rang méi da thirc bac 1 véi hé sb thuc c6 khong qué n nghiém.

Chitng minh. V6i truong hop n = 1, ching ta xét da thic aX + b (trong d6 a # 0). Phuong trinh aX + b = 0 chi ¢6
mot nghiém 1a X = =2. Do d6, ménh dé duing véin = 1.

Gia st rf?mg da thic bac k ¢6 khong qua k nghiém (k > 1). Ching ta xét da thic f(X) c6 bac (k + 1).

Néu f(X) khong c6 nghiém, ching ta két luan f(X) c6 khong qua (k + 1) nghiém (vi0 < k + 1).
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Néu £(X) c6 it nhat mot nghiém la X = 4, chiing ta thuc hién phép chia da thirc va 1y du. Sau khi thuc hién
phép chia, chiing ta thu dugc mot da thire g(X) bac k (bac ctia ¢(X) = bac ctia f(X) trir 1) ndo d6 va s du la mot
s6 thuc r, chiing ta viét f(X) = (X —a)g(x) + 7. Vi f(a) = 0nén r = 0, dan dén f(X) = (X — a)g(X). Theo gia thiét
quy nap, g(X) c6 khong qua k nghiém. Cuing véi dang thirc vira thu duge, chiing ta két luan f(X) c6 khong qua
(k + 1) nghiém.

Theo nguyén ly quy nap, méi da thitc bac n v6i hé s6 thuc c6 khong qua n nghiém. m|

Khi chitng minh bang phuong phap quy nap toan hoc, budc co s va bude quy nap déu la bat buodc. Khi
thiéu mot trong hai budc, ching ta goi d6 1a quy nap khong hoan toan. Viéc bé qua mot trong hai bude c6 thé
dan dén mot két luan sai. Nha toan hoc Fermat khi xem xét cac s6 tu nhién c¢6 dang 22" + 1 da nhan thay rang
khin =0,1,2,3,4 thi s6 c6 dang nhu vay la s6 nguyén td, va di thang téi két luan rang moi s6 tu nhién c6 dang
d6 1a s6 nguyén t6. V& sau, nha toan hoc Euler da béc bé két luan nay sau khi chi ra 22 + 1 1a hop sb véi udc sb
la 641.

Ciing c6 khi viéc sit dung gia thiét quy nap ma chi gom ding ménh dé “lién trudc” la khong du. Khi do,
ngudi ta ¢6 thé ap dung mot dang khac cua phuong phap quy nap toan hoc, goi la phuong phap quy nap
manh. V&i phuong phap nay, gia thuyét quy nap bao gom toan bo cac ménh dé di trudc.

Néu chiing minh c¢6 p(17) véi moi 7 1a sb nguyén duong bang phuong phap quy nap manh, chuing ta thuc
hién cac budc sau:

Budc 1. (Budc co sd) Chung ta ching minh ¢6 p(0).

Budc 2. (Budc quy nap) Chiing ta chiing minh rang v6i méi s tu nhién k, néu c6 p(n) vdi moi 0 < n < k thi
c6 p(k + 1). O budc nay, cac ménh dé p(1),p(2), .. ., p(k) dugc goi la gid thiét quy nap.

Budc 3. Két luan rang c6 p(n) véi moi sb nguyén duong .

Sau day 1a mot vi du dién hinh cho viéc chiing minh béng phuong phap quy nap manh.

Vi du 3.4 (Dinh Iy co ban ctia s6 hoc). Méi s6 tu nhién 16n hon 1 déu 1a tich ctia cac s6 nguyén t6, va phan
tich nguyén t6 d6 1a duy nhat, khong tinh dén thu tu.

Chitng minh. Khin = 2, n1a mot s6 nguyén t6, ménh dé ding.

Gia st méi s6 ty nhién 16n hon 1 va khong vuot qua m — 1 déu 1a tich ctia cac sb nguyén t6 va phan tich
nguyén t6 d6 la duy nhét. Xét s6 tu nhién m.

Néu m la s6 nguyén t6, ménh dé dung.

Néu m 1a hgp sb thi m chia hét cho mot sb nguyén t6 p nao d6é va 1 < m/p < m. Chiing ta ¢6 phan tich
m = p - (m/p). Theo gia thiét quy nap, m/p la tich ctia cac s6 nguyén t6. Do d6 m la tich ctia cac sd nguyén to.
Chiing ta can chitng minh tinh duy nht ctia phan tich nguyén t6. Gia st phan tich nguyén té ctia m 1a

m=(p1)" (p2)"™ - ()™ = (q1)" (q2)" - - (gs)"

trong do p1,...,pPr q1,---,9s la cac s6 nguyén t6, conmy, ..., my, t,. ..,k 1a cac sb nguyén duong.

p1 1a u6c ctia m = (p1)™ (p2)™ -+ (p,)™ nén p; ciing la ude cha (91)"(92)” -+ (gs)". Theo hé qua ctia BS dé
Euclid!, ton tai chi s6 i (ma 1 < i < s) sao cho p; 1a uéc cta (;)". Do tinh giao hoan ctia phép nhan nén khong
mat tinh t6ng quat, chiing ta c6 thé gia st chi s6 d6 chinh 1a 1. Viéc p; 1a udc ctia (q1)" kéo theo p; = g1 (diéu
ndy cling dugc rit ra tir hé qua cta B3 dé Euclid). Nhu vay, chiing ta ¢6 hai phan tich nguyén t6 cta sb tu
nhién m/p;. Theo gia thiét quy nap, phan tich nguyén t6 ctia m/p; 1a duy nhat. Do d6 phan tich nguyén t6 cta
m cting la duy nhét.

Theo nguyén ly quy nap manh, mdi s tu nhién 16n hon 1 déu la tich ctia cac sb nguyén t6 va phan tich
nguyén t6 d6 la duy nhat. O

1Hé qua ctia B6 dé Euclid dugc phét biéu rang: Néu mot s6 nguyén t6 p 1a ude ctia tich ab thi p 1a uéc cta it nhat mot trong hai sé a va b.
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Dt mang tén goi “Nguyén ly quy nap manh” nhung nguyén ly nay va nguyén ly quy nap toan hoc la tuong
duong nhau.

Khong phai ménh dé nao véi lugng héa cho sb tu nhién, hay s6 nguyén duong cting dugc chirng minh
bang phuong phéap quy nap toan hoc. Tuy vay, phuong phap quy nap toan hoc té ra hiéu qua trong viéc ching
minh nhiéu két qua. Lic nay ching ta chua khang dinh dugc tinh diing dén ctia phuong phap nay ma méi
chi duge thuyét phuc bang cac bude ching minh nghe hop 1y ciing nhu cac vi du. Thuc ra, nguyén 1y quy nap
toan hoc thuong dugc phat biéu nhu mot tién dé. Chung ta sé quay lai véi nguyén ly quy nap toan hoc trong
Chuong 3.

Nhu da dé cap tir trude, ching ta néi thém vé sy du doan trong chitng minh bang phuong phap quy nap
toan hoc. Ban doc khi theo déi dén vi du vé tong cac sb ty nhién 1€ lién tiép c6 thé thay diéu dugc dy doan la
khong tu nhién, va dat ra cac cau hdi nhu: “Dy doan d6 dén tir dau?” tham chi la “Néu gép truong hop qua
kho du doan thi sao?” Day 1a mot nhuge diém 16n ctia phuong phéap ching minh quy nap — D6 1a nguoi sir
dung phuong phdp quy nap phdi biét minh dang chitng minh diéu gi, mot cich cu thé, va chiig minh bang phuong
phap quy nap khéng cung cdp thém théng tin i vé bai toin ngoai trir chinh két qua dugc ching minh. Diém yéu
nay khong thé khac phuc hoan toan vi tinh cht quan ctia né. Nhitng ngudi hoc va lam toan chi con cach phat
trién kinh nghiém dé cai thién ki nang du doan d6, hodc dung nhitng phuong phéap chitng minh khac.

3.4 Baitap
Bai tap 3.1. Chi ra rang nguyén ly quy nap manh la hé qua ctia nguyén ly quy nap toan hoc.

Bai tap 3.2. Hay du doan mot tap hop c6 n phan i (n > 0) thi tap ldy thita cta tdp hgp d6 ¢ bao nhiéu phan
ta. Ching minh du doan do.

4 Cac phép toan trén tap hop

Véi cac tap hop cho trudc, ching ta c6 thé két hgp cac phan tir tir cac tap hop nay dé cho ra mot tap hop khac.

4.1 Hgp va giao cua cac tap hgp

Dinh nghia 4.1 (Hop ctia hai tap hop). Cho hai tap hgp A va B. Hop ctia A va B 1a tap hop gom cac phan
tf cia A va cac phan ti cta B, dugc ki hiéu 1a A U B.

AUB={x|x€eAVxeB}.

Dinh nghia 4.2 (Giao ctia hai tap hgp). Cho hai tap hgp A va B. Giao ctia A va B 1a tap hgp gdm cac phan
tir dong thdi thudc A va B, dugc ki hiéu la A N B.

ANB={x|x€eAAxe€B}.

Phép toan hgp va phép toan giao ctia hai tap hgp c6 nhiing tinh chét tuong tu nhu hai phép toan logic 1a
tuyén va hoi (tinh chét giao hoan, két hop, va phan phéi). Diéu nay duge thé hién qua dinh 1y sau.

Dinh ly 4.3. Cho ba tdp hop A, B, C. Khi do
(i) AUB=AUB.

(i) ANB=BNA.
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(i) (AUB)UC =AU (BUC).
(iv) ANB)NC=AN(BNC).
(v) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ).

(vi) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC).

Chiing minh cho dinh Iy trén c6 thé duge thuc hién bang cac tinh chat giao hoan, két hop, va phan phéi
ctia hai phép toan tuyén va hoi. Trong dinh ly trén, nho tinh chat két hgp ma ching ta ¢6 thé bé qua dau ngodc
dé viét AU B U C va AN BN C ma khong lo ngai c6 hiéu 1am nao.

4.2 Phan bu va hiéu hai tap hop

Khi hoc hay lam toan va lam viéc véi tap hgp, chung ta thuong xuyén gdp truong hop cac tap hop dang xét
déu la tap hop con ctia mot tap hop nao do. Chéng han: Khi hoc hinh hoc phéng, ching ta lam viéc trong mot
mat phang (mat phang nay chita tit ca cac diém, dudng thang, tam gidc, duong tron ma ching ta dang xét);
Khi xem xét mot do thi, chiing ta quan tdm tdi cac dinh, canh ctia do thi, va c6 thé ca cac do thi con ctia d6 thi
dé;... Tap hop chua tat ca cac d6i tuong dang xét duoc goi la khong gian, hay tdp vii tru (viéc tap hop nay la gi
phu thudc vao ngir canh ctia mén hoc, chuyén nganh, va dic biét 1a vin dé dang tim hiéu). O cac phan nganh
khac cua toan hoc noéi riéng va khoa hoc néi chung, thuat ngir khong gian dugc stt dung nhu vay thuong xuyén
(khong gian vector, khong gian topology, khong gian mau, khong gian affine, khong gian xa anh, khong gian
tim kiém,...). Trong muc nay, chung ta ki hiéu khong gian la X.

Dinh nghia 4.4 (Phan bu1). Cho tap hop A trong khong gian X. Phan bt ctia A (trong X) 1a tap hgp gom
cac phan tr thudc X nhung khong thudc A. Phan bt ctia A trong X dugc ki hiéu 1a A°.

Khi khong gian X da duge xac dinh qua ngtt canh, chung ta chi can néi “phan bt ctia A” thay cho “phan
bui ctia A trong X”. Gan giéng vdi khai niém phan b, chiing ta ¢6 khai niém hiéu cta hai tap hop.

Dinh nghia 4.5 (Hiéu ctia hai tap hop). Cho tap hop A va B. Hiéu ctia A va B 1a tap hgp gdm cac phan ti
thudc A nhung khong thudce B. Ching ta ki hiéu hiéu cia A vaBla A — Bhodc A\ B.

A\B={x|xeAANx¢B}.

Khéi niém phan bu la mét truong hop riéng ctia khai niém hiéu hai tap hop. Khac véi phan bu, dé dinh
nghia hiéu ctia hai tdp hgp A va B, chung ta khong nhét thiét phai c6 A 2 B.

4.3 Cong thuc De Morgan

Dé c6 thé phat biéu hinh thiic cho cong thirc De Morgan, chiing ta can dinh nghia hgp va giao ctiia mét lugng
tly y cac tap hop (c6 thé 1a vo han cac tap hop). Cho dén thoi diém hién tai, chiing ta chi c6 mot cach dé thé
hién “s6 lugng” tuy y nhu vay, d6 1a sit dung chinh tap hop. Chuing ta 4p dung diéu nay trong dinh nghia dudi
day.

Dinh nghia 4.6 (Hop va giao ctia cac (nhiéu tity y) tap hgp). Cho trude mot tap hogp I khéc tap hop rong.
(Ai)ier 1a mot ho céc tap hop.

Hop ctia ho cdc tip hop A;, trong d6 i € 1, 1a tap hgp gdm tat ca cac phan tit ctia cac tap hop A;, voii € L.
N6i cach khac, tap hop nay gdm cac phan tir sao cho phan tir d6 thudc A; véi i € I nao d6. Chung ta ki
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hiéu
JAi=txlTiel:xeA)
i€l
Giao ctia ho cdc tip hop A;, trong d6 i € I, 1a tap hop gom tat cd cdc phan tir dong thoi thudc tat ca cac
tap hop A;, voii € I. Chung ta ki hiéu

ﬂA,-:{xWieI:xeAi}.

iel

Tap hop I dugc st dung trong dinh nghia trén dugc goi la tap hop chi s0. Bang cach st dung tap hgp chi
s6, ching ta c6 thé phat biéu hinh thitc cho mot ho gdm nhiéu tuy y (c6 thé vo han) cac tap hop. Ban doc hay
thit truong hop tap hop I gdm 2 phan tir dé kiém tra dinh nghia trén c6 phut hgp véi dinh nghia hop va giao
cta hai tap hop khong.

Luc nay, ching ta c6 thé phat biéu cong thic De Morgan.

Dinh ly 4.7 (Cong thitc De Morgan). (A;);e; la mot ho cdc tdp hop. Khi do

Cc
UAi = ﬂAiC,

iel iel

ﬂAi - UA,f.

iel iel

Chung ta dua ra mot chiing minh cho cong thitc De Morgan bang nguyén ly lugng héa. Chiing minh nay ciing
minh hoa cho cch chitng minh hai tap hgp bang nhau.

Chitng minh. V&i cong thirc du tién, chung ta gia st x € (; A;)°. Diéu nay tuong duong véi viec x ¢ A; v6i
moi i € I, hay x € A véi moi i € I (theo dinh nghia phan bu1). Theo dinh nghia ctia phép giao cac tap hop,
x € Nigg Ai°- Do d6 x € ;g A, kéo theo
c
U A;l C m Aff.

iel iel

Ngugc lai, gid sit x € (;; Ai. Theo dinh nghia cta phép giao cdc tap hop, ching ta suy ra x € A; voi moi
i €I, hay x ¢ A; v6i moi i € I (theo dinh nghia phan bu1). Theo nguyén ly lugng héa, ménh dé vira thu duoc
tuong duong véi phti dinh ciia ménh dé “ton tai i € I sao cho x € A;”. Do d6 x € (U, A), kéo theo

Do vay
(U A,-] =[AF.
i€l i€l

Cubi ciing, bang phép toan lay phan bu, ching ta chi ra dugc cong thic thit hai 1a hé qué ctia cong thic
dau tién. m]

Ngay & thoi diém chua chitng minh, chiing ta c6 thé chi ra hai cong thitc 1a hé qua ctia nhau. Ngoai ra, cong
thitc thit hai hoan toan c6 thé dugc chitng minh mét cach doc lap véi cong thire tha nhét.

Béng 164, cong thitc De Morgan dugc phat biéu la: Phan bt ctia hgp ctia mot ho cac tap hop 1a giao cta cac
phan bu, phan bu ctia giao ctia mét ho cac tap hop 1a hgp clia cac phan bu.
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4.4 Phan hoach cua mét tap hgp

Dinh nghia 4.8 (Hai tap hop roi nhau). Hai tap hop dugc goi la roi nhau néu giao cta chung la tap hop

rong.

Cung véi dinh nghia trén va dinh nghia hop ctia nhiéu tiy y cac tap hop, chiing ta dua ra dinh nghia phan
hoach ctia mot tap hgp khac rong.

Dinh nghia 4.9 (Phan hoach ctia tap hgp khéc rong). Cho tap hgp S khac tap hop rong. Mot ho tap hop
(A));e; duge goi 1a mot phan hoach ctia tap hop S néu va chi néu céc tap hgp ctia ho trén rdi nhau ting
do6i mot va hop thanh ctia tat cd cac tap hgp nay 1a S. Bang ki hiéu, chung ta viét

VielVjeli#j = AnAj=0) va [ JA=s

iel

Di nhién, méi tap hgp trong mot phan hoach ctia mot tap hgp S khéac réng déu 1a tap hop con cda S. Thay
cho céch phat biéu nhu trén, chung ta con néi: S duge phan hoach bdi (thanh) ho tap hop A; véii € I. Khi ap
dung phép toan hgp trén mét ho cac tdp hop d6i mét roi nhau, ching ta noéi phép hop do la phép hop roi, va

ki hiéu la:
u A
iel
Khi d6, ching ta con néi S 1a hgp roi ctia ho tap hop A; véi i € I. Hay xem xét mot s6 vi du vé phan hoach.

e Tap hop S = {1} gém mot phén ti c6 diing mot phan hoach 1a {1}. Téng quat hon, moi tap hop khac réng
déu nhan chinh né lam mot phan hoach véi ho gém dung mot tap hop.

e Tap hop S = {1,2,3,4,5} dugc phan hoach thanh ho gém nam tap hop (1}, {2}, {3}, {4}, {5}, hoac thanh ho
g0m hai tap hop (1,2}, {3,4, 5}. Vi du nay cho thdy phan hoach ctia mot tap hop khac réng c6 thé 1a khong
duy nhét. Ban doc ¢6 thé chitng minh mot tap hgp khac réng vdi nhiéu hon mot phan tir sé ¢6 nhiéu hon
mot phan hoach.

e Tap hgp céac s6 nguyén c6 thé duge phan hoach thanh ho gom hai tap hop: tap hop gom cac sd nguyén
chdn va tap hgp gdm céc s6 nguyén 1é.

Trong Chuong 2, chiing ta sé quay trd lai vi khai niém phan hoach khi ban vé quan hé tuong duong.

4.5 Baitap

Bai tap 4.1. Cho ba tap hgp A, B, C gobm hiru han phan tit. Ki hiéu |A| 1a s6 lugng phan ti ctia tap hop A. Chung
minh rang

@) |AUB| = |A| +|B| - |ANB|.
(b) JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|— BN C| - |CNA|+|ANBNC|[Goi y: Ap dung phan (a)]

Ban doc hay dua ra mot téng quat (khong can chiing minh) cho hai cong thiic trén (cho nhiéu tap hop thay
vi hai, hay ba tap hop).

Bai tap 4.2. Cho ba tap hop A, B, C. Ching minh rang

A\(BUC)=(A\B)N(A\QO),
A\(BNC)=(A\B)U(A\ Q).
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Bai tap 4.3. Hay dua ra mot chiing minh truc tiép cho cong thiic thit hai trong Pinh ly 4.7.

Bai tap 4.4. Cong thiic De Morgan c6 thé duge viét dudi dang khac, stt dung phép toan hiéu hai tap hop thay
vi lay phan bu. Cu thé 1a

A Ja=@\a,

i€l i€l
Aa=J@ra.
i€l i€l

Ching minh hai cong thic trén. [Goi y: Tham khdo cach chiing minh ctia cong thitc De Morgan ban dau
va Bai tap 4.2]

Bai tap 4.5. Trong vi dy, ching ta da phan hoach tap hgp cac sd nguyén thanh mot ho gdm tap hop cac s6
nguyén 1é va tap hop gom cac s6 nguyén chan. Hay dua ra mét phan hoach 1a mot ho 3 tap hop cho tap hop s6
nguyén. Tuong tu, hay phan hoach tap hgp s6 nguyén thanh mét ho n tap hop véin > 2.

Bai tap 4.6. Chiing minh rang moi tap hgp khac réng déu c6 thé duge phan hoach bdi mot ho cac tap hop ma
mdi tap hgp trong ho dé gdm ding mot phan tir. [Gai y: Luu y rang tap hop da cho c6 thé c6 vo han phan tur.
Hay chon tap hogp chi s6 1a chinh tap hop khac rong dugc cho ban dau.]

Két qua tir Bai tap 4.6 kha don gian, tham chi c6 thé xem 1a hién nhién, nhung lai té ra hiru ich trong mot

s6 bai todn. Ban than tac gid da dung dén két qua nay khi hoc topology diém va ly thuyét nhom.

Bai tap 4.7. Cho tap hgp S khac rdng duge phan hoach thanh ho cac tap hop A; véi i € I (tap hop I khac rong).
Ching minh rang v6i mdi phan tir thudc S, ton tai duy nhat i € I sao cho phan tir d6 thudc A;. [Goi y: Ching
minh bang phan ching.]



Chuong 2

Anh xa va Quan hé

5 Tich Descartes cua hai tap hop

Tich Descartes 1a mot phép toan khac trén cac tap hgp. D€ dinh nghia tich Descartes ctia hai tap hgp, ching ta
dinh nghia cap c6 thu tu.

51 Cap co thu tu

Dinh nghia. (Cap c6 tha tu) Mot cap co tha tu 1a moét cap g6m hai déi tuong va xac dinh tha twlaa va b, ki
hiéu 1a (a, b). Hai cap c6 thu tu (a,b) va (c, d) dugc goi 1a bang nhau khi va chi khia = ¢ va b = d. Khi hai cép c6
thu tu (a, b) va (c, d) bang nhau, ching ta ki hiéu (a,b) = (c, d).

Dinh nghia trén cho cdp c6 thit tu 6n va phu hgp véi truc gidc. Ching ta hoan toan c6 thé tiép tuc véi dinh
nghia nay. Tuy nhién nhugc diém cta dinh nghia nay la viéc Chép nhan no déng nghia vdi viéc bd sung mot
tién dé nira (diéu kién bang nhau cta hai cip c6 thit tu) vao hé tién dé ma chiing ta dang dung. Dé khac phuc
nhuoc diém nay, ching ta c6 thé dinh nghia cap c6 thi tu bang tap hop, nhu dinh nghia dudi day, duogc dé
xudt b&i nha todn hoc Kuratowski. Pinh nghia nay cho dén nay da dugc st dung rong rai.

Dinh nghia 5.1 (Cap c6 thut ty). Mot cap cé thir tw gom hai déi tugng 1a a va b (a va b 1a hai phan ti ctia
mot tdp hop nao do) la mot tap hop, dugce ki hiéu la (a, b). Tap hop do la nhu sau:

(a,b) = {{a}, {a, b}}

Véi dinh nghia nay, diéu kién bf?mg nhau ctia hai cdp c6 tht tu trd thanh mét dinh ly.

Dinh 1y 5.2. (a,b) = (c,d) khiva chi khia =covab =d.

Chitng minh. (=)a=cvab=d.

Khia =cvab=dthi{a} ={c} va{a, b} ={c,d}. Do dé (a,b) = (c,d).

(&) (a,b) = (c,d).

Theo dinh nghia cap c6 thu tu, ching ta c6 {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. bé chung minh a = cva b = d, chung ta
xem Xét cac truong hop sau.

Truong hop 1.4 = b.

Khia = b, (a,b) = {{a}, {a,b}} = {{a}, {a}} = {{a}}. Nhu vay tap hop (4, b) chi c6 mot phan tir 1a tap hop {a}. Vi hai
tap hop (a,b) va (c,d) bang nhau nén tap hop (c,d) ciing chi c6 mot phan ti. Do d6 {c} = {c,d}, din dén ¢ = d.
Nhu vay, (a,b) = (¢, d) kéo theo {{a}} = {{c}}; {{a}} = {{b}} kéo theo {a} = {b}; {a} = {b} kéo theo a = b. Cung véi viéc
a=bvac=d,chingtakétluana =cvab =d.

17
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Truong hop 2.a # b.

Khi a # b thi {a} 1a tap hop con thuc sy ctia {a,b}, nén (a,b) la mot tap hop c6 hai phan tir. Cling véi viéc
(a,b) = (c,d), chung ta c6 (c, d) cting la mot tap hop c6 hai phﬁn tr, nén hai tap hop {c} va {c, d} khac nhau, kéo
theo ¢ # d.

(a,b) = (c,d) nén {a} 1a mot phan t cta {{c}, {c, d}}. Vi {c} gobm mot phan t, {c,d} gdm hai phan ti (vi ¢ # d)
nén {a} = {c}. Doddéa =c. Béng lap luén tuong tu, {a, b} 1a mot phan t ctia {{c}, {c, d}} va {a, b} vdi {c,d} 1a hai tap
hop c6 hai phan t (via # b, ¢ # d) con {c} chi c6 mot phan tit nén {a, b} = {c,d}. Cling v6i viéc a = ¢, ching ta

suyrab=d.
Tém lai, trong ca hai trudng hgp, chiing ta déu céa=cvab =d.
Véy (a,b) = (c,d) khivachikhia=cvab=4d. o

Tir Pinh ly trén, ching ta thu dugc hé qua: (a,b) = (b, a) khi va chi khia = b. Mét lan ntta, tinh thi tu duoc

nhan manh.

5.2 Tich Descartes cua hai tip hgp

Dinh nghia 5.3 (Tich Descartes ctia hai tap hgp). Cho hai tdp hop A va B. Tich Descartes ctia A va B 1a
tap hop gom tat ca cac cdp c6 thit tu ma doi tuong thit nhat 1a phan tir cta A, dbi tuong thit hai la phan
tir ctia B. Tich Descartes ciia A va B dugc ki hiéu la A x B.

AxB={@ab)|lacAAbeB).

N6i riéng, khi it nhat mot trong hai tap hop A, B la tap hop réng thi tich Descartes A X B cling 1a tap hop
rong.

Khoéng nhu phép toan hop va giao hai tdp hgp, tich Descartes néi chung khong giao hoan, va cing khong
6 tinh két hop. Ching ta minh hoa diéu d6 véi vi du sau day: A =1{1,2,3},B=1{2,3},C = {3,4}.

AxB=1{1,2),(272),3,2),1,3),(23),3,53),
BxA=1{21),31),2,2),3,2),2,3),3,3),
(AxB) xC={((1,2),3),((2,2),3),(3,2),3),((1,3),3),((2,3),3),((3,3),3),
((1,2),4),(2,2),4),((3,2),4),((1,3),4),((2,3),4),((3,3),4)},
Ax(BxC)=1{(1,(273),(1,(24)(15,3),@1,(34)
(2,(2,3)),(2,(2,4)),(2,(3,3)),(2,3,4)
(3,(2,3)),(3,(2,4)),5,(3,3)),3,G,4)}

5.3 Bai tap
Bai tap 5.1. Cho hai tap hgp khac rong A va B. Tim diéu kién dé A x B = B x A. Néu b6 diéu kién A va B khac
réng, khindo A X B =B X A?

Bai tap 5.2. Cho hai tap hgp A va B. Ching minh rang A x B va B X A r&i nhau khi va chi khi A va B rdi nhau.

Bai tap 5.3. Cho cac tap hop A, B, C, D. Ching minh rfing (ANB)X(CND)=(AxC)n(BxD).

6 Anhxa

6.1 Dinh nghia
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Pinh nghia 6.1 (Anh xa). Cho hai tap hgp X va Y. Mot anh xa f tir X vao Y 1a mot quy tic gan mdi phan tir
ctia X v6i diing mot phdn tit ciia Y. Tap X dugc goi la tap ngudn (hay mién, mién gia dinh) cta f, con tap
Y dugce goi la tap dich (hay d6i mién) cta f.

Dé biéu thi rang f 1a mot anh xa tir tap hop X vao tap hop Y, ching ta ki hiéu f : X — Y. Néu x 1a
mot phan tir ctia X thi theo dinh nghia anh xa, ton tai duy nhat mot phan tir y ctia Y sao cho f gan x véi
y. Khi d6, chung ta ki hiéu y = f(x) (hay x = f(x), f : x = y) vanoéi y 1a anh cta x qua f, hodc y la anh
ctia x néu ngl canh da rd la ching ta dang sit dung anh xa nao.

C6 nhitng quy tac gan 1a anh xa, nhung ciing c6 nhitng quy tac gan khong phai anh xa. Chiing ta dua ra
mdt s6 vi du va phan vi du vé anh xa.

Vidu 6.2. fla quy tic gan mdi phan tir ctia mot tap hop X véi chinh phan ti d6.
f la mot anh xa. Anh xa dac biét nay duoc goi la anh xa déng nhét trén tap hop X, va dugc ki hiéu 1a
idx : X — X. Trén méi tap hop, ton tai duy nhat mot dnh xa dong nhét.

Vi du 6.3. f 1a mot anh xa tir X vao Y khéc réng, y 1a mot phan tir ¢ dinh thudc Y va véi moi x € X,

fx)=y.

Anh xa f duoc goi 1a anh xa h;fmg.

Vidu 6.4. flaquy tic gan mdi s6 thuc x véi mot sb thuc x°.

Cung véi viéc x° 1a mot s6 thuc hoan toan xac dinh véi méi sb thuc x, cau trén cho biét f la moét anh xa
Vi tap ngudn 1a tap hgp sb thuc, tap dich cling 1a tap hop s6 thuc. N6i riéng, néu x # y thi x> # 3, va véi
méi s6 thyc a chiing ta c6 f(Va) = a.

Vidu 6.5. fla quy tic gan mdi s tu nhién 7 v6i s6 tu nhién 2n.

V&i méi s ty nhién 7, 2n 1a mot s6 ty nhién hoan toan xac dinh. f 1a mot anh xa tir tap hop s tu nhién
vao tap hop sb tu nhién. N6i riéng, néu m # n thi f(m) # f(n). V6i méi sb tu nhién chan m, ching ta c6
f(m/2) = m. Nhung v6i méi s6 tu nhién 1é p, khong ton tai s6 ty nhién g nao sao cho f(g) = p.

Phén vi du 6.6. f 1a quy tac gan mdi s6 thuc x vdi mot sd thuc y ma x = 2.

Néu x 1a mot s6 thue am thi khoéng ton tai s6 thuc y nao sao cho x = y2. Do d6 f khong phai mét anh xa.

Phan vi du 6.7. f1a quy tac gan mdi s6 thuc khong &m x v6i mot s6 thuce y ma x = 2.

Vi 56 1, chiing ta ¢6 12 = (-1)* = 1. Nhu vay, quy tac f khong xac dinh duy nhat mot s6 thuc dé gan véi
s6 1, nén f khong phai mot anh xa.

Ban doc c6 thé da hoc qua khai niém ham s6. Anh xa chinh 1a mot tong quat cho khai niém ham s6. Khai
niém ham s6 trong chuong trinh trung hoc co s& va trung hoc phé thong tap trung vao quy tac gan, thuong
xuat hién duéi dang mot biéu thic; con tap nguén va tap dich duogc ngﬁm hiéu 1a tap hgp s thue hoac mot tap
hop con ctia tap hgp sb thuc. Dén v6i khéi niém anh xa, chiing ta nhdn manh vao ca ba thanh phan la quy tac
gan, tip nguon, va tap dich.

Khéi niém tich Descartes va anh xa cho chiing ta mot géc nhin khac vé cac phép todn quen thudc (cong, trir,
nhan, chia cac s6 thuc).
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Vi du 6.8. Phép toan cdng hai s6 thuc 14 4nh xa sau:

+: RXxR->R,

(x,y)y—x+y.
Phép toan tru hai s6 thue 12 anh xa sau:
—: RXR->R,
(x,y)—x-y.
Phép toan nhan hai s6 thuce 1a anh xa sau:
RxR - R,
(xy)—x-y.

Chiing ta khong dinh nghia phép chia cho s6 khong, nén phép toan chia hai s thuc 1a anh xa sau:

/i Rx(R-{0}) > R,
(x,y) = x/y.

Tritu tugng hon, véi moét tdp hop S cho trudc, » duoc goi 1la moét phép todn hai ngéi, hay ludt hop thanh trén S
néu * gan moi cap phan ti ctia S v6i diing mot phan tir nira ctia S. Bang ki hiéu, chiing ta viét=: Sx S — S,
con anh ctia phan t (x, y) € S X S dudi 4nh xa * dugc ki hiéu 1a x » y. Cac phép toan cong, trit, nhan hai s6 thuc
la cac phép toan hai ngoi, con phép chia mot s6 thuc cho mot s6 thuc khac khong duge goi 1a mot phép toan
hai ng6i khong toan phan. Trong nganh Dai s6 (hay con goi 1a Dai s6 triru tugng dé phan biét véi Dai s6 so cap
duoc day trong chuong trinh phé thong), ngudi ta thudng xuyén lam viéc véi nhiing phép toan hai ngoéi triru
tugng nhu vay (nhitng phép todn d6 thuong mang céc tinh chat dic biét nao d6, chang han nhu tinh chat két
hop va tinh chat giao hoan, van van).

N6i riéng, tap nguodn ctia mot anh xa c6 thé 1a tap hgp réng. Nhung néu tap dich ctia mot anh xa 1a tap
réng thi tp nguodn ctia 4nh xa d6 cling phai 1a tap hgp rdng. Vi néu tap ngudn khac réng va tap dich réng thi
“anh xa” sé khong c6 phan tir nao dé gan véi phan tir ctia tip nguon — Diéu nay vi pham dinh nghia anh xa.
Chung ta goi anh xa c6 tdp nguodn rong la mot anh xa réng. Khi hoc va lam toan, chung ta rat it khi gap anh xa
réng va thuong bod qua (viéc nay 1a chip nhan dugc) truong hop nay.

6.2 Anh va Nghich anh

O muc trudc, khi dinh nghia 4nh xa, ching ta da dé cap dén anh ctia mot phan tir dudi mot anh xa.

Pinh nghia 6.9. Choanhxa f : X — Y, S la mot tap hop con cua X.
(i) (Anh ctia mot tap hop) Anh ctia S duéi anh xa f 1a mot tap hop gdm cac phan tir ctia Y sao cho
v6&i mbi phan tir y thudc anh cta f, ton tai (khong nhét thiét duy nhat) phan ti x trong S sao cho
f(x) = y. Chang ta ki hiéu anh ctia S duéi dnh xa f béi f[S]. Bﬁng ki hiéu, ching ta viét

fISI={ylIxeS: f(x) =yl ={f(x) | xe S}

(ii) (Anh ctia anh xa) Anh cua f 1a tap hop f[X]. Ngoai ra, chiing ta ciing ki hiéu &nh ctia 4nh xa f 1a
Im(f).

Truc tiép tir dinh nghia trén, chiing ta 6 thé két luan rang anh ctia mot tap hop S € X dudi f 1a mot tap
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hop con ctia Y, va anh ctia tdp hgp rong la tap hop rong. Dinh nghia nay ¢6 thé duge trinh bay mot cach khong
hinh thitc nhu sau: tac dong anh xa f 1én moi phan tir ctia S € X, rdi gom tat ca anh thu dugc, chiing ta dugc
anh ctia S dudi f. Nguoc chiéu véi khai niém anh ctia dnh xa, ching ta ¢6 khdi niém nghich anh.

Pinh nghia 6.10 (Nghich anh). Choanhxa f: X — Y.
(i) (Nghich anh ctia mét tap hop) S 1a mot tap hop con cta Y. Chang ta dinh nghia nghich anh cua S
dudi anh xa f 1a tap hop gdm nhiing phan t ciia X ma anh ctia ching thudc S. Tap hop nay dugce
ki hiéu 1a f![S]. Bang ki hiéu, chung ta viét:

f‘l[S] ={x|xe XA f(x) eS}.
(ii) (Nghich anh ctia mét phan tir) Cho phan tir y € Y. Nghich dnh ctia y dudi anh xa f 1a tap hop
i

Dinh nghia trén cho thay khai niém nghich &nh ctia mot phan ti 1a truong hgp riéng ctia khai niém nghich
anh ctia mot tap hop. Noi riéng, ddi véi anh xa f : X — Y, nghich anh ctia Y dudi anh xa f 1a X, nghich anh
ctia tap hop rong la tap hgp rong.

Vidu 6.11. f1a anh xa gan mot s6 tu nhién 1 véi s6 tu nhién 2n.

Anh ctia anh xa f 1a tap hop cac sb tu nhién chan.

Nghich anh ctia tap hop cac s6 tu nhién chn dudi anh xa f 1a tip hop cac s6 tu nhién. Nghich anh cda
tap hop cac sb tu nhién 1é duéi anh xa f 1a tap hop réng.

Vidu 6.12. f1a dnh xa gan mdt s6 thuc x véi s6 thuc x2.
Nghich anh ctia 0 dudi f 1a {0}. Nghich anh ctia (-1) dudi f 1a tap hop rong. Nghich anh cta {-2,-1,0,1, 2}
la {0/ l/ _1/ \/E/ - \/E}

Tuong tu v6i ham sb, chung ta ciing c6 thé dinh nghia dd thi ctia 4nh xa. Khi nhéc dén dd thi cia ham
s6, chuing ta thuong lién tudng dén mot hinh vé trong mat phang toa do. Do thi ctia ham sb (thuc ra chi la
mot phén ctia d6 thi do6) c6 thé dugce dat lén, duoc truc quan hoéa trong mat phéng (hay khong gian) toa do
Descartes. Nhung do thi ctia anh xa lai hoan toan triru tuong, theo nghia la khong c6 mét cach truc quan hoa
tuong tu nhu vay ma dugc chap nhan rong rai.

Pinh nghia 6.13. Chohaianhxa f: X —>Yvag:A — B.
(i) (DO thi ctia 4nh xa) D0 thi ctia 4nh xa f 1a tap hop gdm tat ca cac cdp c6 thir ty ma thanh phan thi
nhat 1a mot phan tir cia X, con thanh phan thit hai la dnh ctia phan tir d6 dudi anh xa f. Bang ki
hiéu, do thi cta anh xa f dugc viét nhu sau:

{(x, f(x)) | x € X}

(ii) (Hai anh xa bang nhau) Hai dnh xa f va ¢ dugc goi 1a bang nhau, hay triing nhau néu va chi néu
tap ngudn cda chiing bang nhau, tap dich cta chiing bang nhau, va do thi cta chiing bang nhau.
Bang ki hiéy, ta viét f = ¢ dé€ biéu thi quan hé bang nhau ctia hai anh xa.

Dinh Iy sau day cho ching ta mét diéu kién can va du dé hai anh xa ¢ cuing tap ngudn, cting tap dich la
bang nhau. Dinh ly nay phét biéu rang hai anh xa c6 ciing tdp ngudn va tap dich bang nhau khi va chi khi anh
ctia chiing tai méi phan t ctia tap nguon la bang nhau. Day ciing c6 thé dugc sit dung lam dinh nghia cho hai
&nh xa bang nhau thay cho dinh nghia trén.
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Dinh 1y 6.14. Cho hai dnh xa f va g v6i tap nguon la X, tdp dich 1a Y. f = g khi va chi khi vdi moi x € X, cd
f(x) = 8(x).

Chitng minh. Chung ta bé qua truong hop hién nhién la truong hop anh xa réng, chi xét truong hgp X va Y
khéc rong.

(=) Chiéu thuan. f = g.

f = gnén do thi ctia hai 4nh xa nay bang nhau. Xét x 1a mot phan ti bat ki ctia X. (x, f(x)) thudc do thi ctia
f, (x, g(x)) thudc do thi ctia g. Vi d thi ctia f va ¢ bang nhau nén (x, f(x)) thudc do thi ctia g. Theo dinh nghia
dnh xa (mdi phan tir clia tdp ngudn duge gan voi duy nhat mot phan tir cda tap dich) va dinh nghia do thi
ctia anh xa, viéc (x, f(x)) thudc do thi ctia ¢ c6 nghia 1a f(x) 1a &nh ctia x duéi anh xa g, nghia 1a f(x) = g(x). Vi
ching ta dang xét phan tir x bat ki cia X, nén f(x) = g(x) v6i moi x € X.

(<) Chiéu dao. V&i moi x € X, c6 f(x) = g(x).

Xét x 1a mot phan tir bat ki ctia X, khi d6 (x, f(x)) 1a mot phan t bat ki trong do thi caa f, va (x, g(x)) la mot
phan tir bat ki trong do thi ctia g. Vi f(x) = g(x) v6i moi x € X nén (x, f(x)) = (x, g(x)). Do d6 (x, f(x)) thudc d6
thi ctia g, va (x, g(x)) thudc do thi ctia f. Nhu vay, do thi ctia f 1a tdp hop con ctia d thi ctia g va do thi cta g la
tap hop con ctia do thi cia f, nén d6 thi ctia f va ¢ bang nhau. Ciing v6i viée f va ¢ ¢6 cling tap ngudn va tap
dich, ching ta két luan f = g.

Vay hai dnh xa f va g véi chung tap ngudn X va tap dich Y bang nhau khi va chi khi véi moi x € X, c6

fx) = gx). O

6.3 Anh xa hop

Céc anh xa c6 thé két hop v6i nhau dé cho ra mot anh xa nita néu tdp ngudn cda dnh xa thit nhat la tap dich
cta anh xa thi hai, nhu trong dinh nghia sau day.

Dinh nghia 6.15 (Phép toan hgp thanh hai dnh xa). Chohaidnhxag:Y — Zva f : X — Y, anh xa hop
cta hai dnh xa g va f dugc ki hiéu la g o f, 14 mét anh xa sao cho

gof:X—>2Z
x = g(f(x))-

Khi 4p dung mot anh xa 1a hgp thanh ctia anh xa khac, chang han g o f 1én mot phan ti x cta tap nguodn,
chung ta 4p dung f 1én x trudc, sau d6 4p dung g lén f(x). Viéc viét g o f chi c6 nghia khi tap ngudn ctia g cling
la tap dich caa f.

Dinh ly duéi day khang dinh phép toan hgp thanh anh xa c6 tinh chat két hop.

Pinhly 6.16. Chobadnhxa f:Z - W,g:Y = Z,vah: X — Y. Khi do

(fog)oh=fol(goh).

Chitng minh. Hai anh xa (f o ¢) o h va f o (¢ o h) ¢6 ciing tap ngudn la X, cting tap dich 1a W.
x 12 mot phan tir bat ki ctia X. Theo dinh nghia ctia phép toan hop thanh hai anh xa:

((f 0 8) o h)(x) = (f o g)(h(x)) = f(g(h(x))),
(f o (g o M)(x) = f((g o M(x)) = f(g(h(x))).

Do d6 ((f o g) o h)(x) = (f o (g © h))(x) véi moi x. Vady hai anh xa (f o g) o hva f o (g o h). O
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Nho dinh ly trén, ching ta c6 thé viét f o g o h thay vi (f o g) o h hay f o (g o h). N6i chung, phép toan hop
thanh hai anh xa khong giao hoan. Cu thé hon, véi hai énh xa f : X = Y va ¢ : Y — X, khong phai Iic nao
chung taclingc6 fog=go f.

Chiing ta xem xét mot s vi du tinh toan véi nhitng dnh xa cu thé.

Vi du 6.17. f1aanh xa gan mot sb thuc x khac khong véi sb thuc khac khong L.
Tap ngudn va tap dich ctia f bang nhau (1 tap hop cac sb thuc khac khong), va (f o f)(x) = x. Luu y rang
tap nguodn cta f o f 1a tap cac s6 thuc khac khong.

Vi du 6.18. f 1a anh xa gan mot s thuc x v6i s6 thue x2 — 2x. g 1a 4nh xa gan mot s6 thuc x véi sb thuc
1-3x.

(f o)) = f(g(x) = f(1 =3x) = (1 -3x)” - 2(1 - 3x) = 9x* - 3,
(g0 Nx) =g(f(x) = g(x2 —2x)=1-3(x*-2x) =1+ 6x — 3x°.

6.4 Don anh. Toan anh. Song anh

Dinh nghia 6.19. Choanhxa f: X = Y.

(i) (Pon anh) f dugc goi la don dnh néu f(a) = f(b) khi va chi khia = b (a,b € X). Don énh con dugc
goilaanhxal-1.

(ii) (Toan anh) f duoc goi la toan anh néu véi mdi y € Y, ton tai (khong nhét thiét duy nhat) x € X sao
cho f(x) =yv.

(iii) (Song anh) f duoc goi la song anh f vira la don anh, vira la toan anh.

Véi dinh nghia trén, ban doc c6 thé kiém tra xem nhitng anh xa dugc dé céap trong cac vi du ¢ muc trudc 1a
don anh, toan anh, hay 1a ca hai (song anh). Tuy chting ta hau nhu chi quan tdm t6i ba loai anh xa la don anh,
toan anh, va song anh, nhung van c6 nhitng anh xa khong thudc vé ca ba loai anh xa nay. Hay xem xét thém
cac vi du bén dudi.

Vi du 6.20. Anh xa f tir tap hop sb thuc vao tap hop s6 thuc khong am, dugc xac dinh béi cong thic
f(x) = x* 1a mot toan anh, nhung khong phai don anh. Bdi vi véi méi s6 thuc khong am v, ¢6 f(\9) = ;
véi moi sé thuc x, ¢6 2 = (-x)*.

Vi du 6.21. Anh xa g tir tap hop s6 thuc vao tap hop sb thuc, duge xac dinh bdi cong thite g(x) = x2
khong phai mot don énh, va ciing khong phai mot toan dnh. Béi vi véi méi s6 thuc x, c6 x> = (-x)%; v6i
mbi s6 thuc 4m y, khong tdn tai s6 thuc ndo c6 binh phuong bang v.

Hay d6i chiéu véi vi du lién trude, hai vi du nay khang dinh sy quan trong ctia viéc xac dinh tap ngudn
va tap dich cta mot anh xa.

Vi du 6.22. Anh xa f ti tap hop sO tu nhién vao tap hop sO tu nhién, dugc xac dinh boi cong thuac
f(n) = 2n la mo6t don dnh, nhung khéng phai toan anh.
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Vi du 6.23. Mot anh xa hang véi tap ngudn c6 nhiéu hon mét phan tir 1a mot toan dnh nhung khong phai
don anh. Moi anh xa dong nhat la song anh.

Dinh Iy kha hién nhién sau déy c6 thé duge dung dé dinh nghia don 4nh thay vi dinh nghia néu trén.

Dinh ly 6.24. Anh xa f: X > Y ladon dnh khi va chi khi vdi mdi x1,x2 € X, cd x1 # x3 kéo theo f(x1) # f(x2).
Chiing ta con ndi: f la don dnh khi va chi khi dnh ciia hai phan tir khdc nhau la khdc nhau.

Chitng minh. (=) f la don anh.

Cho x1, x; 1a hai phan tir khac nhau cda X. Néu f(x1) = f(x2) thi theo dinh nghia don anh, c6 x1 = x; (mau
thuan véi diéu da gia str). Do d6 f(x1) # f(x2). Nhu vay x1 # x, kéo theo f(x1) # f(x2).

(&) V6i moi x1,x; € X, c6 x1 # x2 kéo theo f(x1) # f(x2).

Gia st f(x1) = f(x2). Néu x; # x, thi f(x1) # f(x2) (mau thuan voi diéu da gia sit). Do d6 x1 = x. Theo dinh
nghia don anh, f la don dnh.

Tom lai, f : X — Y la don anh khi va chi khi véi méi x1, %2 € X, ¢6 x1 # x kéo theo f(x1) # f(x2). O

Dinh nghia 6.25 (Anh xa ngugc). Cho hai énhxa f: X —» Yvag:Y — X. g dugc goi la mot anh xa
ngugc ctia f néu va chi néu f(g(y)) = y véi moi y va g(f(x)) = x voi moi x. Ngoai cach néi trén, ching ta
con néi rang f kha nghich.

Khoéng phai dnh xa nao cling c6 anh xa ngugc. Dinh Iy sau day cung cép diéu kién can va da dé mot anh xa
¢6 anh xa nguoc.

Dinh 1y 6.26. Anhxa f : X — Y ¢ dnh xa nguoc khi va chi khi f la song dnh.

Chitng minh. Trong truong hop f 1a dnh xa réng, f 1a song anh khi va chi khi tdp ngudn va tap dich cung la
tap hop rong, va khi d6 f c6 4nh xa nguge (cting 1a mot anh xa gitra hai tdp hop rong). Dudi day ching ta xét
truong hop f khong phai anh xa rong.

(=) f c6 anh xa nguoc.

Chung ta goi ¢ : Y — X 1a 4nh xa ngugc ctia f. Theo dinh nghia anh xa ngugc, véimoi y € Y, ¢6 f(g(y)) = y.
Diéu nay c6 nghia la anh ctia g(y) 1a y, nén f 1a mot toan anh. Véi x1,x2 € X, néu f(x1) = f(x2) thix; = g(f(x1)) =
g(f(x2)) = x2. Do d6, f 1a mét don anh. Vi f vira la don anh, vira la toan anh nén f 1la moét song anh.

(<) f la mot song anh.

Theo dinh nghia toan dnh va Dinh Iy 6.24, vi f vita 1a don dnh, vira 1 toan anh nén véi méi phan tir y € Y,
ton tai duy nhat x € X sao cho f(x) = y. Ménh dé vira phat biéu da xac dinh mot quy tac gan méi phan ti
y € Y v6i mot phan tir duy nhét x € X. Nhu vay, ching ta cé mot anh xa g : Y — X vdi cong thitc ¢(y) = x sao
cho x la phan tit duy nhat cta X thda man f(x) = y. Tir dinh nghia ctia f va g, néu f(x) = y thi g(f(x)) = x va
f(g(y)) = y. Do vay f la mét song anh.

Vay f c6 anh xa ngugc khi va chi khi f la song anh. O

Tir dinh nghia 4nh xa nguoc, ching ta suy ra rang néu anh xa f : X — Y nhan anh xa g : Y — X lam anh
xa nguoc thi f cling 1a mot anh xa nguoc cta g. D€ biéu thi rang hai anh xa f va ¢ 1a dnh xa ngugc ctia nhau,
ching ta st dung phép toan hgp thanh hai anh xa nhu sau:

gof =idy va  fog=idx.
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Dinh 1y 6.27. Néu mot dnh xa cé dnh xa nguoc thi dnh xa ngugc dé la duy nhit. N6i cach khdc, khi mot dnh xa c6
hai dnh xa nguoc thi hai dnh xa ngugc dé bang nhau.

Chiing t6i nhuong lai chiing minh dinh ly trén cho ban doc trong phan Bai tap.

6.5 Tich Descartes

Muc tiéu ctia muc nay 1a dua ra moét dinh nghia cho tich Descartes ciia mot ho céc tap hop (g6m htru han hoac
v6 han tap hop).

Tuy ngay bay gid c6 thé dinh nghia tich Descartes ctia mot ho cac tap hgp, nhung chiing ta bat dau véi tich
Descartes ctia hiru han tdp hgp trudce. Trudc tién, ching ta dinh nghia bd-n c6 thi tu. M6t cach truc gidc, chung
ta hiéu bo-n ¢é thit tu 1a mot danh sach gém n dbi tuong, va hai bo-n c6 thu tu béng nhau khi va chi khi cac
déi tugng thit i cia ching bang nhau (i 1a s tu nhién khong vuot qua n). Thuc té, d6 1a tit ca nhiing gi ching
ta can biét va dung dén vé bo-n cé thit ty trong tai liéu nay.

Pinh nghia 6.28 (Bo-n ¢6 thu tu). Bo-0 ¢6 thu tu, ki hiéu bdi mot cap ngoac tron () duge dinh nghia 1a
tap hop rong.

Bo-1 c6 thit tu voi doi tugng thit nhat (va duy nhat) 1a a;, ki hiéu 1a (a1) duge dinh nghia 1a cdp c6 thi
tu (0, a1) = {2}, {2,a1}}.

Bo-2 ¢6 tha tu véi dbi tuong thu nhét, tht hai 1an luot 12 a1, a, duge dinh nghia la cap c6 thu tu
((a1), a2).

Bo-n1 c6 thit tu voi dbi tugng thit nhéat, thit hai, ..., thit n lan lugt 1a ay, 4y, ..., a, duge dinh nghia 1a
cap co thu tu ((a1,4az, ..., 84-1), an).

Bo-n ¢6 thu tu dugce ki hiéu la (aq, 4y, ..., a,).

Dinh nghia kiéu trén duge goi la dinh nghia bang quan hé hoi quy (ban doc c6 thé lién tudng dén phuong
phap quy nap toan hoc). Ching ta bat dau bang dinh nghia cho nhitng trudng hop nhé goi 1a trudong hop co sd,
con v6i nhitng trudng hgp c6 “kich thudc” 16n hon, ching ta quy vé trudng hop nhé hon, cit nhu vay cho dén
khi dat t6i truong hop co sd. (Mot vi du khac cho dinh nghia bang hdi quy 1a day sé Fibonacci'.) Véi cach lam
ndy, ching ta dinh nghia dugc bo-n ¢6 thi tu véi bat cit s6 nguyén khong 4m nao. Nhung cach lam nay néi
chung khong ap dung dugc cho y tudng vé mot bo c6 v6 han dbi tugng, bdi khong c6 diéu gi ddm bao rang
truong hop co sd sé duge dat toi.

Pinh nghia 6.29 (Tich Descartes ctia hitu han tap hop). Cho n tap hop X1, Xa, ..., X,,. Tich Descartes cta
X1, X, ..., Xy 1a mot tap hop gdm tat cd cac bo-n c6 thit ty ma trong d6, dbi tugng thit i 1a phan ti ctia
tap hop X; (v6i moi s tu nhién i khong vuot qua n). Tich Descartes ctua Xi, Xy, ..., X, duge ki hiéu 1a
X1 XXy X+ X X, Béng ki hiéu, chung ta biéu thj tich Descartes nay nhu sau:

XixXoX---xX, = {(xl,xz,...,xn) |xieXiAx€Xo Ao Axy, € X}
Noi riéng, liy thira Descartes bac n cia mot tap hop X duogce ki hiéu la X", 1a tap hop sau:

Xt=XxXx---xX
—————

nlan X

Ban doc c6 thé da nhan ra réng tich Descartes ctia hiru han tap hop ciing ¢6 thé dugc dinh nghia béng hoi
quy. Nhung di1 1am vy, ching ta van gap kho khan khi dinh nghia tich Descartes ciia mot ho cac tap hop,
tuong tu nhu véi y tudng bd vo han 6 thu tu.

1Day Fibonacci bat dau bang 0 va 1. K& tir vi tri th ba trong day trd di, mbi s6 bang téng hai sb lién trudc trong day. Nhing s6 dau
tién trong day Fibonaccila 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...
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Dinh nghia 6.30 (Tich Descartes ctia mot ho cac tdp hogp). Cho ho tap hop A; (i € I, tap hgp I khéc rong).
Tich Descartes ctia ho tap hop A; duoc ki hiéu la [];; A; va xac dinh nhu sau:

HAi:{f:I—>UAiWieI:f(i)eA,}.

iel iel

Trong dinh nghia trén, tich Descartes 1a mot tap hgp cac dnh xa véi tap ngudn 1a tap chi sb I, tap dich la
hop ctia ho céc tip hgp da cho. Dé hiéu dinh nghia nay hon, ban doc ¢ thé cAn mot chut thoi gian, mic du &
thoi diém nay céc chi tiét trong dinh nghia déu ro nghia — Hay thir xét truong hop I 1a hiru han, va lién tudng
t6i Dinh ly 6.14 vé diéu kién dé hai 4nh xa bang nhau.

Tich Descartes ctia hiru han tap hop 1a khac réng néu ting tap hop trong tich Descartes la khéac rong, diéu
ndy c6 thé dugc chiing minh bang phuong phap quy nap toan hoc. Tuy nhién phuong phap quy nap toan hoc
ma chiing ta da biét chi dugc ap dung cho s6 tu nhién, khong ap dung cho vo han. N6i thém, néu cong nhan
Tién dé chon, chiing ta khang dinh dugc tich Descartes ctia mot ho céc tap khac réng 1a khac réng. Néu khong
cong nhan tién dé chon, chua thé tra 16i dugc tich Descartes ctia ho vo han tap hop la rong hay khong.

6.6 Bai tap

Bai tap 6.1. Cho anh xa f : X — Y. Chting minh rang hai ménh dé sau tuong duong.
(i) flatoan anh.
(i) Im(f) =Y.

Dinh nghia ctia don dnh va song anh lam chiing ta c6 cdm giac rang song anh 1a hiém gap, bdi vi song anh
la mét truong hop riéng ctia don anh. Bai tap sau cho biét c6 thé tao ra mot song anh ti mot don anh, theo mot
cach “tu nhién”.

Bai tap 6.2. Choanhxa f : X — Yla don anh. f la anh xa véi tap nguon la X, tap dich la Im(f), ciing cong thic
la f(x) = f(x) véi moi x € X. Chung minh ré“mg fla song anh.

Bai tap 6.3. Cho énh xa f : X — Y. Ching minh rang:
(1) idX o f = f
(i) foidy=f.

(iii) Néu f c6 anh xa nguoc thi 4anh xa ngugc d6 la duy nhéat. [Gai y: Gia stt g, h 1a hai anh xa nguoc cta f,
hay xét anh xa g o f o h]

Bai tap 6.4. Cho hai d4nh xa khd nghich ¢ : Y = Z va f : X — Y. Ching minh rang g o f cting kha nghich va
anh xangugcctua go fla f1og™h

Bai tap 6.5. Cho hai anh xa kha nghich ¢: Y — Zva f : X > Y. Chiing minh ring
(i) Néu g o fla don anh thi f 1a don anh.
(ii) Néu g o f la toan anh thi g 1a toan anh.
Bai tap 6.6. Cho anhxa f: X — Y. A, B 1a hai tap hop con ctia X. Ching minh rang
() fIAUB] = fIA]U f[B].
(i) fIANBIC flA]N fIB].
(iii) fIA\B]2 f[A]\ f[BI.
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Hay tim mot vi du ma f[A N B] # f[A] N f[B] va mot vi du ma f[A — B] # f[A] — f[B]. [Goi y: Véi vi du thu
nhét, chon A, B sao cho A va B 1a hai tap roi nhau. Véi vi du thit hai, chon A, B sao cho anh ctia A va anh cta B
bang nhau.]

Nghich anh 1a mot khai niém quan trong trong topology. Mét vai trong nhitng 1y do cho diéu do6 1a két qua
trong hai bai tap sau.

Bai tap 6.7. Cho anhxa f : X — Y. A, B la hai tap hop con ctia Y. Chiing minh rang
(i) f[AUB] = f[A]U f[BI.
(i) f'[ANB]=f[Aln f[B].
(iii) f~'[A\B]= f'[A]\ f7'[BI.

Bai tap 6.8. Chodnh xa f : X — Y. (A)),g (tap hop I khac rong) 1a mot ho tap hop va méi tap hop 1a tap con
ctia Y. Chitng minh rang

(A Ui Al = Ui fHAIL
(ii) f_l[miel Ai] = miel f_l [Ai]~

Bai tap 6.9. Chung minh ré“mg v6i moi sb6 nguyén duong n, hai bd-n c6 thi tu (a1,ay,...,a,) va (b1, by, ..., by)
bang nhau khi va chi khi a; = b; v6i moi s6 tu nhién i khong vuot qua n.

7 Quan hé

7.1 Quan hé hai ngoi

Cho dén muc nay, ban chic han doc da bat gap thuat nglt quan hé, hoac st dung khai niém doé (du la theo cach
tuong minh hay ngdm dinh) trong tai liéu vai 1an. Chiing ta déu da biét quan hé biang nhau giita cdc s6 thuc, quan
hé bao ham giita cdc tip hop, quan hé so sdnh giita cdc s thitc. .. Diém chung trong nhitng vi du trén vé quan hé la
¢6 hai d6i tuong cung thudc tap hop nao déy va dugc dat trong mbi quan hé do — hai s0 thire b[ing nhau, tdp hop
nay 1a tdp hop con ciia tap hop kia, s6 thuc nay nhé hon hodc biang sé thuc kia. Su ghép cap nhu vay dan t6i y tudng
dinh nghia quan hé bang tich Descartes ctia hai tap hop.

Dinh nghia 7.1 (Quan hé hai ngdi). Cho tap hgp S. Mot quan hé hai ng6i Z trén tap hop S la mét tap
hgp con ctia S X S. Chiing ta viét Z C S x S. V6i hai phan tr x, y € S, néu x c6 quan hé Z véi y thi chiing
ta viét xZy.

Trong tai liéu nay, ching ta chi dinh nghia va quan tdm dén quan hé hai ng6i. Néu ching ta chi nhin nhan
mdt quan hé hai ngdi bang dinh nghia trén thi sé khong c6 thém thong tin gi. C6 nhitng quan hé trén cac tap
hgp nhét dinh c6 cac tinh chat dang luu y. Hay xem xét thém mot s6 vi du.

Vi du 7.2. Trén tap hop s6 thue, ching ta ¢6 quan hé nhoé hon hoac bé“mg, v6i ki hiéu <. Ch:fmg han:
-1<2,V5<3.
Quan hé < trén tap hgp s6 thuc 6 cac tinh chat

e Phan xa: véi moi sb thuc x, c6 x < x.
e Phan déi xing:néux <yvay<xthix=y.

e Biccawnéux<yvay<zthix<z.
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Ngoai ra, véi hai s6 thuc x, y khac nhau, chi c6 mét trong hai ménh dé sau la ding: (1) x <y, (2) y < x.

Vi du 7.3. Trén tap hop sb tu nhién, chiing ta c6 quan hé chia hét. Chang han: 1 chia hét 2, 3 chia hét 12
(hay con néi 1 1a udc cta 2, 3 1a udce caa 12).
Quan hé chia hét trén tap hop sb tu nhién c6 tinh chat sau:

e Phan xa: v6i moi sb tir nhién a, a chia hét a.
e Phéan ddi xiing: néu a chia hét b va b chia hét a thia = b.

e BAc cAu: néu a chia hét b va b chia hét ¢ thi a chia hét c.

Vi du 7.4. Trén tap hop sb6 nguyén, chiing ta c6 quan hé dong du modulo 7 vé6i n 1a mot s6 nguyén khac
khong (nghia 1a hai s6 nguyén c6 hiéu chia hét cho 1). D& biéu thi hai s6 nguyén a va b dong du modulo
n, chung ta viéta = b (mod n) hodca =, b.

Quan hé dong du modulo 7 trén tap hgp s6 nguyén c6 cac tinh chat

e Phan xa: Véi moi s6 nguyéna,a =a (mod n).
e Dbi xting: Vi moi s6 nguyén a,b,néua =b (mod n) thi b =a (mod 1) va nguoc lai.
e Béc cAu: V&i moi sé nguyén a,b,c,néua=b (mod n)vab = c (mod n) thia =c (mod n).

Véi hai s6 nguyén a va b bat ky, c6 thé xay ra truong hgp chiing khong dong du modulo 7.

Trong phén con lai cua chuong nay, chung ta néi vé hai loai quan hé dac biét: quan hé tuong duong va
quan hé thi tu. Mai logi quan hé duge xac dinh bdi nhitng tinh chat ma ching théa man.

7.2 Truong hop riéng: Quan hé tuong duong

Dinh nghia 7.5 (Quan hé tuong duong). Quan hé tuong duong trén mét tap hgp la mot quan hé hai ng6i
trén tap hop d6 va quan hé tuong duong théa man ba tinh chat: phan xa, ddi xitng, va bac cau. Ching ta
viét bang 16i va ki hiéu, néu % la mot quan hé tuong duong trén tap hop S thi Z thoa man ba tinh chat

(i) (Phan xa) Véimoix € S, ¢ xZx.

(i) (Ddi xing) Néu xZy thi yZx.

(iii) (Bac cau) Néu xZy va y%z thi x%z.

Chiing ta da gdp nhiéu quan hé tuong duong: quan hé biang nhau trén tap hop sé thuc, quan hé bing nhau giita
cdc tdp hop, quan hé dong du modulo n trén tdp hop s6 nguyén, quan hé dong dang giita cdc tam gidc trong mdt phang. ..
Quan hé tuong duong thuong dugc ki hiéu la ~.

Dinh nghia 7.6 (Lop tuong duong). Cho tap hgp S va mot quan hé tuong duong ~ trén tap hop S, x 1a
mot phan ti ctia S. Lop tuong duong cha x theo ~ 1a mot tap hgp con ctia S, gom tat ca cc phan tu
tuong duong vdi x. Lop tuong duong cua x theo ~ (hodc chiing ta néi 16p tuong duong ctia x néu da ro
rang dang st dung quan hé tuong duong nao) dugc ki hiéu 1a [x], ching ta viét:

[x={ylyeSAx~y}CS.

Cac 16p tuong duong ctia mot quan hé tuong duong c6 tinh chét sau.
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Dinh 1y 7.7. Cho tdp hop S va mét quan hé tuong duong ~ trén tip hop S, x va y la cdc phan tir ciia S (khéng
nhit thiét phan bigt). Néu x va y tuong duong thi [x] = [y]. Néu x va y khong tuong duong thi [x] va [y] roi nhau.

Chitng minh. Néu x va y tuong duong. Chting ta lay x’ 1a mot phan tr bat ki ctia [x]. Theo dinh nghia 16p tuong
duong, ¥’ ~ x. Ma x ~ y nén x’ ~ y theo tinh chat bac cAu ctia quan hé tuong duong, kéo theo x” thudc [y]. Do
dé [x] C [y]. Ngugc lai, chiing ta 14y y’ 1a mot phan i bat ki cta [y]. Theo dinh nghia 16p tuong duong, i’ ~ y.
Cung véi viéc y ~ x, chung ta suy ra y’ ~ x theo tinh chét bac cau ctia quan hé tuong dwong, dan dén y’ thudc
[x]. Do d6 [y] < [x]. Vay [x] = [y].

Néu x va y khong tuong duong. Gia sit phan chiing rang [x] va [y] c6 chung mot phan tir z. Theo dinh
nghia 16p tuong duong, x ~ z va y ~ z. Theo tinh chat d6i xiing va bac cau ctia quan hé tuong duong, x ~ y,
diéu nay mau thuan vdi gia thiét. Do d6 gid sit phan chiing 1a sai. Vay chiing ta phai ¢6 [x] va [y] roi nhau. O

Dinh Iy trén khang dinh rang tat ca cac 16p twong duong theo mét quan hé tuong duong trén mot tap hop
cho trudc tao thanh mot phan hoach cta tap hgp do. Khi lam viée voi mot 16p tuong duong, ching ta c6 thé
chon bét cit phan tir nao ctia 16p tuong duong d6 dé lam dai dién (chang han la x) va viét [x].

Dinh nghia 7.8. Cho tap hop S va mét quan hé tuong duong ~ trén tap hop S. Tap thuong ctia ~ trén
tap hop S tap 1a mot tap hgp gom tat ca cac 16p tuong duong theo ~. Tap thuong ctia ~ trén tap hop S
duoc ki hiéu la S/... Chung ta viét

S/~ ={lxllx€S}

Ngugc lai, cho trudc mot phan hoach ctia mot tap hop S khac réng, ching ta c6 thé dinh nghia mot quan
hé tuong duong tuong ting vdi phan hoach d6. Gia stt ho cac tap hop S; (vdii € I va tap hop I khéac rong) tao
thanh mét phan hoach cua tap hgp S. Khi d6 ching ta dinh nghia mét quan hé # trén S nhu sau: xZy néu
va chi néu ton tai i € I sao cho x va y 1a phan t cia A;. Trong trudng hgp nay, Z chinh la moét quan hé tuong
duong. Phan kiém chiing, ching t6i xin nhuong lai cho ban doc.

7.3 Truong hop riéng: Quan hé thu tu

Trudc muc nay, chiing ta da nhac dén quan hé nhé hon hoéc bang gitta cac s6 thuc va goi d6 1a quan hé so
sanh. Thuc ra, tén goi chinh thitc ctia loai quan hé nay la quan hé thi tu.

Dinh nghia 7.9 (Quan hé thit tv). Quan hé thw tu (hay con goi la quan hé thu tu bé phan) trén mot tap
hop 1a mot quan hé hai ngoéi trén tap hgp d6 va quan hé thi tu théa man ba tinh chat: phan xa, phan déi
xting, va bac cau. Chuing ta viét bang 15i va ki hiéu, néu % 1a mot quan hé thi tu trén tap hop S thi 2
théa man ba tinh chét:

(i) (Phan xa) V4i moi x € S, c6 xZx.
(ii) (Phan déi xing) V&i moi x,y € S, néu xZy va y%x thix = v.
(iii) (Bac cau) V6i moi x,y,z € S, néu xZy va y#z thi x%z.

Mot tap hop véi mot quan hé thi tu trén do duoc goi la tap duogc sa‘ip.

Quan hé thu ty thuong duoc ki hiéu la < néu nhu khong c6 hiéu nham nao hoéac khong c6 quy udc gi khéc.
Néu x < y thi ching ta cing viét y > x. Khi x < y va x # y thi chung ta viét x < y hodc y > x. Khi x < y thi thay
vinéi “x nhé hon y” (4p dung véi phan ti ctia cac tap hop sd), ching ta néi “x di trude y”.

Chiing ta xem xét hai vi du tiéu biéu vé quan hé thu tu.
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Vi du 7.10. Trén tap hop sb thuc, chiing ta c6 quan hé nhd hon hodc bang, véi ki hiéu <. Day 1a mot quan
hé thit tu. Quan hé nhé hon (véi ki hiéu <) trén tap sb thuc thdéa man tinh chét bac cau nhung khong théa
man tinh chat phan xa va phan déi xing nén khong phai 1a mot quan hé thu tu.

Ngoai ra, véi hai s6 thuc x, y khac nhau, chi c6 mét trong hai ménh dé sau la ding: (1) x <y, (2) y < x.
Néu hai s6 thuc bang nhau thi gitra ching c6 quan hé thit ty, theo tinh chat phan xa.

Vi du 7.11. Ching ta xét tap ldy thira ctia tdp hop gdm hai phan tir {1,2}. P({1,2}) = {2, {1},{2},{1,2}}.
Quan hé bao ham gitra céc tap hop la moét quan hé thi tu trén tap lay thira nay.
Tuy nhién, mdc dit c6 nhiing cdp tap hop c6 thé dat vao quan hé bao ham, chéng han nhu

@c{l);, @c{2, oc{1,2};, {1}ci{1,2}; {2}c{1,2}

nhung van c6 cdp tap hop khong thé dit vao quan hé bao ham, do6 la: {1} khong phai tap hgp con ctia
{2} va {2} cling khong phai tdp hop con caa {1}. Pay 1a sy khac biét mau chot gitra vi du nay va vi du lién
trude.

T su khac biét gitra hai vi du vé quan hé thi ty, chiing ta dua ra dinh nghia sau.

Dinh nghia 7.12 (Quan hé thit tu toan phén). Cho truédc mot tap hop va mét quan hé tha tu trén tap hop
d6. Néu hai phan tir bt ki ctia tip hop nay luén dit dugc vao quan hé thit tu da cho (ching ta con néi
rang hai phan ti nhu vay so sanh dugc v6i nhau) thi chiing ta néi quan hé thit tu nay 1a quan hé thi tu
toan phan.

Mot tap hop véi mot quan hé thu tu toan phﬁn duogc goi la tap dugc sfip toan phfm.

Quan hé thu tu toan phén la truong hop riéng cta quan hé thu tu (quan hé thi tu bd phan). Khi ngtt canh
chi cho biét mét quan hé 1a quan hé thi tu thi ching ta hiéu d6 1a quan hé thi tu bo phan, cho dén khi chi ra
duge d6 1a quan hé thit tu toan phan.

Trong mot tap dugc sap, c6 thé ton tai nhitng phan tir dugc goi 1a phan ti nhd nhét va phan tir 16n nhat.

Dinh nghia 7.13 (Phan t&t nh6 nhat va phan tr 16n nhat). Cho tap S 1a mot tap hop khac réng duoc sap
véi quan hé thu tu <.

(i) Phan tr x ctia S dugc goi la phan tir nhé nhéat (theo quan hé thit tu <) néu véi moi phan tir y ctia S,
c6 x < y. Phan tir nhd nhat ctia S dugc ki hiéu la min S.

(ii) Phan t&r x ctia S dugc goi la phan tir 16n nhét (theo quan hé thit tu <) néu v6i moi phan tir y cta S,
c6 y < x. Phan tir 16n nhét ctia S dugce ki hiéu 1a max S.

Tuy mot quan hé thit tu c6 thé khong phai quan hé thit ty toan phan, nhung khi mot tap dugc sap c6 phan
t& nho nhat (hay 16n nhét) thi phan tr d6 so sanh dugc véi tat ca cac phan ti khac trong tap hop da cho.

Dinh 1y 7.14. Néu mot tdp duoc sip 6 phan tir nhé nhét (hay 16n nhdt) thi phan tir d6 la duy nhat.

Chitng minh. Chiing ta goi tap hgp dugc sap da cho 1a S, ki hiéu quan hé thi tu trén S 1a <.

Néu x, y 1a cac phan tr nhd nhét cta S thi theo dinh nghia phan t&t nhé nhit, x < y va y < x. Theo tinh chét
phan déi xing, x = y. Do d6 néu S ¢ phan ti nho nhét thi phan ti nho nhat d6 1a duy nhat.

Néu a,b 1a cac phan tir 16n nhat cta S thi theo dinh nghia phan t 16n nhat, a < b va b < a. Theo tinh chat
phan dbi xing, a = b. Do d6 néu S c6 phan tir 16n nhét thi phan tir 16n nhéat d6 1a duy nhét. o
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7.4 Truong hgp riéng: Quan hé tién thir tu

Quan hé thu tu 1a mot trudng hop riéng ctia quan hé tién thit tu. Quan hé tién thit tu 6 tinh chat phan xa, bac
cau, nhung khong nhét thiét c6 tinh chat phan ddi xing.

Dinh nghia 7.15 (Quan hé tién thit ty). Quan hé tién thit tu (hay con goi la quan hé tién thit tw bo phan)
trén mot tap hop la mot quan hé hai ng6i trén tap hop dé va quan hé tién thit tu thda man hai tinh chét:
phan xa va béc cau. Chung ta viét béng 16i va ki hiéu, néu Z 1a mot quan hé tién thi tu trén tap hop S thi
Z théa man hai tinh chat:

(i) (Phan xa) V4i moi x € S, c6 xZx.
(ii) (Béc cAu) V&i moi x, y,z € S, néu x#Zy va y#z thi x#z.

Noi riéng, trong mot tap hgp voi mét quan hé tién thit tu duge dinh nghia trén do, néu hai phﬁn tir bat
ki ludén dat duge vao quan hé tién thi ty thi ching ta néit d6 1a quan hé tién thit tu toan ph?ln.

Quan hé tién thi tu duoc ki hiéu bdi <. Chung ta xem xét mot vi du vé quan hé tién thu tu nhung lai khong
phai quan hé thu tu.

Vidu 7.16. Trén tap hgp sd nguyén ciing c6 quan hé chia hét. Tuy nhién quan hé chia hét trén tap hgp sd
nguyén c6 tinh chat phan xa va bac ciu, nhung khong c6 tinh chat phan déi xiing (chang han, 2 chia hét
—2 va -2 chia hét 2 nhung 2 # -2).

Quan hé chia hét trén tap hop sb nguyén la mot quan hé tién thit ty, nhung khong phai quan hé thi tu.

Vi du trén day chi don thuan la vi du cho sy ton tai cia mot quan hé tién thit ty ma khong phai quan hé
thit ty, va duong nhu khong cung cap nhiéu thong tin. Trong Chuong 4, ching ta sé dinh nghia mot quan hé
tién thi tu c6 y nghia trong viéc xay dung tap hgp sb thuc.

Dinh nghia 7.17. Cho truéc mot tap hgp va mot quan hé tién thir ty trén tip hop d6. Néu hai phan ti
bat ki clia tap hop nay luoén dat dugc vao quan hé tién thu tu da cho thi ching ta n6i quan hé thi tu nay
la quan hé tién thit tu toan phan.

Pinh nghia 7.18 (Can trén va Can dudi). Cho mét tap hop S dugc dinh nghia moét quan hé tién thit tu bo
phin < va A la mot tap hop con cta S.

(i) Mot phan tir u cia S dugc goi la mot can trén ctia A néu nhu v6i méi phan tir a ctia A, chiing ta ¢6
a < u. Ching ta con néi A bi chan trén boi u.

(i) Mot phan t € ctia S dugc goi 1a mot can dudi ctia A néu nhu véi mbi phan tir a ca A, ching ta c6
¢ < a. Chang ta con néi A bi chan dudi boéi £.

(iii) Tap hop A duoc goi la bi chan néu A c6 ca can trén va can dudi.

Dinh nghia 7.19. Cho mét tadp hop S dugce dinh nghia mot quan hé thir tu by phin < va A 1a mot tap hop
concua S.

(i) Mot phan tir x ctia S dugc goi la mot can trén nhé nhat, hay can trén ding, hay supremum ctia A
néu nhu véi méi can trén u ctia A, chiing ta ¢ x < u. Can trén nhé nhat ctia A dugc ki hiéu 1a sup A.

(ii) Mot phan tir y ctia S dugc goi 1a mot can duéi 16n nhét, hay can du6i ding, hay infimum cta A




CHUONG 2. ANH XA VA QUAN HE 32

néu nhu véi mbi can dudi € ctia A, ching ta ¢6 ¢ < y. Can dudi 16n nhat ctia A duge ki hiéu 1a inf A.

Khai niém can trén, can dudi, can trén dang, can dudi diung duoc ap dung cho ca quan hé tién thu tu va
quan hé thu tu.
Chting ta theo doi vi du sau.

Vidu 7.20. Tap hop
11 1 . A % R
S= {1, 730 } = {ﬁ | n 1a mot so nguyén duong}

1a mot tap hop con ctia tap hgp s6 hiru ti Q. Tap hop Q dugc sap thi tu toan phan.

e Sbichdntrénbdil,?2,3,3,... vabichin dusibsio, 3, -1, ...
e 11a can trén nhé nhét cta S.

e S khong c6 phan tir nho nhat. B&i vi méi phan tir L ctia S, luén c6 phan ti nhé hon, chdng han

e 01a can dudi l6n nhét ctia S. Gia st phan chiing rang S c6 mot can duéi 16n hon 0. Can dudi d6
(1a mot sb hitu ti vi ching ta dang xét S 1a tap hop con ctia Q). Chiing ta ki hiéu phén sb tbi gian
cta can dudi dé la s. Nhung vi 5 > ll] > %} nén s khong phéi can dudi cta S, dan dén gia st phan
chiing 1a sai. Do d6 chting ta khang dinh 0 la can dudi 16n nhat ctia S.

e 1 vira la can trén nho nhét, vira 1a phan ti 16n nhét ctia S. Con 0 1 can dudi 16n nhét ctia S nhung
khong thudc S, va do d6 khong phai phan ti nhé nhét cua S.

Trong mot tap hop con A ctia mdt tap hop S voi mot quan hé thit ty, c6 thé c6 phan tir nhd nhét, phan ti
16n nhét, can dudi dung, can trén ding. Nhiing khai niém nay khong nén bi nham 1an.

e Néu A c6 phan tir 16n nhét thi phan tr d6 cting 1a can trén ding.
e Néu A c6 phan tir nhé nhat thi phan tir d6 cling 1a can duéi ding.

e Néu A c6 can trén ding thi can trén diing khong nhét thiét thudc A, va khong nhét thiét 1a phan t 16n
nhéat ctia A.

e Néu A c6 can dudi diing thi can dudi ding khong nhét thiét thudc A, va khong nhét thiét 1a phan ti nhd
nhéat cta A.
7.5 Bai tap
Bai tap 7.1. Chiing minh quan hé dong du modulo 7 trong Vi du 7.4 1a mot quan hé tuong duong.

Bai tap 7.2. Vi mdi s6 nguyén 4, ching ta ki hiéu 16p tuong duong theo quan hé dong du modulo 7 va chira
a1a [a],,, hoac [a] néu n da r6.

(i) Chung minh réng vGi moi sb nguyéna, b, c, d. Néua=,cvab=s,dthia+c=,b+d.
(ii) Chung minh rfing v6i moi sb nguyéna, b, c, d. Néua=,cvabz=,dthiac=, bd.

Bai tap 7.3. Tap thuong ctia quan hé dong du modulo 7 trén tap hop s6 nguyén Z dugc ki hiéu 1a Z/nZ. Phan
(i) va (ii) ctia bai tap trudc la co sd dé chuing ta dinh nghia phép cong va phép nhan trén Z/nZ nhu sau

lal, + [b], = [a+D],  [al, - [b], = [aD],.
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(i) Ching minh rang phép cong trén Z/nZ c6 tinh chat két hop va giao hoan.

(ii) Chiing minh rang phép nhén trén Z/nZ c6 tinh chét két hop, giao hoan, va tinh chét phan phéi véi phép
cong.

(iii) Gia st thém n 1a mot s6 nguyén td. Ching minh rang néu [a], # [0], thi ton tai s nguyén x sao cho
[al, - [x], = [1],. [Goi y: S&t dung dong nhét thirc Bézout.]

Nho két qué ctia Bai tap 7.2 phép cong va phép nhan trén Z/nZ trong bai tap vira rdi khong phu thudc vio
vigc chon phan tir dai dién ciia lop tuong duong.

Bai tap 7.4. Cho tap hgp S va mot quan hé tuong duong ~ trén S. Chitng minh rang ton tai mot toan anh
f:5—>5/..

Bai tap 7.5. Cho tap hgp S va mot quan hé tién thit ty < toan phan trén S. Hai phan tir a va b cta S dugc goi la
c6 quan hé ~néu vachinéua sbvab <a.

(i) Ching minh réng ~ la mét quan hé tuong duong trén S.
(ii) Néu < la mot quan hé tién thi ty khong toan phan trén S thi két luan & phan (i) c6 con ding khéng?

Bai tap 7.6. Chting ta da biét rang trong tap hop sb thuc R, v6i moi sé thuc x, y, z, néux < ythix +z < y + z.
N6i cach khac, phép cong trén tap hop s thuc tuong thich véi quan hé thi ty < trén tap hop s6 thue. Ching
minh rang v6i méi s6 nguyén duong n > 1, trén tap hop Z/nZ, khong ton tai quan hé thi ty toan phan nao
tuong thich v6i phép cong trén Z./nZ.

Bai tap 7.7. Cho A la tap hgp con khéc rong ctia tap hop S v6i mot quan hé thit ty mot phan.

(i) Gia st A c6 can trén nho nhat. Ching minh rang A c6 phan tir 16n nhat khi va chi khi sup A 1a mot phan
t cua A.

(i) Gié st A c6 can du6i 16n nhat. Chiing minh rdng A c6 phan tir nhd nhét khi va chi khi inf A 1a mot phan
ttr cia A.



Chuong 3
S6 tu nhién, s6 nguyén, va so hiru ti

“God made the natural numbers; all else is the work of man.”

Leopold Kronecker (1823 — 1891)

8 SO tu nhién

8.1 Hé tién dé Peano

Cubi thé ki 19, nha toan hoc ngudi Y Giuseppe Peano dua ra mot hé tién dé vé cac s6 tu nhién. Hé tién dé nay
gdm 9 tién dé sau.

Tién dé 8.1. 0va S Ia hai d6i tuong khong duoc dinh nghia.

(PA1) 0 la mot sé tu nhién.
(PA2) Vi moi s6 tur nhién x, cd x = x.
(PA3) Vigi moi s6 tu nhién x va y, néu x = y thi y = x.
(PA4) Véi moi s6 tw nhién x,y, vaz, néux = yovay =z thi x = z.
(PA5) Vi moi x va y, néu y la s6 tw nhién va x = y thi x cing la mot s6 ty nhién.
(PA6) Vi5i moi s6 tu nhién x, S(x) la mot s6 tu nhién.
(PA7) Viéi moi s6 tw nhién x va y, néu S(x) = S(y) thi x = y.
(PA8) Vi moi so tir nhién x, S(x) # 0.
(PA9) Néu mot tip hgp A théa man hai diéu kién sau

e DA,

o 0Gi moi s6 tir nhién n, n € A kéo theo S(n) € A,

thi moi s6 tu nhién déu thudc A.

Tap hop (tAt cd) cac sb tu nhién dugc ki hiéu 1a N.

Tién dé 1 khang dinh tap hop s6 tu nhién khong rong. Hé tién dé ban dau ctia Peano chon 1 1am s6 tu nhién
“dau tién” thay vi 0. Nhung trong tac phdm chinh thitc ctia minh, dng lai chon s6 0 1am s6 ty nhién dau tién.
Cho dén nay, cong dong toan hoc khong théng nhét rang 0 1a sb tu nhién hay khong — Day chi la van dé quy

udc. Vi sy nhap nhang do, thay vi viét 1a “sé tu nhién”, nhiéu tac gia chon cach viét 1a “sb nguyén duong”, “s6
nguyén khong am”.

34
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Tién dé 2, 3, 4, 5 n6i vé quan hé bang nhau trén tap hgp sb tu nhién. Ba tién dé 2, 3, 4 khang dinh quan hé
bang nhau trén tap hop s6 tu nhién la mot quan hé twong duong. Tién dé 5 ¢6 nghia la tap hop s6 tu nhién 1a
dong dudi quan hé bang nhau (mdt s6 tu nhién khong thé bang mot ddi tugng nao dé nam ngoai tap hop sb tu
nhién).

Ddi tugng S khong duge dinh nghia trong hé tién dé trén. S duge goi la ham successor (c6 nghia 1a ké
tiép, ching t6i khong ding tén goi dugc dich). Tién dé 6 phét biéu rang tap hop s6 tu nhién déng dudi ham
successor. Tién dé 7 c6 nghia 1a S 1a mot don anh. Tién dé 8 c6 nghia la khong c6 s6 tu nhién nao nhan 0 lam
s6 tu nhién lién sau né. Y nghia ctia ham successor la né gan mot sb tu nhién véi sé tu nhién ngay ké tiép.

Tuy mang mot hinh thic khac, nhung tién dé 9 chinh la nguyén ly quy nap toan hoc. Tién dé 9 con duoc
goi 1a tién dé quy nap.

Néu phai xay dung lai cac phép toan va quan hé thu tu trén tap hop s tu nhién tir hé tién dé Peano thi
cac cong cu duy nhét chiing ta c6 1a nhitng két qua tir ly thuyét tap hop, phuong phéap phan chiing va phuong
phap quy nap toan hoc. Dudi day la chiing minh cho nguyén ly quy nap toan hoc.

Chting ta nhac lai ndi dung nguyén ly quy nap toan hoc: Néu hai diéu kién sau théa man

(i) ménh dé p(0) ding,
(ii) v&i moi sb ty nhién k > 0, p(k) kéo theo p(k + 1),
thi p(n) ding v6i moi s6 tu nhién 7.
Chitng minh nguyén Iy quy nap todn hoc. Ching ta goi A 1a tap hop cac s ty nhién 1 sao cho c6 p(n).
Vico p(0) nén 0 € A.

Vi v6i moi s6 tu nhién k > 1, p(k) kéo theo p(k + 1) nén vdi moi s6 tu nhién k > 1, k € A kéo theo (k + 1) € A.
Theo tién dé 9, A chita moi s6 tu nhién. Theo dinh nghia cta tap hop A, c6 p(n) v6i moi s6 ty nhiénn. O

C6 thé ban doc da bo qua mot cau hoi: “Ngoai 0, con s6 ty nhién 7 nao ma khéng ton tai s6 tu nhién m sao
cho S(m) = n khong?” Cau tra 1oi 1a khong. Nhung chiing ta can mot chitng minh.

Dinh 1y 8.2. Néu n la mot s6 tu nhién khdc O thi ton tai mét s6 tu nhién m sao cho S(m) = n.

Chitng minh. Ménh dé c6 phat biéu twong duong nhu sau: V&i moi s6 ty nhién 7, néu n khéc 0 thi ton tai so ty
nhién m sao cho S(m) = n.

Khi n = 0, tic 1a ménh dé n 1a s6 tu nhién khac 0 sai, thi theo tién dé 8 khong c6 s tu nhién m nao sao cho
S(m) =n (luuy ré“mg ménh dé kéo theo P = Q dung khi P va Q sai).

Khin =1, chung ta ¢6 S(0) = 1.

Gid str v6i sb tu nhién k > 1, n = k kéo theo ton tai s6 tu nhién m sao cho S(m) = k. Khi d6 S(S(m)) = S(k).

Vay, theo nguyén ly quy nap toan hoc, v6i moi s6 tu nhién n khac khong, ton tai s6 ty nhién m sao cho
S(m) = n. O

Véi dinh ly trén, chiung ta két luan duoc réng céc sb tu nhién theo hé tién dé Peano duoc sinh ra tir 0 va
ham successor.
8.2 Cac phép toan va quan hé thi tu trén tap hop s6 tu nhién

Trong muc nay, ching ta sé dinh nghia hai phép todn cdng, nhan va quan hé thit tu trén tap hop s6 tu nhién
theo hé tién dé Peano.
Phép cOng hai s6 tu nhién dugc dinh nghia b.:ng dé quy nhu sau.

Dinh nghia 8.3 (Phép cong sb tu nhién). Phép cong hai sb tu nhién 1a mot phép toan hai ngdi trén IN, ki
hiéu 1a +. Phép céng hai s tu nhién a va b cho ra két qua la mot s6 tu nhién, duoc ki hiéu 1a 2 + b, duoc
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goi 1a téng ctia a va b. V6i hai sb tu nhién x va y, Chiing ta dinh nghia

x+0=x,

x+5(y) = S(x +y).

Phép nhan s6 tu nhién ciing dugc dinh nghia bang dé quy.

Dinh nghia 8.4 (Phép nhan s6 tu nhién). Phép nhan hai s ty nhién 1a mot phép toan hai ngoi trén IN, ki
hiéu la -. Phép nhan hai s6 tu nhién a va b cho ra két qua la mot s tu nhién, duoc ki hiéu la a - b, duge goi
1a tich ctia a va b. Véi hai s6 tu nhién x va y, ching ta dinh nghia

x-0=0,

x-S(y) =x+(x-y).

Chting tdi sé khong chitng minh lai cac tinh chat quen thudc ctia phép cong, nhan, va quan hé thu tu trén
tap hop s6 tu nhién. Thay vao dé, chiing tdi vach ra trinh ty logic ctia nhitng tinh chat d6 dé ban doc tu kiém
chung.

Dinh ly 8.5. Trong tdp hop so tu nhién
(i) Phép cong cd tinh chit két hop. N6i cich khdc, vdi moi s6 tw nhién x, vy, z, chiing ta ¢ (x+y) +z = x + (y +2).
(ii) Vi moi s6 tu nhién x, c6 0 + x = x.
(iii) Phép cong cd tinh chit giao hodn. NGi cdch khdc, vdi moi s tu nhién x,y, ching tacé x + y = y + x.
(iv) Vi moi s6 tu nhién x,y, x + y = x kéo theo y = 0.
(v) Hai s6 tu nhién ava b théa mana+b = 0khi vachikhia=b = 0.

(vi) Hai s6 tu nhién ava b théa mana +b = 1khiva chikhia=0,b=1hojca=1,b=0.

Dinh 1y 8.6. Trong tdp hop s6 tu nhién

(i) Phép nhin cd tinh chat phan phdi (tix bén phdi) vdi phép cong. Noi cich khic, vdi moi so ty nhién x, v, z,
chingtacd (x+y)-z=(x-2)+ (y - 2).

(ii) Phép nhdn cd tinh chit két hop. N6i cdch khdc, vdi moi s6 ty nhién x, v, z, chiing ta cé (x - y) -z = x - (y - 2).
(iii) Vi moi so tu nhién x, c0 0 - x = 0.

(iv) V&i moi sb tur nhién x, cd x - S(0) = S(0) - x = x.

(v) Phép nhan c6 tinh chét giao hodn. N6i cdch khdc, vdi moi s6 ty nhién x,y, ching ta céx -y =y - x.

(vi) Vi moi s6 tu nhién x,y, x - y = 0 khi va chi khi x = 0 hodc y = 0.

(vii) V&i moi s6 tw nhién x,y, x -y = 1 khiva chikhix = y = 1.

Quan hé thu ty trong tap hop s6 tu nhién duge dinh nghia dya trén phép cong sb tu nhién.
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Dinh nghia 8.7. S6 tu nhién x dugc goi 1a nho hon hodc béng s6 tu nhién y néu va chi néu ton tai sb tu
nhién z sao cho x + z = y. Khi d6, ching ta ki hiéu x < y. Néu x < y va x # y thi chiing ta néi x nhé hon y
va ki hiéux < y.

Quan hé < trong dinh nghia trén 1a moét quan hé thu tu toan phén. biéu nay dugc khéng dinh trong dinh
ly sau.

Dinh 1y 8.8. (i) Quan hé < trén tdp hop s6 tu nhién théa man tinh chdt phdn xa va bic ciu.
(ii) Vi&i moi s6 tu nhién x, cé x < S(x).
(iii) Quan hé < trén tdp hop s6 ty nhién théa man tinh chat phin doi xing.

(iv) Quan hé < trén tdp hop so tu nhién la mét quan hé thi tu toan phan.

Su tuong thich ctia quan hé < va hai phép toan cong va nhan trén tap hgp sb tu nhién dugc trinh bay trong
dinh ly sau.

Dinh 1y 8.9. (i) Vdi moi s tw nhién x,y, x < y thi vdi moi s6 ty nhiénz, 6 x +z < y + z.

(ii) Vioi moi s ty nhién x,y, x < y thi vdi moi s6 ty nhiénz,c6x -z < y - z.

Bang phuong phap phan chiing, tir dinh ly trén, ching ta rit ra hé qua sau.

Hé qua 8.10. V&i moi s6 tw nhién x,y,z, néux+z=y+zthix=y.

Dinh Iy sau day con dugc phét biéu rang “Giita hai s6 tu nhién lién tiép, khong con sb tu nhién nao khac.”

Dinh 1y 8.11. Vii moi s6 ty nhién m,n, néu n < m va m < S(n) thi hodc m = n hogc m = S(n).

8.3 Baitap
Bai tap 8.1. St dung cac két qua phia trudc Dinh 1y 8.11, hay chiing minh dinh Iy nay.
Bai tap 8.2. Vi mdi sb tu nhién n, A, 1a tap hop cac s6 tu nhién 16n hon hoac bé“mg n.
(i) Ching minh rang hop ctia tat ca cac tap hop A, 1a tap hop s6 tu nhién IN.
(ii) Chitng minh rang giao ctia tat cd cac tap hop A, 1a tap hgp rong.
Bai tap 8.3. Chiing minh rang
(i) Ton tai hai tap hop con c6 vo han phén tr caa tap hop s6 tu nhién N sao cho hai tap hop do6 roi nhau.

(ii) Ton tai hai tap hop con c6 vo han phan tir cta tap hgp s6 tu nhién N sao cho giao cta hai tap hop dé c6
ding n phan tt, trong d6 1 1a mot sb tu nhién.

(iii) Ton tai hai tdp hgp con A, B c6 vo han phan ti ctia tap hgp s6 tu nhién IN sao cho cac tap hop ANB, A\ B,
B\ A c6 v6 han phan tt.
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9 Songuyén

9.1 Xay dung tap hop s6 nguyén

Cho dén lic nay, ching ta chua dinh nghia phép trir s6 tu nhién. Tir Hé qua 8.10 va dinh nghia quan hé < trén
tap hop sb tu nhién, chiing ta suy ra rang: Néu x < y thi ton tai duy nhdt sb tu nhién z sao cho x + z = y. Day la
o s& dé chiing ta dinh nghia phép trir hai s6 tu nhién.

Dinh nghia 9.1 (Phép trir hai s6 tu nhién). Cho hai s6 tu nhién x, y sao cho x < y. S6 ty nhién z duy nhat
thoa man x + z = y dugc goi 14 hiéu ctia y va x. Chung ta ki hiéuz = y — x.

Néu hai s6 ty nhién x va y khong théa man x < y thi y < x (c6 dugc 1ap ludn nay la nho < 1a mot quan hé
thit ty toan phan trén tap hgp sb tu nhién). Theo dinh nghia quan hé < trén tap hop s6 tu nhién, pha dinh cta
x < y tuong duong véi viéc khong ton tai s6 tu nhién z nao sao cho x + z = y. Nhu vay, ¢6 nhitng truong hop
ma ching ta khong thuc hién dugc phép trir hai s6 tu nhién theo dinh nghia trén. D€ dinh nghia dugc phép
trir hai s6 ty nhién bat ki, chiing ta can bd sung cac ddi tugng méi vao tap hop s6 tu nhién — Bdéi vi khi do,
hiéu y — x véi y < x khong phai 1a mot s tu nhién.

Trude khi dua ra mot dinh nghia nhu vay, chung t6i c6 mot nhan xét: Néu cic sb tu nhién x, Y,z thda man
x+z=ythi

z=2-0=y-x= 5@ - SE = S(S(y) - S(S) = -

Cac dang thic trén ggi y mot quan hé tuong duong trén tap hop IN x IN.

Dinh 1y 9.2 (Quan hé twong duong gitta cac cip s6 tu nhién). Hai cip cd thi tu s6 ty nhién (a,b) va (c,d)
duoc goi la co quan hé ~ khiva chi khia +d = b + c. Khi do quan hé ~ trén tdp hop N X IN la mét quan hé tuong
duong.

Bang quan hé twong duong trong dinh ly trén, ching ta dinh nghia tap hgp s6 nguyén nhu sau.

Dinh nghia 9.3. Tap thuong (IN X IN)/. la tap hop sO nguyén. Chung ta ki hiéu mét s tu nhién 1a [(a, b)],
trong d6 a va b 1a hai s6 tu nhién. Tap hop s6 nguyén (tap thuong (N x IN)/.) duge ki hiéu la Z.

Dé quen hon véi dinh nghia nay, chiing ta theo d6i mot vi du.

Vi du 9.4. V6inla s6 ty nhién, ching ta c6
L0)~21)~GB,2)~--~(n+1,n)[10)]
(210) ~ (3r 1) ~ (4/2) ~o (T’Z +2,11) € [(210)]/

0,1) ~ (1,2) ~ (2,3) ~ -+ ~ (n,n + 1) € [(0,1)],
0,2) ~ (1,3) ~ (2,4) ~ -+ ~ (n,n +2) € [(0,2)].

9.2 Cac phép toan va quan hé thit tu trén tap hop s6 nguyén

Dau tién, ching ta dinh nghia phép cong sb nguyén.

Dinh nghia 9.5 (Phép cong s6 nguyén). Phép cong sd nguyén la mot phép toan hai ngdi trén tap hop sb
nguyén, ki hiéu 1a +. Vi hai s6 nguyén [(a,b)] va [(c,d)], chiing ta ki hiéu két qua ctia phép cong hai s6



CHUONG 3. SO TU NHIEN, SO NGUYEN, VA SO HUU Ti 39
nguyén nay la [(a, b)] + [(c, )] va dinh nghia

[(@,b)]+[(c,d)] =[(a+cb+d)].

Dinh nghia trén khong phu thudc vao viéc chon dai dién cta 16p tuong duong. No6i cach khac, néu ching
ta chon hai phén tar khac nhau (a1, b1) ~ (a2, by) tir 16p tuong duong [(a,b)] va hai phén tir khac nhau (¢q,d1) ~
(c2, d) tir 16p tuong duong [(c, d)] thi

[(a1,01)] + [(c1,d1)] = [(a2, b2)] + [(c2, d2)]-

Trong tap hgp s6 ty nhién, véi hai s6 tu nhién x, y bat ki, ton tai s6 tu nhién z khi va chi khi x < y. Néi cach
khéc, phép trir hai s6 tu nhién khong phai ltic nao cting thyc hién duge. Dinh ly sau day khang dinh rang luén
thuc hién dugc phép tru s6 nguyeén.

Dinh 1y 9.6. Vi moi s6 nguyén [(a, b)], [(c,d)], ¢ [(a,b)] + [(b + c,a + d)] = [(c, d)].

Phép cong s6 nguyén c6 cac tinh chat sau.

Dinh 1y 9.7. Trong tdp hop s6 nguyén,

(i) Phép cong hai s6 nguyén cd tinh chit két hop. Néi cich khdc, vdi cdc s6 nguyén [(a,b)], [(c, d)], [(x, y)], chiing
ta co

([@, b)] + [(c, DD + [(x, )] = [(@, b)] + ([(c, )] + [(x, y)])
(ii) V&i moi so nguyén [(a, b)], chiing ta cé [(a, b)] + [(0,0)] = [(0,0)] + [(a, b)] = [(a, b)].
(iii) Voi moi s6 nguyén [(a, b)], chiing ta c6 [(a, b)] + [(b,a)] = [(b,a)] + [(a, b)] = [(0, 0)].

(iv) Phép cong hai s6 nguyén co tinh chat giao hodin. N6i cich khdc, véi moi s6 nguyén [(a, b)), [(c, d)], chiing ta
co

[(a,b)] + [(c, d)] = [(c,d)] + [(a, b)].

Dinh ly 9.8. Trong tip hop sé nguyén,

(i) Ton tai duy nhat s6 nguyén dugc goi la phan tir déng nhét ciia phép céng. Noi cich khic, ton tai duy nhit
s6 nguyén 6 sao cho vdi moi sé nguyén a, céa+6=60+a=a.

(ii) V&i méi s6 nguyén a, ton tai duy nhit sé nguyén B duoc goi la phdn tir d46i, hay sé nguyén déi ciia a. N6i
cdch khdc, vdi méi s6 nguyén a, ton tai duy nhat so nguyén B sao cho a + = p +a = [(0,0)].

Phan tir dong nhat ctia phép cong s6 nguyén 1a [(0,0)]. Phan tir ddi cda sb6 nguyeén [(a, b)] 1a [(b, a)].
Dinh ly trén la co s cho dinh nghia va ki hiéu sau day.

Dinh nghia9.9. (i) V&i mbi sd nguyén a, s6 nguyén dbi ctia a duge ki hiéu 1a —a.

(ii) Phép trir hai s6 nguyén la mot phép toan hai ngoi trén tip hgp sb nguyén. Két qua ctia phép trir hai

s6 nguyén a va § 1a téng cta a va (—f). Ching ta ki hiéu két qua ctia phép trir @ cho f1a a — B.

Chting ta gap kho khén trong viéc dinh nghia phép nhan hai s6 nguyén. Dé khac phuc diéu nay, ching ta
dinh nghia s6 nguyén duong, s nguyén am, s6 nguyén khong am.
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Dinh nghia 9.10. (i) Mot s6 nguyén a = [(x, y)] dugc goi la mot s6 nguyén dwong néu ton tai sb tu
nhién n # 0 sao cho (1,0) ~ (x, y) (ndi cach khac, (1, 0) thudc 16p tuong duong [(x, y)]).

(ii) Mot s6 nguyén a = [(x, y)] dugc goi 1a mot s6 nguyén am néu khong ton tai s6 tu nhién 1 nao sao
cho (n,0) ~ (x, y).

Theo dinh nghia trén, mot s6 nguyén la khong am néu sb nguyén dé bang [(0,0)] hodc sb nguyén dé 1a

SO

nguyén duong. Dinh ly sau day cho phép mo ta sb nguyén am t6t hon, thay vi stt dung phu dinh nhu trong

dinh nghia trén.

Dinh 1y 9.11. (i) SO nguyén a la s6 nguyén khong dm khi va chi khi ton tai s6 tu nhién n sao cho a = [(n,0)].
Ngoai ra, néu « la 6 nguyén khong am thi ton tai duy nhat s6 tu nhién n sao cho a = [(n, 0)].

(ii) S6 nguyén a la s6 nguyén dm khi va chi khi ton tai s6 tu nhién n # 0 sao cho a = [(0,n)]. Ngoai ra, néu a I
s6 nguyén dm thi ton tai duy nhat s6 tw nhién n # 0 sao cho a = [(0,n)].

(iii) S6 nguyén a la s6 nguyén duong khi va chi khi (—a) la s6 nguyén am.

Véi dinh ly trén va dinh nghia phép cong s6 nguyén, chiing ta thu dugc hé qua sau.

Hé qua 9.12. (i) Tong hai s6 nguyén duong la mot s6 nguyén duong.
(ii) Tong hai s6 nguyén khong am la mot s6 nguyén khong dm.

(iii) Tong hai s6 nguyén dm la mot s6 nguyén am.

Chting ta bat dau dinh nghia phép nhan s6 nguyén.

DPinh nghia 9.13. Phép nhan hai s6 nguyén la mot phép toan hai néi trén tap hogp s6 nguyén. Két qué cta
phép nhén hai s6 nguyén a, g dugc ki hiéu la a - B, dugc goi 1a tich hai s6 nguyén a, f va dugc dinh nghia
cho dt bén trudng hgp nhu sau:

e Néuava Blacac ) nguyén khong dm thi ton tai sb tu nhién m, n sao cho a = [(m,0)] va B =1[(n0)].
Chung ta dinh nghia
a-B=I[(m-n0)]

e Néu a la s6 nguyén khong am, f 1a s6 nguyén am thi ching ta dinh nghia
a-p=-a-(=p).

e Néu a la s6 nguyén am, g 1a sé nguyén khong am thi ching ta dinh nghia
o f=—(-a) p.

e Néu a la s6 nguyén khong am, f 1a s6 nguyén khong am thi chiing ta dinh nghia

a-p=(=a) (=p)

Trong dinh nghia trén, ching ta ldy dinh nghia phép nhan hai s6 nguyén khong 4m lam co s& dé dinh
nghia phép nhan hai s6 nguyén trong cac truong hop khac. C6 mét cau héi muodn thud ma nhiéu ngudi hoc
toan ludn dat ra: “Tai sao tich cta hai s6 nguyén am lai la mot s6 nguyén duong?” D6 1a béi dinh nghia nhu
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vay gilip phép cong va phép nhan s6 nguyén cé duge cac tinh chdt mong mudn — chang han tinh chat phan
phdi ctia phép nhan véi phép cong sd nguyén.
Dinh ly ngay dudi day 1a hé qua truc tiép tir dinh nghia phép nhan s6 nguyén.

Dinh 1y 9.14. V5i moi s6 nguyén a,
(1) [(0,0)] - = - [(0,0)] = [(0,0)].
(ii) (~a)-p=a-(=p)=—a-p.

(iii) a- B = (=a)- (=p).

Dinh 1y 9.15. Trong tdp hop sb nguyén,
(i) Phép nhin cic s nguyén cé tinh chit két hop. Tiic la vdi moi s6 nguyén a, B, y, chiing ta cé (a-p)-y = a-(B-y).
(ii) Voi moi s6 nguyén a, chiing ta cé a - [(1,0)] = [(1,0)] - & = av.
(iii) Phép nhan cdc s6 nguyén cé tinh chit giao hodn. Titc la vdi moi s6 nguyén a, B, chingtacé - = - a.

(iv) Phép nhin cic s6 nguyén cd tinh chit phin phdi vdi phép cong hai s6 nguyén. Tiic 1a vdi moi s6 nguyén
a,B,y, chingtacé (a+p)-y=a-y+p-yvay-(a+p)=y-a+y-p.

Tuong tu vdi s6 tu nhién, ching ta c¢6 dinh ly sau cho s6 nguyén.

Dinh 1y 9.16. Cho hai s6 nguyén a, p.
(i) a- B =1[(0,0)] khi va chi khi o = [(0, 0)] hodgc p = [(0,0)].

(ii) o~ B =[(1,0)] khi va chi khi o = B = [(1,0)] hoiic a = B = [(0, 1)].

Quan hé thi tu trén tap hop s6 nguyén dugc dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 9.17. Cho hai s6 nguyén a va . Chting ta néi a nhé hon hodc bang g, va ki hiéu @ < g néu va
chi néu ton tai s6 nguyén khong dm y sao cho a +y = p. Néu a < p va a # B thi chung ta ki hiéu a < g.

Dinh 1y 9.18. Quan hé < trén tdp hop s6 nguyén la mot quan hé thi tu toan phan.

Véi quan hé <, va dinh nghia trén cho sb nguyén duong, sé nguyén am, chiing ta thu dugc géc nhin quen
thudc vé sé nguyén duong va sé nguyén am.

(i) ala mot sd nguyén duong khi va chi khi [(0,0)] < a.
(ii) o 1a mot s6 nguyén khong am khi va chi khi [(0,0)] < a.
(iii) ala mot s6 nguyén am khi va chi khi a < [(0,0)].

Phép cong va phép nhan sb nguyén ciing tuong thich v6i quan hé thu ty <.

Dinh 1y 9.19. (i) Vi moi sé nguyén a,B,y, a < pthia+y <p+y.

(ii) Voi moi s6 nguyén a, B, néu [(0,0)] < a va [(0,0)] < B thi [(0,0)] < & - B.
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9.3 S0 tu nhién va s6 nguyén

Dinh ly sau phét biéu rang tap hop s6 tu nhién c6 thé nhiing dugc vao tap hop sb nguyeén.

Dinh 1y 9.20. Anh xa 1 : N — Z duoc dinh nghia bdi 1 : n +— [(n,0)] la mot don dnh nhung khong phdi song
dnh. Ngoai ra, voi moi s6 tu nhién m, n, chiing ta co

t(m +n) = (m) + 1(n),
t(m - n) = 1(m) - u(n),

m<n = (m) < (n).

(Trong d6, phép cong & ((m +n) la phép cong hai s6 tu nhién, phép cong & 1((m) + 1(n) la phép cong hai s6 nguyén;
phép nhin & «(m - n) la phép nhan hai s6 tu nhién, phép nhin & «(m) - (n) la phép nhan hai s6 nguyén; quan hé <
& m < nla quan hé thir ty < trén tdp hop s6 tu nhién, quan hé < & (m) < «(n) la quan hé thi tu < trén tip hop s6
nguyeén.)

Chitng minh. V&i hai s6 ty nhién m, n, [(m,0)] = [(n, 0)] kéo theo (m,0) ~ (n,0). Theo dinh nghia quan hé ~ trén
tap hop IN X N, (m,0) ~ (n,0) khi va chi khim + 0 = 0 + n, titc la m = n. Do d6 « 1a mo6t don anh.

Gia st phan chiing rang ton tai s6 tu nhién 7 sao cho «(n) = [(0,1)]. Theo dinh nghia ctia ¢ va dinh nghia
quan hé ~ trén tap hop IN x IN, chung ta suy ra (1,0) ~ (0,1), tic 1a n+ 1 = 0, hay S(n) = 0, diéu nay mau thuan
véi tién dé Peano thi 8. Do d6 khong ton tai s6 tu nhién 7 nao sao cho (1) = [(0,1)], nén khong phai toan dnh.

Vay ( 1a don anh nhung khong phai song anh.

Theo dinh nghia phép cong, phép nhan s6 nguyén va quan hé < trén tap hop s6 nguyén

o ((m+mn)=[(m+mn,0)]=I[(m0)]+I[(n0)] = (m)+ (n).

o ((m-n)=[(m-n,0)] =[(m,0)][(n,0)] = i(m)-un).

e Néu m < n thi ton tai s6 tu nhién c sao cho m + ¢ = n. Vim + ¢ = n nén [(m,0)] + [(c,0)] = [(n,0)], dan dén
[(m,0)] < [(n,0)] vi [(c, 0)] 1a mot s6 nguyén khong am. Do d6 [(m, 0)] < [(1,0)] kéo theo 1(m) < i(n).

O

Pon dnh ¢ : N — Z trong dinh ly trén bao toan phép toan cong, nhan, va quan hé thu tu. Véi dinh ly trén,
ching ta déng nhét sb tu nhién 1 véi sb nguyeén [(n,0)]. Voi su df)ng nhéat do, tap hop s tu nhién 1a mot tap
hop con thuc su cua tap hop ) nguyén.

9.4 Baitap
Bai tap 9.1. Chung minh Dinh Iy 9.2.

Bai tap 9.2. Binh luan ngay sau Dinh nghia 9.5 cho phép cong sb nguyén néu lén rang dinh nghia d6 khong
phu thudc vao viéc chon phén tr dai dién. Bai tdp nay s€ lam r6 nhan dinh dé.

Phép cong trén tap hop IN x IN dugc dinh nghia nhu sau: (4, b) + (c,d) = (a + ¢, b + d) v6i moi s6 tu nhién a,
b, ¢, d. Chitng minh ré“mg néu (a1, b1) ~ (a2, b2) va (c1,d1) ~ (c2, do) thi (a1, 1) + (c1,d1) = (a2, b2) + (c2, d2).

Bai tap 9.3. Cho s6 nguyén n va m. Ching minh rang néun <mvam <n+1thim=nhodcm=n+ 1.

10 Nguyén ly quy nap toan hoc

Muc nay ban nhiéu hon vé nguyén ly quy nap toan hoc cting cac bién thé va nguyén ly thit tu tot. Két qua quan
trong nhat ciia muc nay la nguyén ly thi tu tot.
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10.1 Nguyén Iy quy nap toan hoc va cac bién thé

Cung ta c6 mot mo rong don gian sau day cho nguyén ly quy nap toan hoc, va cling tuong duong v6i nguyén
ly quy nap toan hoc.

Pinh ly 10.1 (Nguyén ly quy nap toan hoc). Néu hai diéu ki¢n sau théa man
(i) Ménh dé p(n) diing v6i so nguyén no.
(ii) Vdi moi s6 nguyén n > ny, p(n) kéo theo p(n + 1).

thi p(n) diing vdi moi s6 nguyén lon hon hodc bang no.

Chitng minh. Chiing ta dinh nghia vi tir g 4p dung cho s6 tu nhién 7 nhu sau: g(n) 1a ménh dé p(n + no).
Nhu vay

(i) Ménh dé q(0) dtng.
(ii) V&i moi sb tu nhién n, q(n) kéo theo g(n + 1).

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, c6 (1) v6i moi s tu nhién n. Theo dinh nghia cta g(n) thi c6 p(n) véi
moi s6 nguyén 7 16n hon hodc bang . O

V6i dang trén ctia nguyén Iy quy nap todn hoc, chiing ta ¢6 thé bat dau véi truong hop co s& 1a mot sb
nguyén bat ki thay vi 0 hay 1. Cac bién thé khéc ctia nguyén ly quy nap toan hoc duéi day duge phét bidu &
dang “chudn”, tic 1a bat dau véi truong hop co sd 1a 0. Thuc ra cac bién thé nay déu c6 thé bat dau véi truong
hop co sd 1a sé nguyén bat ki.

Nguyén ly quy nap manh cting la mét dang tuong duong ctia nguyén ly quy nap toan hoc. Nguyén ly quy
nap manh c6 thay déi & bude quy nap: O bude quy nap, chiing ta khong chi cAn dén ménh dé p(k) ma con can
dén mot hay mot s6, tham chi tat ca cdc ménh dé trudc p(k).

Dinh 1y 10.2 (Nguyén ly quy nap manh). Néu hai diéu kién sau théa min
(i) Ménh dé p(0) diing.
(ii) Vioi moi s ty nhién k, p(n) diing v6i moi s6 tw nhién n < k kéo theo p(k + 1).

thi p(n) diing vdi moi s ty nhién.

Chitng minh. Chting ta dinh nghia vi tir ¢ 4p dung cho s6 ty nhién 1 bang dé quy:
e ¢(0) 1a ménh dé p(0).
e V&i mbi s6 ty nhién 7, c(n + 1) 1a ménh dé c(n) A p(n + 1).

Ménh dé p(0) tuong duong véi ménh deé c(0).

Meénh dé “véi moi s tu nhién k, p(n) diing v6i moi s6 tu nhién n < k kéo theo p(k + 1)” tuong duong véi
ménh dé “véi moi s6 tu nhién k, c(k) kéo theo c(k + 1)”.

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, c(n) ding véi moi s6 tu nhién n. Theo dinh nghia ciia ménh dé c(n),
ching ta suy ra p(n) ding v6i moi s tu nhién n. O

C6 nhiing truong hgp ma ching ta can chiing minh ménh dé p(n) véi n 1a s6 tu nhién khong vugt qua mot
s6 tu nhién 1y cho trude. Khi d6 phuong phap quy nap toan hoc c6 dang sau.
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Dinh 1y 10.3 (Nguyén ly quy nap toan hoc hiru han). Cho vi tir p dugc dp dung trén cdc so tu nhién khong
vugt qud sé tu nhién ng. Néu cdc diéu kién sau théa man

(i) Ménh dé p(0) diing.

(ii) Vdi moi s ty nhién k nhé hon n, p(k) kéo theo p(k + 1).

thi p(n) diing vdi moi s6 tu nhién khong vurgt qud so tu nhién ny.

Tuy nguyén ly quy nap toan hoc duge phat biéu cho sb tu nhién nhung bién thé trén van hgp 1é. Nguyén
nhan 1a ménh dé kéo theo P = Q chi sai khi P ding va Q sai. Con néu P sai thi ménh dé P = Q luén
dung, bat ké gia tri chan 1y ctia Q 1a gi.

10.2 Nguyén ly tha tu tot

Dinh 1y 10.4 (Nguyeén ly thu tu t6t). Tip hop con khdc rong ciia tdp hop s6 nguyén duong cé phan tir nhd nhat.

Chitng minh. Chting ta ki hiéu S 1a tap hop con khéc rdng ctia tap hop sb6 nguyén duong.

Gia st phan ching rang S khong c6 phan tir nho nhat. 1 khong thudc S vi 1 1a s6 nguyén duong nhé nhét.

V6i méi s6 nguyén duong k, néu cac s6 nguyén duong n khong vuot qua k khong thudc S thi (k + 1) khong
thudc S (vinéu (k + 1) thudc S thi (k + 1) la phan tir nhé nhét cta S, trdi véi gia st phan ching).

Theo nguyén 1y quy nap manh, moi s6 nguyén duong déu khong thudc S. Do d6 S 1a tap hop réng, mau
thuan vdi gia thiét. Do vay gia st phan ching 1a sai. Vay tap hop S c6 phan ti nho nhét. o

Tuwong tu vdi viéc ctia nguyén ly quy nap toan hoc c6 thé dugc ap dung véi trudng hgp co sd 1a s6 nguyén
bat ki, chting ta c6 hé qué sau. Hé qué nay cho phép chung ta ap dung nguyén ly thit tu tét mot cach linh hoat
hon.

Heé qua 10.5. (i) Tdp hop con khdc réng ciia tdp hop s6 nguyén 16n hon hodc bang (hodc 16m hon) sé nguyén
1o nao dé c¢é phan tir nhé nhat.

(ii) Tap hop con khic réng ciia tdp hop sé nguyén nhé hon hodc bang (hojic nhé hon) sé nguyén ny nao dé cé
phan tir 16n nhdt.

Tap hgp con trong phat biéu ctia nguyén ly thit tu t6t c6 thé c6 vo han phan tir. Vi mot tap hgp hiru han
va dugc sap thi tu toan phan, ching ta c6 nguyén ly sau.

Dinh 1y 10.6 (Nguyén Iy cuc han). Tap hop khdc réng duoc sdp thit ty toan phan va cd hitu han phdn tir thi tdp
hop d6 6 phan tir nhé nhit va phan ti Ion nhat.

Chitng minh. Chting ta chiing minh bang phuong phap quy nap toan hoc rang: Néu mot tap hop khac réng
dugc sap thi ty toan phan va c6 7 phan t (1 1a mot s6 ty nhién 16n hon hodc bang 1) thi tap hgp dé c6 phan
t& nho nhét va phan tir 16n nhét.

Khi n = 1, tap hop chi c6 modt phan tir thi phan tir d6 1a phan tir nhé nhat va ciing 1a phan t 16n nhat.

Gia str voi n = k > 1, tap hop khac rong duge sap thit tu toan phan va c6 k phan ti thi tap hgp d6 ciing c6
phan tir nhd nhat va phan ti 16n nhét.

Chiing ta ki hiéu S 1a mot tap hop duge sap thit tu toan phan va ¢6 (k + 1) phan tit. Chiing ta chon ra mot
phan ti x bat ki ctia S thi S \ {x} ¢6 k phan tir. Theo gia thiét quy nap, S \ {x} c6 phan ti nh6 nhét va phan tu
16n nhat.
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e Néu x nhé hon phan tir nhd nhat ctia S \ {x} thi x 1a phan ti nhd nhét cta S. Nguoc lai, phan tir nho nhat
cta S\ {x} ciing 1a phan tr nho6 nhét ctia S.

e Néu x 16n hon phan tr 16n nhét ctia S \ {x} thi x 1a phan tt Ién nhét ctia S. Nguoc lai, phan tir 16n nhat
cua S\ {x} ciing 1a phén t 16n nhét cda S.

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, tap hgp khéc réng dugc sap thit tu toan phan va c6 hitu han phan ti thi
tap hop d6 c6 phan tir nhd nhat va phan tir 16n nhét. O

Khi két hgp nguyén ly thi tu tét vi phuong phdp chitng minh bang phan ching, chiing ta ¢6 phuong
phéap chung minh giam v6 han. Phuong phap nay con dugc goi la phuong phap gidm vo6 han cia Fermat. Nha
toan hoc Fermat da stt dung phuong phap nay dé chitng minh rang khong ton tai cac s6 nguyén duong a, b, ¢
nao thoa man a* +b* = ¢2. Nguoc véi phuong phap quy nap toan hoc, phuong phap gidm vo han dugce st dung
dé chiing minh mot ménh dé p(n) 1a sai vdi moi s6 tu nhién n.

Dinh 1y 10.7 (Gidm vo6 han). Néu vdi méi so tu nhién n, p(n) kéo theo ton tai so tu nhién m < n sao cho cé p(m)
thi v6i moi s6 tu nhién n, khong cé p(n).

Chitng minh. Chting ta ki hiéu S 1 tap hop céc s tu nhién n sao cho c6 p(n).

Gia st phan ching rang S khéc rong. Theo nguyén ly thit tu tét, S c6 phan tit nh6 nhat. Chiing ta ki hiéu
phan tit nhé nhéat 1a 1. Theo gia thiét, ton tai s6 tu nhién m < ng sao cho p(m) ding. Piéu nady mau thuan véi
viéc 1 1a phan t nh6 nhat ctia S. Do d6 gia st phan ching 1a sai, kéo theo S 1a tap hop réng.

Vay ménh dé p(n) sai v6i moi s6 ty nhién . o

Nguyén ly thit tu t6t cung cip mot chitng minh cho nguyén ly quy nap tién-lui, thuong dugc biét dén voi
tén goi quy nap kiéu Cauchy. Nguyén ly quy nap tién-lti duge Cauchy st dung dé chiing minh bat dang thic
trung binh cong-trung binh nhan: Cauchy chiing minh béat dang thitc d6 cho 2¢ s6 thuc khong am va ching
minh rang néu bat dang thiic ding v6i n s6 thuc khong am thi ciing ding véi (n — 1) s6 thuc khong am.

Dinh 1y 10.8 (Nguyeén ly quy nap tién-lti). Cho vi tir p dugc dp dung trén cdc s6 ty nhién. Néu cdc diéu kién
sau théa man

(i) Voi p(n) diing véi moi s tu nhién n thuéc mét tap hop con v6 han phin tir ciia IN.

(ii) Vi moi s6 tu nhién k 16n hon 0, p(k) kéo theo p(k — 1).

thi p(n) diing vdi moi s6 ty nhién n.

Chitng minh. Chting ta ki hiéu A 1a tdp hgp gom céc s6 tu nhién 7 sao cho ¢6 p(n), va B la tap hgp gom céc sb
tu nhién n sao cho khong cé p(n).

Gia stt phan ching rang tap hgp B khac réng. Theo dinh nghia hai tap hgp A va B, hai tap hgp nay tao
thanh mot phan hoach ctia IN. Theo nguyén ly thit tu tét, tdp hgp B c6 phan titr nhd nhat. Chiing ta ki hiéu
b = min B. Vi tap hop A c6 v6 han phan tit nén trong A ton tai phan ti a sao cho a 16n hon b. Vi p(k) kéo theo
p(k — 1) v6i moi sb ty nhién k > 0 nén —p(k — 1) kéo theo —p(k) véi moi s6 tu nhién k > 0. Theo nguyén ly quy
nap toan hoc, c6 —p(n) v6i moi sd ti nhién n > b. Do d6, c6 —p(a), diéu nay mau thuln véi viéc c6 p(a). Nhu
vay gia stt phan chiing 1 sai, kéo theo B 1a tap hgp réng va A 1a toan bo tap hgp sb tu nhién.

Vay p(n) diing v6i moi s6 tu nhién 7. O

Mot nhuge diém ctia nguyeén ly thi ty tot va ching minh ctia nguyén ly nay 1a khdng cd tinh xdy dung. Ching
ta chi ra sy ton tai ctia s6 nguyén duong nho6 nhat trong mot tap hop con khac réng ctia tap hogp sb nguyén
duong, nhung khong biét d6 la sb nao, hay cach tim s6 d6. C6 mot tu tudng trong toan hoc duge goi la tu
tuong xdy dung (constructivism). Tu tudng nay khang dinh rang dé chiing minh sy ton tai ctia mot d6i tuong
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toan hoc, can phai dua ra mét vi du, hoac thuat todn (cach) tim ra vi du. Trai véi tu tudng xay dung, ching
minh bang phuong phép phan chitng gia st rang mot déi tugng nhu vay khong ton tai va tiép tuc lap luan dé
di t6i mot mau thuan. Tu tudng xay dung rat c6 ich trong viéc hoc va lam toan, béi qua trinh tim vi du va viéc
c6 mét vi du cu thé 1a rat gia tri trong viéc hiéu mot dbi tuong toan hoc. Ki nang xay dung vi du la mét trong
nhitng ki ning toi quan trong trong viéc hoc va lam toan. Tuy vay, phuong phap phan chiing van luén to ra la
mot cong cu manh va dé dang, tham chi déi khi dugc coi 1a duy nhat dé chirng minh nhiéu dinh ly quan trong
vé tinh ton tai.

10.3 Bai tap

Bai tap 10.1. V6i mdi sb tu nhién n, A, 1a tap hop cac s6 tu nhién 16n hon hodc bf?mg n. I 1a mot tap hop con
khéc réng ctia tap hop s6 tu nhién IN. Chiing minh rang ton tai s6 tu nhién m sao cho A, = U An-

Bai tap 10.2. Mot tap hop dugc sap thi tu toan phan duoc goi 1a tdp hop duoc sip thit ty tot khi va chi khi méi
tap hop con khéc réng ctia tap hop dé déu c6 phan tir nhd nhat. Ching minh rang

(i) Tap hop sb tu nhién (véi quan hé thit tu thong thudng) dugc sdp thit tu tot.

(ii) Tap hop s6 nguyén (véi quan hé thit tu thong thuong) khong phai tap hop duge sap thu tu tot.

11 S6 hiru ti

11.1 Xay dung tap hop s6 hiru ti

Chung ta dinh nghia tap hop s6 hiru t dya trén tap hop sd nguyén, cung bé’mg moét quan hé tuong duong.

Dinh 1y 11.1. Hai phan tir (a,b) va (c,d) ciia tdp hop Z X (Z — {0}) duoc goi la cé quan hé ~ khi va chi khi
ad — bc = 0 (hay ad = be). Khi do quan hé ~ trén tdp hop Z X (Z — {0}) la mot quan hé tuwong duong.

Dinh nghia 11.2 (S6 hitu ti). Tap hop s6 hitu ti 1a tap thuong (Z x (Z — {0}))/~. Ching ta ki hiéu mot s6
a
b
Tap hop s6 hiru ti dugce ki hiéu 1a Q. Ki hiéu

hitu ti 1a -, trong d6 a, b 1a hai s6 nguyén va b # 0.
% dugce goi la mot phan s6, trong d6 s6 nguyén a la tir s6,

con s6 nguyén b # 0 la mau so.

Chiing ta hay diém qua mot s6 vi du vé s hiru t.

Vi du 11.3.

0 0 0 _ 0 _0_ 0 _
1" 1 2 =2 3 -3
1 -1 2 -2 3 -3 _
1" 1 2 =2 3 -3
1 -1 2 -2 3 -3 _
2274 4 6 -6

2 2 -4 4 6 6 _

5 -5 10 -10 15 -15

Tir dinh nghia s6 httu ti, chting ta c6 dinh ly sau, thuong dugc goi la tinh chit co ban ctia phan sb.
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Dinh ly 11.4. Néu a, b, ¢ la cic s6 nguyén va b, ¢ khic 0 thi g = % = %.

Dinh ly 11.5 (Phan s6 t6i gian). Mot phdn s dugc goi o phdn sé t6i gidn khi va chi khi tir s6 va mdu s6 la
nguyén té cung nhau va mau s6 la mot s6 nguyén duong.

s X A ~ ? a X . A A A A .2 x ﬂ
Vi moi so hiru t B ton tai duy nhat phdin so toi gian v sao cho 5=

< =

11.2 Cac phép toan va quan hé thit tu trén tap hop s6 hiru ti
Chung ta dinh nghia phép cong va phép nhan sb hiru .

Dinh nghia 11.6 (Phép cong s6 hiru ti). Phép cong hai sd hiru ti 1a mot phép toan hai ngéi trén tap hop

A ~ k4 s LN S = . A ~ 2 a N c . s A A 3 k3 z A . A ~ 2 ~
s0 httu ti, ki hiéu 1a +. Véi hai so hiru ti 5 va g chung ta ki hiéu ket qua ctia phép cong hai so hitu ti nay
s+ 5 va

b d

ad + be

L C
d bd

Sl IRS

Dinh nghia 11.7 (Phép nhan s6 hitu ti). Phép nhan hai s6 hitu ti 1a mot phép toan hai ng6i trén tap hop
s6 hitu t, ki hiéu 1a -. V&i hai s6 hiru t % va g, chiing ta ki hiéu két qua ctia phép nhan hai s6 hiru ti nay
1a % : 2 va dinh nghia

¢ _ac

a.c_a
b d bd

Ban doc luu y rang chiing ta dang st dung dinh nghia s6 hitu ti nhu mét 16p tuong duong. Dinh nghia
trén day cho phép cong va phép nhan hai s6 hitu ti khong phu thudc vao viéc chon phan ti dai dién ctia 16p
tuong duong.

Phép cong va phép nhan s6 hiru ti cé cac tinh chat sau.

Dinh 1y 11.8. Trong tdp hop sé hitu ti

(F1) Phép cong s0 hitu ti c6 tinh chat két hop.

(F2) Vi moi s6 hitu ti %, chiing ta cé
a 0 0 a a
pT1T1TE T
(F3) Vi moi s6 hitu ti %, chiing ta cé
a —-a -a a O
DT e T

(F4) Phép cong s6 hitu ti cd tinh chit giao hodn.
(F5) Phép nhan sé hitu t 6 tinh chat két hop.
(F6) Phép nhéan s6 hitu t 6 tinh chit phan phdi v6i phép cong s hitu t.

o 1 1
(F7) Vdiméiséhfmtz’q,q-I:T.q:q,
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(F8) Phép nhén s hitu ti cd tinh chit giao hodn.

. X ) 1
(F9) Vi moi so hitu ti q # g, ton tai sO hitu ti g’ sao cho qq’ = q'q = I

Diém khac biét co ban trong cac tinh chat ctia phép nhan s6 hiru ti véi phép nhan sb nguyén la phan (F9)
ctia dinh ly trén. Véi dinh ly trén, nguoi ta goi tap hop s6 hitu ti v6i hai phép toan cong va nhén 1a truong sd
hitu ti. Tir dinh ly trén, ching ta ching minh dugc cac két qua sau.

Dinh ly 11.9. Trong tdp hop so hitu ti
(i) Ton tai diing mot s6 hitu t 1a phdn tir dong nhit ciia phép cong. N6i cich khdc, ton tai duy nhat s6 hitu ti
0 sao cho vdi moi s6 hitu tiq,cé g+ 0 =0+q = q.
(ii) Vi mdi s6 hitu t q, ton tai diing mot s hitu t qo 1a phan tir @i, hay sé hiru t{ @i ciia q. N6i cich khic,
001 mdi 86 hitu t q, ton tai duy nhat so hitu ti go sao cho q + qo = qo + q = g

00
(iii) Vi moi so hitu t1 q, c0 19=1"71=71
(iv) Ton tai diing mot mot s hitu ti dugc goi la phdn tir déng nhit ciia phép nhan. N6i cich khdc, ton tai duy
nhat s6 hitu ti e sao cho vdi moi s6 hitu t q, chiing tacée-g=¢q-e = q.
(v) Vi méi s6 hitu ti q khdc g, ton tai duy nhit mot s6 hitu ti q, duoc goi la phdn tir nghich ddo, hay sé hiru
. R . 1
ti nghich ddo ciia q. Noi cich khdc, vdi moi so hitu t1 g, ton tai diing mgt so hitu ti q, sao cho qq1 = g1q = T

Phan tir nghich ddo ciia q duoc ki hi¢u la g~

(vi) Néu hai s6 hitu ti a, b théa man ab = 0 thi it nhat mot trong hai s6 hitu ti a, b bing 0.

Chting ta dinh nghia mot quan hé thi tu trén tap hop sb hiru .

a

Teatl ; < £ khiva

Dinh nghia 11.10. Véi hai s6 hiru ti L Va sy

chi khi abd? < cdb?.

, ching ta noi

SR

nhé hon hoac bé’mg 2 va ki hiéu

(Sl IR

Ban doc han sé thiy dinh nghia trén khong hé tu nhién va khong quen thuoc. Day 1a 16i giai thich cta
% = ’Z—i’ va 2 = Z—f nén viéc dinh nghia g < fi khi va chi khi abd? < cdb? 1a tuong thich v6i nhimng
gi chung ta da hoc & chuong trinh phé thong. Dinh nghia nay cho phép chuing ta lam viéc ca véi mau s6 1a s6

nguyén am ma khong can chia lam hai truong hop.

chuing toi: Vi

Dinh 1y 11.11. Quan hé < trén tdp hop s6 hitu ti la mot quan hé thit tu toan phan.

Céc phép toan cong va nhan s6 hiru t ciing tuong thich véi quan hé < trén tap hop s6 hiru ti.

Dinh 1y 11.12. Trong tdp hop s6 hitu t

(i) Néu cic s6 hitu ti q1,qa théa man q1 < qa thi v6i moi s6 hitu ti g3, c6 g1 + g3 < g2 + 3.

(ii) Néu cdc s6 hitu ti g1, o théa man g <q1va g < o thi g < q1go.

11.3 S6 nguyén va sb hiru ti

Tuong tu, tap hop s6 nguyén c6 thé duge nhing vao tap hop s6 hiru t.
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Pinh 1y 11.13. Anh xa ¢ : Z — Q duoc dinh nghia bdi ((x) = i la mot don dnh nhung khong phdi song dnh va
théa man

t(x +y) = 1x) + (),

xy) = 1(0)u(y),
x<y = ux) < uy).

(Trong do, phép cong & «(x + y) la phép cong hai s6 nguyén, phép cong & «(x) + 1(y) la phép cong hai s hitu t;
phép nhin & «(xy) la phép nhan hai s6 nguyén, phép nhian & 1(x) - «(y) la phép nhan hai s6 hitu ti; quan hé < 6 x < y
la quan hé thit tu < trén tdp hop s6 nguyén, quan hé < & 1(x) < ((y) la quan hé thit tu < trén tdp hop s6 hitu ti.)

Chitng minh. Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop Z X (Z — {0}), chung ta c6 «(x) = ((y) khi va chi khix = y.
Do d6 1 la mét don anh.

3 2 3 . M X . A A 1 . ~ A A ~
Gia st phan ching rang ton tai sO nguyén x sao cho ((x) = 5 Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop
1
Z.x(Z - {0}), chung ta c6 Jl—c =5 khivachikhi2-x=1.Vi2-x#0nénx#0.Vi2#1,2#-1,vax#0nén2-x

khéc 0 va 1. Nhu vay gia sit phan ching la sai. N6i cach khéc, khong ton tai s6 nguyén x sao cho «(x) = %, kéo
theo ( khong phai toan anh va do d6 ¢ khong phai song anh.
Theo dinh nghia phép cong, phép nhan s6 hitu ti va quan hé < trén tap hop s hitu ti, ching ta suy ra

x+y x-1+1-y x y

o (x+y) = 7 11 —T+T=L(x)+t(y).
X X X
o ) =T = =TT = )
. Néuxs_ythix.1-12Sy-1.12,kéotheo’1fs %Vél(x)él(y).

O
Don anh ( trong dinh ly trén bao toan phép cong, phép nhan, va quan hé thit tu, mic du § tdp ngudn va tap
dich, cac phép todn va quan hé d6 khac nhau. Véi co sd 1a dinh 1y nay, chiing ta dong nhat s6 nguyén x véi s6
htru ti %, kéo theo tap hgp s6 nguyén 1a mot tip hgp con thuc sy cta tap hop s6 hiru t.
11.4 Bai tap
Bai tap 11.1. Ching minh Dinh ly 11.1.

Bai tap 11.2. Chiing minh rang phép cong va phép nhan sb hitu ti duge dinh nghia trong chuong nay khong
phu thudc vao viéc chon phén tir dai dién.

Bai tap 11.3. Tap hop cac s6 hitu ti duong c6 1a tap hgp dugc sap thi tu tét hay khong? (Xem dinh nghia tap
hop duge sap thi ty t6t trong Bai tap 10.2.)

Bai tap 11.4. Ching minh rang véi méi s6 hiru ti a, b, néu a < b thi ton tai s6 hitu ti g sao choa < g < b.
Bai tap 11.5. Cho s6 hitu ti g va A 1a tap hop tat ca cac s6 hiru ti nho hon g.

(i) Ching minh rang A khong c6 phan tir nhd nhat va ciing khéng c6 phan ti 16n nhét.

(ii) Chting minh rang q 1 can trén nhoé nhat cta A.

Bai tap 11.6 (Phan nguyén ctia s6 hitu ti). Chiing minh rang v6i mdi s6 hiru ti g, ton tai duy nhat s6 nguyén n
sao chon < g < n + 1. [Ggi y: D€ chitng minh tinh ton tai, hay st dung thuét toan chia Euclid.]
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S6 thuc va s6 phic

12 Xay dung tap hop s6 thuc

12.1 Hé tién dé vé s6 thuc

C6 it nhat hai cach hiéu cho cau héi “S6 thyc 1a gi?” Dau tién, ching ta c6 thé hiéu rang ngudi héi dang mudn
duge biét mot dinh nghia todn hoc cho s6 thuc. D6 1a mot dinh nghia hinh thitc tuong tu nhu dinh nghia s6 tu
nhién, s6 nguyén, s6 hitu ti, tinh chia hét, ... da dugc néu trong tai liéu nay. Thit hai, ching ta c6 thé hiéu rang
ngudi héi dang mudn lién hé cdi-duge-goi-la-sd-thuc véi thuc té. N6i cach khac, dé tra 16i cho cach hiéu thu
hai, nguoi tra 1oi can dinh nghia s6 thuc nhu mot doéi tuong nao do tuong duong trong thuc té hoac g?m thuc
té.

Chiing t6i dua ra mot cau tra 16i truc gidc cho cach hiéu thit hai nhu sau: Hinh dung mét duong thiang kéo dai
06 tdn vé hai phia. Mbi diém duoc danh dau trén duong thang do tuong tng vdi mét s thuc. Ni 16 hon, trén duong
thing do, chiing ta ddnh ddu hai diém khdc nhau, lan lugt goi la 0 va 1. Cdc diém x trén duong thang nay tuong ing véi
mot s6 (thuc) dm néu diém 0 nam gita x va 1. Cdc diém x trén duong thing nay tuong 1ing véi mot sb (thuc) duong néu
hodc x nam giita 0 va 1, hodc x tring 1, hogc 1 ndm giita 0 va x.

Cau tra 10i truc gidc hinh hoc cho cach hiéu thit hai c6 thé lam hai long nhiéu ngudi nhung la khong da
tot d6i voi mot dinh nghia todn hoc. Vi dinh nghia tryc gidc nhu vay, ching ta khé long néi vé cac phép toan
v6i céac sb thue nhu cdng, trir, nhan, chia. Dbéi véi nhiing ngudi hoc va lam toan, viéc biét céc sb thuc va cac
phép toan véi s6 thuc, quan hé gitra cac s6 thuc c6 nhitng tinh chat gi quan trong hon viéc biét s6 thuc la gi
trong thuc té. Trong chuong nay, ching ta dinh nghia sb thuc bang mot hé tién dé (hay tinh chat). Ching ta
coi nhitng d6i tugng théa man hé tién dé (hay tinh chét) nay 1a cac s6 thuc.

Tién dé 12.1. Tip hop s6 thuc duoc ki higu 1o R. Cic phan tir ciia R théa man ba nhom tién dé sau.
Cdc tién dé vé truong. R c6 hai phép todn hai ngéi la phép cong (dugc ki higu Ia +) va phép nhin (dugc ki hiu
la -) va cdc phép todn nay théa man cdc tinh chat sau:

(i) Phép cong cd tinh chat két hop. N6i cdch khdc, véi moi so thuc x, y, z, chiing ta cd
x+y)+z=x+(y+2).
(ii) Phép cong cé phan tir dong nhét. Néi cdch khdc, ton tai so thuc 0 sao cho vdi moi s thuc x, chiing ta cé

x+0=0+x=nx.

50
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(iii) Moi s6 thire cé phan tir dbi. N6i cdch khic, v6i mébi so thuc x, ton tai sé thuc (—x) théa min

x+(—x)=(—x)+x=0.

(iv) Phép cong cé tinh chat giao hodn. N6i cich khdc, v6i moi s6 thuc x, y, chiing ta cd
X+y=y+x
(v) Phép nhén c6 tinh chat két hop. Néi cdch khdc, vdi moi s6 thuc x,y, z, chiing ta cé
(x-y)z=x-(y-2).
(vi) Phép nhin cd tinh chdt phan phdi vdi phép cong. N6i cich khdc, véi moi sé thuc x, y, z, chiing ta c6

x+y)-z=x-z+y-z

z-(x+y)=z-x+z-y.

(vii) Phép nhan cé phan tir dong nhat, phan tir nay khdc 0. N6i cdch khdc, ton tai s6 thuc 1 # 0 sao cho vdi moi s
thuec x, ching ta co
x-1=1-x=x.

(viii) Phép nhdn cd tinh chat giao hodn. N6i cich khic, v6i moi s thuc x, y, chiing ta cé
X - y = y - X.

(ix) Moi s6 thuc khic O 6 phan tit nghich ddo. Néi cich khdc, véi méi s6 thuc x # 0, ton tai s0 thire x~* sao cho

Cdc tién dé vé thir tu. R c6 quan hé < théa man cdc tinh chat sau:
(i) < la mot quan hé thit ty toan phin.
(ii) V&i moi s thuc x,y, néu x < y thi vdi moi s thuc z, chiing ta c6x +z < y + z.
(iii) V&i moi s6 thuc x,y, néu 0 < x0va 0 <y thi0 < x - y.

Tién dé vé can trén (hay tién dé vé tinh ddy dn). Néu mot tip hop con khic réng ciia R c6 cdn trén thi ciing
cd cdn trén nhé nhit.

Chiing ta binh luan va 1am r6 thém hé tién dé vira néu. Cac tién dé vé trudng va cac tién dé vé thu tu c6 1é
khong c6 gi xa la v6i ban doc. Ching t6i chi luu y thém ba diéu vé hai nhom tién dé nay: (1) Cac phén tr 0,1,
(—x), va x~! dugc hiéu nhu cac ki hiéu don thuan, & thoi diém nay ching ta chua coi d6 nhu nhitng s6 hay phép
toan quen thudg; (2) Tién dé vé sy ton tai ctia hai phan tir 0 va 1 khong khang dinh tinh duy nhat ctia nhitng
phan t& nhu vay.

Quay lai voi hé tién dé vé sb thuc. Trong chuong trudc, chung ta da chi ra dugc tap hop s6htru ti Q cung
v6i hai phép toan cong, nhan, va quan hé < thdéa man céc tién dé vé trudng va cac tién dé vé thi ty. Ménh dé
dudi day (xem [Spi08]) cho thay tap hop sb hitu ti khong thda man tién dé vé can trén, hay chiing ta con néi
rang tap hop s6 hitu ti khong day du theo quan hé thi tu <.
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Ménh dé 12.2. Trong tdp hop s6 hitu ti

(iii) Chitng minh ring tdp hop S & phan (ii) khong cd cin trén nhé nhat.

(i) Chitng minh ring khong ton tai s6 hitu t x nao théa man x> = 2.

(ii) Chiing minh ring tdp hop
S={x|xeQ,0<xvix*<2}

khong cd phan tir Ion nhit.

Chitng minh. (i) Gid st phan ching rang ton tai s6 hiru ti x sao cho x*> = 2. Chting ta ki hiéu phan sb t6i gian

(if)

(iii)

2 N
cuaxla Z. Vi (g) = 2nén p? = 2¢*. Vi 21a udc ctia 24 nén 2 cling 1a udc ctia p. Theo bd dé Euclid, ching
ta suy ra 2 1a udc ctia p, do d6 ton tai s6 tu nhién a sao cho p = 2a. Cuing véi viéc p? = 2¢?, chiing ta suy ra
4a? = 24%, kéo theo 2% = g*. Mot 1an nita, theo b6 dé Euclid, ching ta suy ra 2 1a wdc ctia g. Nhu vay 2 1a
- 2. N < X S A x 2. .« A E N A A A AR .2
ude chung cua p va g, dieu nay mau thuan véi viéc ; 1a mot phan s6 toi gian.
Vay khéong ton tai s6 hiru ti x nao thdéa man x? = 2.

Chuing ta chon mot s6 hitu ti £ thudc S (trong d6 a,b 1a cac s6 nguyén duong). Theo dinh nghia cta S,

ching ta suy ra a* < 2b?. Xét s hiru ti 22428

(2a + 2b)* = 4a® + 8ab + 4b°
< 2a% + 8ab + 8b?
= 2(a® + 4ab + 4b?)
= 2(a + 2b)*

2 2a+2b 13 A A 7 7 A < oa 20+2b 5
Do d6 =72 la mot phan tu cta S. Bén canh do, § < 2557, vi

a(a + 2b) = a* + 2ab < 2ab + 2b* = b(2a + 2b)

Nhu vdy, véi méi phan tr x thudc S, chiing ta ludén tim duge duge mot phan tir khac cta S nhung 16n hon

x. Do d6 tap hop S khong c6 phan tir 16n nhat.

Tap hop S ¢6 can trén. Chéng han, 2 1a mot can trén ctia S, bdi vi véi moi x thudce S, x¥* < 2 < 4, kéo theo

(x —2)(x +2) < 0, va x < 2. Mat khac, néu y 1a mot can trén cda S thiy > 0.

Tiép theo, ching ta chtiing minh rang néu s6 hitu ti y 1a mot can trén cta S thi y? > 2. Gia st phan ching

rang y* < 2. Theo phan (i), ching ta suy ra y? < 2, kéo theo y 1a mot phan ti ctia S. y 1a mot can trén cta

S va la mot phan ti cda S thi y cling 1a phan tr 16n nhét ctia S. Diéu nay mau thudn véi két qua da chiing

minh & phan (ii). Do d6 gia st phan ching 1a sai, va chung ta suy ra y* > 2.

Chon y 1a mét can trén ctia S. Chung ta ki hiéu ¢ 1a phan s6 ctia y (,b 1a cac s6 nguyén duong). Vi y* > 2
2a+2b

nén a® > 2b?. Chung ta tiép tuc xét s6 hiru ti 228,

(2a + 2b)* = 4a® + 8ab + 4b°
> 2a° + 8ab + 8b*
= 2(a® + 4ab + 4b?)
=2(a + 2b)*
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2a+2b a
7 a+2b < b’Vl

Do do6 2‘;%52’ la moét can trén cta S. Ngoai ra
b(2a + 2b) = 2ab + 2b* < 2ab + a® = a(a + 2b)

Nhu vay v6i moi can trén y cta S, ching ta luon tim dugc mot can trén khac cta S va nho hon y. Do d6
tap hop S khong c6 can trén nho nhét.
O

Trong hai muc tiép theo, ching tdi trinh bay vé hai mé hinh s6 thuc (hai cach xay dung tap hop sb thuc) tr
tap hop s6 hitu 4. Xay dung tap hop s6 thuc la gi? Xay dung tap hop s6 thuc 1a viéc tao ra mot ddi tugng toan
hoc théa man hé tién dé vé s6 thyc. Chiing ta so sanh hé tién dé vé sb thuc véi mot ban thiét ké, khi do viéc
xay dung tap hgp s6 thuc chinh 1a tao ra mot tic phdm giébng nhu ban thiét ké dé. Xay dung dugc tap hop sb
thuc dong nghia voi viéc chitng minh duge ban thiét ké 1a kha thi. Trong logic todn hoc, ching ta c6 thuat ngit
riéng dé goi mot cong trinh tuong ing voi mot ban thiét ké, d6 1a mé hinh. Mo hinh la mot déi tuong, hay cau
tric toan hoc théa man mot hé tién dé nao do.

12.2 T6ém lugc vé mé hinh s6 thuc bang lat cit Dedekind

Trudc khi dua ra dinh nghia téng quét cda 1at cat Dedekind, chiing t6i muén néi vé cach hiéu truc giac ctia y
tudng 1at cat. Mot 1an nita, chiing ta stt dung mé ta truc quan duong thing thic: Ching ta danh ddu mot diém
trén duong thang thuc, khi d6 chiing ta da phan hoach dudng thang thuc lam hai phdn — phan bén trai khong
bao gdém diém danh dau va phan bén phéi bao gom diém danh dau.

Dinh nghia 12.3 (Lat cat Dedekind). Mot lat cat Dedekind trong mot tdp hop S duoc sép tha tu toan
phan la mét phan hoach gom hai tap hop A, B sao cho

(DC1) A khac rong va A khong phai toan bo tap hop S.
(DC2) Moi phan tit ciia A nhé hon moi phan it ctia B.
(DC3) A khong c6 phan tir 16n nhat.

(DC4) Néu x thudc A thi bat cit phan tir nao nhoé hon x va thudc S cting thudc A (ddc diém nay con
dugc phat biéu 1a A déng dudi).

Mot lat cat nhu vay dugce ki hiéu 1a (A, B), hodc chila A, bdi vi B = S\ A (B hoan toan dugc xac dinh
khi biét A).
Chung ta ki hiéu tap hop céc lat cat Dedekind trong tap hop Sla Zs.

Dé xay dung tap hop sb thuc bang lat cat Dedekind, chiing ta st dung céc lat cat trong tap hop sb hitu ti.
Tap hop céc 14t cat Dedekind trong tap hop s6 hitu ti duge ki hiéu 1a Zg. Chiing ta cling dung cach goi van tat
1a 14t cat dé chi 1at cat Dedekind trén tap hogp s hitu ti, trir khi ngix cAnh phat biéu khac di.

Dé xay dung tap hgp s6 thuc bang 1at cat Dedekind, chiing ta st dung cdc 1t cat trong tap hop s6 hitu ti.
Tap hop cac 1at cat Dedekind trong tap hop s6 hiru ti dugc ki hiéu 1a Zq. Chung ta ciing dung cach goi van tat
1a 14t cat dé chi lat cat Dedekind trén tap hop sb hiru ti, trit khi ngtt canh phat biéu khéc di.

Dé hiéu r6 hon dinh nghia lat cat, chung ta theo doi cac vi du va phan vi du sau.

Vidu 12.4. Tap hop
A={x|xeQAx<gqg)

trong d6 ¢ 1a mot s6 hitu t, 1a mot 14t cat. Chiing ta kiém tra diéu nay qua tirng diéu trong dinh nghia
lat cat.
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(DC1) A khéc réng vi g — 1 1a mot phan t ctia A. Bén canh d6, A ciing khong phai toan b tap hop sb
hitu ti vi ¢ khong phai mot phan tir ctia A.

(DC2) B=Q-A = {x|x € QAq < x}. Moi phan t ctia A nh6 hon moi phan tit ctia B theo tinh chat bac
cau ctia quan hé < trén tap hop s hiru ti.

(DC3) A khong c6 phan tir 16n nhat vi véi mbi phan tir x ca A, ching ta luén tim duge mot phan ti
khéc 16n hon, chéng han nhu q;—x

(DC4) Néu mot s6 hiru ti x thudc A thi moi s6 hiru ti nhd hon x cling thudc A. Diéu nay dugce suy ra ti
tinh chat bac cau ctia quan hé < trén tap hop s6 hitu ti.

Vidu 12.5. Tap hop
A = {x | x1a s6 hitu ti théa man x < 0 hodc x* < 2}

1a mot 14t cat. Diéu nay dugc suy ra tir tinh chat bac ciu ctia quan hé < trén tap hop sb hiru ti va Ménh
dé 12.2.

Phan vi du 12.6. Tap hop
A = {x | x1a s6 hitu ti thda man x > 0 va x* < 2}

khéng phai mot lat cat. Béi vi 1 1a phan tir ctia A nhung 0 < 1 lai khong phai mot phan i cta A.

Phan vi du 12.7. Tap hop
-1 £
A= {7 | n 1a mét sO nguyén dU(dng}

khong phai mot 14t cat. Béi vi —11a phan ti cia A nhung -2 < —1 lai khong phai mot phan tr ctia A.

Chiing ta dinh nghia cdc phép toan va quan hé gitra cac 14t cat nhu sau.

DPinh nghia 12.8. A va B 1a hai lat cat. Chuing ta néi lat cat A c6 quan hé < véi 14t cat B va ki hiéula A < B
néuvachinéu A CB.

Pinh ly 12.9. Quan hé < trén tap hop cdc ldt cit Dg & Pinh nghia 12.8 Ia mot quan hé thit ty toan phan.

Quan hé < vé ban chat chinh 1a quan hé bao ham gitra cac tap hop (cac lat catla cac tap hop).
Dé néi vé cac phép toan véi lat cat, chiing ta luu v hai lat cat dac biét sau day.

O={x|xeQAx<0},
I={x|xeQAx<1}

V6i co s 1a quan hé thit tu toan phan trén tap hop cac lat cat Zg, chiing ta dua ra dinh nghia sau.

Dinh nghia 12.10. (i) Mot lat cat A duge goi la lat cat duong néu va chi néu O < A.

(i) Mot lat cat A duge goi 1a 1at cat &am néu va chinéu A < O.
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Nhu vay, mot lat cat A 1a khong am néu va chi néu O < A, 1a khong duong néu A < O.
Phép cong hai lat cat dugce thuc hién bé“mg cach cong ting cap phan ti cta hai 14t cat.

Dinh 1y 12.11 (Phép toan cong lat cat). Cho hai ldt cit A va B. Khi do tip hop sau

A+B={a+blacAANDbeB}

1o mot ldt cit.

Dé dinh nghia phép nhan hai lat cit, ching ta can dung dén khai niém lat cdt duong, am, khong 4m, va
dinh nghia cho ting truong hop.

Pinh 1y 12.12 (Phép nhan hai lat cat). Cho hai lt cit A va B.
(i) Néu A > Owva B > O thi tip hop sau
A-B={ab|la€c ANbEBAa=0Ab>0lUO
la mot it cit.

(i) Néu A > Ova B < O thitip hgp A-B = —A - (=B) la mét ldt cit.

(iii) Néu A <Owva B> O thitdp hop A-B = —(=A) - B la mot lit cit.

(iv) Néu A < Ova B < O thi tip hgp A - B = (—=A) - (=B) la mot ldt cit.

Kiém tra phép cong, phép nhan, quan hé < trén tap hgp cac lat cat c6 théa man hé tién dé vé sé thuc hay
khong 1a mot cong viéc can nhiéu thoi gian, sur can than va ti mi méc du khong khé. Dé biét chi tiét hon, ban
doc c6 thé tham khao vé cach xay dung tap hop s6 thuc trong [Spi08] hodc [Abb15]. Trong tai liéu nay, chung
t6i chi kiém tra tién dé vé can trén.

Dinh ly 12.13. Cho tdp hop 2 la mét tdp hop con khdc rong ciia tdp hop cdc ldt cit Dedekind hitu ti Pg va 2 cé
cén trén. Khi do 9 co can trén nhé nhit.

Chiing minh. Chung ta xét tap hop S = |J A, trong d6 A 1a cac phan ti (1a cac 1at cat) cia 2. Tap hop S bao
A2
gdm cac sb hiru .
Dau tién, ching ta chiing minh S 1a mot 14t cat.
(DC1) S 1a hgp thanh ctia cac lat cat nén S khac réng.

(DC2) Vi Z c6 can trén nén moi phan tir A ctia 2 déu nhd hon hodc bang mot 1at cat B nao d6. Do d6 S < B,
kéo theo S khong phai toan bo tap hop s hitu .

(DC3) Gia st x la mot phan ti ctia S. Theo dinh nghia ctia S va phép toan hgp ctia cac tap hop, ton tai mot 1at
cat A (1a phan tr cta S) sao cho x thudc A. Vi lat cat A khong c6 phan tit 16n nhét nén t6n tai phan ti y
ctia A sao cho x < y. Do y thudc A nén y cling thudc S. Do d6 S khong c6 phan tir 16n nhat.

(DC4) Gia stt x 1a mot phan i ctia S va y 1a mét s6 hitu ti nho hon x. Theo dinh nghia ctia S va phép toan hgp
clia cac tap hop, ton tai mot lat cat A (1a phan ti ctia S) sao cho x thudc A. Vi 1at cat A déng dudi nén y
thudc A, kéo theo y cling thudc S. Do d6 S dong dudi.
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Nhu vay S 1a mot 14t cat.
Tiép theo, chiing ta ching minh S 1a can trén nho nhat ctia 2.
Gia st X 1a mot can trén ctia 2. Theo dinh nghia quan hé < trén tap hop Zg, moi phan tir A (ciing la cc 1at

cat) ctia 2 thda man A < X (A € X). Do d6, hgp cta tat cd cac phan tit cia 2, hay S = |J A thdaman S € X
A€
(S < X). Do d6 S nhé hon hodc bang ctia moi can trén ctia 2, diéu nay c6 nghia 1a S 1a can trén nho nhat ctia 2.

Vay 2 c6 can trén nhé nhét. O

12.3 Tém lugc vé mé hinh s6 thuc bang day Cauchy hiru ti

M6 hinh s6 thuc bang day Cauchy hitu ti duge dé xuét boi Charles Méray va Georg Cantor. M hinh s6 thuc
béng lat cat dugc dé xuat sau d6 béi Richard Dedekind. Y tudng cho mo hinh sb thuc bang day Cauchy hitu
ti bat dau tir mot tinh chét ctia day Cauchy thuc: Moi ddy Cauchy thuce déu hoi tu dén mot s6 thue. Tuy nhién
diéu nay lai khong duing cho day Cauchy hitu ti. Trong m6 hinh nay, ching ta dua ra mot quan hé tuong duong
gitra cac day Cauchy hitu ti, dinh nghia cac phép toan va quan hé gitra cac 16p tuong duong theo quan hé nay
va chi ra cac 16p tuong duong d6 théa man hé tién dé vé sb thuc.

Nhiéu dinh nghia va két qua lién quan dén day sb trong muc nay c6 thé quen thudc véi nhiéu ban doc. Tuy
nhién, chiing t6i van sé néu lai mét cach so luge. Trude khi di dén dinh nghia day Cauchy hitu i, chiing ta can
dinh nghia vé day s6 hiru ti va tinh hoi tu.

Dinh nghia 12.14 (Day s6 hitu ti). Mot ddy s6 hiru ti la mot anh xa véi tap ngudn la tap hop sb tu nhién
va tap dich 1a tap hop s6 hitu ti.

Mot day s6 htu ti f : N — Q duoce ki hiéu 1a (£,),on, va fu 12 gid tri dugc gan voi sO tu nhién n béi f.
Ngoai cach ki hiéu trén, nhiéu tac gia con dung cac ki hiéu khac cho day s6, chang han

() fdumor (fiduZo

Trong day s6 hitu ti ( fn) ey, MOt s6 tu nhién 7 cu thé duge goi la mot chi s0.

Khi c6 mot day s6, ngudi ta thuong quan tam dén viéc gia tri ciia day sb sé nhu thé nao véi chi s6 n rat 16n,
hay day sb d6 c6 hoi tu khong. Dé phét biéu mot cach chat ché vé dic diém nay ctia day sd, cac nha toan hoc
da duc két lai thanh dinh nghia day s6 hoi tu.

Pinh nghia 12.15. Day s6 hitu ti (a,),cn duoc goi la héi tu dén s6 hiru ti 2 néu va chi néu
Ve > o(aN(e)(Vn > N(e)(lay —a] < e))).

Day s6 httu t (a,),,cpy dugc goi 1a hdi tu néu ton tai s6 hitu ti a sao cho day s6 htru t (a,),,c hoi tu dén
a. S6 hiru ti a khi d6 duoc goi 1a mot diém gidi han, hay gidi han cta day sb httu ti (a,),,en-

Bang ki hiéu, chiing ta viét diéu kién can va dt dé day s6 hitu ti (), khong hoi tu dén s6 hiru tia
nhu sau

e > O(VN(EIn > N(la, —al > eo))).

Trén day la mot dinh nghia hinh thic cho khai niém day s6 hiru ti hoi tu. Chung t6i thita nhan réng cach
dinh nghia nay khé hiéu vdi nhitng ngudi méi hoc. Néu ban doc cdm thdy day la mot cach dinh nghia phuc
tap, thi chung t6i cho rang viéc nén lam dau tién 1a doc vé vi tir va lugng tir trong Chuong 1. Thay cho (nhung
khong hoan toan thay thé) cach dinh nghia trén, dinh nghia cho day s6 hitu ti hoi tu ¢ thé dugce phét biéu bot
hinh thic hon nhu sau:
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e (Thong dich truc tiép logic hinh thitc thanh cau van) Day sb httu ti (a,),,cn dugc goi 1a hoi tu dén s6 hiru
ti a néu va chi néu: v6i méi (s6 hiru ti) € > 0, ton tai s6 tu nhién N(¢) chi phu thudc vao ¢ sao cho véi moi
chi sb n > N(e), ching ta c6 |a, —al < €.

e (Phét biéu khong hinh thitc) Day sb hitu ti (a,),n dugc goi 1a hoi tu dén s6 hiru ti a néu va chi néu: véi
mdi (sb hiru ti) ¢ > 0 nho tuy ¥, ludn ton tai mot chi s6 ma tur chi s6 d6 trd di, khodng cach tir a, dén a
nhé hon «.

Dinh 1y 12.16. Néu mt diy so hitu t hoi tu thi day s6 hitu t do chi c6 mot diém gidi han.

Viéc tinh toan gidi han ctia mot s6 day s6 c6 thé duge don gian héa nhd két qua sau va nhiing gidi han da
biét.

Ménh dé 12.17. (a,),.cn 00 (@n) e 1 cdc day s6 hitu ti.

(i) Néu lima, = a va limb, = b thi lims, = a + b, trong d6 day s6 hitu ti (3,),en duoc dinh nghia boi
Sy = 4y + by, v6i moi s6 tu nhién n (Chiing ta con ki hiéu (sp),en bOi (@ + by)yeny)-

(i) Néulima, = a thilimc, = ca, trong do day s6 hitu ti (c,),en duoc dinh nghia bdi ¢, = c - a, v6i moi s6 tw
nhién n, trong do c la mot hiang s6 hitu ti (Chiing ta con ki hiéu (c,),en bSi (Cn)pen)-

(iii) Néulima, = avalimb, = b thi limp, = ab, trong d6 day so hitu ti (p,), . duoc dinh nghia béi p, = a,b,
vdi moi s6 ty nhién n (Chiing ta con ki hiéu (Pn) e DO (@nbn),en)-

Dinh nghia 12.18 (Day Cauchy hiru ti). Day s6 httu ti (a,),n dugc goi la mot day Cauchy hiru ti néu va
chi néu

Ve > O(EIN(e)(\/n > N(e)(¥m = N(&)(|an — a| < g)))).
Diéu kién trén c6 thé phat biéu dudi dang tuong duong la

Ve > O(HN(e)(Vn > N(&)(¥p > O(fansp = au| < éV)>))'

Chiung ta ki hiéu tap hop cac day Cauchy hitu ti 1a p.

Day Cauchy hiru ti va tinh hdi tu c6 lién hé sau.

Dinh ly 12.19. Néu mot diy s6 hitu ti hoi tu thi do ciing la mot day Cauchy hitu t.

Day s6 htru ti hoi tu thi ciing 1a diy Cauchy hitu ti, nhung day Cauchy httu ti thi ¢6 thé khong hoi tu dén
s6 hitu ti nao.

Ménh dé 12.20. Dy s6 hitu ti (x,),en duoc dinh nghia bing dé quy nhu sau

1 khin=0
X, =
O e e
Xp—1 +

Chitng minh ring day s6 hitu ti (x,,),en 1@ mot day Cauchy va khong hoi tu dén bat ki s6 hitu ti nao.
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Chiing minh so lirgc. Chung ta chiing minh ménh dé nay bang phan chiing, 1an lugt qua cac budc sau.

Budc 1. x, > 1 v6i moi s6 tu nhién n.
1
n+1

Budc 2. V6i moi s6 tu nhién n, )xnz — 2| <

Budc 3. Chiing minh rang (x,),cn 12 mot day Cauchy hiru .
Chung ta chon ¢ 1a mot s6 hiru i duong, N = [%J, néu s6 ty nhién n > N thi véi moi s6 ty nhién p, ching

ta co

_ )xn+p2 - xn2| _ |(xn+p2 -2)+(2- xn2)|

|x”+P - x") - |xn+p + xn‘ - |xn+p + xn‘

poney? = 2]+ n® 2]
v

1 1 1 , N ,
55 n+1+n+p+1 (theo Budc 1 va Budc 2)
< 1 < 1 = ¢
“n+l1 10

&

Do d6 véi méi s6 hitu t duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu nhién # > N va véi moi sb tu
nhién p, ching ta c6 )xnﬂ, - xn| < ¢. Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, (x,),en 12 moét day Cauchy hitu
ti.

Budc 4. Day s6 hitu ti (y4), (duoc dinh nghia bdi v, = x,% v6i moi s6 tu nhién 1) hoi tu dén 2.

Chung ta chon ¢ la mét s6 hiru ti duong, N = \_1 J, néu sb tu nhién n > N thi

&

1
n+1

|xn2 - 2| < < —=<eé.

=] =

Theo dinh nghia day s6 hoi tu, day s6 hitu i (Y1) ey D01 tu dén 2.
Budc 5. Chiing minh rang day s6 hitu ti (x,,),,cp khong hoi tu dén bat ki s6 hitu ti nao.
Gia st phan ching rang day s hitu ti (x,),cn hoi tu dén s6 hiru i x.
Theo phan (iii) cia Ménh dé 12.17, ching ta suy ra day sb (), hoi tu dén s6 hitu ti x2. Theo Binh
ly 12.16, chiing ta suy ra x* = 2.
Theo Ménh dé 12.2, khong c6 s6 hitu ti nao c6 binh phuong bang 2. Do d6 x? = 2 (véi x la s6 hitu t) la
mot két qua vo ly. Nhu vay gia st phan ching 1a sai, kéo theo day s6 hiru t (x,),,n khong hoi tu dén sb
hitu ti nao.
O
Khi str dung day Cauchy hiru ti dé xay dung tap hop sb thuc, chiing ta gdp mot van dé: 6 nhiéu day Cauchy
hitu t hoi tu dén ciing mot s6 hitu ti. Diéu nay sé dugc gidi quyét bang quan hé tuong duong trong dinh ly sau.

Dinh 1y 12.21. Hai day s6 hitu ti (a,),,epy 04 (b) e duoc g0i Lo c6 quan hé ~, va dugc ki hiéu 1a (ay)yeny ~ (bn)nen
khi va chi khi ddy s6 hitu t (a, — by) e h6i tu dén 0, ndi cich khdc

Ve > O(EIN(Vn > N(lay — byl < g))).
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(i) Quan hé ~ trén tdp hop cdc day s6 hitu ti la mot quan hé tuong duong. NGi riéng, quan hé ~ trén tdp hop cdc
day Cauchy hitu i 1o mot quan hé tuong duong.
(ii) Néu hai ddy s6 hitu t (a,),en 04 (bn)yen tuong diong theo quan hé ~ thi (ay),en hoi tu dén s6 hitu t q khi
va chi khi (by),,en hoi tu dén so hitu ti q.
(iii) Néu hai diy s6 hitu t (a,) ey 08 (bu)yen tuong duong theo quan hé ~ thi (a,),en 10 day Cauchy hitu t khi
va chi khi (by) e 10 day Cauchy hitu t1.

Chung ta ki hiéu tap hop cac day Cauchy hiru ti la €.
Phép cong va phép nhan day Cauchy hiru ti dugc thuc hién bang cach cong va nhan cac gia tri ctia hai day
Cauchy hitu ti tai cac chi s6 bang nhau.

Pinh ly 12.22 (Phép cong va phép nhan day Cauchy hiu ti). (a,),en 94 (bn),en 10 cdc ddy Cauchy hitu t thi
(i) (an + by),en la mot day Cauchy hitu t. Chiing ta ciing ki hiéu (a, + by)yen = @n)nen + On)pen-

(i1) (anbn),en 10 mot diy Cauchy hitu t. Chiing ta ciing ki hiéu (a,b,),en = @n)nen * (On)pen-

Dinh nghia 12.23. Chung ta ki hiéu 16p tuong duong gdm cac ddy sd hitu ti tuong duong véi day s hiru
t (@n)nen 12 [@n) e ]-
(i) Phép cong hai phan tir ctia Gq/~ 1a mot phép toan hai ngéi trén tap hop %o/, dugc ki hiéu 1a + va

duoc xac dinh nhu sau
[(a")l’lEN] + [(bn)HGIN] = [(61” + b")ne]N]

trong d6 (a,),ens (On)nen 12 cdc day Cauchy hiru ti.

(ii) Phép nhan hai phan tir cia %/~ 12 mot phép toan hai ngdi trén tap hop %o/ ~, duge ki hiéu 1a - va
duogc xac dinh nhu sau
[@n)nen] - [On)nen] = [@nbn)pen]

trong d6 (a,),ens (On)pen 12 cac day Cauchy hiru ti.

Mot cach khong hinh thie, chiing ta ¢6 thé dién dat dinh nghia trén thanh: tong (tich) ctia hai 16p tuong
duong 1a 16p tuong duong cua tong (tich) hai day Cauchy. V6i dinh nghia trén, phép cong va phép nhan cua
hai phan tit trong %q/~ khong phu thudc vao viéc chon phan t dai dién cta 16p tuong duong. Dinh nghia nay
cting cho phép chung ta kiém tra céc tién dé vé trudng mot cach thuan lgi.

Dbé dinh nghia quan hé thi tu nhu mong muén trong 6g/~, chung ta st dung mét quan hé tién tha tu
trong %g.

Dinh nghia 12.24. (a,),en Va (bn),en 12 hai day Cauchy hitu ti.

(i) Chung ta néi (@,),cn va (bn)pen €6 quan hé < néu va chi néu (a,),en twong duong véi (b,),n hodc
ton tai s ti nhién N sao cho véi moi sb tu nhién n > N, c6 a, < b,.
(ii) Chung ta néi (a,),cn va (bn),en €6 quan hé < néu va chinéu (4,),,c khong tuong duong vdi (by),en

Vé (an)neN < (bn)HEN'

Dinh 1y 12.25. Quan hé < giita cdc day Cauchy hitu t I mot quan hé tién thit ty toan phan.
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Dinh 1y 12.26. Néu hai day Cauchy hitu ti (a,),en 04 (bn)yen thoa man (a,)uen S 0n)nen 98 (0n)pen S (@n)nen
thi @n)pen ~ (bn)ne]N’

Dinh nghia 12.27. Hai phan t a, § cta tap thuong %o/~ dugc goi la c6 quan hé < néu va chi néu véi méi
day Cauchy hitu ti (a,),,¢n trong a va day Cauchy hitu ti (b,,),,en trong B, chung ta c6 (4,),en S (Un)pen-

Dinh 1y 12.28. Quan hé < trén tip hop Go/~ la mot quan hé thit tu toan phan.

V&i mo hinh s6 thuc bang day Cauchy hiru ti, viéc kiém tra cac tién dé vé truong, cac tién dé vé thi tu c6
thé duoc thuc hién rat tu nhién. Nhung véi tién dé vé can trén, ching minh doi héi viéc xay dung mot ph?m
tlr cia 6@/~ 1a can trén nhé nhat. Chi tiét nodi dung vé viéc xay dung tap hop sb thuc, ching t6i dit tai phan
phu luc cua tai liéu nay.

12.4 Tinh duy nhét caa tap hop sb thuc

Dinh nghia 12.29. S6 thuc 1a mot lat cat trén tap hop s6 hitu . Tap hop s thue duoce ki hiéu 1a R.

Véi viéc ¢6 nhiéu cach xay dung tap hop sb thuc, trong do, tiéu biéu 1a m6 hinh 1at cat Dedekind va mo
hinh day Cauchy hitu t, ching ta c6 it nhat hai cach dé€ dinh nghia s6 thuc — S6 thuc ¢6 thé duge dinh nghia
1a mot 14t cat trén tap hop sb hitu ti, hodc mot phan tir ctia tp thuong 6q/~. Tuy nhién, cic nha todn hoc da
chiing minh dugc rang moi mé hinh s6 thuc la dang ciu vé6i nhau.

Dinh 1y 12.30. Néu tip hop R vdi phép cong (+r) vdi phan tir dong nhit ciia phép cong (Og), phép nhin (Xg) vdi
phan tir dong nhit ciia phép nhan (1g), va quan hé thir ti (<g) théa min hé tién dé vé s thuc thi ton tai mot song
dnh f : g — R sao cho

e f(0)=0g, f(1) = 1.

o f(x+1vy) = f(x)+r f(y) vdi moi so thuc x, y.

o flxy) = f(x) g f(y) vdi moi s0 thurc x, y.

e x <y kéo theo f(x) <g f(y) vdi moi so thuc x, y.

Mot chitng minh cho Dinh ly 12.30 dugc phac thao trong [Spi08]. Vi dinh ly nay, ching ta c6 thé st dung
khai niém s6 thuc ma khong can biét r6 1a s6 thuc duge dinh nghia theo mo hinh nao, tuong tu véi viée c6 thé
stt dung bt ki phan tir nao ctia mét 16p tuong duong dé lam phan tir dai dién ctia 16p tuong duong do.

12.5 Thudc tinh Archimedes

Muc nay néi vé thudc tinh Archimedes trong tap hop s6 thuc va cac hé qua. Hé qua dang luu y nhat trong muc
nay la tinh trit mat ctia tap hop s6 hitu t.

Trong chuong trinh phd thong, thudc tinh Archimedes thudng dugc thita nhan. Chitng minh dudi day cho
thudc tinh Archimedes st dung tién dé Ve can trén.

Dinh 1y 12.31 (Thudc tinh Archimedes). Vi mdi s6 thuc x, ton tai s6 nguyén n sao cho x < n.

Chiing minh. Gia st phan ching rang ton tai s6 thuc x sao cho véi moi sé nguyén 1, c6 n < x. Theo gia st phan
ching, x 1a mot can trén cda tap hgp s6 nguyén. Theo tién dé vé can trén, tip hop sd nguyén cé can trén nhod
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nhét, ching ta ki hiéu can trén nhé nhat d6 la s. Do d6 1 < s vdi moi s6 nguyén n. Vi s 1a can trén nhé nhét cta
tap hop s6 nguyén nén s — 1 khong phai mot can trén cia tap hgp sé nguyén, do d6 ton tai sb nguyén m sao
cho s — 1 < m, kéo theo s < m + 1. Diéu nay mau thuan véi viéc s 1a can trén ctia tip hop s6 nguyén, nén gia st
phan chiing 1a sai.

Vay voi méi sb thuc x, ton tai s6 nguyén n sao cho x < n. O

Hé qua 12.32. Vi moi s6 thuc x, y, néu y > 0 thi ton tai s0 nguyén n sao cho x < ny.

Heé qua trén dugc rit ra tir viéc 4p dung thudc tinh Archimedes cho s6 thuc i Trong nhiéu tai liéu khéc,
hé qua trén duogc coi la thudce tinh Archimedes.

3.14
N e e s
0 1 2 3 4 5

HINH 4.1. Minh hoa thudc tinh Archimedes véi x = 3.14.

Dinh ly 12.33 (Phan nguyén ctia s6 thuc). Vdi moi s6 thuc x, ton tai duy nhit sé nguyén n sao chon < x < n+1.

NGi riéng, s6 nguyén n nhu vdy duoc goi la phdn nguyén ciia sé thure x v dugc ki hidu 1a | x].

Chitng minh. Theo thudc tinh Archimedes, ton tai s6 nguyén a va b sao cho x < b va —x < a, kéo theo —a < x < b.
Theo tinh chat bac cau ctia quan hé thu tu trén tap hop sé thuc, néu mot s6 nguyén ¢ thdéa man ¢ < x thi
¢ < b. Theo nguyén ly thit tu tét, tap hop cac s6 nguyén nhé hon hodc bang x c6 phan tir 16n nhét, ching ta ki
hiéu phan tir d61a n. Vin < n+1 va n+11a mot s6 nguyén nén theo dinh nghia ctia 1, ching tacén < x < n+1.
Gia str s6 nguyén m théa man m < x < m + 1. Gia st phan ching rang m < n, khi d6 m + 1 < n, kéo theo
m + 1 < x, mau thuan véi x < m + 1. Gia st phan ching rf?mgn <m,khidén+1<m, kéotheon+1 < x, mau
thudn véix <n+1.Dodom = n.
Vay v6i moi s6 thuc x, ton tai duy nhat s6 nguyén nsaochon <x <n+1. O

Dinh 1y 12.34 (Tinh trtt mat ctia tdp hop sb hiru ti). Vdi moi sé thuc x, y sao cho x < y, ton tai s6 hitu t q sao
chox<g<y.

Chitng minh. Theo thudc tinh Archimedes, ton tai s nguyén n sao cho 1 < n(y — x). Do d6 1 + nx < ny. Theo
dinh nghia phan nguyén ctia s6 thuc, ching ta ¢6 nx < [nx] + 1 < nx + 1 < ny.

Do dé, véi s6 nguyén m = |nx] + 1, chiing ta c6 nx < m < ny. Bén canh d6, viy—x > 0van(y-x)>1>0
nénn>0.Dodox <% <.

Vay, véi moi sb thuc x, y sao cho x < y, ton tai s6 hitu ti g sao cho x < g < y.. O

12.6 Bai tap

Bai tap 12.1. A la mot 14t cat trén Q. Ching minh rang Q \ A chi gom tat ca cac can trén hitu ti ctia A.

Bai tap 12.2. A 1a mot lat cat trén R. Chirng minh rang R \ A ¢6 phan tir nhd nhat. Céc lat cat trén tap hop s6
hitu ti c6 gi khdc véi cac 1at cat trén tap hop sb thuc?

Bai tap 12.3. Ching minh rf?mg néu mot tap hop con khéc rong cta tap hop s6 thuc bi chan dudi thi c6 can
duéi 16n nhat.
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Bai tap 12.4. A la tap hop con khéc rong ctia tap hop sb thuc. Tap hop —A dugc dinh nghia nhu sau
-A={-x|xeA}.

(i) Chiing minh rang néu A c6 can trén nho nhat thi —A c6 can dudi 16n nhéat, va khi d6 sup A = — inf(-A).

(if) Chung minh ré“mg néu A c6 can dudi 16n nhat thi —A c6 can trén nhd nhét, va khi d6 inf A = — sup(—A).
Bai tap 12.5. (a,),cn 1a mot day Cauchy. Chitng minh rang

(i) Ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ¢6 |a, — an| < 1.

(ii) (4n),en bi chdn. N6i cach khac, ton tai s6 thue duong A sao cho |a,| < A véi moi s6 tu nhién 7.

Két qua trong bai tap trén van diing véi day Cauchy hiru ti va 1a can thiét dé chiing minh phan (ii) ctia Dinh
1y 12.22.

Bai tap 12.6. Chiing minh rang vdi mbi s thuc a, b théoa man a < b, ton tai s6 vo t x sao cho a < x < b. [Goi ¥:
Ton tai s6 hiru ti nam gitta a — V2vab- 2]

Bai tap 12.7. Ching minh rang véi méi s6 thuc x va s6 thuc duong ¢, ton tai s6 hitu ti g sao cho )q - x| <e.
Bai tap 12.8. Chiing minh rang véi hai s6 thuc x, y thda man x < y, ton tai s nguyén m va sb tu nhién n sao
chox < ;ﬂ—n < y.[Goi y: Ap dung cach 1ap luan ctia chitng minh tinh trit mat ctia tap hop s6 hiru ti.]
Bai tap 12.9. Cho cac sb thuc a, b thdéa man a < b. Chiing minh rang
(i) Ton tai song anh tir khodng m& (0, 1) dén khodng md (a, b).
(ii) Ton tai song anh tir khodng déng [0, 1] dén khodng déng [a, b].
Trong do (a,b) latap hop {x e R|a <x < b}, [a,b]latap hop {x e R |a < x < b}.

Bai tap 12.10. Cho c 1a mot s6 thuc duong. Hai s6 thuc x va y duge goi la c6 quan hé ~ néu va chi néu ton tai
s6 nguyén 7 sao cho x — y = nc. Chiing minh rang

(i) ~la moét quan hé tuong duong.

(ii) Ton tai mot song anh tir R/. dén tap hop [0, ¢).
Trong do6 [a,b) latap hop {x e R|a < x < b}, (a,b]latap hop {x e R | a < x < b}.
Trong bai tap trén, quan hé ~ dugc goi la quan hé dong du modulo c.

Bai tap 12.11. (i) Hop cua hai khoang md& c6 phai moét khoang moé khong? Tuong tu, hop cua hai khoang
dong c6 phai moét khoang dong khong? Hay dua ra vi du va phan vi du.

(ii) Chitng minh rang giao ctia hai khodng m& hodc 1a tap hop rdng, hoic 1a mot khodng md.

(iii) Chiing minh rang giao ctia hai khoang déng hodc 1a tap hop réng, hodc gdm ding mot phan ti, hodc la
mot khoang dong.

Bai tap 12.12 (Nguyén ly Cantor vé cac khodng déng 16ng nhau). Véi méi sé6 nguyén duong n, ching ta dinh
nghia I, = [a,, b,]. Gia st véi mdi sb nguyén duong n, c6 I, 2 I41.

(i) Ching minh rang tap hop cac sb thuc a, c6 can trén nhd nhét (chiing ta sé ki hiéu 1a a), va tap hop cac sd
thuc b, c6 can dudi 16n nhét (ching ta sé ki hiéu 1a b).

(ii) Chiing minh rang giao ctia tat ca cac khoang dong I, khac rong.
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(iii) Ching minh rang néua = b thi giao clia tat ca cac khoang dong I, chi gdbm diing mot phan ti.

Thuc té, trong phat biéu ctia nguyén 1y Cantor, diéu kién a = b dugc thay bdi diéu kién tuong duong la
lim(a, — b,) = 0. Nguyén ly Cantor cho thay giao ctia day cac khodng déng 1ong nhau khéc réng. Tuy nhién
diéu nay khong con ding néu chung ta thay khoang déng bdi khoang md. Hai bai tap dudi day lam o nhan
dinh nay.

Bai tap 12.13. V6i méi s6 nguyén duong 7, ching ta dinh nghia I, = (0, ). Chiing minh rang
(i) V&i mbi s6 nguyén duong 1, I, D L41.
(ii) Giao ctia tat ca cac khoang md I, 1a tap hop rong.
Bai tap 12.14. Cho khoang dong [a, b]. V&i mbi s6 nguyén duong n, chiing ta dinh nghia a, = a— % vab, =b+ %
Chting minh rang
(i) an < b, v6i moi s6 nguyén duong n.
(ii) a1a can trén dung cia tap hop cac s6 thuc a,, va b 1a can duéi diing ctia tap hop cac sb thuc b,,.
(iii) [a,b]1a giao ctia tat ca cac khoang md (a,, by), véi n 1a sb nguyén duong.
Bai tap 12.15. Cho khodng m& (a,b). Véi méi sb nguyén duong n > 1, ching ta dinh nghia a, = a + % va
by =b- %. Chting minh rang
(i) ay < b, v6i moi s6 nguyén duong n > 1.
(ii) ala can dudi dung cta tap hop cac s6 thuc a,,, va b 1a can trén dung cua tap hop cac s6 thuce by,.

(iii) (a,b)1a hop cta tht ca cac khoang déng [a,, b,], voi cac s6 nguyén duong n > 1.

13 So6 phic

13.1 Xay dung tap hop s6 phiic

Khong ton tai s6 thuc nao c6 binh phuong bang —1. Trong chuong trinh phé thong, ching ta da dugce gidi
thiéu khai niém don vi 4o 1 (thda man 2 = —1) va tap hop sb phic. Tuy nhién cach tiép can dé khong thoa
dang. B&i vdi cach tiép can nhu vay, 1 c6 ngudn gdc khong rd rang, hay chiing ta khong tra 10i duge 1 1a gi, hay
s6 phtic 1a gi véi cach tiép can do. DE khic phuc diéu nay, s6 phtic va tap hop s6 phiic dugc dinh nghia nhu
sau.

Dinh nghia 13.1. Tap hop s6 phuc 1a tap hop gdm tt ca cac cdp (c6 thit tu) sb thuc. Tap hop sb phic
duoc ki hiéu la C.

Theo dinh nghia trén, C = R X R = IR? va méi s6 phirc déu 6 dang (a, b), trong d6 a va b 1a cac sb thuc.

Dinh nghia 13.2 (Phép cong va phép nhan s6 phirc). Véi mdi sb phic (a,b), (c,d), ching ta dinh nghia
tong va tich hai s6 phtic (a, b), (c, d) nhu sau

(a,b) + (c,d)=(@@+cb+4d),
(a,b)-(c,d) = (ac — db,da + bc).

Véi dinh nghia trén, chiing ta chiing minh dugc két qua sau.
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Ménh dé 13.3. Anhxa 1 : R — C, vdi ((x) = (x,0) la mot don dnh. Pon dnh nay bdo toan phép cong va pheép
nhdn, noi cdch khdc, 1(x, y) = 1(x) + 1(y) va (xy) = t(x)(y).

Phép nhan s6 phitc duge dinh nghia nhu trén sé ddm bao! rang phép nhan sb phuic c6 tinh chat phan phéi
v6i phép cong s6 phitc. Ching ta dong nhit s6 thuc a véi (a,0) (Ménh dé trén 1a cd s cho viéc dong nhat nay).
Ap dung ki hiéu nay va dinh nghia phép nhan s6 phtc, ching ta thu dugc

(a,b) = (a,0) + (0, b),
a(b,c) = (a,0)(b,c) = (ab,ac),
(0,1*=(0-0-1-1,1-0+1-0)
=(-1,0)
=-1.

trong d6 a, b, ¢ 1a cac sb thuc. Cac két qua trén day 1a co s dé chung ta dinh nghia 1 = (0,1). Cling tir cac
két qua nay, thay cho cach viét (a, b), chiing ta viét a + br hodc a + 1b. N6i riéng, khi a = 0, chung ta viét b1 hodc
1b thay vi0 + b1.

Dinh 1y 13.4. Hai s6 phiic a + bt va ¢ + di biang nhaw khi va chi khia = ¢, b = d.

Pén hién tai, ching ta da xay dung nhiéu tap hop sO:NcZcQcRcC.

e Viéc md rong tap hop sb tu nhién thanh tap hgp sb nguyén bat ngudn tir mong mudn thuc hién duge
phép trir hai s6 tu nhién bat ki.

e Viéc md rong tap hgp sé nguyén thanh tap hop s hitu ti bat nguén tir mong muébn thuc hién duge phép
chia mot s6 nguyén cho mot s6 nguyén khac 0.

e Viéc md rong tap hop sb hitu ti thanh tap hgp s6 thuc 1a mét qua trinh day da hoa, dé cho moi tap hop
con khac rong va bi chan trén déu c6 can trén nho nhat.

Song hanh véi mbi tap hop s6 1a cdc phép toan va quan hé. Nhitng han ché ctia cac phép toan hay quan hé
1a dong luc dé md rong tap hop s6 da c6 thanh tap hop sO rong hon, khac phuc han ché cua tap hop s6 trudc.
Trong tai liéu nay, ban doc c6 thé thay viéc dinh nghia cac tap hgp sd, cling nhu cac phép toan va quan hé trén
chiing c6 thé khong duge ty nhién. D6 1a béi ching ta dang sit dung phuong phép tién dé nham t6 chuc lai
mot cach chat ché cho hé thong ly thuyét véi cac dinh nghia va dinh ly, va phuong phép tién dé dugc thuc hién
sau cting — Khi ma hé thong Iy thuyét dugc xem la da chin mudi. Bén canh do, véi cac tap hop sb, diéu ma
nhitng ngudi hoc va 1am toan quan tdm 1a cac s6 d6 (cting cac phép toan, quan hé) c6 nhiing tinh chét gi. Qua
dinh nghia ctia cac tap hop sb, cling nhu cac phép toan, quan hé trén ching, c6 thé dua ra nhan dinh rang:
Chinh cac phép toan, quan hé va cac tinh chat cta ching la nhiing diéu quyét dinh chiing ta nén dinh nghia
cac tap hgp sb nhu thé nao.

Dinh ly 13.5 (Trudng sb phuc). Tap hop sb phiic vdi phép todn cong va nhan la mot truong. N6i cich khdc

(F1) Phép cong cd tinh chat két hgp. N6i cdch khic, vdi moi s6 phifc z1, 22,23, chiing ta cé

(21 + Zz) +z3 =21+ (Zz + Z3).

1C6 thé day khong phai cach duy nhit, nhung ching ta chi quan tAm dén phép nhan sb phtic theo dinh nghia nay.
y g P y g g q phep P g y.
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(F2) Phép céng cd phan tir dong nhat. N6i cdch khdc, vdi moi sé phiic z, chiing ta c6
z+0=0+z=2z
(F3) MJi s6 thurc c6 phan tir dbi. N6i cdch khic, vdi mdi s6 phikc z, ton tai s6 phiic (—z) théa min
z4+(-z)=(-2)+z=0.
(F4) Phép cng cd tinh chat giao hodn. N6i cich khic, v6i moi s6 phiic z1, z, chiing ta cd
z+z =2 +71.
(F5) Phép nhén cd tinh chit két hop. Néi cich khdc, v6i moi s6 phiic z1,z,, z3, chiing ta c6
(z1-22) - 23 = 21 - (22 - 23).
(F6) Phép nhén c6 tinh chat phin phdi vdi phép cong. Noi cich khdc, vdi moi s6 phikc z1,za, z3, chiing ta c6

(z1 +22) 23 =21 - 23 + 2 - z3,

23+ (21 +22) = 2321 + 23 - 2.
(F7) Phép nhén cé phan tir dong nhit. N6i cich khdc, véi moi s6 phiic z, chiing ta cd
z-1=1-z=2z
(F8) Phép nhén c6 tinh chat giao hodn. N6i cdch khdc, vdi moi s6 phiic z1,z3, chiing ta c6
Z1-2) =2p - 21.

(F9) MJi s6 thuec khdc 0 c6 phan tir nghich dido. N6i cich khdc, vdi mdi s thuc z # 0, ton tai s6 thuc x~1 sao cho

Chiing t6i dé ban doc tu kiém tra cac tinh chat (F1) — (F8). Con vé6i tinh chat (F9), ching ta c6

@+by[—"— + =2 ;) =1.

——1
a2 +b> a2+ b?

V6i tinh chét (F6), chiing ta c6 thé thuc hién phép nhan hai s6 phitc ma khong can ghi nhd dinh nghia ban
dau ctia phép nhan sb phuc.

13.2 Phan thuc, phan ao, lién hop va dang lugng giac ctia s6 phic

Pinh nghia 13.6. V6i méi s6 phtic z = a + bi, a dugc goi la phan thuc ctia z, b dugc goi la phan ao ctia z,
va a — b1 dugc goi 1a lién hop caa z.

Phan thyc, phan 4o, lién hgp ctia s6 phic z 1an lugt dugc ki hiéu 1a R(z) (hoidc Re(z)), J(z) (hodc Im(z)), z.
Ba khai niém nay c¢6 lién hé nhu sau.
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Dinh 1y 13.7. Vi mdi s6 phiic z,

R(z) = %(z +32), I(z) = %(z -2).

Phép 14y lién hop ctia s6 phiic c6 tinh chat déi hgp.

Pinh 1y 13.8. Vii méi s6 phiic 2,z = z.

Phép 14y lién hop ctia s6 phiic tuong thich véi phép cong va phép nhan sb phuic.

Dinh ly 13.9. Vi moi s6 phiic z1, z,

Z1+20 =721 + 2y, 21Z) =212y

Dinh nghia 13.10. Gia tri tuyét d6i, modulus, hay d6 16n ctia s6 phtic z = a + bz 1a s6 thuc khong am
Va2 + b2. Do 16n cda s6 phitc z dugc ki hiéu 1a |z].

Tir dinh nghia trén, chiing ta rit ra két qua sau.

Dinh ly 13.11. V&i mdi s6 phitcz = a + bt
() 1z = (R@)* + (J(@))* = a® + V2.

(i) |z = zZ.

Trong trudng hop s6 phtic z # 0, chting ta c6 nhan xét sau

z _ R(z) . I(z)

2l |zl
va theo Dinh ly 13.11 ) )
) (5 -
Nhu vay, ton tai s6 thuc ¢ sao cho
cos(@) =22, sini@) =22

Khi d6, ching ta thu duge dang luong gidc cta sb phic z.

z = |z| (cos (¢) + 1sin (@)).

Dinh 1y 13.12. Vi méi s6 phiic z # 0, ton tai duy nhit s thie ¢ thudce (-, 7] sao cho

z = |z| (cos (¢p) + 1sin (¢)).
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Trong do, ¢ dugc goi la argument ciia so phiic z # 0, va dugc ki hi¢u 1a arg (z).

Hoan toan c6 thé dua ra mot cong thirc dé xac dinh arg (z). Tuy nhién mot cong thirc nhu vay doi hoi phai
xem xét nhiéu truong hop khac nhau cta R(z) va J(z). Trong thuc té, dé dugc linh hoat hon, thay vi st dung
arg (z), chung ta dung cac gia tri trong tap hgp sau

{arg (z) +2km | k € Z}.

hay noéi cach khac la bat ct s6 thuc nao dong du modulo 27 vdi arg (z).
Vi dang lugng gidc ctia s6 phiic, viéc thuc hién phép nhan, va liy thira tré nén dé dang.

Dinh 1y 13.13. (i) V6i mdi s6 phiic z; = |z (cos(P1) +1sin(¢1)) va zo = |zo| (cos(¢p2) + 1 sin(¢hy)), chiing ta co
2123 = |z1]|z2] (cos(P1 + ¢2) + 1sin(P1 + ¢2)).
(ii) Vdi mdi s6 phiic z = |z| (cos(¢) + 1sin(¢p)) khdc 0, chiing ta co
a1 .
z7 = H(cos(—qb) + 1sin(—@)).

(iii) (Céng thitc Moivre) Vi mdi s6 phiic z = |z| (cos(¢) + 1sin(¢p)), vdi moi s6 nguyén n, chiing ta cé

z" = |z|" (cos(n¢) + 1sin(ne)).

Dinh 1y 13.14 (Can bac 1 cta sb phuc). Ton tai diing n sé phiic ¢é liy thira bic n bang mot s6 phiic zo khdc 0
cho trudc.

Chitng minh. Néu sb phtic z théa man z" = zj thi z # 0. Bang dang lugng gidc ctia s6 phtic z, zg va cong thiic
Moivre, ching ta thu dugc

|z|" (cos(n¢p) + 1sin(n)) = |zo| (cos(¢o) + 1sin(¢o)).
Do dé
2l = Vizol,
cos(n) = cos(o),
sin(n¢) = sin(¢o).

cos(ng) = cos(Po) kéo theo nep = ¢y (mod 27) hodc np = - (mod 2m). sin(ned) = sin(Pg) kéo theo np = ¢y
(mod 2m) hodc ng = m — ¢y (mod 2m). Vi cos(ng) = cos(¢g) va sin(nd) = sin(gpo) nén ne = ¢g (mod 2m).

Tir dong du thic ng = ¢ (mod 27), ching ta suy ra n kha ning: ¢ = % + 2"7” (mod 2m) v6ik=0,1,...,n-1.

Vay moi s6 phirc khac 0 c6 dung n cdn bac n, dé 1a

2k 2k
\ IZOI(COS(WTR)+zsin(W)) k=0,1,...,n-1.

Néi riéng, so 1 c¢6 n cdn bac n la

Ck:cos(Zk—n)+zsin(2k—n) k=0,1,...,n-1.
n n
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Trong ndi dung tiép theo vé biéu dién hinh hoc ctia s6 phtic, chiing ta sé chi ra y nghia hinh hoc cta timng
khai niém vé s6 phitc da duoc dé cap dén gid trong tai liéu nay.

13.3 Biéu dién hinh hoc ctia s6 phic

Tap hop s thuc ¢6 thé dugc truc quan hoa bé“mg mot duong théng (truc s6 thuec). Tap hop ) phtc dugce truc
quan héa thanh mot mét phang toa do (mat phang phic?), trong d6 mdi sé phiic tuong ing véi mot diém
trong mat phéng toa do (Xem Hinh 4.2). Trong mat phéng phtc, truc Ox duogc goi la truc thuc, truc Oy dugc
goi la truc ao.

yl
F@2) - :
olfe
‘ > x
R(z)
z

HiNH 4.2. Mat phang phuc.

Dé dugc suc tich trong dién dat, thay vi néi “diém biéu dién s6 phiic z trong mat phang phic”, chiing ta
néi “diém z”. Géc toa do tuong ing véi s6 phiic 0.

V6i méi s6 phuc z # 0, chung ta viét z dudi dang luong giac
z = |z| (cos (¢) + 1sin (¢p))

trong do6 ¢ = arg (z).

Thong qua mat phang phtic, cac thude tinh ctia s6 phtic z duge gén cho cac y nghia hinh hoc. D¢ 16n ctia
s6 phtic z chinh 1a khodng cach tir diém z dén gbc toa do O. Phan thuc cda z 1a hoanh d¢ ctia diém z, phan 4o
ctia z 1a tung do ctia diém z. Diém Zz biéu dién cho sb phuic lién hop cta z 1a diém dbi xtiing véi z qua truc thuc.
Argument cta z 1a s6 do ctia géc dinh hudng (Ox, Oz) véi tia dau 1a tia Ox, tia cubi la tia Oz.

Phép cong hai sb phic tuong tung voi phép cong vector (Xem Hinh 4.3.)

Phép nhan mot sb phiic zg véi s6 phic z # 0 tuong Gng véi mot phép vi tu-quay f. Bang ki hiéu anh xa,
chiing ta viét

f: €-C

Z > zpz

Ban doc xem Hinh 4.4. Phép vi tu-quay nay la hgp thanh ctia phép quay tdm O goc 6 = arg(zp) (mod 2m)
va phép vi tu tam O ti s |z|.

2Céc nha toan hoc Caspar Wessel, Jean-Robert Argand, Carl Friedrich Gauf 1a nhitng ngudi dau tién dé xuat biéu dién s6 phtic 1én mat
phéng toa do theo cach nay. Trong d6, Argand la nguoi dua ra chitng minh chat ché dau tién cho dinh Iy co ban cta dai s6, dinh Iy d6
dugc phat biéu rang “Moi da thitc khac hing s6 véi hé s6 phiic ¢6 it nhat mot nghiém phuc”.
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HIiNH 4.3. Phép cong hai s6 phuic.

yav4

y1

20

HINH 4.4. Phép nhan hai s phuc.

69
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Biéu dién hinh hoc ctia cac can bac n ctia mét s6 phiic z khac khong cho trude 1a n diém. n diém nay thudc
duong tron véi tam 1a gbe toa do, ban kinh |z|. Khi n > 3, n diém nay con 1a n dinh cia mét n-giac déu voi tam
1a gbc toa do (Xem Hinh 4.5.)

VL

G
G

Cs
Ca

HINH 4.5. Biéu dién hinh hoc cho cac can bac 5 ctia 1.

134 Bai tip
Bai tdp 13.1. Chung minh Dinh ly 13.5.
Bai tap 13.2. Cho z 1a mot s6 phitc nhung khong phai s thuc. Chiing minh rang C = {a + bz |a € R,b € R}.

Bai tap 13.3. Ching minh rang khong ton tai mot quan hé thit ty toan phan < trén tap hop s phiic C ma
twong thich véi phép cong va phép nhén sb phitc. [Goi y: Chitng minh bang phan chiing, xem xét 6 thi tu c6
thé c6 ctia ba s6 phic 0, 1, 1.]

Bai tap 13.4. (i) Hay dua ra mot vi du vé quan hé thit tu khong toan phan trén tap hop sb phic [Goi y: Chi
dinh nghia quan hé thi tu trén moét tap con cta C.]

(if) Hay dua ra mot vi du vé quan hé tién thi tu toan phén trén tap hop sO phtec.
Bai tap 13.5. Vdi moi s6 phtc z1, zp, ching minh rf?mg
(@) |z1z2l = |zl [zl
(i) |21 + 22| < |z1] + |22].
(iii) néu z; # 0 va zp # 0 thi arg (z122) = arg (z1) + arg (z2) (mod 27).
Bai tap 13.6. Chung ta ki hiéu U 1a tap hgp cac s6 phiic c6 do 1én bang 1.
(i) Chtang minh ré”mg ton tai mot song anh gitra U va [0, 2m).
(ii) Hay dua ra mot quan hé tuong duong ~ trén tap hop s6 thuc R sao cho ton tai mot song anh f: R/ — U.
Bai tap 13.7. Chuing minh rang ton tai mot song anh gitra U \ {1} va R.

Bai tap 13.8 (Can nguyén thiy). 7 1a mot s6 nguyén duong. Ching minh rang trong U, ton tai phan t& ma
moi phan tr khac déu 1a liy thira ctia phan ti dé.

Phan ti nhu vay duoc goi 1a cin bac n nguyén thily ctia don vi. Chiing minh rang (; 1a mot cin bac n
nguyén thuy khi va chi khi # va k nguyén t6 cting nhau.
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Bai tap 13.9. 1 1a mot s6 nguyén duong. U, 1a tap hop tat ca cac can bac n cta 1. Z, 1a tap hop gdm n sé nguyén
0,1,...n—=1.Phép cong +, trén tap hop Z, dugc dinh nghia nhu sau

a+b néua+b<n,
a+,b=

a+b-n néun<a+b.

(i) Ching minh réng anhxa 7 : U, = Z,, v6i ©(() = k la mét song anh va 1(Cr) = 7(Ck) +4 T(Cr) Vi moi
kteZ,.

(ii) V&in > 2, chiing minh rang ton tai it nhat mot song anh khac tir U, dén Z, cting c6 tinh chat nhu 7.

Bai tap 13.10 (Quaternion). Tap hop s6 bo bén (quaternion) dugc dinh nghia la H = C x C. No6i cach khac, day
la tap hop gom tat ca cac cdp (c6 thi tu) sb6 phic. Trong bai tap nay, ching ta ki hiéu quaternion béi cac chir
cdi in dam, ki hiéu s6 phitc bdi cac chit cai in thuong.

Lién hgp ctia quaternion z = (a,b) dugc ki hiéu la z* va dugce xac dinh nhu sau

z' = (a,-b)
Phép cong quaternion va phép nhan quaternion dugc dinh nghia nhu sau

(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d),
(a,b)(c,d) = (ac — db, da + b%).

Tuwong tu nhu khi dinh nghia s6 phitc nhur mot cip s6 thuc, chiing ta dong nhdt sb phitc a v6i quaternion
(2,0). Nhuvay R c C c H.

(i) Chiing minh rang phép nhan quaternion c6 tinh chat két hop.

(i) Hay dua ra mot vi du dé cho thay rang phép nhan quaternion khong c6 tinh cht giao hoan.
(iii) Ching minh réng vGi moi quaternion zq, 2, (2122)" = 22°21" va 2121" = 21"23.
(iv) Chung minh réng v6i moi quaternion z, z'z 1a mot s6 thuc khong am.

(v) N : H — R 1a anh xa cho bdi biéu thitc N(z) = Vz*'z. Chiing minh rf“ang v6i moi quaternion z4, z3, ¢6
N(z122) = N(21)N(z,).

Trong chuong nay, cach dinh nghia s6 phitc nhu mét cap sb thuc, cach dinh nghia quaternion nhu mot cap
s6 phttc 1a mot phan ctia phép dung Cayley-Dickson. Phép dung nay tiép tuc duoc st dung dé tao ra cac tap
hop ) rong hon, chéng han nhu octonion (s6 bo 8), sedenion (s6 bd 16), trigintaduonion (s6 bo 32), ... Noi
chung, cang tiép tuc md rong véi phép dung Cayley-Dickson, tap hop sd mdi sé mat di tinh chat nao dé: tap
hop s6 phiic khong duge sap thit tu hoan toan (xem Bai tap 13.3), phép nhan quaternion khong c6 tinh chat
giao hoan, phép nhan octonion khéng c6 tinh chat két hop, ...



Chuong 5
S6 p-adic

14 Dan nhap khong hinh thire vé s6 p-adic

14.1 So va biéu dién so

Trong cac Chuong 3 va 4 cta tai liéu nay, qua trinh xay dung céc tap hgp s6 N, Z, Q, R, C da duoc trinh bay
lai mot cach so luge. Khac véi cach tiép can véi sé & chuong trinh phd thong, trong tai liéu nay, cac tap hop sd
dugce dinh nghia va xay dung theo phuong phap tién dé, nghia la hoan toan trtru tuong. Bén canh d6, chung
ta cling st dung hé thong ki hiéu dé c6 thé viét va tinh toan véi cac s6 mot cach thuan tién. Ki hiéu cho mot s6
duge goi 1a biéu dién sb.

Ban doc han da hoan toan quen thudc vdi biéu dién s6 thue trong hé thap phan. Chting t6i dan lai day mot
s6 vi du.

1512=1-10>+5-102+1-10' +2-1
1 . 5 . 1 +i
7103 1072 10! 10Y’

%:0.0625:0-1+0-10‘1+6-10‘2+2~10‘3+5-10‘4
_ 0,0 _ 6 _2 _ 5
100 10! 102 103 10%’

_4_ _ -1 -2

5= = 016 =—(1-10"" +6-107?)

(i )
- o\10t 102/’
1 —
ﬁ=0.090909...=0.09=0-1+0~1o-1+9-10—2+0-1o-3+9~1o-4+---
9 0.9 . 0_9 .
100 101 102 103 104 ’
n=31415926...=3-1+1-10"'+4-102+1-102+5-10%*+9-10°+2-10°+6-107 + - --
I T TS TN IR S B I
100 10! 102 103 10* 105 106 107

Céc vi du trén day phan nao giai thich cho y nghia ctia cac chit s6 trong biéu dién thap phan ctia mot sd
thuc. Tuong ty, chuing ta ciing c6 thé biéu dién cac sb thuc theo hé ca s6 b (trong d6 b 1a mot sb nguyén 16n
hon 1). Vé&i mot s6 thuc khong am x, biéu dién ctia x theo hé co s b dugc xac dinh bang cach ghép biéu dién
thap phan ctia phan nguyén ctia x v6i phan 1é ctia x.

Ddi v6i phan nguyén cua x.
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e 4 1a s6 du khi thuc hién phép chia (thuat toan Euclid) s6 nguyén |x] cho b, va thuong 1a qo.

e 4 1a s6 du khi thuc hién phép chia s6 nguyén ¢o cho b, va thuong la ¢;.

e 4 1a 56 du khi thuc hién phép chia s6 nguyén g; cho b, va thuong 1a ¢».

e 4, 1a s6 du khi thuc hién phép chia s6 nguyén g,,_1 cho b, va thuong 1a g,,.

trong qud trinh trén, dén mot lic nao do, sd du thu duge chi la 0. Biéu dién trong hé co s b cta |x] la
A1 - . . A2100.

Déi v6i phan 18 cda x.

e a_; 1a s6 du khi chia |bx] cho b.

e a5 la 56 du khi chia |b%x | cho b.

e a_, 14 sb du khi chia [b"x] cho b.

Biéu dién trong hé co sb b cta phﬁm léchaxlaa_jasas...
Biéu dién trong hé co s6 b clia x 1a a,ay—1 . . . Axa1a0.0-14-24_3 . . .
Dé biéu dién sb thuc am trong hé co s6 b, ching ta tim biéu dién ctia s6 d6i ctia s6 d6, va thém ki hiéu “-”
phia trudc dé biéu thi s6 am.

Biéu dién trong hé co s6 b ctia mot s6 thuc khong am x néi chung khéng duy nhat. Chang han, trong hé
thap phan, chiung ta c6

1=1.0000...=1.0

=0.9999... =09,
2.52 =2.5200... = 2.520
=25199... =2.519.

14.2 S6 n-adic

Trong muc trudc, chiing ta da néu mot sé vi du vé biéu dién sb thuc duong trong hé thap phan va dinh
nghia biéu dién s6 thuc duong trong hé co sb bat ki. Vi dinh nghia nhu vay, mdi sé thyc duong x =
Ay . ..A1A40.0-14— . .. 1a gidi han (hay t6ng) ctia mot chudi sd

ap a_q a_p

a
m +...+—1+_+_+_+...
1 b1 0 T pt T p2

b-
a
:Zb_:

k>m

X =

trong do6 ax 1a cac s6 nguyén thuoc tap hop {0,1,...,b — 1}

14.3 Bai tap

15 Tap hop s6 p-adic

15.1 Dinh gia p-adic

15.2 Xay dung tap hop s6 p-adic
15.3 Bai tap



Chuong 6

Luc luong cta tap hop va ly thuyét tap
hop theo tién dé

Cho dén thoi diém nay, mac du chiing ta da bat gap va lam viéc cting sy v6 han (chang han nhu cac tap hgp c6
v6 han phan tf), nhung chung ta chua hé dinh nghia thé nao la vé han. Muc tiéu ctia chwong nay khong phai
1a trd 16i vo han 1a gi, ma 1a gi6i thiéu khai niém luc lugng cda tap hop dé tir d6 tim ra mot s6 dédc diém ctia cac
tap hop c6 vo han phan tu.
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CHUONG 6. LUC LUONG CUA TAP HOP VA LY THUYET TAP HOP THEO TIEN DE
16 Cac dinh nghia
16.1 Luc lugng va so sanh luc luong giua cac tap hop

16.2 Tap hop luy thura
16.3 Bai tap

17 Ly thuyét tap hop theo tién dé

17.1 Nghich ly Russell va nghich ly Cantor
17.2 Ly thuyét tap hop ZF va ZFC

18 Luc lugng dém duogc va luc luong khong d¢ém duoc
18.1 Luc luong d¢ém duoc

18.2 Luclugng khong dém duoc

18.3 Bai tap

19 Mot s6 thong tin veé luc lugng caa tap hop

19.1 Luc lugng caa tap hop s6 thuc

19.2 Dinh ly Cantor-Schrioder-Bernstein

19.3 Gia thuyét continuum
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Phu luc A
M6 hinh s6 thuc bang day Cauchy hiru ti

Phan phu luc nay cung cap day du cac chi tiét ki thuat trong viéc xay dung tap hop sb thuc bang day Cauchy
hitu t. Pé phuc vu cho Chuong 5 vé s p-adic, ban doc chi can xem muc 1 va 2 ctia chuong nay véi luu y rang
chitng minh trong hai muc nay van hgp 1é khi thay gia tri tuyét doi thong thuong béi gia tri tuyét dbi p-adic.

1 Day s6 hiru ti va day Cauchy hiru ti

Khai niém day s c6 thé dugc mo t& mot cach truc gide: Mot day sd 1a mot danh sach sb va méi so ty nhién
dugc gin vdi diing mot sé trong danh sdch. Day sb tu nhién 0,1,2,...,day s61é 1,3,5,... 1a nhiing vi du vé day sb.
Tuy nhién, dé tuan tht tiéu chudn ctia toan hoc hién dai, cac khai niém can dugc dinh nghia hinh thirc. Day s6
dugc dinh nghia nhu mét anh xa, nhu trong dinh nghia sau day.

DPinh nghia 1.1 (Day s6 hitu ti). Mot day s6 hiru ti 1a mot anh xa v6i tap nguodn la tap hop s6 tu nhién va
tap dich 1a tap hop sb hiru ti.

Mot day s6 hiru ti f : N — Q duogc ki hiéu 1a (), va fu 12 gid tri dugc gan véi sb tu nhién n bdi f.
Ngoai cach ki hiéu trén, nhiéu tac gia con ding cac ki hiéu khac cho day s6, chang han

() fidueor (fduzo

Trong day s6 hitu ti (f,),n, MOt s6 tu nhién 1 cu thé duge goi la mot chi sé.

Gibng nhu viéc ngudi ta van hay tranh céi 0 c6 phai mot s6 tu nhién khong, c6 nhiing tai liéu dinh nghia
day s6 bat dau bang chi s6 1 thay vi 0. Nhung day cting chi la van dé quy udc, va giéng nhu phuong phap quy
nap todn hoc, day s6 c6 thé bat dau bang bét ctr chi s6 19 nao, véi ng 1a mot sé nguyén. Tuy nhién, dé thuan
theo tinh than ctia tai liéu nay, chiing ta sé luon dé day s bat dau véi chi s6 0.

Chting ta theo doi mot s6 vi du vé day s6 hitu ti va dinh nghia mot s6 kiéu day s6 dac biét.

Vi du 1.2. Day s Fibonacci (Fy),cn dugc dinh nghia bang quy nap

0 khin =0,
F,=11 khin=1,
F,1+ Fn,z khin > 1.
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Vi du 1.3 (Day hang s6). (4,),en dugc dinh nghia a,, = 0 v6i moi s6 tu nhién 1 1a mot day sb. Day dugce
goi la mot day hang s, vi gid tri cia day s6 tai moi s tu nhién 7 1a bang nhau.

Vidu 1.4 (Day dung). (a,),en duoc dinh nghiabdiag = 1,41 = -1, a, = 0 v6i moi s6 tu nhién 7 16n hon 1
1a mot day sb. Day duoc goi 1a mot day dirng, vi gia tri cia day s6 nay tai moi sb tu nhién 7 1a bang nhau,
bat dau tir mot chi s6 nao d6 (trong vi du nay, chi s6 do6 1a 2).

Vi du 1.5 (Day don diéu). ® (a,),en dugc goi la mot day s tdng (don diéu tang, tdng thuc su) khi va
chi khi a,41 > a, ké tir mot chi sb n = ny nao d6 trd di.

e (a,),en dugc goi 1a mot day sb gidm (don diéu gidm, gidm thuc sy) khi va chi khi a,41 < a, ké tu
mot chi sb n = np nao d6 trd di.

e (a,),en duge goi 1a mot day sé khong giam (don diéu khong gidm) khi va chi khi a,41 > a, ké tu
mdt chi s6 n = 1y nao d6 trd di.

o (a,),en duoc goi 1a mot day s6 khong ting (don diéu khong tang) khi va chi khi a1 < a,, ké tir mot
chi s6 n = 1y nao d6 trd di.

Khi c6 mot day s6, ngudi ta thuong quan tam dén viéc gia tri ciia day sb sé nhu thé nao vdi chi sé n rat 16n,
hay day s6 d6 c6 hoi tu khong. DE phat biéu mot cach chat ché vé dic diém d6 ctia day s6, cac nha toan hoc da
duc két lai thanh dinh nghia day s hdi tu. Trudc khi dua ra dinh nghia day s httu ti hdi tu, chting ta can dinh
nghia gia tri tuyét ddi cta s6 hiru H.

Dinh nghia 1.6 (Gid trj tuyét d6i ctia s6 hiru ti). Anh xa || : Q = Qs duogc dinh nghia bdi

x néux>0,
x| =

-x néux<0

dugce goi 1a anh xa gia tri tuyét d6i, hay ham gia tri tuyét d6i ctia s6 hiru ti. S6 hitu ti khong am |x|
duoc goi 1a gia tri tuyét doi ctia s6 hiru i x.

Gia tri tuyét d6i ctia s6 hiru ti cling c6 cac tinh chat tuong tu nhu gid tri tuyét déi cta s6 nguyén.

Dinhly 1. (i) Vi moi so hitu ti x, c6 0 < |x|. Bén canh do, |x| = 0 khi va chi khi x = 0.
(ii) Vi moi s6 hitu t x, cé — |x| < x < |x].
(iii) Vi moi s6 hitu ti x, y, ¢d |xy| = Ix||y|

(iv) Vi moi s6 hitu ti x, y, 6 |x + y| < x| + |y].

Pinh nghia 1.7. Day s6 hitu ti (a,), dugc goi 1a hdi tu dén s6 hiru ti a néu va chi néu
Ve > 0(3N(e)(\fn > N(e)(la, —a] < e))).

Day s6 httu ti (a,),,cp dugc goi 1a héi tu néu ton tai s6 hiru ti a sao cho day s6 hiru ti (), hoi tu dén
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a. S6 hitu ti a khi d6 dugc goi 1a mot diém gidi han, hay gidi han ctia day s6 hiru t (a,),,en-

Day s6 httu ti (a,),,cn dugc goi 1a phan ki néu day nay khong hoi tu.

Bang ki hiéu, chiing ta viét diéu kién can va du dé day s6 hitu ti (a,),,cn khong hoi tu dén s6 hiru ti a
nhu sau

degp > O(VN(EIn > N(la, —a| > eo))).

Trén day la mot dinh nghia hinh thitc cho khéi niém day s6 hiru ti hoi tu. Ching t6i thita nhan réng cach
dinh nghia nay khé hiéu véi nhitng ngudi méi hoc. Néu ban doc cdm thdy day 1a mot cach dinh nghia phtc
tap, thi ching t6i cho rf?mg viéc nén lam dau tién 1a doc vé vi tir va lugng tir trong Chuong 1. Thay cho (nhung
khéong hoan toan thay thé) cach dinh nghia trén, dinh nghia cho day s6 hitu ti hoi tu c6 thé dugc phét biéu bt
hinh thic hon nhu sau:

e (Thong dich truc tiép logic hinh thitc thanh cau van) Day s6 hitu ti (a,,),n duoc goi la hdi tu dén sb hiru
ti @ néu va chi néu: véi méi (s6 hiru ti) e > 0, ton tai s6 tu nhién N(e) chi phu thudc vao ¢ sao cho véi moi
chi sé n > N(e), ching ta c6 |a, —al < €.

e (Phat biéu khong hinh thitc) Day s6 hitu ti (a,),,en dugc goi 1a hoi tu dén s hiru ti a néu va chi néu: voi
mdi (s6 hitu ti) ¢ > 0 nho tuy y, ludn ton tai mot chi s6 ma tur chi s6 d6 trd di, khoang cach tir a, dén a
nho hon «.

Sau day chung t6i dua ra mot sdviduva phan vi du nham minh hoa khai niém day s6 hiru ti héi tu va cach
chitng minh hay bac bé sy héi tu cia mét day sé hiru .

Vi du 1.8. Moi day s6 hiru ti dirng déu hoi tu.

Mot cach tdng quat, ching ta xét day hiru ti ding (4,),,cn thod man a, = a (a 1a mot sb hiru ti) véi moi
s6 tu nhién n > np. V6i dinh nghia nay, chung ta suy ra |a, —a| = 0 v6i moi sb tu nhién n > ny. Bén canh
do

Ve > 0(3N = no(\ln > N(la, —a| < e))).

Do d6 day s6 hitu ti (a,),en hoi tu dén sb hitu ti a.
Day sb hitu ti hang s6 1a truong hop riéng ctia day s6 hiru ti ditng nén moi day htru i hang s6 déu hoi
tu.

Phén vi du 1.9. Day s6 tu nhién khong hoi tu dén bt ki s6 hitu ti nao.

Gia st phan ching rang day s6 tu nhién hoi tu dén mot s6 hiru ti g nao do.

Chung ta chon ¢y = 1. Theo dinh nghia day s6 hiru ti hoi tu, ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i moi
n > N, ching ta c6 | — g| < 1. Tiép tuc st dung sb tu nhién N va s6 tu nhién n > N, chting ta ¢6

=1

=i+ D=nl= [0+ =g+ @] <|n+1-gl+ gl <3+

1a mot mau thudn. Do d6 gia st phan chiing 1a sai, kéo theo day sd tu nhién khong hoi tu dén bat ki
s6 hiru ti nao.

Vi du 1.10. Day s6 (4,),n dugce dinh nghia béi a, = ~5 hoi tu dén 1.
Chon mot s6 hitu ti € > 0, ching ta sé tim s6 tu nhién N(¢) dé st dung dinh nghia day s6 htru ti hoi
tu.

2, — 1| < ¢ khi va chi khi -1; < ¢. Bén canh d6, néu n > [%J (day 1a ki hiéu phan nguyén ctia s6 hiru
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ti), theo dinh nghia phan nguyén cta s6 hiru ti thi

1 1

1S 1

n+ {_J"'l
€

Nhu vay
Ve > O(HN - EJ (¥ = N(a, -1/ < g))).

Theo dinh nghia day s6 hitu ti héi ty, ching ta két luan day s6 (a,),n hoi tu dén 1.

Phan vi du 1.11. Day s6 (b,),.en dudc dinh nghia bdi b, = (—1)" (v6i moi s6 tu nhién 1) khong hoi tu dén
s6 hitu ti nao.

Gia st phan chiing rang day s6 (by),en hoi tu dén mot s6 hiru ti g. Ching ta chon ¢ = 1. Theo dinh
nghia day sO hiru ti hoi ty, tdn tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhiénn > N, ching ta co |bn - ql <1
Van 1a véi s6 € = 1, 56 ty nhién N va n > N, chiing ta c6

2 = by = bl = |01 = ) + (@ = ba)| < |busr —g| + bu —g| <1+ 1=2

la mot mau thuan. Do d6 gia stt phan ching 1a sai, kéo theo day s6 (b),en khong hoi tu dén bat ki sd
htru ti nao.

Dinh 1y 2. Néu mét day so hitu ti hoi tu thi day s6 hitu ti d6 chi c6 mét diém gidi han.

Chitng minh. Gia st phan ching rang day s6 hiru ti (), hoi tu dén hai s6 hiru ti khac nhau 1a a va b. Chon
e=la-b|.

Theo dinh nghia day sb htru ti héi tu

e Ton tai s6 tu nhién N, sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6 |a, — a| <

NIm N m

e Ton tai s6 tu nhién Nj, sao cho vdi moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6 |a, — b| <
Chiing ta chon N 1a s6 tu nhién 16n nhét trong hai s6 N, va N, (néi cach khac, N = max{N,, N;}). Néu s6 tu

A . e £
nhiénn > Nthila, —a|< = vala, - bl < =

5 5 tir do ching ta co

la—bl=(a—a,)+ (@ —bl<la,—al+la, —bl<z+z=¢e=la-D

NI ™
N Mm

1a mot diéu vo 1. Do d6 gia st phan ching 1a sai. Vay néu day s6 hitu ti (4,),,cn hoi tu dén mot s6 hiru H thi
d6 la s6 hiru i duy nhat ma (a,),c hoi tu dén. O
Néu day s6 hiru ti (a,),,en hoi tu dén s6 hiru ti a thi ching ta ki hiéu lima,, = a, hodc lima,, = a khi can nhan
n
manh chi sb.
Déi v6i day s6, chiing ta cling c6 khai niém day sb bi chan.

Dinh nghia 1.12 (Day s6 hitu ti bi chin). Day s6 hitu ti (a,),,cpy duroc goi 1a bi chan néu va chi néu ton tai
s6 hiru ti duong A sao cho |a,| < A (hodc |a,| < A) véi moi s tu nhién n.

Mot cach truc giac, viéc mot day s6 hiru ti hoi tu dén mot s6 hitu ti a ¢6 thé dugc moé ta nhu sau: Tir mot chi
s6 11 nao dé trd di, cac gia tri cia day so sé chum quanh diém gi6i han. M6 ta nay cho thay sé that khong hop ly
néu nhu “khodng cach” tir mot gia tri ndo d6 ctia day s6 dén a c6 thé 1on tuy y. Ching ta c6 két qua sau day.
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Dinh ly 3. Néu day s hitu ti (a,),en hoi tu thi (a,),en 1@ mot ddy s hitu ti bi chin.

Chitng minh. Gié st day s6 httu ti (a,),,cp hoi tu dén mot s6 hiru t a nao dé.
Chting ta chon ¢ = 1. Theo dinh nghia day s6 htru ti hoi ty, ton tai s6 tu nhién N nao d6 sao cho véi moi sd
tu nhién n > N, chung ta c6 |a, —a| < 1. V6i moi s6 tu nhién n > N, chung ta c6

lanl = 1(an —a) +al < la, —al + lal <1 +af.

Theo nguyén ly cuc han, tap hop {laol, 1], .- ., lan-1], 1 + |al} c6 phan tit 16n nhat. Chiing ta ki hiéu phan ti
dé 1a A. A la mot s6 hiru ti duong vi cac phan tir trong tap hop trén déu la s6 hitu t, va 1 + |a| > 0. Do do,
|a,] < A v6i moi s6 tu nhién 1, dong nghia véi viée day s6 hiru H (), bi chan. o

Viéc tinh toan gidi han ctia mot s6 day sb c6 thé dugc don gian héa nhd két qua sau va nhitng gi6i han da
biét.

Dinh 1y 4. (a,),en 04 (an),e 1 cdc day s hitu t.

(i) Néu lima, = a va limb, = b thi lims, = a + b, trong dé day s6 hitu ti (3,),en duoc dinh nghia boi
Sy = @y + by, v6i moi s6 tu nhién n (Chiing ta con ki hiéu (s,),en D07 (@4 + b)) eny)-

(ii) Néulima, = a thi limc, = ca, trong do day so hitu t (c,) e duoc dinh nghia béi ¢, = c - a, vi moi so tu
nhién n, trong dé c la mot hang s6 hitu t (Chiing ta con ki higu (Cn)ueny b0 (Can)nen)-

(iii) Néu lima, = a va limb, = b thi lim pn = ab, trong do day s hitu (Pn) e Auoc dinh nghia béi p, = a,b,
001 moi 86 i nhién n (Chiing ta con ki hiéu (Pn) e DO (@nbn)yen)-

Chitng minh. (i) Chung ta lay ¢ 1a mot s6 hitu i dwong bat ki.

Theo dinh nghia day s htru ti hoi ty, véi s6 hitu ti duong %

e ton tai s6 tu nhién N, sao cho v6éi moi s6 tu nhién n > N, ¢6 |a, — a| <

Nlm N m

e ton tai s6 tu nhién Nj, sao cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢6 |b, — b| <

Chung ta dinh nghia N = max{N,, N}. Néu sb tu nhién n > N thi |a, —a| < g va |b, —b| < % Khi do
ching ta c6
@0+ b) = @+ B)] = (@ =) + b = D) < la —al + by~ bl < 5 + 5 = &.

Nhimng diéu trén c6 nghia la: v6i moi s6 hitu duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu

nhién n > N, chung ta c6 |(a, + b,) — (a + b)| < €. Theo dinh nghia day s6 hiru ti hdi tu, ching ta suy ra
lims, =a+b.

(ii) Néu ¢ = 0 thi (), 1a mot day hang sb, vi ¢, = ¢ - a, = 0 v6i moi s6 tu nhién n. Khi d6 limc, = 0 = ca.

Néu c¢ # 0, chiing ta liy ¢ la mot s6 hiru i duong bat ki. Theo dinh nghia day sb hiru ti hoi tu, véi s6 hitu
» [N . A P . % N P &
ti duong H’ ton tai so tu nhién N sao cho v3i moi sO tu nhiénn > N, ¢6 |a, —a| < H

N, néu s6 tu nhién n > N thi ching ta c6

Ciing la sb ty nhién

&
ca, — ca| = |c(a, — a)| = Ic||a, —al < |c|- il €.

Theo dinh nghia day s6 hitu ti hoi tu, chung ta két luan limc, = ca.
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(iif) Chung ta co

|auby — abl = |(ay — )by + a(by, — b)|

< la, — al |b,| + la] |b, — D]

Dua trén bat dang thitc vira thu dugc, chiing ta tim s6 tu nhién “N” dé c6 thé 4p dung dugc dinh nghia
day sb hiru t hoi tu. Vi (a,),en hoi tu dén a va (b,),en hoi tu dén b nén hai day sd nay bi chan, kéo theo
ton tai hai s6 htru ti duong A, B sao cho |a,| < A va |b,| < B v6i moi s6 tu nhién n.

Chung ta chon ¢ 1a mot s6 hitu ti duong bt ki. Theo dinh nghia day s6 hiru ti hoi tu

s. A ~ ? g X . A oA so. . A A - ,
e Vvdi sO hitu ti duong 3B’ ton tai sO tu nhién N, sao cho v6i moi so tu nhién n > N,, chiung ta c6

&
lay —al < -

2B
s. A ~ ? E P . A A s. . A A -, s
e Vvd4i so httu ti duong 247 ton tai so tu nhién N; sao cho v6i moi so tu nhién n > Nj, ching ta cé
€
b, - b < —.
b = bl < 5~

Chung ta dinh nghia N = max{N,, Np}. Néu s6 tu nhién n > N thi |a, —a| < % valb, —b| < % Khi d6

ching ta co
|anby — abl = |(a, — a)by, + a(b, — b)|
< la — al|by| + |al by — b|
€ €
< E -B+ ﬂ -A

‘4
== =¢.
2

N ™m

Nhu vay, v6i mdi s6 hiru H duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 ty nhién n > N, chiing ta c6
la,b,, — ab| < ¢. Theo dinh nghia gi¢i han day s6 hiru ti, ching ta két luan lim p,, = ab.
O

Dén lic nay, chiing ta da chuan bi di dé dinh nghia va chirng minh cac két qua vé day Cauchy hiru ti.

Dinh nghia 1.13 (Day Cauchy hitu ti). Day s6 httu ti (a,),en dugc goi 1a mot day Cauchy hiru t néu va
chi néu

Ve > 0(3N(e)(Vn > N(e)(¥m 2 N(e)(an — a| < e)))).
Diéu kién trén c6 thé phét biéu dudi dang tuong duong la

Ve > O(BN(E)(VH > N(s)(Vp > 0(|a,,+p - a,,| < e)))).

Chung ta ki hiéu tdp hop cac day Cauchy hiru ti la €.

Chting ta cling c6 thé phat biéu dinh nghia day Cauchy htru ti theo cach bét hinh thirc hon.

e (Thong dich truc tiép tir dinh nghia hinh thirc) Day s6 hitu ti (a,),en dude goi la mot day Cauchy hitu ti
néu va chi néu: Vi moi s6 httu i duong ¢, ton tai s6 tu nhién N(¢) sao cho vdi moi s tu nhién n,m > N(e),
chung ta c6 |a,, —a,| < e.

e (Mo ta tryc giac) Day s6 hitu ti (a,),en dugc goi la mot day Cauchy hitu ti néu va chi néu: Véi moi s6 hiru
ti duong e nho tly y, tir mot chi s6 nao do trd di, khoang cach gitta cac gia tri ctia day s6 nho hon .



PHU LUC A. MO HINH SO THUC BANG DAY CAUCHY HUU Ti 82

Day s6 htru ti hoi tu 1a mot trudng hop riéng ctia day Cauchy hau .

Dinh ly 5. Néu mt day so hitu ti hdi tu thi do ciing la mot diay Cauchy hitu t.

Chitng minh. Gia st day s6 hitu ti (a,),,cp hoi tu dén s6 hitu ti a. Chung ta chon ¢ 1a mot s6 hitu ti duong bt ki.
Theo dinh nghia day s6 hitu ti hoi tu, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6

& X N A PN A -, A PN 2 ~ < - -

la, —a] < 5 Van la so tu nhién N, néu cac so tu nhién n, m thoa man n, m > N thi chung ta c6
+

|y, — anl = [(an —a) + (a — ay)| < lay, —al + |a, —al < =e.

N m

Nhu vay, véi moi s6 hitu t duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho v&i moi s6 tu nhién m,n > N, ching ta co
la — a,| < e. Do d6 (a,),en 12 moét day Cauchy hiru ti. O

Tuwong tu véi day s6 hiru ti hoi ty, diy Cauchy hiru ti cling bi chan.

Dinh ly 6. Néu (a,),en 1a mot day Cauchy hitu t thi (a,),en 1@ mot diy s hitu t bi chin.

Chitng minh. Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, v6i s6 hitu ti duong 1, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi
s6 tu nhién n,m > N, chiing ta c6 |a,, — a,| < 1. Do d6 |a, — an| < 1 v6i moi s6 tu nhién n > N. Bén canh d6, véi
moi s6 ty nhién 1 > N, chuing ta c6

|an| = |(an — an) + an| < la, — an| + lan] < 1+ |an] .

Theo nguyén Iy cuc han, tap hop {laol, a1, - .., lan-1], 1 + lay|} c6 phan tir 16n nhat. Chung ta ki hiéu phan ti
nay 1a A, A con 1a mot s6 hiru ti duong, vi A thudc tap hop trén (gdm cac s6 hiru t) va A > 1 + |ayl.

V6i hai diéu trén, ching ta suy ra |a,| < A v6i moi s6 tu nhién n, diéu nay déng nghia véi viéc (a,),,en 12 MmOt
day s6 hiru ti bi chan. O

Day s6 hiru ti hoi tu thi ciing 1a day Cauchy hitu ti nhung diéu ngugc lai néi chung khong ding. Ménh dé
dudi day dua ra mot day Cauchy hiru ti nhung khong hoi tu dén mot s6 hiru t nao.

Dinh 1y 7. Dy s6 hitu ti (x,),en duoc dinh nghia bang dé quy nhu sau

1 khin=0
S B e P
Xp—1 +

Chitng minh ring ddy s6 hitu i (x,),en 1@ mot day Cauchy va khong héi tu dén bét ki s6 hitu ti nao.

Chitng minh. Chiing ta chiing minh ménh dé nay bang phan ching, 1an lugt qua cac budc sau.

Budc 1. x, > 1 v6i moi s6 tu nhién .
Khin =0, chingtacéxy =1, dodoxp > 1.

Gia st v6i sb tu nhién n = k > 0, chung ta c6 x, > 1. Khi d6 theo gia thiét quy nap

2Xp_q + 2 Xk—1
Xp_1 +2 X1 +2

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, x, > 1 v6i moi s6 tu nhién 7.
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< 1
Budc 2. Vi moi s6 tu nhién n, 'x,,z - 2| < )
n+1
1
Khi 7 = 0, chung ta c6 xp = 1, do d6 |x02—1| =1< T
< 1
Gia st v6i sO tu nhién n = k > 0, chung ta c6 |xk2 - 2| < i1
4(x + 1) 2x; 4 2
’Xk+12_2|= (k—)2—2‘= K 5| = 5 |xk2—2|
(xk + 2) (xk + 2) (xk + 2)
1
<12 (vixe > 0)
<L (theo gia thiét nap)
2 k+1 €0 gla thiet quy nap
1 1
= < —
2k+2 " k+2

1 )
Theo nguyén ly quy nap toan hoc, |x,* — 2) < 1 v6i moi so tu nhién n.
Budc 3. Chiing minh rang (x,,),en 1& mot day Cauchy hiru .

1

Chung ta chon ¢ la mot s6 hitu t duong, N = [;J, néu s6 tu nhién n > N thi véi moi s6 tu nhién p, chung

ta co

’ _ )xn+p2 - xn2| _ |(xn+p2 -2)+2- xn2)|

o=l = LT T
)x,,ﬂ,z - 2| + )x,,z - 2|
ST el
1 1 1 , N ,
SE n+1+n+p+1 (theo Buac 1 va Budc 2)
< 1,
“n+1 %

Do d6 véi méi s6 hiru t duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu nhién # > N va véi moi so tu
nhién p, ching ta c6 )xnﬂ, - xn| < ¢. Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, (x,),en 12 moét day Cauchy hitu

2

t1.
Budc 4. Day s6 hitu ti (y4), (duoc dinh nghia bdi v, = x,% v6i moi s6 tu nhién 1) hoi tu dén 2.
B

Chung ta chon ¢ la moét s6 hiru ti duong, N = \_1 J, néu sb tu nhién n > N thi

1
n+1

|xn2—2|s < = <eE.

=] =

Nhu vay, véi moi s6 hitu i duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ching ta co
|x? 2| < e. Theo dinh nghia day s6 hoi tu, day s6 hitu ti (1), hoi tu dén 2.

Buéc 5. Chiing minh rang day s6 hitu t (x,,),,cn khong hoi tu dén bét ki s6 hitu t nao.
Gia st phan ching rang day s hitu ti (x,),cn hoi tu dén s6 hiru i x.

Theo phan (iii) ctia Ménh dé 4, ching ta suy ra day s (i), hoi tu dén s6 hiru ti x2. Theo Dinh ly 2,
chung ta suy ra x = 2.
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Vi khong c6 s6 hitu ti nao c6 binh phuong bang 2 nén x? = 2 (véi x 1a s6 hitu t) 1a mot két qua vo ly. Nhu
vy gia st phan chiing 1a sai, kéo theo day s6 hitu ti (x,,),cn khong hdi tu dén s6 hiru t nao.

O

Khi str dung day Cauchy hiru ti dé xay dung tap hop s6 thuc, ching ta gdp mot van dé: cé nhiéu day Cauchy
hitu ti héi ty dén ciing mot s6 hitu t. Diéu nay sé dugc gidi quyét bang mot quan hé tuong duong nhu sau.

Dinh ly 8. Hai day s6 hitu ti (a,),en 02 (bu),en dutoc oi la 6 quan hé ~, va dugc ki hiéu 12 (a,) ey ~ (bn)nen
khi va chi khi diy s6 hitu ti (a, — by),en h0i tu dén 0, néi cich khdc

Ve > O(HN(Vn > N(lay — byl < e))).

(i) Quan hé ~ trén tip hop cdc day s6 hitu ti la mot quan hé tuong duong. Ni riéng, quan hé ~ trén tdp hop cdc
ddy Cauchy hitu ti la mét quan hé tuong duong.
(i) Néu hai day so hitu ti (a,),en 08 (bn),en tuong duong theo quan hé ~ thi (ay),en hoi tu dén s6 hitu ti g khi
va chi khi (by),,en hoi tu dén so hitu ti q.
(iii) Néu hai diy s6 hitu t (a,) ey 08 (bu)yen tuong duong theo quan hé ~ thi (a,),en 10 day Cauchy hitu t khi
va chi khi (by) e 10 day Cauchy hitu t1.

Chitng minh. (i) Day sb httu ti (a, — a,),,cn 12 mot day hiru ti hang s6, gia tri cia day nay tai moi sd tu nhién
n bang 0, kéo theo day sb hitu ti (a, — a,),en hoi tu dén 0. Do d6 quan hé ~ trén tap hop cac day s6 hitu
ti ¢6 tinh chat phan xa.

(a”)neIN ~ (bn)ng]N khi va chi khi

Ve > O(EIN(Vn > N(la, — byl < e))).

(Bn)yens ~ (@n),en khi va chi khi

Ve > o(aN(Vn > N(by, — a,| < e))).

Mat khéc, vi |a,, — by| = |b, — a,| v6i moi s6 tu nhién 7 nén hai diéu kién dudi day tuong duong

Ve > 0(3N(Vn > N(lay — by| < s))) — Ve> O(EIN(Vn > N(by, — a,] < e))).

Do d6 (an)eny ~ (bn)yen khi va chi khi (b,),en ~ (1) e, diéu nay c6 nghia 1a quan hé ~ trén tap hop cac
day s6 hitu ti c6 tinh chat ddi xung.
Néu céc day s6 httu i (@,),ens On)nens €n)peny thoa man (@,),en ~ On)yen VA Gn)peny ~ (Cn)pen thi theo
dinh nghia quan hé ~ trén tap hop day s6 hiru i, voi méi s6 hiru ti duong ¢

€

e Ton tai s6 tu nhién N, sao cho v6i moi s6 ty nhién 1 > Ny, ching ta ¢6 |a, — by,| < >

x . N .. .z A . . &
e Ton tai so tu nhién Ny, sao cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, chung ta c6 |b, — c,| < 7
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Chung ta dinh nghia s6 ty nhién N 1a s6 tu nhién 16n nhét trong hai s6 N, Nj,.. Néu s6 ty nhién n > N

N € S N
thi |a, — by| < 5 by — ¢yl < 5 va

|an - Cnl = |(an - bn) + (bn - Cn)| < |an - bn| + |bn - Cnl <

N[ ™

Tir diéu trén, ching ta suy ra rang v6i méi s6 hitu ti dwong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu

nhién n > N, ching ta c6 |a, — c,| < €. Do d6 (an),en ~ (Cn)nen, diéu ndy c6 nghia 1a quan hé ~ trén tap

hop céc day sb hitu ti c6 tinh chat bac cau.

Vay quan hé ~ trén tap hgp cac day s6 hiru ti la mot quan hé twong duong. Vi tap hop cac day Cauchy

hiru ti 1a tap hop con ctia tdp hgp cac day sb hiru ti nén quan hé ~ trén tap hop cac day Cauchy hiru i

cling la mét quan hé tuong duong.

(i) (=) (an),en hOi tu dén sb hiru ti g.

Chung ta chon s6 hitu ti duong ¢ bat ki. Theo dinh nghia day s6 hitu ti hdi tu, ton tai s tu nhién N, sao
P P ) € . . A A an = A

cho v6i moi so tu nhién n > N,, ching ta cé |an - q| <z Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hgp day so

hitu t, (an),en ~ (bn)nen k€0 theo ton tai s6 tu nhién N, sao cho véi moi s6 tu nhién 1 > N, chiing ta c6

la, — by < €.

Chung ta chon sb ty nhién N = max{N,, N,;}. Khi d6, v6i moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6

|b,,—q|=|(b,1—an)+(an—q)|s|bn—an|+|an—q|<£+E =¢

Theo dinh nghia day s6 hiru ti héi tu, day sb hitu ti (b,),.en hoi tu dén s hiru t g.

() (by),en h0i tu dén s6 hitu i g.

Hoan toan tuong ty, chiing ta chon s6 hitu i duong ¢ bat ki. Theo dinh nghia day sb hiru ti hoi ty, ton
tai s6 tu nhién N, sao cho v&i moi sb tu nhién n > N, ching ta co |bn - q| < % Theo dinh nghia quan
hé ~ trén tap hop day s6 hitu ti, (a,),cn ~ (bn),en thi ton tai sb tu nhién N, sao cho véi moi s6 tu nhién
n > Ny, ching ta c6 |a, — b,| < e.

Chiing ta chon s6 ty nhién N = max{Nj, N,;}. Khi d6, v6i moi s6 tu nhién n > N, chiing ta c6

2w = q| = @1 = ba) + (0n — )| < 12w — bal + |bw —q| < %+% =¢
Theo dinh nghia day s6 hiru ti hdi tu, day s6 hitu ti (a,),e hoi tu dén s6 hitu ti g.

(iii) (=) (an),en 1& day Cauchy hitu ti.
Chuing ta chon s6 hitu ti duong e bat ki. Theo dinh nghia day Cauchy hitu ti, ton tai s6 tu nhién N, sao
cho véi moi sb tu nhién n,m > N,, ching ta c6 |a,, — a,| < % Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop day
s6 httu t, (a,),en ~ (bn)yen kéo theo ton tai s6 tu nhién Ny, sao cho véi moi s6 ty nhién 1 > N, chiing ta

, &
O |a, — by| < 3

Chiing ta chon s6 ty nhién N = max{N,, N,;}. Khi d6, v6i moi s tu nhién n,m > N, ching ta c6

b = bul = [(bw = @) + (@m — an) + (an — by)|

S|bm_am|+|am_un|+|an_bn|
<€+€+€

= = - = €.

3 3 3
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Tir diéu trén, ching ta suy ra rang v6i méi s6 hitu ti dwong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu
nhién n,m > N, chung ta c6 |b,, — b,| < €. Do d6 (by,),,cn 12 mo6t day Cauchy hiru ti.

(<) (bn)yen 1a day Cauchy hiru ti.

Chung ta chon sb hiru i duong ¢ bat ki. Theo dinh nghia day Cauchy hitu ti, ton tai s6 tu nhién N, sao
cho v6i moi s6 tu nhién n,m > Ny, ching ta c6 [by, — by| < % Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop day
s6 hitu H, @) pen ~ (0n),en kéo theo ton tai sb tu nhién Ny, sao cho véi moi sd tu nhién n > N, ching ta

3 3
co la, — b, < 3

Chung ta chon s6 tu nhién N = max{N}, N }. Khi d6, véi moi sb tu nhién n,m > N, ching ta co

lam — anl = (@m — bw) + (b — by) + (by — a,)|

< |am - bml + |bm - bn| + |bn - an|
& & &

<§+§+§=€.

Tir diéu trén, ching ta suy ra réng v6i moéi sb hiru t duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu
nhién n,m > N, ching ta c6 |a,, — a,| < €. Do d6 (a,),,en 1@ mot day Cauchy hitu ti.
O

Chung ta ki hiéu tap thuong gdm céc 16p tuong duong ctia quan hé ~ trén tap hop cac day Cauchy hitu ti
1a 6/ ~. Trong nodi dung tiép theo ctia muc nay, chiing ta chi lam viéc véi day Cauchy hiru ti va cac 16p tuong

duong caa cac day Cauchy hitu ti.

2 Cac phép toan véi day Cauchy hiru ti

Pinh 1y 9 (Phép cong va phép nhan day Cauchy hitu ti). (a,),en 08 (bn),en la cdc day Cauchy hitu £ thi
(i) (an + by)pen 1 mot day Cauchy hitu t. Chiing ta ciing ki hiéu (a, + bp)yen = @n)nen + On)pen-

(ii) (anbn)pen 10 mot diy Cauchy hitu tH. Chiing ta ciing ki hiéu (a,b,),en = (@n)nen * (On) pen-

Chitng minh. (i) Chung ta chon ¢ la mot s6 hiru i duong.

Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, véi s6 hiru i duong %

e ton tai s6 tu nhién N, sao cho v6i moi s6 tu nhién n,m > N,, chung ta c6 |a,, — a,| < g

e ton tai s6 tu nhién Nj, sao cho véi moi s6 tu nhién n,m > N, ching ta c6 |b,, — by| < %
Ching ta dinh nghia N = max{N,, Ny}. V&i moi s6 tu nhién n,m > N, ching ta c6 |a, — a,| <
b — bl < % va

@+ bir) = @+ b)) = 1@ = 32) + (B = b)| < [ =l + b = bl < 5 + 5 = &

SN
— VvVa

2

Tir nhitng diéu trén, chiing ta suy ra rang v&i mdi sd hiru ti duong ¢, ton tai sb tu nhién N sao cho véi
moi s6 ty nhién n,m > N, ching ta c6 |(ay + by) — (@, + by)| < €. Nhu vay (a, + by),en 1@ mot day Cauchy
hiru ti.
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(ii) (@n)pen VA (bn)pen 12 cac day Cauchy hitu ti. Theo DPinh 1y 6, ton tai hai s6 hitu ti dwong A, B sao cho
la,] < A va|b,| < B véi moi sb tu nhién .
Chung ta chon s6 hitu i dwong ¢ bat ki. Theo dinh nghia day Cauchy hiru t
e v6i s6 hitu ti duong %, ton tai s6 tu nhién N, sao cho v6i moi s6 tu nhién n,m > N,, chung ta c6

&
|am _anl <3

2B
. A ~ 2 g A . A PN s. . A A - ,
e v6i sO hitu ti duong A ton tai sO tu nhién N}, sao cho v&i moi so tu nhién n,m > Nj, chung ta co
e
|b — byl < A
~ A . 2 N N & N &
Chung ta dinh nghia N = max{N,, Ny}. Néu cac so tu nhién n,m > N thi |a,, — a,| < 2B va b, — b,| < A

Khi do6 ching ta co

|ambm — anbul = |y (b — by) + bp(am — a,)l
< Naw(bm = b))l + 1bp(am — ay)l
= |@ml [bw = bal + byl la — a4yl

& &
A — L
< 2A+B 2B

Tir nhitng diéu trén, chiing ta suy ra rang v&i mdi sd hiru ti duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi
moi s6 tu nhién n,m > N, ching ta ¢6 |ayby, — a,b,| < €. Nhu vay (a,b,),en 1a mét day Cauchy hitu ti.

o
Hé qua 2.1. (a,),en 04 (bn) e 1 cdc day Cauchy hitu ti thi (xa, + yby), o cling la mot day Cauchy hitu ti, trong
do x, y 1a hai hang s6 hitu ti.
Chitng minh. Theo phan (ii) cta Pinh ly 9, (xa,),,cn va (ybn),,n 12 cdc day Cauchy hiru .
Theo phan (i) caa Dinh 1y 9, (xa, + Yby),cn 1&a mot day Cauchy hitu ti. O

Dé dinh nghia phép cong va phép nhan hai ldp tuong duong ciia cic day Cauchy hitu ti (n6i cach khéc 1a hai
phan tf cia 6q/~) theo cach tuong tu nhu véi day Cauchy hitu t, chiing ta can mét dinh nghia khong phu thudc
vao viéc chon phan tir dai dién cta 16p tuong duong.

Dinh 1y 10. Néu cdic day Cauchy hitu ti (an)yen, Gn)pens €n)nens @n)nen thoa man (@n),en ~ (Cn)pen 04
(bn)nEN ~ (dn)ne]N thi

(i) (an + bn)yen ~ (€n + dn)pen-

(ii) (ﬂnbn)ne]N ~ (Cndn)ne]N'

Chitng minh. (i) Chung ta chon s6 hitu ti duong ¢ bét ki.

Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop cac day Cauchy hitu ti, véi s6 httu ti duong %

N . % ‘A L .z ‘A . , &
e ton tai sO ty nhién N, sao cho véi moi so tu nhién n > N,, chung ta c6 |a, — c,| < >

P . A EN . . A A ’ - g
e ton tai sO tu nhién Ny, sao cho v&i moi so tu nhién n > Ny, ching ta c6 |b, — d,| < 5
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Chung ta dinh nghia N = max{Ng, Npg}. V6i moi sO tunhiénn > N, ching ta cé |a, — ¢l < g, |b, —d,| < %,
va
(@ + by) = (€ + dn)l = @y — ) + (b — d)| < |2y — cul + by — dul < = + = = ¢.

— 4+ - =

2 2
Tit nhitng diéu trén, ching ta suy ra rang vdi moi s6 hiru ti duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i
moi s6 tu nhiénn > N, ching ta ¢ [(a, + by) — (cn + dp)| < €. Nhu vay (a, + by)yen ~ (€n + dn)pen-

(ii) Chung ta chon s6 httu ti duong ¢ bat ki.

Theo Dinh 1y 6, Vi (a,),en, (dn)nen 12 cdc ddy Cauchy hiru ti nén ton tai hai s6 hiru ti duong A, D sao cho
la,] < A va|d,| < D véi moi sb tu nhién n.

Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop day Cauchy hiru ti
Pl A ~ 2 ((: A . A PN . . A A - P
e v6i so hitu ti duong 2D’ ton tai so tu nhién N, sao cho v6i moi soO tu nhién n > N,, ching ta c6

&
lan — el < 55,

2D
A ~ 2 & A . A PN 2. . A oA . 3
e v6i sO hitu ti duong A ton tai so tu nhién Ny sao cho véi moi so tu nhién n > Ny, chung ta c6
€
by — dn| < A
. . ~ L. .z A . . &
Chung ta dinh nghia N = max{N,., Np}. V6i moi so tu nhién n > N, chung ta c6 |a, — c,| < 2D’ b, —d,| <
[N
— va
2A

anby — cudul = lan(by — dy) + dulan — c,)l
<lan(by = dp)l + |du(an — cn)l

= |au| by — dul + |dul 12, — 4l
&

Tit nhitng diéu trén, ching ta suy ra rang vdi moi s6 hiru ti duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i
moi s6 tu nhién n > N, chang ta c6 |a,b, — cudy| < €. Nhu vay (a,0,),en ~ (Cndn)pen-
O

DPinh nghia 2.2. Chung ta ki hiéu 16p tuong duong gom cac day so hitu ti tuong duong véi day s6 hiru t
(an)nE]N la [(an)ne]N]'
(i) Phép cong hai phan tit clia ¢p/~ 1a mot phép toan hai ngdi trén tap hop 6o/ ~, duge ki hidu 1a + va
dugc xac dinh nhu sau
[@n)nen] + [On)nen] = [@n + bi) pe]

trong d6 (a,),en, (On)nen 12 cdc day Cauchy hiru ti.

(ii) Phép nhan hai phan tit ctia %q/~ 1a mot phép toan hai ngdi trén tap hop %o/ ~, duge ki hiéu la - va
duogc xac dinh nhu sau
[(a‘ﬂ)nE]N] : [(bn)ne]N] = [(anbn)ne]l\l]

trong d6 (a,),en (On)nen 12 cdc day Cauchy hiru ti.
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Mot cach khong hinh thire, ching ta c6 thé dién dat dinh nghia trén thanh: tong (tich) cta hai 16p tuong
duong 1a 16p tuong duong cua tong (tich) hai day Cauchy. V6i dinh nghia trén, phép cong va phép nhan cua
hai phan tr trong %/~ khong phu thudc vao viéc chon phan tir dai dién cta 16p tuong duong. Dinh nghia nay
cting cho phép chung ta chitng minh céc tinh chat ctia phép cong, phép nhan trén %q/- theo cach dé dang.

Dinhly 11. (i) Phép cfng trén g/~ cd tinh chit két hop.
(ii) Phép cong trén €/~ cd phan tir dong nhit.
(iii) MOi phin ik ciia g/~ 6 phan tir di.

(iv) Phép cong trén 6/~ cd tinh chit giao hodn.

Chitng minh. (i) V&i mdi phan t [(@),en], [(0n)nen], [(€n)nen] ctia €g/-~, theo dinh nghia phép cong trén
%a/~ va tinh chat két hgp ctia phép cong s6 hiru ti, chiing ta c6

([@n)nen] + [O)nenD + [(Cn)nen] = [(@n + bu)yen] + [(cn)nen]
= [((@n + bn) + cn)pen]
= [@n + (bu + cn))yen]
= [@n)nen] + [Bn + cn)yen]
= [@)pen] + (Br)pen] + [€n)nen])
Vay phép cong trén 6g/~ c6 tinh chat két hop.

(ii) [(0),en] 12 moOt phan ti clia 6/~ V&i moi phan t [(a,),en] cia 6o/ -~, theo dinh nghia phép cong trén
%q/-~, chung ta c6

[(aﬂ)ne]N] + [(O)ne]N] = [({1,, + O)HEN] = [(an)ne]N] ’
[(0)yen] + [@n)nen] = [0 + an)pen] = [@n)nen] -

Vay [(0),,en] 1a mot phan tir dong nhat ctia phép cong trén €g/ .

(iii) V6i mdi phan ti [(a,),en] cia 6o/ -, ching ta cé

[(an)nE]N] + [(_an)ne]N] = [(aVl + (_aﬂ))nelN] = [(O)nEIN] ’
[(=an)uen] + [@n)nen] = [(=a0) + an)en] = [(0)en] -
Vay mdi phan tl cia g/~ c6 phan tir déi.

(iv) Voi mbi phan ti [(@,),en], [(On)pen] cia 6o/ -~, theo dinh nghia phép cong trén 6q/-~ va tinh chat giao
hoan ctia phép cong s6 hiru i, ching ta c6

[(un)ne]N] + [(bn)neN] = [(11,, + bn)ne]N]
= [(bn + an)ne]N]
= [(bﬂ)nelN] + [(an)ne]N] .

Vay phép cong trén %g/~ c6 tinh chat giao hoan.
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Dinh 1y 12. (i) Phép nhin trén €/~ 6 tinh chit két hop.
(ii) Phép nhdn trén 6o/~ cd tinh chit phan phdi vdi phép cong trén o/ -.

(iii) Phép nhan trén 6o/~ cé phan tir dong nhdt, va phan tir nay khdc vdi phan tir dong nhit ciia phép cong trén
Col-.

(iv) Phép nhin trén g/~ cd tinh chit giao hoin.

Chitng minh. (i) V&i moi phan t [(@n)uen], [(On)pen], [(€n)pen] cia Go/~, theo dinh nghia phép nhan trén
%o/~ va tinh chat két hgp ctia phép nhan s6 hiru ti, chiing ta c6

([@n)nen] - [Bn)uenD - [€n)nen] = [@nbn)nen] - [(€n)nen]
= [(@nbn)cn) pen]
= [(@n(bncn)) pen]
= [@)nen] - [(Bnen)pen]
= [@)nen] - [Bn)nen] - [(en)nen])

Vay phép nhén trén g/~ c6 tinh chat két hop.

(i) V&i mdi phan t [(@n),en], [On)uen], [(€n)nen] cia €q/~, theo dinh nghia phép nhan va phép cong trén
%o/~ va tinh chat phan phéi ctia phép nhan véi phép cong s6 hitu t, chiing ta c6

([@a)nen] + [Brdpen]) - [(en)nen] = [@n + bi)pen] - [(€1)nen]
= [((@n + bn)cn)yen]
= [(@ncn + bucn)pen]
= [@ncn)nen] + [(Onen)nen]
= [@n)nen] - [(€n)nen] + [(On)nen] - [(€n)nen] -

Hoan toan tuong ty, chiing ta ciing chitng minh dugc rang
[(Cﬂ)ne]N] : ([(an)nE]N] + [(bn)nelN]) = [(Cn)ne]N] : [(al’l)ne]N] + [(Cn)ne]N] ' [(bﬂ)nEN] .

Vay phép nhan trén %g/ - c6 tinh chat phan phbi véi phép cong trén 6o/ -

(iii) [(1),en] 1a mot phan t&r ctia g/ ~. Véi moi phan t [(a,),en] cia g/~ theo dinh nghia phép nhan trén
¢q/~, chung ta co

[(aﬂ)neﬂ\]] ’ [(1)116]N] = [(Lln : 1)116]1\]] = [(an)neIN] ’
[(1)neN] ' [(an)ne]N] = [(1 ' aﬂ)ne]N] = [(an)ne]N] :

Vay [(1),en] 1a mot phan tir dong nhét cia phép nhan trén 6g/ .

Gia st phan chiing rang [(1),en] = [(0),en]- Theo dinh nghia quan hé ~ trén %q, ching ta c6 (1),en ~
(0),.en- Theo Dinh 1y 8, hai day s6 hitu ti (1), va (0),,en hoi tu dén cing mét s6 hiru t. Diéu nay 1a vo ly
vi (1),,en hoi tu dén 1, con (0),,cp hoi tu dén 0va 0 # 1.

Do d6 [(1),en] # [(0)en]-
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(iv) Voi mbi phan t [(@),en], [(Pn)nen] cia €q/~, theo dinh nghia phép nhan trén %g/~ va tinh chat giao
hoén ctia phép nhan s6 hitru ti, ching ta c6

[@)nen] - [On)nen] = [@nbn)pen]
= [(bnan) pen]
= [(bn)ne]N] : [(an)nGIN] .

Vay phép nhan trén 6q/- c6 tinh chat giao hoan.
o

Trén day ching ta da ching minh dugc rang tp hgp %o/~ cting hai phép toan cong va nhan thda man 8
tién dé dau tién trong céc tién dé vé trudng. DE chiing minh rang tién dé thir 9 ciing dugc théa man, chung ta
st dung dinh ly sau.

Dinh 1y 13. Néu day Cauchy hitu ti (a,),ep khong hoi tu dén 0 thi ton tai s0 hitu H duong € sao cho ton tai sb tw
nhién N sao cho vdi moi sé tu nhién n > N, chiing ta cd |a,| > «.

Chitng minh. Theo dinh nghia day s6 hiru ti hoi tu, day Cauchy httu ti (a,),,n khong hoi tu dén 0 khi va chi khi
ton tai s6 hiru ti dwong ¢ sao cho véi moi sb tu nhién N, ton tai s6 tu nhién n > N,, chiing ta c6 |a,| > €. ()
. ~ ~ ~ 2 ) A ~ 2 & X . A .« A e . A
Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, véi so hiru ti duong EO’ ton tai sO tu nhién N sao cho v6i moi so tu

A ) ) I3
nhién n,m > N, chung ta c6 |a,, — a,| < EO (k%)

Vi (%) nén véi s6 tu nhién N, ton tai s6 ty nhién N’ > N sao cho |ay/| > €. Cling véi (% *), chiing ta suy ra
réng v6i moi s6 ti nhién n > N, chiing ta c6

&0 &0
laul = lan = (@an' = an)l 2 lan| = lan: — aul 2 &0 = - = = > 0.

Do dé, véi moi s6 tu nhién n > N, chiing ta c6 |a,| # 0. Vi gid tri tuyét dbi cia mot s6 hiru ti bang 0 khi va

chi khi s6 htru ti d6 bang 0 nén véi moi s6 tu nhién 1 > N, ching ta c6 a, # 0.
e A ~ 2 & A . .« A P . A PN - 3

Vay, v6i sO hitu ti duong ¢ = ?O, ton tai tu nhién N sao cho véi moi sO tu nhién n > N, chung ta c6

lan| > €. O

Dinh ly 14. V&i mdi phan tit o # [(0),.en] trong q/ ~, ton tai phan tir B trong g/~ sao cho a-f = p-a = [(1),en]-

Chitng minh. Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hgp %o, moi phan t ctia 16p twong duong a déu khong
tuong duong véi day s6 hitu ti (0),,cn, kéo theo moi phan ti ctia 16p twong duong a déu khong hoi tu dén 0.

Chiing ta chon (a,),cn 12 Mot phan ti cta 16p twong duong a. Vi (,),,cn khong hoi tu dén 0 nén theo Dinh
ly 13, ton tai s6 tu nhién N sao cho vé&i moi s6 tu nhién n > N, chiing ta c6 4, # 0. Chung ta dinh nghia day s6
hitu ti (by),,ep nhu sau.

0 néun<N
bp=31
" — neun>N
an

Chung ta chung minh (b,),,en 1@ mot day Cauchy hitu ti.

Chtng ta chon s6 hiru t duong ¢ bat ki. Theo Pinh ly 13, ton tai s6 hitu ti duong € sao cho ton tai s6 tu
nhién N’ sao cho véi moi s ty nhién n > N’, chiing ta c6 |a,| > €. Theo dinh nghia day Cauchy hru ti, véi s6
hitu ti duong ¢ - €9, ton tai s6 ty nhién N, sao cho vdi moi s6 tu nhién n,m > N,, ching ta c6 |a,, — a,| < € - €.
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Ching ta dinh nghia N” = max{N,, N'}. V6i moi sO tu nhién n,m > N”, ching ta c6 |a, —a,| < € - €02,
|al’l| Z €o, Vé

@ — a & 502
|bm - bnl = = =

m  On B |am] |a] €02
Do d6 (by),en 1a mét day Cauchy hiru ti.
Mt khéc, (a,b,),en 12 mot day sb hiru ti ding, vi véi moi s6 ty nhién n > N, chung ta c6 a,b, = 1. Do d6,

(@1by),en D01 tu dén 1. Theo dinh nghia ctia phép nhan trong %g/~, ching ta suy ra

a- ﬁ = [(an)ne]N] ' [(bn)ne]N] = [(anb")ndl\]] = [(1)n€N]/
ﬁ' a= [(bn)neN] ' [(an)nelN] = [(bnan)ne]N] = [(1)116]N] .

Vay, v6i mbi phan tit a # [(0),en] trong %g/~, ton tai phan t B trong 6o/~ saochoa-f = f-a = [(1),en]. O
Dén ltic nay, chiing ta da chiing minh dugc rang tap hop %q/~ cting hai phép toan cong va nhan thda man
cac tién dé vé truong.
3 Quan hé tién thu tu giwra cac day Cauchy htru ti

Trong nodi dung nay, chung ta dinh nghia mot quan hé tién thir tu gitta cac day Cauchy hitu ti dé tir d6 dinh
nghia mot quan hé thif tu gitta cac phan ti cia 6o/ -

Pinh nghia 3.1. (4,),en Va (Un),en 1& hai day Cauchy hitu ti.

(i) Ching ta néi (a,),en VA (bn)uen €6 quan hé < néu va chi néu (a,),,c twong duong véi (by),on hodc
ton tai s6 tu nhién N sao cho v&i moi sb tu nhién n > N, c6 a, < b,.

(ii) Chuing ta néi (a,),en Va (bn),en €6 quan hé < néu va chi néu (a,),cp khéng tuong duong véi (by),.cn
va (an)ne]N < (bn)nelN'

Theo dinh nghia trén, quan hé < trén tap hgp %g 1a truong hop riéng ctia quan hé < trén tap hop %o.
Dé chiing minh céc tinh chat cia quan hé <, < trén tap hgp %o, ching ta md rong Dinh ly 13 thanh dinh ly
sau. Ching minh ctia dinh ly sau la chiing minh ctia Dinh ly 13 sau khi dugc b6 sung.

Dinh 1y 15. Néu day Cauchy hitu ti (a,),.en khong hoi tu dén 0 thi cé diing mot trong hai khé ning sau

e Ton tai s6 hitu t duong q sao cho ton tai s6 ty nhién N sao cho vdi moi s6 tu nhién n > N, cé a, > q.

e Ton tai s6 hitu t duong q sao cho ton tai s6 ty nhién N sao cho vdi moi s6 tu nhién n > N, cé a, < —q.

Chitng minh. Theo dinh nghia day s6 hiru ti héi tu, ddy Cauchy hiru ti (a,),cn khong hoi tu dén 0 khi va chi khi
ton tai s6 hiru ti duong ¢ sao cho véi moi s6 tu nhién N, ton tai s6 tu nhién n > N, ching ta c6 |a,| > €. (*)
~ 2 2. A ~ 2 & A . A oA 2. . A
Theo dinh nghia day Cauchy httu ti, v6i so hiru ti duong EO’ ton tai sO tu nhién N sao cho véi moi so tu
N . p €
nhién n,m > N, chung ta c6 |a,, — a,| < EO (Fek)

Vi (%) nén véi sd tu nhién N, ton tai s6 tu nhién N’ > N sao cho |an/| > . Cung véi (xx), chung ta suy ra
rang v6i moi sb tw nhién 1 > N, ching ta c6
€ _ <o
lan| = lan: — (an' — an)l = lan'| = lane — an| = €0 — 5 =57 0.
Do d6, véi moi s6 tu nhién n > N, ching ta ¢6 |a,| # 0. Vi gid tri tuyét d6i cia mot s6 hiru t bang 0 khi va
chi khi s6 httu ti d6 bang 0 nén véi moi s6 tu nhién 1 > N, ching ta c6 a, # 0.
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~ 2 Pl A ~ 2 E A . A A P . A
Theo dinh nghia day Cauchy hittu ti, v6i so hitu ti duong ZO' ton tai sO tu nhién N”” sao cho véi moi so tu
& L . L L. . A N
nhién n,m > N”, ching ta c6 |a,, — a,| < ZO' Chung ta chon Ny = max{N, N"}. Khi d6, v6i moi so tu nhién

P €0 . €0 [ N R s n . 2w
n,m = Ny, cb |a,, —ay,| < 1 va |a,| > > Vi |aN0| > > va ay, # 0 nén chi c6 thé xay ra mot trong hai kha nang
sau:

o €
Kha nang 1. ay, > 30.
V6i moi n > Ny, ching ta co

€0
a, = (a, —an,) + an, 2—(11,1—11N0|+3 Z_Z+3 =T

. se A1~ 2 €0 . A N P . A A .
Do d6, véi so hiru ti duong q = 1 ton tai s tu nhién Ny sao cho v6i moi so tu nhién n > Ny, cd a, > 4.

Kha nang 2. ay, < —52—0.

V6i moi nn > Ny, chung ta c6

€0 €0 €0 €0
a, = (a, —an,) + an, < |an —aN0| + (_E) < i (——) =——.

- o A ~ 2 & A . A oA . . A A Pa
Do d6, véi so hiru ti duong q = ZO' ton tai so tu nhién Ny sao cho v6i moi so tu nhién n > Ny, ¢ a, < —4.

O

Bang dinh ly trén, chiing ta chiing minh dugc diéu kién can va du dé hai day Cauchy hitu ti c6 quan hé <.

Dinh 1y 16. Hai diy Cauchy hitu ti (a,),,en 08 (bu),eny thoa man (a,),en < (bn) e khi va chi khi ton tai s hitu ti
duong q sao cho ton tai sé tu nhién N sao cho vdi moi s tu nhién n > N, ¢ a, — b, < —q. Bang ki hiéu hinh thitc,
diéu kién trén duoc viét nhu sau:

g > O(EIN(Vn > N(a, — b, < —q))).

Chiing minh. (=) (an)en < (0n)pen-

Theo dinh nghia quan hé < trén tap hop ¢g, hai day Cauchy httu ti (a,),,cn Va (by),cn khong tuong duong.
Theo dinh nghia quan hé tuong duong gitta cac day sb hitu t, day s6 hitu t (4, — by),on khong hoi tu dén 0.
Theo Pinh ly 15, chi ¢c6 mét trong hai kha ndng sau

Kha néang 1. Ton tai s6 hiru t duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu nhién n > N,
coa, —b, >2q.

Kha nang 2. Ton tai s6 hiru ti duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i moi s6 tw nhién n > N,
c6a, —b, <—q.

Gia st phan ching rang Kha nang 1 xay ra: Ton tai s6 hitu ti duong g sao cho t6n tai s6 tu nhién N sao cho
v6i moi s6 tu nhiénn > N, cé a, — b, > q.

Mt khéc, theo dinh nghia quan hé < trén tap hop 6q, Vi (@n)en < (bn)nen NN tON tai s6 ty nhién Ny, sao
cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢6 a, < b,

Chting ta chon m la mot s tu nhién 16n hon N va N, khi d6 a,, > b,, (Via,, —b,, > q) vaa,, < by, Day la mot
diéu vo ly vi chi ¢6 diing mot trong hai ménh dé a,, > by, va a,, < by, 1a ding. Do d6 gia st phan ching 1a sai.

Nhu vay chi ¢6 Kha ning 2: Ton tai s6 hiru ti dwong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu
nhiénn > N, céa, — b, < —q.
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(<) Ton tai s6 hitu ti duong g sao cho ton tai s6 ty nhién N sao cho véi moi s6 ty nhiénn > N, céa,—b, < —g.

T diéu trén, chiung ta suy ra réng v6i moi s6 tu nhiénn > N, céa, < b, (Via, — b, < —q < 0). Theo dinh
nghia quan hé < trén tap hgp %o, ching ta suy ra (a,),en S (On)en-

Mt khiéc, véi sb hiru ti duong g, v6i moi s6 tu nhién N/, ton tai s6 tu nhién n > N’ sao cho |a, — b,| > g (mot
s6 tu nhién 7 nhu vay chinh 1a max{N, N'}). Bang ki hiéu hinh thitc, phat biéu vira rdi dugc viét 1a

Je > O(VN’(EIn > N'(lay — by| > 5)))

Diéu trén c6 nghia 1a day sb hiru ti (a, — by,),en khong hoi tu dén 0, kéo theo hai day s6 hitu ti (a,),en Va
(by) e khong tuong duong.
Theo dinh nghia quan hé < trén tap hop %, chung ta suy ra (4,),en < (0n)yen-

Vay hai diy Cauchy httu ti (a,),en VA (bn)eny thda man (@,),an < (bu)yen khi va chi khi ton tai sé hiru ti
duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho v&i moi sb tu nhién n > N, ¢6 a, — b, < -q. O

Dinh 1y 17. Quan h¢ < giita cdc day Cauchy hitu t 1a mot quan hé tién thit ty toan phan.

Chitng minh. V&i moi day Cauchy hitu ti (a,,),n, ching ta €6 (@n),en ~ (@n),en- Theo dinh nghia quan hé < trén
tap hop 6q, (@n)en S (@n)en- Do d6 quan hé < c6 tinh chat phan xa.

Néu cac day Cauchy hiru t (,)en, D) pens (€n)pen thoa man (@,),en S (Bn)yen Va (bn)yen S (€n)pen thi chiing
ta xét du cdc truong hop sau:

Truong hop 1. (an),en ~ (On)nen Va (On)yen ~ (Cn)yen-
Vi quan hé ~ giita cac day Cauchy hiru ti 1a mét quan hé twong duong nén theo tinh chat bac cau, ching
ta suy ra (a,),en ~ (Cn)yen- Theo dinh nghia quan hé < gitta cdc day Cauchy hitu ti, (4,),en S (€n)pen-
Trudng hUP 2. (an)nelN ~ (bn)nelN va (bn)ne]N < (Cn)nelN'

Theo Dinh ly 16, ton tai s6 hiru t duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N, sao cho véi moi sb tu nhién
1 > Ny, cO b, — ¢y < —4.

Theo dinh nghia quan hé tuong duong gitta cac day s6 hitu ti, van la v6i s6 hiru i duong g, ton tai s6 tu
nhién N, sao cho v&i moi s6 ty nhién 1 > Ny, ¢6 |a, — byl < g.

Chung ta dinh nghia N = max{Ny, Ng}. Khi d6, v6i moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6 b, — ¢, < —g,

|al’l_bn| <q/ va
an_cn:(an_bn)"'(bn_cn)S|an_bn|+(bn_cn)§q+(_‘7)zo

hay néi cach khac, a, < ¢, v6i moi s6 tu nhién n > N.

Theo dinh nghia quan hé < gitta cac day Cauchy hitu ti, (3,),,en < (Cn)nen-

Tru’img hdp 3. (an)ne]N < (bn)ne]N va (b")ne]N ~ (Cﬂ)nelN'
Chung ta thuc hién hoan toan tuong tu Truong hop 2.
Theo Dinh ly 16, ton tai s6 hiru H duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N, sao cho véi moi s6 tu nhién
n > Ny, céa, —b, < —q.
Theo dinh nghia quan hé tuong duong gitta cac day sb hitu t, van la véi s6 hitu ti duong g, ton tai s6 tu
nhién Ny, sao cho véi moi sb tu nhién 1 > Ny, ¢6 |b, — ¢, < g.
Chung ta dinh nghia N = max{N,, Nj.}. Khi d6, v6i moi sO tu nhién n > N, ching tacéa, — b, < —g,
by — cnl < g, va
ap —Cp = (an_bn)"'(bn_cn) S(an_bn)+|bn_c71| S(—q)‘*'q:o
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hay néi cach khac, a,, < ¢, v6i moi s6 tu nhién n > N.

Theo dinh nghia quan hé < gitta cac day Cauchy hitu ti, (3,),en < (Cn)nen-

Tru'dng hdp 4. (an)ne]N < (bn)ne]N va (bn)ne]N < (Cn)nelN'
Theo Dinh ly 16
e ton tai s6 hiru ti duong g, sao cho ton tai s6 tu nhién N, sao cho v6i moi s ty nhién 1 > N, 6
ap — bn < —ab,
e ton tai s6 hiru ti duong g, sao cho ton tai sd tu nhién Ny, sao cho véi moi s6 ti nhién n > Ny, ¢6

b, —c, < —e-

Chung ta dinh nghia q = gz + qpe, N = max{N,p, Nj.c}. V&i moi s6 tu nhién n > N, chiing ta c6
ay —Cp = (an - bn) + (bn - Cn) < (_qub) + (_qbc) =—q.

Theo Dinh ly 16, ching ta suy ra (a,),en < (€n)nen k€0 theo (4,),en < (Cn)pen-
Cac truong hgp khang dinh rang quan hé < gitta cac day Cauchy hitu ti c6 tinh chéat bac cau. Dén ltic nay,
chiing ta da chtiing minh quan hé < gitra cac day Cauchy hitu ti 1a mot quan hé tién thu tu.
Xét hai day Cauchy hitu ti bat ki (a,),en va () ,en- Theo Hé qua 2.1, (a, — by) e 12 mot day Cauchy hitu .
Chung ta xét cac truong hop sau.

Truong hop 1. (a,),en Va (bn),en tuong duong.

Theo dinh nghia quan hé < gitta cac day Cauchy httu ti, ching ta suy ra (a,),en < (0n)en-

Truong hop 2. (a,),en Va (bn),en khong tuong duong.
Khi d6, day Cauchy httu H (4, — by),en khong hoi tu dén 0. Theo Pinh ly 15, chi c6 mét trong hai kha
nang sau:
e Ton tai s6 hitu H duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, c6
a, —b, 2 ¢q.
Theo Dinh ly 16, kha nang nay tuong duong véi (b,),.en < (@) eny, k€0 theo (by)en S (@) en-
e Ton tai s6 hitu ti duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i moi s6 tu nhién n > N, c6
a, —b, < —q.
Theo Dinh ly 16, kha nang nay tuong duong véi (a,),en < (Un)en, kéo theo (a4),en S (0n)en-

Ca hai truong hop déu kéo theo (by),en S (@) en hodc (@) en S On)en-
Nhu vay, quan hé < trén tap hop cac day s6 Cauchy hiru ti 1a mot quan hé tién thit tu toan phan. O

Hé qué 3.2, Néu (an)neIN 5 (bn)ne]N la sai thi (bn)ne]N < (an)ne]N'

Tuy quan hé < trén tap hop %o khong phai mot quan hé thi tu vi thiéu tinh chat phan déi xing, nhung
quan hé nay c6 moét tinh chat gan véi tinh chat phan déi xing, duge néu trong dinh ly sau.

Dinh 1y 18. Néu hai diy Cauchy hitu ti (a,),epy 02 (bn)peny thoa man (a,),en S Gn)peny 93 n)pen S (@n)pen thi

(an)ne]N ~ (bn)nelN'

Chiing minh. Gia st phan chiing rang hai day Cauchy hitu ti (a,),cn va (bn),en khong tuong duong.
Cung v6i gid thiét (,),en S On)uen VA Gn)pen S (@n)nen, ching ta suy ra (@,),en < (On)peny VA Bn)pen <
(@1)4en- Theo Dinh ly 16, ching ta suy ra
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e Ton tai s6 hitu ti duong g1 sao cho ton tai s6 tu nhién N; sao cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢6 4, — b, <
_ql .

e Ton tai s6 hitu ti duong g, sao cho ton tai s6 ty nhién N, sao cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢6 by, — a, <

_qZ‘

Chtng ta dinh nghia N = max{N1, N»}. Khi d6, ay — by < —q1 va by —an < —q2, kéo theo ay < by va by < an.
Day 1a mot diéu vo 1y viay < by va by < ay khong thé xdy ra dong thoi. Do d6 gid sit phan ching 1a sai.
Vay néu hai day Cauchy hitu t (a,),cn va (bn)peny thda man (@,),eny S Gnpeny VA Bn)yen S (@n)en thi

~

(an)ne]N ~ (bn)ne]N' .

V6i cac dinh ly trén, ching ta da c6 du co s& va cong cu dé dinh nghia va chiing minh cdc tinh chat ctia
quan hé thu ty trén tap hop 6g/~: d6 la mot quan hé thit tu toan phan va tuong thich véi hai phép toan cong
va nhan trén tap hop %p/-.

Dinh 1y 19. Néu cic day Cauchy hitu ti (a,)nen, Gn)pens €0)nens @n)peny th0a man (an),en ~ (bn)peny 08
Cnlnen ~ @n)pens thi (@n)pen S (Cn)neny ki va chi khi (by)yen S (dn) pen-

Chitng minh. Do tinh dbi xing trong phat biéu, ching ta chi can ching minh (@,),cn S (¢n)yen k€0 theo
(bn)neIN S (dﬂ)ne]N‘
Truong hop 1. (a,),en Va (Cn)yen tiong duong.
Vi quan hé ~ gitra cdc day Cauchy hitu ti la mot quan hé tuong duong nén theo tinh chat bac cau, chiing
ta suy ra (by),en ~ (dn)yen- Theo dinh nghia quan hé < gitta cac day Cauchy httu ti, (by),,en S (1) en-
Truong hop 2. (a,),en Va (€1),en khOng tuong duong.

Cung véi (@) ,en S (Cn)pen, chung ta suy ra (a,),en < (6n)pen- Theo Dinh ly 16, ton tai s6 hitu ti duong g
sao cho ton tai s6 tu nhién N, sao cho v&i moi sb tu nhién n > Ny, c6 a, — ¢, < -q.

Vi (@n)pen ~ Bn)pen VA (€n)yen ~ (dn)yen NéN theo dinh nghia quan hé ~ gitra cac day s6 htru t, chung ta

suy ra
e Vi s6 hitu ti duong i, ton tai s6 tu nhién Ny, sao cho véi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢6 |a, — by| < 1
3 3
e Vdi s hitu ti duong g, ton tai s6 tu nhién N4 sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ¢6 |c, — dy| < g

Chung ta dinh nghia N = max{N,c, Ng, Neg}. V6i moi s6 tu nhiénn > N, ching ta co

b =y = (b = ) + (@ = o) + (€0 = o) < 10y =@l + (@ = ) + lou =l < 3 + (- + 3 = -3

Theo Dinh ly 16, ching ta suy ra (by),en < (@n)nen, kéo theo (n),en < (@0)pen-

Nhu vay, néu (@,)ens Gn)nens €n)nens @n)pen 18 cdc day Cauchy hiru ti théa man (@,),eny ~ (Bn)yen VA
(e ~ @n)pen thi @n)pen S (€n)nen kéo theo (bn),en S (dn),en- Tuong tu, theo chiéu nguoc lai, chung ta
Cﬁng co (bn)ne]N < (dn)nelN kéo theo (an)neIN < (Cn)ne]N' o

Dinh ly trén dugce st dung lam co sd cho dinh nghia sau.

Dinh nghia 3.3. Hai phan tir a, § ctia tap thuong %q/~ duge goi 1a c6 quan hé < néu va chi néu véi méi
day Cauchy hitu ti (a,),,¢n trong a va day Cauchy hitu ti (b,,),,en trong B, chung ta c6 (4,),en S (On)pen-
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Dinh 1y 20. Néu hai day Cauchy hitu t (a,)yen 08 0n)yen thoa man (an),en S On)pen 1 [@n)nen] < [On)en]:

Chitng minh. Gia st (x,),cn 1&a mot day Cauchy hitu ti tuong duong véi (4,),en, Va (Yn),en 1@ mot day Cauchy
hiru ti tuong duong véi (by),en-

Theo Dinh 1y 19, (a,),en S (bu) e k€0 theo (x4),en S (V) pen-

Vi chung ta dang xét cac day Cauchy htru ti (x,),en V2 (Yn) o Pat ki tit hai 16p tuong duong [(a4),en] va
[(b4)en] nén theo dinh nghia quan hé < trén tap hop 6q/-~, chung ta suy ra [(a,),en] < [(On)nen]- O

Dinh 1y 21. Quan hé < trén tip hop 6o/~ la mot quan hé thit tu toan phan.

Chitng minh. V&i méi phan tit a cia 6g/~, ching ta c6 a < a vi hai phan tir bat ki ctia 16p tuong duong a déu
tuong duong v6i nhau (va vi vay cé quan hé <). Do d6 quan hé < trén tdp hop %g/-~ c6 tinh chat phan xa.

Néu céc phan ti a, f cia 6o/~ théa man a < g va B < a thi voi méi phan t (4,),y trong 16p tuong duong
a va phan t (by),en trong 16p tuong duong B, ching ta c6 (@,),en S (bn)pen VA Gn)pen S (@n)nen- Theo Dinh
1y 18, (@n)peny ~ (bn)nen, kéo theo @ = . Do d6 quan hé < trén tap hop %gp/~ c6 tinh chat phan dbi xting.

Néu cac phan tt o, B, y ctia 6/~ thdaman a < va p < y thi voi méi phan tit (a,),,c trong 16p tuong duong
a, phan t (by),en trong 16p tuong duong B, phan i (c,),en trong 16p tuong duong y, ching ta c6 (ay),en S
(Bn)peny VA (Bn)peny S (Cn)pen- Vi quan hé < trong tap hop %p/~ c6 tinh chéat bac cau nén (a,),en S (Cn)nen- Theo
Dinh ly 20, chiing ta suy ra a < y. Do d6 quan hé < trén tap hop %/~ c6 tinh chat bac cau.

Nhu vay quan hé < trén tap hop g/~ 1a mét quan hé thu tu.

Xét hai phan tir bat ki a va f trong 6o/ ~. V6i mdi phan tlt (4,),en trong 16p tuong duong a, phan it (b,),,en
trong 16p tuong duong B, chung ta c6 (4n),eny S (Un)pen hodc (by),en S (@n)yen VI quan hé < trén tap hop 6g/ -
1a mot quan hé thit tu toan phan. Theo Dinh ly 20, chiing ta suy ra @ < f hodc < a.

Vay quan hé < trén tap hop %/~ 1a mot quan hé thit tu toan phan. m

Dinh 1y 22. (i) Néu cic day Cauchy hitu ti (a,),en, On)pen théa man (a,),en S (bn)yen thi 06i moi day
CauChy hﬁu tl’ (Cﬂ)nelN’ Chang ta Cé (an)nEIN + (C‘rl)nEJN S (bﬂ)nelN + (Cn)nE]N'

(ii) Néu cic day Cauchy hitu ti (ay),en, On)nen théa man (0),eny S (@n)peny 08 (0)en S (bu)yen thi chiing ta cé

(O)neIN S (aVl)nelN ' (bl’l)nE]N'

Chitng minh. (i) Chung ta xét du hai truong hop sau.

Truong hop 1. (a,),en Va (bn),en tuong duong.
Cung voi (cn)pen ~ (Cn)peny, theo Dinh ly 10, ching ta suy ra (44),en + Cn)nen ~ On)pen + (€n)pen-
Diéu nay kéo theo (4,),en + €n)nen S On)uen + €1)nen-

Truong hop 2. (4,),cn Va (bn),en khong tuong duong.
Vi () pen S On)pen VA (@) ey (Un)pen khOng tuong duong nén (a,),eny < (br)yen- Theo Dinh 1y 16,
ton tai s6 hiru ti duong g sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi s6 tu nhién n > N, ¢6
a, — b, < —g. Tir diéu nay, chiing ta suy ra rang: vdi s6 hiru ti duong g, v6i s6 ty nhién N thi véi moi
s6 ty nhién n > N, ching ta ¢6 (a, + ¢,) — (b, + ¢,) = a, — b, < —g. Mot 1an nita, cling theo Dinh 1y 16,
chung ta suy ra (@, + ¢n),en < (br + Cn)pen-
Mat khac, theo dinh nghia phép cong day Cauchy httu ti trong Dinh ly 9, chiing ta c6

(an + Cn)ne]N = (an)ne]N + (Cn)neIN/ (bn + Cn)ne]N = (bn)ne]N + (Cﬂ)ne]N'

Do do (an)neIN + (Cn)ne]N < (bn)nelN + (Cn)ne]N/ kéo theo (an)nE]N + (Cn)neIN < (bn)ne]N + (Cn)neN'
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(ii) Chung ta xét du hai truong hop sau.

Trudng hop 1. (0),cn ~ (@) e hodc (0),en ~ (Dn),en (it nhat mot trong hai ménh dé nay ding).
Khong maét tinh tng quat, gia st (0),en ~ (@),en- Chung ta chon sb hitu i dwong ¢ bat ki.
Vi (by), eN 1a mot day Cauchy hiru ti nén theo Dinh ly 6, ton tai mét s6 hitu ti duong B sao cho |b,| < B
v6i moi s6 tu nhién n. Mat khac 0) e ~ (@n)yen, do d6, theo dinh nghla quan hé ~ gitra cac day sd

€
hitu i, v6i s6 hiru ti duong E ton tai s6 tu nhién N sao cho v6i moi s6 tu nhién n > N, ¢6 |a,| < = B

Do d6, v6i moi sb tu nhién nn > N, ching ta co

3
lanby, = 0 = layby| = lay| - byl < E “B=e¢.
Theo dinh nghia quan hé ~ gitta cac day sb hiru ti, ching ta suy ra (a,b,),cn ~ (0),en- Bén canh d6,
theo dinh nghia phép nhéan day Cauchy httu ti trong Pinh Iy 9, (4,04),en = (@) nen * (On)pen- DO vay
(O)HEN ~ (an)neIN : (bn)nelNl kéo theo (O)nelN ~ (an)nE]N (b )nGIN
Truong hop 2. (0),en < (@n)pen VA (0)pen < (bn)pen-
Theo Dinh ly 16, ching ta suy ra
e ton tai s6 hitu i duong a sao cho ton tai s6 tu nhién N, sao cho véi moi sb tu nhién n > N,, c6
—a, < —a,
e ton tai s6 hitu ti dwong a sao cho ton tai s6 ty nhién Nj, sao cho v6i moi s6 tu nhién n > Nj, c6
b, < -b.
Chung ta dinh nghia g = ab va N = max{N,, N;}. Véi moi sO tunhiénn > N, ching tacéa, >0,b, 20
va a,b, > a,b > ab, kéo theo —a,b, < —ab = —q. Theo Dinh ly 16, ching ta suy ra (0),en < (@nbn),en-
Theo dinh nghia phép nhéan day Cauchy hitu ti trong Pinh 1y 9, (a,b,) ey = (@) e * (On)yen- Do vy
(0pen < @n)nen - (bn)pen, k€o theo (0),en S (@n)yen * (On)pen-

Nhu vay, néu cac day Cauchy hitu t (a,),ep VA (bn) e théa man (0),eny S (@n)nen V2 (0)peny S () e thi

(O)nelN < (an)nE]N : (bn)nG]N'
O

Dinhly 23. (i) Néu cic phan tir a, f ciia 6g/~ théa min o < B thi vdi moi phan tit y cila 6g/~, chiing ta c6
aty<p+y.
(ii) Néu cdc phan tir a, B ciia €g/ ~ théa man [(0),en] < @ va [(0),en] < B thi chiing ta c6 [(0),en] < a - B.

Chitng minh. (i) (Xn)uen V2 (Yn),on 140 luot 12 hai phan t cta hai 16p tuong duong a + y va g+ y.

(@) penys Bn)nens (€n)nen 140 lurot 12 cac phan tir ctia cac 16p tuong duong a, B, . Khi dé

a+y = [@)uen] + [(cn)nen] = [@n + cn)yen],
B+Y = [Gn)uen] + [(€n)nen] = [(br + cn)pen] -

Theo dinh nghia quan hé < trén tdp hgp ¢p/~, chung ta c6 (a4),en $ (Un)pen- Theo Pinh ly 22, ching
ta suy ra (@n)uen + €)pen S On)uen + (Cn)yen- VOi nhitng diéu trén, theo Dinh ly 20, chiing ta suy ra
aty<p+y.

Nhu vay, v6i hai phan i (x,),cn va (Yn),on Pat ki ctia hai 16p tuong duong a + y va g + 7, ching ta c6
(Xn)pen S (Yn) ey di€unay conghialaa+y < g +y.
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(ii) (@n)pens (bn)pen 1an luot 1a cac phan ti cta cac 16p tuong duong a, . Theo dinh nghia quan hé < trén tap
hop 6g/~, ching ta ¢6 (0),,eny S @n)pen VA (0),eny S (Bn)yen- Theo Pinh ly 22 va dinh nghia phép nhan day
Cauchy hitu ti, ching ta suy ra (0),cn < @n)pen * On)nen = @nbn)yen-

Mat khac, theo Dinh ly 20 va dinh nghia phép nhan day Cauchy hiru ti va phép nhan trén tap hop %gp/-,
ching ta c6

[(O)neN] < [(anbn)ne]N] = [(an)ne]l\l] : [(bn)ne]N] =a-p.

Vay néu cac phan ti a, f ciia g/~ thdéa man [(0),cn] < @ va [(0),en] < B thi ching ta c6 [(0),en] < @ - B-
O

4 Day Cauchy hiru ti va tién dé vé can trén

Ching ta chiing minh %g/~ cting cac phép todn va quan hé thi tu da chi ra trén day théa man tién dé vé can
trén. D€ kiém chiing sy thda man tién dé vé can trén, chiing ta cting thuc hién theo hai budc giébng nhu véi cac
tién dé vé truong va cac tién dé vé thit tu: Ching minh phat biéu danh cho day Cauchy hitu t trudc, sau do
chiing minh cho 16p tuwong duong ctia cac cac Cauchy hiru t. Tuy nhién, ching t6i phat biéu dinh ly cho l6p
tuong duong cua cac cac Cauchy hitu ti trudc.

Dinh 1y 24. S la mot tdp hop con khdc réng ciia tip hop 6o/~ va S bi chin trén thi S c6 cdn trén nhé nhit.

Dinh 1y 25. S la mgt tdp hop khic rong vdi cdc phan tir Ia cdc day Cauchy hitu ti. S c6 cn trén la mét day Cauchy
hitu t (a,),en- Khi d6, ton tai mot day Cauchy hitu ti (uy),,ep 530 cho

o (U)o la mot can trén ciia S.

o Néu day Cauchy hitu ti (x,),en < (Un)pen thi (Xn),eny KOG phdi mot can trén cia S.

Chuing minh dudi day cho dinh ly trén mang tu tudng xay dung. Day 1a mot ching minh dai, ban doc ¢6 thé
tam gac lai phan chiing minh cho céc tinh chat ctia hai day s6 httu t (1,),,en Va (€1)pen trong chiing minh dudi
day.

Chitng minh. Chting ta chon (by),cn 12 mot phan tt ctia S. Vi cac day Cauchy hiru ti bi chdn nén ton tai cac s6
hitu ti duong A va A’ sao cho véi moi sO tu nhién n, ¢6 |a,| < A va |b,| < A’ Chung ta chon sO hitu ti duong B
sao cho A’ < B.

Chung ta dinh nghia ddng thoi hai day s6 hitu ti (1), Va (€4),en Dang quy nap nhu sau
® 1o ZA,fo = -B.

U + 4 U + €k

o Néu day s6 hitu H dung ( ) 1a can trén ctia S thi uyy = va g = .
nelN

U + &

U + €
5

e Con néu day s6 hiru dung ( ) khong la can trén cua S thi uy g =ty va fey =
nelN

Muc tiéu cta ching ta 1a chi ra (1), 1& day Cauchy hiru ti thoa man. Trude d6, chung ta chiung minh mét
s6 tinh chét ctia hai day s6 hiru t (1,),.en VA (6n)yen-

Tinh chat 1. V6i méi s6 ty nhién m cb dinh, day sb hitu ti dimg (i), 12 Mot can trén ctia S, day s6 hitu
ti dung (€,),,en khOng la cén trén ctia S.
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Khi m =0, (1p),en 12 mOt can trén ctia S, vi up = A va |a,| < A (v6i moi s ty nhién 1) trong khi (4,),, 12
mot can trén cda S. (), khong phai moét can trén cta S, vi £y = =B va (—B),eny < (A pen S On)pen-

Gid s khi m =k > 0, (u),en 18 MOt cén trén cta S va (£),en khong la can trén cua S. Theo dinh nghia
hai day s6 hitu t (4,) e V2 (€1)pen, chiing ta co

ur + € uy + €
2
Diéu nay c6 nghia 1a (i411),,n 12 can trén ctia S. Mt khac, theo gia thiét quy nap, (€x),en khong la

can trén cua S.

e Néu day s6 hiru t dung ( ) la can trén cta S thi uy, = , Cev1 = k.
nelN

uy + €k

T
Diéu nay c6 nghia 1a (€k.1),cn khong 1a can trén ctia S. Mét khac, theo gia thiét quy nap, (ux1),en 12
mot can trén cda S.

. P up + € R A N
e Neéu day so hitu ti dung (%) khong la can trén caa S thi ug,q = uy, g =
nelN

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, véi méi s6 tu nhién m cd dinh, day s6 hitu ti dung (i,),,en 1@ mOt can
trén ctia S, day s6 hiru ti ding (£,,),,ey khong 1a can trén ctda S.
Tinh chit 2. Véi moi sb tu nhién n, ¢6 €, < u,,.
Véin =0, viuy = A (mdt s6 hitu t duong) va £y = —B (mot s6 hitu ti &m) nén £y < .
Gid stt v6in = k > 0, { < ug. Theo dinh nghia hai day s6 hiru ti (11,),,cp VA (€4),en, chting ta c6

uk+£’k Z/lk+fk

) 1a can trén cta S thi . = > va g1 = . Theo gia thiét
nelN

e Néu day s6 htru ti dung (

quy nap, chung ta suy ra 1 < 1.

e Néu day s htru t dimng (uk * gk) khong la can trén ctia S thi ugyq = g va by = e ¥ gk. Theo
gia thiét quy nap, ching ta suy ra nfiﬂjl < Upa-
Theo nguyén 1y quy nap toan hoc, v6i moi s6 tu nhién 1, ¢6 €, < u,,.
Tinh chit 3. (i1, 1 day khong tang va (€,),cy 1a day khong gidm.
Theo dinh nghia hai day s6 hitu ti (4,),en Va (€n)eny, chling ta co
o Néu day sb hiru t ding (”k X b )HGN I can trén cta S thi . = X% w3 g = €
Vi lsq = € nén & < Cyq1. Mit khic, theo Tinh chit 2, £ < 1y, kéo theo g, = M ;_ b <
e Néu day s6 hiru t dung (uk h fk) ~ khong 1a can trén ctia S thi g1 = iy va g = M ¥ fk.
n
VA Ups1 = Ug NEN Uy < 1. Mt khéc, theo Tinh chét 2, ¢ < 1y, kéo theo €iq = M ; b > .
Vay véi moi sO tu nhién 1, €6 41 < Uy va €1 > €y, kéo theo (Un) e 1a day khong tang va (£,),ny 12 day

khong giam.

Tinh chit 4. Véi moi sb tu nhién m, n, ¢ €y < u,.
Theo Tinh chit 2 va 3, néu m < n thi £, < £, < u,, connéu m > n thi &y, < uy, < u,.
Vay véi moi s6 tu nhién m, 1, c6 Cy < uy.

. A L. . % A , ug — £,
Tinh chat 5. V6i moi so tunhiénn, cou, — €, = 02n 0

Khin=0,u0—€0=uo—€0.

uo—f

Gidsuvéin=k=0,u— € = o* % Theo dinh nghia hai day s6 httu ti (11,),,epy VA (€)1, ching ta 6
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Z/lk+fk + €

£ A s A A~ 5 . u .
e Néu day so hitu ti dung ( ) la can trén ctia S thi uyyq = va i = G
nelN

u—4r  ug—=4o

Cung vdi gia thiét quy nap, chung ta suy ra g1 — fe1 =

2 T okl
A qxo A e oae (Wt bk A s A A . X ug + b
e Néu day so hitu ti dung (T) khong la can trén cta S thi ug, = wy va fq = T
neN
< —¢ -
Cung voi gia thiet quy nap, chung ta suy ra tg, — li1 = M > k= M02k+1 2
- . fo oz A up — o
Theo nguyén ly quy nap toan hoc, véi moi so tu nhién n, u, — €, = T
Tinh chét 6. (i1,),cp Va (£n),en 12 hai day Cauchy hitu ti tuong duong.
2 £, 22 -ty A+B )
Theo Tinh chat 5 va bat dang thic n + 1 < 2", chung ta suy ra u, — £, < u}: " 10 = N11 v6i moi so tu

nhién 7. Ching ta chon s6 hitu ti duong ¢ bat ki.

Chung ta dinh nghia N = {#J Vé6i moi s6 tu nhién n > N, ching ta c6

ity — |<A+B< A+ B <A+B_
Un =l S T STATB A+B _©
e 5

Theo dinh nghia quan hé ~ trén tap hop cc day sb hiru ti, chiing ta suy ra (i,),cn VA (€n),en 12 hai day
s6 hiru t tuong duong.

Van 1a véi sb tu nhién N dugc dinh nghia trén, khi d6 v6i moi s tu nhién n > N, véi moi s6 tu nhién p,
va theo Tinh chét 4, chiing ta c6

|u,,+p - un| = Uy = Upsp S Uy — Oy <,

|y = €a| = Cuip — Cn < 1w — €y < &

Do d6 (uy),en Va (€1)yen 12 hai day Cauchy hiru ti.
Nhu vay (un),en Va (€n),en 12 hai day Cauchy hiru ti tuong duong.

Tiép theo, chung ta ching minh (1,,),,en Va (€,),en 12 cac can trén cua S.

Gia st phan ching rang (i), khong phai can trén ctia S. Khi do, ton tai day Cauchy hiru ti (), thuodc
S 520 cho (8y),eny < (#n),en- Theo Dinh 1y 16, ton tai sb hitu ti duong g sao cho ton tai s6 tu nhién Nj sao cho
v&i moi s6 ty nhién n > Np, ¢6 u, — s, < —q. Mat khac, vi (s,),en 12 mot day Cauchy hiru ti nén véi s hiru ti

duong g, ton tai s6 tu nhién N, sao cho vdi moi sb tu nhién n,m > N, ¢6 |5, — 5| < %1 Chung ta dinh nghia

N = max{Ny, N}, khi d6 véi moi sb tu nhién n > N, ching ta co
s = 8, = (i = 5x) + (5 = 5) < (=) +lsw = sl < (=) + 3 =

Theo Dinh ly 16, day s6 hitu t ditng (un),en < (Sn)pen- Tuy nhién, diéu nay mau thun véi Tinh chéat 1 nén
giad st phan chung la sai. Do d6 (1,),,cn 1a mot can trén caa S. Mat khac, vi (4,),en Va (6),en 1@ hai day Cauchy
hiru ti tuong duong nén (1,),.en va (€),en 12 cdc can trén cua S.

Gia st day Cauchy hitu ti (x,),en thoa man (x,),en < (Un)pen- CUng voi viée (Uy),en ~ (En)pen, chung ta
suy 1a (Xn)pen < (€n)nen- Theo Dinh ly 16, ton tai s6 hitu H duong g’ sao cho ton tai s6 tu nhién N sao cho
voi moi s6 tu nhién n > Ny, ¢é x, — £, < —q'. Mat khac, vi (x,),en 12 mot day Cauchy hiru t nén véi sb hiru t

Ching ta dinh nghia

duong %, ton tai s6 tu nhién N, sao cho vdi moi sb tu nhién 1, m > Ny, €6 |x,, — x| < >
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N’ = max{N;, N,}, khi d6 v6i moi sb tu nhién n > N, ching ta co

_q/
2

Xp —On = (X — xn7) + (i = ) < Iy — x| + (=97) < % +(=q) =

Theo Dinh ly 16, day s6 hitu ti ding ({n),en > (Xn)nen- Theo Tinh chat 1, (£y),.cn khong la can trén ctia S.
Do d6 (x,),en khong la can trén cta S.

Nhu vay, (14,),en 1@ mot day Cauchy hiru ti va la can trén cta S, va véi moi day Cauchy hitu ti (x,),,en thoa
man (X,),en < (Un)ypen thi (xn),en kKhong phai moét can trén ciia S. O

Chitng minh Dinh Iy 24. Chung ta dinh nghia tap hop S’ nhu sau

5'=Ug

&es

Céc phan tir ctia S 1a cac 16p tuong duong trén tap hop %o theo quan hé ~, cac phan tir ctia cac 16p tuong
duong nay 1a cac day Cauchy hiru ti. Do d6 & trong dinh nghia trén 1a phan ti ctia 6q/~, va tit ca cac phan ti
ctia S’ 1a cac day Cauchy hiru ti.

Gia stt  1a mot can trén ctia S va (a,),,cn 1a mot phan t ctia 16p tuong duong . Vi a 1a can trén cta S nén
theo dinh nghia quan hé < trén tap hop 6g/~, mdi phan ti (s,),n clia S’ déu théa man (s,),en S (@n)pen- DO
d6 S’ bi chan trén. Theo Dinh Iy 25, ton tai diy Cauchy hitu ti (11,),,epy 520 cho (1), 12 cdn trén ctia S, va véi
moi day Cauchy hitu ti (x,),en thda man (x,),en < (Un)pen thi (Xn),en khong phai moét can trén caa S’. Theo
DBinh 1y 20, [(#4),en] 1@ MmOt can trén cta S.

Gia st fla mot can trén cta S, khi d6 méi phan i (), clia 16p tuong duong f1a mot can trén ctia S’. Theo
Dinh ly 25, khong thé c6 (n),cn < (Un)pen- DO d6 (n),eny S (Yn),eng- Theo Dinh 1y 20, [(1y),en] < [(yn)neN].
Nhu vay [(1),en] 12 can trén nhé nhét cda S.

Vay S c6 can trén nho nhat. o

5 Lién hé 16p tuong duong cac day Cauchy hiru ti véi s6 hiru ti

Dinh Iy 26. Anh xa 1 : Q — 6o/~ dugc dinh nghia b6i 1(q) = [(9),en] 12 mot don dnh nhung khong phdi mgt
song dnh. Bén canh do, vdi moi s6 hitu ti q1,qa, chiing ta c6

g + q2) = dg1) + U(q2),
Uq192) = Hq1)uq2),

71 <q2 = Uq) < Uq)

Chitng minh. Néu 1(q1) = 1(q2) thi [(q1),.en] = [(72)sen ], k€0 theo (91),e ~ (@2),,n, dan dén g1 = go. Do d6 1 1a
mot don anh. Mat khéc,  khong phai toan anh vi khong ton tai s6 hiru ti g nao dé 16p tuong duong (q) chia
day Cauchy hitu ti trong Ménh dé 7, kéo theo « khong phai mot toan anh. Vi vay ¢ la mét don 4anh nhung khong
phai song anh.
Theo dinh nghia phép cong, phép nhan trén 4 va 6g/-
g1 +q2) = [(ﬂh + QZ)HEN] = [(ql)neN] + [(42)%]1\1] = u(q1) + 1(q2),
(§192) = [(@19)0en] = [@en] - [@2Dnen] = 1a0)102)-

Theo dinh nghia quan hé < trén %, quan hé < trén %/~ va Dinh ly 20, ching ta c6

n<g = @uen S @y = [@)en] < [@2)uen] = 1a0) < 1(02).



PHU LUC A. MO HINH SO THUC BANG DAY CAUCHY HUU Ti 103

O

Dinh ly trén dugc hiéu la don anh ¢ bao toan phép cong, phép nhan, va quan hé thit tu. Vi diéu nay, ching
ta c6 thé dong nhat s6 hitu ti g véi 16p tuong duong [(q)neN].

6 Tinh day da-Cauchy

Muc tiéu ctia muc nay la chiing minh “Moi day Cauchy déu hoi tu”.

Dinh nghia 6.1 (Gid trj tuyét d6i ctia sb thuc). Anh xa | : R = Ry duge dinh nghia bdi

x néux>0,
x| = .
—x neux<0

dugce goi 1a anh xa gia tri tuyét d6i, hay ham gia tri tuyét d6i ctia s6 thuc. S6 thuc khong am |x| dugce
goi 1a gia tri tuyét ddi ctia s6 thuc x.

Trong Muc 1, khi chuén bi cho viéc xdy dung m6 hinh s6 thuc bang day Cauchy htru ti, ching ta da dua ra
khai niém day sb hiru ti va mét s6 dinh nghia lién quan. Duéi day, ching ta dua ra cac dinh nghia tuwong tu va
danh cho day sb thuc (chi thay s6 hitu ti thanh s6 thuc).

Dinh nghia 6.2 (Day sb thuc). Anh xa f:IN — R dugc goi la moét day s6 thuc, hay day s0, day.
(i) Day (fn),en duge goi la ddy hang s6 néu va chi néu gia tri tai moi chi s6 1 ctia day nay la nhu nhau.

(i) Day (fu),en duogc goila day ding néu va chi néu ton tai s6 tu nhién ny sao cho gia tri tai moi chi )
n > np la nhu nhau.

(iii) Day (fu),n duoc goi la day ting, hay day ting thuc sy néu va chi néu ton tai sb tu nhién 1y sao cho
fus1 > fn v6i moi s6 tu nhién n > ng.

(iv) Day (fu),on duoc goi la day giam, hay day giam thuc sy néu va chi néu ton tai s6 tu nhién 1y sao
cho fu41 < fu v6i moi s6 tu nhién n > ny.

(v) Day (fy),n duoc goi la day khong giam néu va chi néu ton tai s6 tu nhién ny sao cho fui1 > f, v6i
moi sb tu nhién n > ny.

(vi) Day (fu),on dude goi la day khéng ting néu va chi néu ton tai s6 tu nhién ng sao cho fy+1 < f, voi
moi sb tu nhién n > ny.

(vii) Day (fy),n duoc goi la day bi chan néu va chi néu ton tai s6 thuc A sao cho v6i moi sb tu nhién n,
<6 | fu| < A (hodc |f| < A).

(viii) Day (f4),on duoc goi la day Cauchy néu va chi néu véi moi sb thuc duong ¢, ton tai s6 tu nhién
N(¢) sao cho v6i moi s6 tu nhién n, m > N(¢), c6 | fin — fn| < e. Bé‘mg logic hinh thitc, chung ta viét

Ve > 03dN(e) Vn,m > N(e) |fn —fm| <e.

(ix) Day (fn),en duoge goila hai tu dén sb thuc a néu va chi néu véi moi s thuc duong ¢, ton tai s6 tu
nhién N(e) sao cho véi moi s6 tu nhién n > N(e), c6 ( fn — a| < ¢. Bang logic hinh thic, ching ta viét

Ve >03N(e) Vn > N(e) |fu —a| <e.
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(x) Néu ton tai s6 thuc a sao cho day (fy), o hoi tu dén a thi a dugce goi la mot diém gidi han (hay gidi
han) ctia day (f,),n Va ching ta néi day (f,),, hoi tu.

Tuong tu véi day sb hitu t, ching ta c6 cac két qua sau, v6i ching minh hoan toan tuong tu.

Dinh ly 27. Day Cauchy la day bi chin.

Dinh ly 28. Néu mgt day héi tu thi diém gidi han ciia ddy dé la duy nhat.

Dé biéu thi s6 thuc a 1a gidi han ctia day (), ching ta ki hiéu lim f, = a.

Dinh 1y 29. Néu lima, = avalimb, = b thi

(i) lim(a, +b,) =a+D.

(ii) lim(anby) = ab.

Véi cac dinh Iy dudi day, sy khac biét (tién dé vé can trén, hay tién dé veé tinh day du) gitta tap hop s thuc
va tap hop s6 hiru ti dugc nhan manh thém nhiéu lan.

Dinh ly 30 (Dinh ly vé day don diéu va bi chan). Day don diéu khong gidm va bi chin trén thi hdi tu. Diy don
diéu khong tang va bi chan dwdi thi hoi tu”.

"DPinh ly nay con c6 phat biu ngén gon hon: Day don diéu va bi chdn thi hoi tu.

Chitng minh. (i) Gia stt day (a,),en khong gidm va bi chan. Nhu vay tap hop tat ca cac gia tri cia day (a,),en
12 khac rong va bi chan trén. Theo tién dé vé can trén, tap hop tit ca cac gia tri cua day (a,),,cp €O can trén
nho nhat. Chung ta ki hiéu can trén nhé nhat nay 1a a.

Day (4,),en khong gidm nén ton tai s6 tu nhién 1 sao cho 4,41 > a, voi moi n > ny.

Theo dinh nghia can trén nhé nhét, v6i moi s6 thuc duong ¢, a — ¢ khong phai can trén cia tap hop tat
ca cac gia tri caa day (a,),en- Do d6, véi modi s6 thuc duong ¢, ton tai s6 tu nhién 1; sao cho Ay, > a-— €.
Vi day (a,),en kKhong gidm néna —a, < a—a,, < ¢ véi moi s6 tu nhién n > N = max{no, n1}. Bén canh
dé, la —ay| = a — a, v6i moi s6 tu nhién 7 vi a 1a can trén nho nhat cta tap hgp tit c cac gid tri cua day
(an)nelN'

Nhu vay, véi mdi s6 thue duong ¢, ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi sb tu nhiénn > N, ¢6 |a, —a| < e.
Do do, day (a,),,en hoi tu.

(ii) Gia st day (a,),cn kKhong tang va bi chan. Khi d6 day (b,).en dugc dinh nghia béi b, = —a, v6i moi s6 tu
nhién n la mét day khong gidm va bi chdn. Theo phén (i), day (bn)nen hoi tu. Theo Dinh 1y 29, day (a,),.en
hoi tu.

O

Trong phan (ii) ctia chitng minh trén, thay vi &p dung phan (i), chting ta c6 thé chitng minh tuong ty phan
(i) bang cach chi ra gidi han ctia day s6 1a can dudi 16n nhat ctia tap hop tat ca cac gid tri ctia day (4,),.cn-

Dinh nghia 6.3. Cho hai s6 thuc a,b théa man a < b. Chiing ta dinh nghia khoang mé (4, b) va khoang
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dong [a, b] 1a hai tap hop sau.

(@ab)={xeR|a<x<b}
[a,b] ={xeR|a<x<b}

Noi riéng, néu hai s6 thuc a,b thda man a = b thi (a,b) = @ va [a,b] = {a}.

Dinh ly 31 (Dinh ly Cantor vé cac khodng déng 1ong nhau). Hai diy s6 (a,),en 93 (bn) e théa man a, < by,
[@n+1, bps1] € [an, by] v6i moi s6 tur nhién n.

(1) mneIN[anr bn] * Q.

(i) Néu lim(a, — b,) = 0 thi tdp hop ,enl@n, bn] 6 diing mot phan tir.

105

Chirng minh. (i) Vi[an+1,busa] € [an, by] v6i moi s6 tu nhién n nén a, < a,41 va b, > b,,1 véi moi s6 tu nhién

(ii)

n. Via, < aye1 va b, > b,y v6i moi s6 tu nhién n nén ag < a, va b, < by v6i moi s tu nhién n (diéu nay
dugc chiing minh bang phuong phap quy nap toan hoc). Via, < b, v6i moi s6 tu nhién nnéna, < b, < by
vaay < a, < by, v6i moi s6 tu nhién n. Do d6 day s6 (4,),,n bi chan trén, day s6 (by,),en bi chdn dudi. Ki
hiéu a = sup {a,},en va b = inf {b,},en- Gid st phan ching rang a > b, khi d6 b khong phai can trén nho
nhét ctia {a,},cn, kéo theo ton tai sd tu nhién m sao cho a,, > b. Ma by < b nén chung ta suy ra by < a,
diéu ndy mau thuan véi ménh dé vira chiing minh “a, < by véi moi s6 ty nhién n”. Do d6, a < b. Chon
mot phan tir x bat ki tir khoang dong [a, b], ching ta c6 a, < a < x < b < b, v6i moi s6 tu nhién n. Do do,
x thudce N,enlan, bn]- Nhu vay M,enlan, bul # @.

V6i cac gia tri a,b & phan (i), chting ta chiing minh rang

()(@ bl = [a, 1.

nelN

Gia st x thudc [a, b] thi x thudc [a,, b,] véi moi s6 tu nhién n via, < ava b < b, véi moi s6 tu nhién n. Do
dé x thudc [a,, b,] véi moi s6 tu nhién 1, kéo theo x thudc (,en[an, bu]. Nhu vay [a,b] € N,enlan, bul-
Gia st x thudc N,enlan, bn] (ching ta gia st duge nhu vay vi (),enlan, bn] # @). Theo dinh nghia khoang
déng, a, < x < b, v6i moi s6 ty nhién 7. Do d6 x 1 can trén cta {a,},en va 1a can duéi cta {b,},en, kéo
theo a < x < b, hay x thudc [a, b]. Nhu vay M,enlan, ba] € [a, b].
Vay MNyenlan, bu] = [a,b]. Néu lim(a, — b,) = 0 thia = b, kéo theo [a,b] c6 dung mot phan ti, do d6
Muenl@n, bu] c6 diing mot phan ti.

O

N6i chung, dinh Iy trén sé khong con ding néu chung ta thay khodng déng bdi khodng md.

Dinh ly 32 (Dinh ly Bolzano-Weierstrafd cho sb thue). Moi day bi chin déu chita mét diy con héi tu.

Trudc tién, chung ta 1am ro hon khai niém day con. Vi mot day (f,),,cn, chung ta 1an lugt chon vé han cac

s6 tu nhién ny (trong d6 k € IN) sao cho 19 < 111 < 1y < -+ thi (f, ), 12 MOt day con ctia (f), -

Chitng minh. Gia st (x,),en bi chan. Theo dinh nghia day bi chan, ton tai s6 thuc duong A sao cho |x,| < A véi
moi s tu nhién n. Chtng ta dinh nghia ap = —A, by = A. Chuing ta dinh nghia a,, b, v6i moi s6 tu nhién n va

xay dung mot day con ctia (x,),en bang quy nap nhu sau

e Chon moét s6 tu nhién ng thudc [ag, bg].
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fo A L B A fs fo fr fs fo fo f S
fﬂo fﬂ1 fnz fn3 f"4 fﬂs

HINH A.1. Minh hoa céc gia tri dau tién ctia mot day con (fy,)cn cta day (fu) e -

. . 1 1 £
o It nhat mot trong hai khoang dong [ao, E(ao + bo)] va [z(ao + by), bo] thoa man: ¢6 vo han so tu nhién n
sao cho x,, thudc khoang dong d6. Néu khoang dong do 1a [ao, %(uo + bo)] thi ching ta dinh nghia a; = ao,

1 < 1 1
by = (@ + by). Néu khoang déng d 1a [E(ao +bo), bo] thi chiing ta dinh nghia a = (@ +bo), by = by

Nhu vay, [a1, 1] C [a0, bo]. Chon mét sb tu nhién n; thudc [aq, b1] sao cho ny > ny.

e It nhat mot trong hai khoang déng [ak, %(ak + bk)] va [%(ﬂk + by), bk] thda man: ¢ vo han sb tu nhién #n sao
cho x,, thudc khoang doéng do. Néu khoang déng dé la [ak, %(uk + bk)] thi chung ta dinh nghia a1 = ay,
be = %(ak +By). Néu khoang déng d6 1a [%(ak by, bk] thi chiing ta dinh nghia a1 = %(ak ), b = by

Nhu Vay, [ax:1, bia1] € [ax, bi]. Chon mot s tu nhién n1y.q thudce [ay41, beer] sao cho g > .

o R . . 1 fe .oz LA e . 2
Tir cach xay dung trén, ching ta suy ra a, — b, = 2_n(a0 — bp) v6i moi so ty nhién n. Véi moi so thue duong
P A . A 1 . . A oA - )3
&, voiso tunhién N = {(bo - uO)EJ’ v6i moi so tu nhién n > N, chung ta c6

|, _bn| = <

lag — bo| < lao — bol < e.

1
20 =50 N+1
A1 a2 1 R
Trong do, 2" > 1 + n theo bat dang thic Bernoulliva N + 1 > (b — ao)g theo dinh nghia phan nguyén cta
s6 thue.
Do d6 lim(a, — by,) = 0. Theo dinh ly Cantor vé cdc khoang déng 16ng nhau, (,.en[44, br] c6 diing mot phan
t&r. Chiing ta ki hiéu phan tr nay 1a x. Véi moi s6 thuc duong ¢, v6i s tu nhién N = {(bo - ao)%J, v&i moi sb tu

nhién k > N, chung ta c6 x, x,,, thudc [ay, bi], kéo theo
|xnk - x| <lag — byl < e.

Do d6, lim x,,, = x. Nhu vay moi day bi chan déu chira mot day con héi tu. O

Mot day Cauchy hiru H thi 6 thé hoi tu vé mot s6 hitu ti hoac khong. Nhung day Cauchy thuc thi hoi tu vé
mot sb thuc.

Dinh ly 33 (Tinh day du-Cauchy). Mgt diy s6 hdi tu khi v chi khi d6 Ia day Cauchy.

Chitng minh. Cho (x,),cx 12 mot day sé.
(=) (xn),eny DO tu v& mot s6 thuc x.
e 1a mot s6 thuc duong bat ki. Theo dinh nghia day s6 hdi tu, véi sb thuc duong g, ton tai s6 tu nhién N

e

5 Khi d6 véi moi sb tu nhién n,m > N, ching ta co

sao cho v6i moi s6 tu nhién n > N, ¢6 |x, — x| <

[ = Xl = 1(6m — X) + (x = x)| < ot — X[ + [x — x| <

N| ™
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Do d6 (x4),en 1a day Cauchy.

(&) (xn) e 12 day Cauchy.

Vi day Cauchy ciing 1a day bi chdn nén (x,),y bi chdn. Theo dinh ly Bolzano-Weierstra8 cho s thuc, (x,,),.en
c6 moét day con (), hOi tu dén mot sb thuc x.

¢ 1a mot s6 thuc duong bat ki. Vi (x,),,n 12 day Cauchy va day con (x,, ), h0i tu dén mot s6 thuc x nén

N . % R L. .z  a . &
e TOn tai so tu nhién N sao cho v3i moi sO tu nhién n,m > N, cd |x,; — x| < 5

A . A A Pl . A oA - S
e TOn tai sO tu nhién K sao cho véi moi so tu nhién k > K, c6 |x,,k - xl < 7
Do d6, v6i moi s6 tu nhién k > N’ = max{N, K}, chiung taco ng > k > N’ va

|y — x| = |(xk—xnk)+(xnk —x)| < |xk—xnk|+|xnk —x) < % + % =e&.

Nhu vay, véi mbi s6 thuc duong ¢, ton tai s6 tu nhién N’ sao cho véi moi sb tu nhién n > N/, ching ta c6
[x, — x| < &. Do d6 (x,),,cn hoi tu dén sb thuc x.
Vay mot day s6 hoi tu khi va chi khi d6 la day Cauchy. m|
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Argument ctia s6 phic, 67

Budc casd, 9
Budc quy nap, 9
Bang chén tri, 3

Chan tri, 2

Chi s6, 56, 76

Cong thitc De Morgan, 14, 16

Can béc n nguyén thuy cua don vi, 70
Can dudi, 31

Can dudi 16n nhét, 31

Can dudi dung, 31

Can trén, 31

Can trén nho nhat, 31

Céan trén dung, 31

Day bi chan, 103

Day Cauchy htru ti, 57, 81
Day Cauchy thuc, 103
Day con, 105

Day ding, 77, 103

Day giam, 103

Day héng s6, 77, 103

Day khong giam, 103
Day khoéng tang, 103

Day s6 giam thuc sy, 77
Day s6 hitu t, 56, 76

Day s6 htru ti bi chan, 79
Day s6 khéong giam, 77
Day s6 khong tang, 77
Day s6 thuc, 103

Day s6 tang thuc sy, 77
Day tang, 103

Day don diéu, 77

Dang lugng giac ctia s6 phiic, 66

Giao ctia mot ho tap hop, 14
Gia tri chan ly, 2
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Gia tri tuyét ddi cta s6 hiru ti, 77
Gia trj tuyét ddi ctia s6 thuc, 103
Gia thuyét, 2

Giam vo han, 45

Gidi han, 56, 78

Hai tap hop roi nhau, 15
Hiéu cuta hai tap hop, 13
Ho cac tap hop, 13

Hoi tu, 56, 77

Hgp cua moét ho tap hop, 13
Hop roi, 15

Infimum, 31

Khoang mg, 104
Khoang déng, 105

Lién hgp cua sb phic, 65
Lat cat Dedekind, 53
Luong hoa, 8

Lugng hoéa phé cap, 8
Luong hoa ton tai, 8

MaAu sb, 46
Mat phang phtic, 68
Ménh dé, 2
Ménh dé toan hoc, 2

Nguyén ly cuc han, 44

Nguyén ly quy nap tién-1ti (Cauchy), 45
Nguyén ly quy nap toan hoc, 9

Nguyén ly thu tu tot, 44

Phan hoach cua tap hgp khéac rong, 15
Phan ki, 78

Phan s, 46

Phan s6 t6i gian, 47

Phép cong day Cauchy hitu ti, 59, 86
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Phép cong hai 16p tuong duong day Cauchy hiru
ti, 59, 88

Phép cong s6 nguyeén, 38

Phép cong s6 tu nhién, 35

Phép giao hai tap hop, 12

Phép hoi, 2

Phép hop hai tap hop, 12

Phép nhan day Cauchy hiru ti, 59, 86

Phép nhan hai 16p tuong duong day Cauchy hiru
ti, 59, 88

Phép nhan s6 hiru ti, 47

Phép nhan s6 tu nhién, 36

Phép tuyén, 2

Phuong phdp quy nap manh, 11

Phan bu, 13

Phan nguyén cta sb thuc, 61

Phan thuc cta s6 phiic, 65

Phan 4o ctia s6 phuc, 65

Quan hé bao ham giira cac tap hop, 6

Quan hé thu ty trén tap hop s6 hiru t, 48

Quan hé thu ty trén tap hop s6 tu nhién, 37
Quan hé tién thi tu gitta cac day Cauchy hiru t,

59,92

Supremum, 31
S6 hitu ti, 46
S6 phuc, 63

S6 thuc, 50

Thudc tinh Archimedes, 60
Truc thuc, 68

Truc ao, 68

Tinh trt mat ctia tap hgp s hiru t, 61
Tap hop, 5

Tap hop chi sb, 14

Tap hop con, 6

Tap hop con thuc su, 6

Tap hop liy thira, 7

Tap hgp rong, 5

Tap hop dugc sép thu tu tot, 46
Tu sb, 46

Vi tit, 7

Diém gidi han, 56, 78
D06 16n ctia sb phiic, 66
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[Abb15] Stephen Abbott. Understanding Analysis. 2nd ed. Springer, 2015.
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