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Resumo

O cancer pode ser compreendido como um conjunto de doengas em que hia um crescimento
desordenado de células que invadem tecidos e 6rgaos e corroboram as fungdes vitais do corpo
humano, podendo levar a morte caso ndo seja tratado da devida maneira. Portanto, sdo ne-
cessarios estudos que ajudem a compreender o comportamento das células tumorais ao longo
do tempo no organismo com objetivo de buscar um tratamento rapido e adequado. Dessa ma-
neira, a biomatemadtica € de grande utilidade uma vez que um dos seus ramos de abordagem é
o da dindmica populacional que estuda populagdes de células, moléculas, micro-organismos
e sociedades humanas. E com auxilio de conceitos da biomatemitica, foi possivel realizar
modelagens matematicas através de equagdes diferenciais, que descreveriam como se daria
a evolugdo das células cancerosas no corpo humano e a influéncia de drogas e outros tipos
de tratamentos para a atenua¢do da populacdo dessas células. Para encontrar um modelo
adequado, foram estudados modelos de crescimento populacional, desde os primeiros como
o modelo de Malthus, em que a populagéo cresceria exponencialmente ao longo do tempo,
até modelos mais recentes como o de Rodney Bassanezi ou o de Diego Samuel Rodrigues,
este ultimo estuda a influencia da quimioterapia no crescimento populacional de células. No
intuito de encontrar um modelo mais realistico, foi utilizada uma tabela de crescimento da
populacdo brasileira de 1940 a 1991 e a partir desses dados, foram tracadas as curvas de va-
rios modelos, na tentativa de encontrar qual curva se assemelha mais ao comportamento da
populacdo, e tal modelo poderia ser utilizado para populacio de células. Entretanto, alguns
dos modelos ndo apresentavam fatores de inibi¢do externa como inser¢do de drogas e cirur-
gias, e por isso foi feito uma segunda parte do estudo, que teve como foco estudar modelos
realistas que continham a influéncia de tratamentos externos no retardamento do crescimento
populacional de células tumorais.
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1 Introducao

Neste trabalho, foi feita estudo de equagdes diferenciais ordindrias aplica-
das a dindmica de crescimento populacional, mas com intuito de compreender
como se desenvolve o cancer no organismo humano e as formas de tratamento
possiveis.

A principio, foram abordados modelos mais primitivos como o de
Malthus[11] que estabelece uma proporcionalidade entre a taxa de variacao po-
pulacional e a populagdo em um determinado instante. Em seguida foi abordado
o0 Modelo Logistico[21] que estabelece um taxa de varia¢do da populacdo nula
quando esta atinge um valor limite. O Modelo de Gompertz [13] além de incluir
um fator limitador no crescimento populacional, ¢ um modelo em que a taxa
de variagdo € proporcional ao logaritmo da populacdo em um instante. Foram
feitos gréaficos demonstrando como se daria o crescimento de alguma populacao
de acordo com cada modelo.

Foram estudados alguns modelos mais sofisticados, que lidam com as taxas
de catabolismo e anabolismo de células. Tais formas de modelagem podem
ser observadas nos trabalhos de Von Bertalanfy[22],0u no modelo de Richards
[15]. Bassanezi[10] utilizou o modelo de Bertalanfy para elaborar um modelo
direcionado ao crescimento de suinos de corte.

Entretanto o estudo desses modelos se fez necessdrio para a compreensao
de modelos voltados para o cancer, pois estes em sua maioria, trabalham com
sistemas de equacdes diferenciais, em que as taxas de crescimento populacional
seguem pelo menos um desse modelos acima citados. Dessa maneira, realizou-
se a andlise de modelos como o de Byrne [3] em que o tumor sem tratamento
cresce em uma curva logistica e a ha inser¢do de uma droga quimioterdpica e
os modelos para quimioterapia antineopldsica, apresentados na dissertacdo de

mestrado de Diego Samuel Rodrigues[16].
2 Modelos de crescimento populacional

Os modelos matemadticos para crescimento populacional se baseiam no con-
ceito da Biomatemadtica que , segundo Bassanezi, [13], "é uma interface entre a
Biologia e a Matematica caracterizada por uma grande extensdo de contato que

experimenta atualmente um processo de aprofundamento acelerado."
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Um dos ramos de abordagem da biomatematica € o da dinamica populaci-
onal que estuda populacdes de células, moléculas, animais, microorganismos e
sociedades humanas. Os modelos mateméticos, entdo, sdo equagdes variacio-
nais : equagdes diferenciais ordindrias e parciais, continuas e discretas e equa-
¢Oes variacionais que contemplam a subjetividade de parametros e varidveis de
estado (equacdes fuzzy) que tomam como parametro diversos fatores bioldgi-
cos,0s quais podem influenciar no crescimento ou decaimento da populacao.
Cada modelo possui uma equagdo propria que o descreve, com 0s parametros
determinados de acordo com o estudo para o qual ele é aplicado.

Portanto, pode -se entender que os modelos matematicos sdo ferramentas
matematicas e, em alguns casos, computacionais, para descrever o comporta-
mento de uma populagcdo ao longo do tempo. Os modelos mais precisos levam
em consideracdo diversos fatores externos e internos que contribuem ou inibem

o crescimento populacional.

2.1 Modelo de Malthus

O Modelo de Malthus partiu da proposta do economista inglés T. R. Malthus
[11] de associar a matemdtica a dindmica populacional. E um modelo mais pri-
mitivo em que o crescimento de uma populagdo € proporcional a populacdo em
cada instante[13]. No entanto esse modelo ndo leva em consideragdo diferencas
de crescimento para cada individuo ,ou mesmo , Malthus desconsidera fatores
como fome, guerra, doencas ou qualquer outro fator que poderia dizimar uma
populacdo. Malthus tentou provar matematicamente que a populacdo humana
crescia em progressao geométrica, mas a producao de alimentos crescia em pro-
gressao aritmética.

Entdo de acordo com esse modelo a populacao da Terra cresceria de forma
gigantesca, tornando o planeta um local superlotado, sem alimento para todos e,
por fim , inabitavel ao longo do tempo. Entretanto , fatores que levaram a morte
de vdrias pessoas e o salto que a producdo mundial de alimentos obteve entre
os anos de 1950 a 1998 passando de 247 quilos per capita para 312 quilos [20]
contrariaram as hipéteses malthusianas.

Este modelo seria aplicado a crescimentos populacionais (crescimento bac-

teriano na cultura e de populagdes de pragas na auséncia de inimigos naturais)
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em que a variagdo do nimero populacional ao longo do tempo € proporcional a

funcao de crescimento [7], onde k£ € R € uma constante.

P’(t) = kP(t) 0
P (O) = P 0
A solucdo desta equagdo € dado por
P(t) = Pyett )

Para k > 0, estamos estudando o crescimento de uma determinada popula-
¢do. Neste caso, se t — oo obtemos que P(t) — 00, ou seja, terfamos um cres-
cimento infinito da populag@o. Por outro lado, se k£ < 0, estariamos estudando o
decaimento de uma certa populacdo. O gréfico 1 representa os comportamentos
das solu¢des em cada condi¢@o de k. Por se tratar de uma populagdo , deve se

adotar valores positivos para a populacio no instante inicial Py > 0

2.2 Modelo de Verhulst(Logistico)

O socidlogo belga Pierre Verhulst propds, em 1838, um novo modelo de
crescimento populacional[21]. Verhulst observou que toda populagdo tem pre-
disposicdo a ter seu crescimento inibido por fatores naturais de seu ambiente.

De acordo com esse modelo, a taxa de crescimento demografico diminui
com o aumento da populacdo, podendo chegar a zero quando atingida uma po-
pulacdo maxima ou um limite maximo sustentdvel. Seria entdo, um aperfeicoa-
mento do modelo malthusiano.

Pode ser descrito pela equacao diferencial:
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Modelo de Matlhus para k>0
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Figura 1: Modelo de Malthus
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3)

Onde P, € a populacdo-limite ou valor mdximo sustentdvel e r € a taxa
intrinseca de crescimento que € o crescimento sem nenhum fator limitador. Pode
se observar através dessa equacao que quando P = P,,, a taxa de crescimento
se torna nula.

Esta equacao diferencial pode ser resolvida de forma separavel, e sua in-
tegral pode ser solucionada pelo método das fracdes parciais. A solucdo da

equagao ordindria pode ser dada por:

P

P
1 - _1 —rt
+<PO )e

Analisando o comportamento assint6tico de N(t), temos que

P(t) =

“4)

lim P(t) = Py

t—o00

Significa dizer que para grandes valores de tempo , a populacdo se limita ao
seu valor maximo, permanecendo constante.

Para valores de P,, muito maiores que P o modelo de Verhulst converge
para o modelo de Malthus. Esse modelo pode ser utilizado para crescimento
de populacdes humanas de varios paises, crescimento de células de levedura
durante a fermentacdo,dentre outros.

Para determinar os valores de r , P, e Fy de uma determinada populagao,
utilizou-se o censo demogréfico do Brasil de 1940 a 1991 [8] , apresentado na

tabela abaixo:

O valor de P, foi obtido utilizando o método de Ford-Walford [14], em que
pode ser feito um ajuste de fungdo Pn + 1 = f(F,).
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Taxas de
Periodos | Populacio | Crescimento | Crescimento Distribuigio Etdria (%)
(% aa) Absoluto 014 1564 | 65 ¢ mais
1940 41.236.315 426 55,0 24
23 10.708.082
1950 51.944.397 419 55,5 26
32 19.047.946
1960 70.992.343 432 543 25
28 22.146.694
1970 93.139.037 426 543 31
25 25.863.660
1980 119.002.706 388 57,2 40
19 27.822.769
1991 146.825.475 35,0 60,2 18

Tabela 1: Censos Demograficos do Brasil de 1940 a 1991

Entdo, é necessario resolver o sistema :

Poi :f(Pn)
Pn+1 :Pn:Poo

(&)

A fungdo f(P,) foi obtida através de um ajuste polinomial retratado abaixo:

Ajuste Polinomial

4e+07 5e+07 6e+07 Te+07 8e+07 Qe+07 1e+08 1,1e+08 1,2e+08

1,6e+08 ] - I 1,6e+08

1,4e+08 —E i: 1,4e+08

1,29+E|8—E ?—1,2e+DS
1&+USE ;IE+UB
Be+07§ ::Se+07
55+n7—f ::Se+DZ'
4e+07:‘.‘.|‘..‘l‘..‘|.‘..|....|....|....|‘..‘j4e+D:’

4e+07 5e+07 6e+07 7e+07 8e+07 9e+07 le+08 1,1e+08 1,2e+08

Figura 2: Ajuste Polinomial

A funcdo obtida foi:

f(P) = (—3.1859612925787 x 1079)P? + 1,7059656196039P, —
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11449791, 735999. Para P,.; = f(P,) = P, = P, o valor de P, que se
obtém ¢é 236, 765 milhdes que corresponde a populacdo limite de habitantes.

A curva logistica pode ser escrita da seguinte maneira :

Py Py

= P = _T,t
1_’_(;’0_1)6—” 1 +be

Mas para se determinar o valor de v e b € necessdrio um ajuste linear (w(t))

(6)

com uma troca de variaveis:

P
R POO
w=In (—1_(P};>> (7)

E
1
—rt ]_
w=1In 1+ bel =1In {ge”] (8)
1=
1+ be="
Entao
w(t) =rt—1Inb 9)
O ajuste se encontra no grafico abaixo:
Ajuste linear
1,930 1.940 1.950 1.960 1.970 1.980 1,990 2.000
P TR U U AR RS R R
0,5 Fos
0 Fo
g—o,s—: E -0,
1 F-1
—1;5—: :— -1,5
-2 e e -2
1.930 1.940 1,950 1.960 1.570 1.980 1,950 2.000

tempo (em anos)

Figura 3: Ajuste Linear

Dessa forma, w(t) = 0,04082748t — 80,8338355. Portanto, r =
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0,04082748.
Com os valores de P, e r definidos e uma populacdo inicial menor que a

populacdo limite(41.236.315), temos a equagdo final:

236765000
P(t) = (10)
14 (236765000 0 o ou0some
41216315
) "—194 . )
Sendo ¢ equivalente a 0 em que t' € o tempo em anos. Essa substi-

tuicdo se faz necessdria pois a populagdo inicial dada € do ano de 1940, que foi
adotado como ¢ = 0. Além disso, a distribui¢ao dos dados se dd em intervalos
por décadas, por isso, se faz necessdria a divisao por 10.

A curva obtida foi :

Crescimento populacional ao longo do tempo
_ i 1

24x 108 | ——

22%10% = ——

2x 10— ——

18x 108 ———

16x10° |- ——

| |
I
———|
|
I
L
T
b
. |
Ld= 10" — — | |
]
I
———
|
I
L
I
———
|
I~

2wt

Lot f-——

8.x 100 ———

6.x 100 ———

4.x10 =——

%10 ———
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Figura 4: Gréfico do crescimento logistico para Py < P,

Um outro comportamento € observado adotando a populagao inicial € maior
que a populacdo limite (os mesmos valores anteriores, mas Py = 480 milhdes):

Nesse caso, a populacdo decaiu até atingir o valor de populagdo limite.

2.3 Modelo de Gompertz

Em 1825, o matematico inglés Benjamin Gompertz associou uma taxa de

inibicao de varidvel de estado proporcional ao logaritmo dessa varidvel [7]. Isso
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Decrescimento populacional ao longo do tempo
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Figura 5: Gréfico do decrescimento logistico para Fy > P

indica que a taxa de crescimento € grande no comeco do processo mas depois
apresenta um crescimento lento [13].

E um modelo bem utilizado no estudo da evolugdo do de tumores sélidos.
Assume-se que a taxa de crescimento diminui com o aumento da massa tumoral
uma vez que as células centrais recebem poucos nutrientes e oxigénio necessa-
rios a sua proliferacdo.

A equacdo pode ser escrita em funcao de uma constante que aumenta o cres-
cimento populacional e que inibe esse aumento. E dada , entdo, pelo problema

de valor inicial:

d};—it) =aP — rPIn(P)
a>0
r>0

A taxa de crescimento relativa pode ser dada por w(P) = a — rIn(P) O
valor de populacdo limite(F,,) pode ser obtido igualando a taxa de varia¢do

populacional a 0, considerando que a populacdo P > 0 . Ou seja:
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dP(t)
dt
= P(a—rIn(Py))=0& Py =er, Py >0

=0< aP —rPIn(Py) =0

Mas como P > 0, entdo a — rIn(P,,) = 0.

Sendo assim,
a =rln(Py)

Substituindo a na equagdo original, temos que:

d];—it) =rPIn(Py) —rPIn(P) = —rP(In(P) — In(Py))

Entdo podemos reescrever a equacdo de modo que a taxa de crescimento
por pessoa € proporcional ao logaritmo do nimero de individuos, mas dividida

por uma populacao limite [12]:

dP P
i —rP {ln (z)} (12)

Em que P(t) é a populagdo em fungio do tempo e r é uma constante que
representa a constante de crescimento intrinseca.

A solucdo dessa equacio € :

t

P(t) = Pay (]f—o) (13)

Utilizando os Censos Demogréficos do Brasil de 1940 a 1991 foi feito um
ajuste linear sugerido por [14]

O ajuste :
Py — B

(tix1 — )P,

Os valores de w; se relacionam com In(FP;)

(14)

w; =

O valor de P, foi obtido através dos coeficiente do ajuste linear, pela equa-
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cdo:
P, =er (15)

O gréfico do ajuste se encontra abaixo:

Ajuste finear
17,6 17,8 18 18,2 18,4 18,6 18,8
0,038 TR T NI NI ST ST ST S N P L 0,038

0,036 [ 0,028

0,034 L 0,034

0,032 [ o032

5 0,03 — 0,03

0,028 F 0,028

0,025 [ 0,028

0,024 L 0,024

0,02 1T T 0,022

176 17,8 18 18,2 18,4 18,6 18,8
In(P)

Figura 6: Ajuste linear para o modelo de Gompertz

Em que a = 0,315494 e r = 0,0157026.

Portanto P, = 531, 826 milhdes de habitantes.

O valor de P, foi calculado com o valor de P,, conhecido e utilizando um
dos valores da tabela. De modo que se conhega o tempo e a populagdo corres-
pondente a esse tempo.

O comportamento desse modelo estd no grafico abaixo, e € importante sali-
entar que P, > Fp, sendo Fy = 34976087 que corresponde a populagdo inicial.

Para um valor de P,, = 35000000 (P, < Fp) o grafico :

2.4 Modelo de Von Bertalanffy

O modelo de Von Bertalanffy[22], proposto em 1957, teve como fonte de es-
tudo as leis quantitativas do metabolismo e crescimento do corpo de seres vivos.
Tomando como base a lei da alometria , que € a taxa na qual esses processos po-
dem ser expressos em fun¢do do poder de massa do corpo,sua proposicao inicial
¢ de que a taxa de crescimento de um corpo se deve a diferenca entre o processo

de construcao e destruicao desse corpo, tendendo a um valor maximo constante
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Figura 7: Grafico do modelo de Gompertz para P,, > F,
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ao longo do tempo. Pode expresso pela seguinte equacao:

dpP
— =aP* - bP’ 16
o= (16)

Em que podemos adotar P(t) como sendo o peso do corpo, a constante de
anabolismo e b é a constante de catabolismo que correspondem ao ganho e perca
de peso(devido a sintese de proteinas ou ao consumos destas),respectivamente.
Os fatores a e 5 correspondem ao um certo poder de peso do corpo.

Entretanto, para o estudo de caso abordado por Bertallanfy, o fator « foi
determinado como sendo 3’ efél.

Portanto a equacao final pode ser dada como o problema de valor inicial :

dP )
o upPE_p

i (17)
P(0) =P,

Para células tumorais, o parametro « traduz a dependéncia do anabolismo
no volume do corpo que considera -se a influéncia da absor¢do de oxigénio e
nutrientes.

A equacdo € do tipo Bernoulli e tem a seguinte solucio:
Py\? ’
3 t
() )]} "

O modelo generalizado proposto é uma referéncia ao modelo de Richard do

P(t):{1+

2.5 Um modelo Generalizado

ano de 1959 que teve uma proposta de ser um modelo empirico para crescimento
de plantas[4].

Para compreender o modelo generalizado € preciso entender como funciona
a funcao de logaritmo generalizada:

Partindo de uma familia de fungdes f;(¢) : R}, = R,¢ € R, temos a
funcao:

fi= 7= (19)

Revista de Matemadtica de Ouro Preto  v.1 pp:114-149 2017 114



Universidade Federal de Ouro Preto

A fungao Ing(z) € a fungdo de logaritmo generalizada que geometricamente
corresponde 2 drea abaixo da curva (19) em um intervalo de [1, z]. Entdo pode
ser definida da seguinte maneira:

r?—1

v @1 i # 0
nga) = [ 25— i P ;o s 170 (20)

1—-q¢ A !
1t e d Inz se ¢=0.

Entdo para o modelo generalizado ,temos que a variagdo do logaritmo
natural do numero de individuos dividido por uma capacidade maxima
sustentavel(P,,) € proporcional ao logaritmo generalizado da populagdo divi-

dida por essa capacidade maxima:

P
dln (z) ( P
—— = = —rlng

b g) Q1)

Mas:

din (£
"\p) _1ap_ap_ . (P
dt P dt ar P

De acordo com a defini¢ao de logaritmo generalizado:

Entdo a equagdo (21) pode ser escrita da forma :

P \1
P _ Poo
Een—
dt q

Partindo da equacao generalizada(21) , quando temos que ¢ = 1, retoma-se

(22)
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o modelo logistico de Verhulst. E quando ¢ — 0, tem se entdo o modelo de
Gompertz.

Uma forma de se interpretar ¢ se baseia nos trabalhos de Geoffrey West, Ja-
mes H. Brown e Brian J. Enquist[24, 25, 23] que relacionaram a taxa metabdlica
e massa dos individuos com a estrutura fractal das ramificagdes sanguineas dos
seres vivos. Foi proposto que a energia total gasta pelo o individuo em um inter-
valo infimo de tempo (B) equivale a: (energia para a manutengdo das células)
+ (energia para criar novas células). Tal proposicao pode ser descrita através da
equacao:

dN (t)

B=N(t)B.+ E.~—~ (23)

Em que B. € a energia utilizada por uma célula e I, € a energia necessaria
para se criar uma nova célula. E NV € o numero de total de células no instante t.

A taxa metabélica se relaciona com a energia pela férmula B = ByM” sendo

3 M
B = T EN = A pela qual M, € a massa de uma célula. Portanto a equacdo

C
diferencial pode ser escrita da seguinte maneira:

dN  ByM? B
— = ¢ NP N 24
dt E, E. (24)
Fazendo :
BoM f b B.
a= e b=—
E. E.

A equacdo ordindria (23) pode ser reescrita na forma de um problema de

valor inicial do tipo:

dN
— = aNP—bBN
dt “ b (25)
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A solugdo da EDO se d4 por:

1

N = |3+ (M7 =g )] (26)

Para valores de 3 < 1, a populagdo converge para:

No = N(t — o0) = (%)“’

Levando a uma nova equagdo diferencial na forma:

8—1
| ()] @

E multiplicando e dividindo a equacdo (26) por S — 1 para fins de tornar a

EDO em um modelo conhecido, pode se obter:

B-1
N
m) - 1}

i :b(ﬁ—l)Nl(

dN
28
dt g—1 (28)
Para esse caso, podemos adotar que o parametro § = 3 — 1 erg; = —bq.

Utilizando a defini¢do do logaritmo generalizado, sendo z = N /Neo , € Ing =

(%) -

q

, obtemos o modelo de Richards[15]:

dN N
o = —raving () 29)

Portanto, como solugdo para esse modelo, pode se obter:

N(t) = (30)

([0
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E o parametro ¢ estd relacionado com a estrutura fractal das ramificagdes

sanguineas dos seres vivos.

2.6 Modelo de Bassanezi

Como uma forma de tornar o modelo proposto por Von Bertalanffy[22], em
um modelo que pode ser abordado de uma forma geral, Bassanezi[10] apresen-
tou uma generalizacdo para o crescimento de uma populacio ou forma de vida

qualquer:

dP
P0)= FK

Sendo v um pardmetro que alométrico, ou seja, depende da taxa de poder do
poder de corpo do animal estudado e 0 < 7 < 1. Esse parametro deve estimado
conforme o caso abordado.

Os parametros « e [ correspondem as constantes de anabolismo e catabo-
lismo, respectivamente.

A equacdo € do tipo de Bernoulli e € resolvida utilizando substitui¢do de

varidveis.Tendo como solucao:

P(t) = (%) o (1 + Cge—ﬁﬂ—”t) o (32)

Entretanto, Py, = 1tlim P(t) , o que leva a igualdade :
—00

1

a\ I
Pw—(z)

E, sendo P(0) = P, a constante C' é:

()"
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Portanto, a equacdo (35) pode ser reescrita da seguinte maneira:

@)

De forma que F; € o peso inicial e P, € o peso maximo que o animal pode

P(t):Poo{lJr

atingir.
O ponto de inflexdo, ou seja, o maximo valor que a funcdo atinge, representa

0 ponto em que o peso do animal comeca a se estabilizar e pode ser dado por
d*P

oz 0. Esse ponto pode ser obtido pela equagao:

R:(ﬁ%ﬁg (34)

Porém, quando nao é conhecido o peso maximo, é preciso parametrizar os
pontos pelo método Ford-Walford[14] e assim obter esse valor. Apds isso, deve
se obter o valor do ponto de inflexdo pela equacdo (37) e assim reparametrizar
0s pontos para obter P,,, mas dessa vez, a partir do ponto de inflexao.

Considerando que em situagdes reais a constante de catabolismo(3) pode
variar com o tempo, conforme os habitos do animal, entdo 5 pode ser explicitado

da seguinte maneira:

() -
B=- S (35)

(1 =)t
A constante de anabolismo « € obtida pela equagao:

o= BPLT (36)

Caso seja conhecido P, o parAmetro alométrico 7y € determinado por :

(37)

Revista de Matemadtica de Ouro Preto  v.1 pp:119-149 2017 119



Universidade Federal de Ouro Preto

3 Modelos em Quimioterapia

Os modelos de crescimento populacional tradicionais consideram diversos
fatores que podem levar a populagdo a um valor maximo de satura¢io ao longo
do tempo. Entre esses fatores, pode-se considerar taxas de anabolismo e cata-
bolismo,aumento de massa e o préprio aumento da populacio, que, neste caso,
levaria a escassez de recursos.

Entretanto, para o estudo do tratamento do cancer, € preciso inserir nos mo-
delos um fator correspondente a inser¢do de drogas e outras intervengdes mé-
dicas no tratamento tumoral, ou seja, sdo fatores que podem diminuir o valor
maximo limite da populacdo e sdo consideradas até possibilidades de cura total
das células cancerosas.

Por isso foram estudados diversas equagdes diferenciais para encontrar um
modelo mais adequado conforme o procedimento médico utilizado e alguns des-
ses modelos também considera a taxa de quantidade de aumento ou diminui¢io

dos medicamentos utilizados.

3.1 Modelo para uma droga ciclo-inespecifica

Esse modelo considera que o crescimento tumoral se d4 por uma curva que
corresponde ao modelo de Gompertz[12], retratado na equacdo (11).

Porém, para esse novo modelo, € inserido um fator de tratamento, proporci-
onado pela inser¢do de uma droga ciclo-inespecifica (atua nas células que estao
ou ndo no ciclo proliferativo, como, por exemplo, a mostarda nitrogenada), de
forma com que as células tumorais crescam de forma mais lenta ou até diminua
ao passar do tempo , de acordo com Domingues[6].

Baseando se na ideia de Sachs[18], foi considerado que a inibi¢do de cres-
cimento das células depende do grau de efeito do medicamento administrado
(7).da sua concentra¢do no organismo no instante t(c(t)), e da quantidade de
células tumorais em cada instante(P(t)).

O modelo € descrito na seguinte equacao,em que /N € a populagao de células

IN N
W N [m (E)} _e(®)N (38)
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Em que ¢(t) é dado por:

c(t)y=cox Sxtxe " (39)

Sendo ¢j a concentracdo inicial do medicamento, e S uma funcio degrau do

seguinte tipo:

(40)

{ S = 1, considerando o tratamento,

S = 0, desconsiderando o tratamento.

3.2 Modelo de Kohandel

O modelo de Kohandel toma como base o modelo conhecido como log-kill
[19].

A hipdétese de log-kill é caracterizada pela eliminacdo das células tumorais
em proporcio constante, a cada infusdo de agente quimioterdpico. E definido
que os agentes anticancer matam uma certa porcentagem e nao um nimero fixo
de células, e a magnitude de células tumorais mortas € dada por uma funcao
logaritmica. Um exemplo: uma dose de 3log-kill reduziria uma populagdo de
1012 para 10° de células de tumor, ou seja, uma redugdo de 9,99 x 10, corres-
pondendo a 99, 9% de células mortas.

No modelo de Kohandel, a infusdo de um agente quimioterdpico se d4 por
meio de cirurgias. Na cirurgia, o processo de remogao € instantaneo, eliminando
uma quantidade fixa de células. Esse valor de células mortas se da por (—wsy),
que corresponde a porcentagem de células eliminadas. Entdo a taxa de varia-
¢do da populagdo depende de um crescimento seguindo o modelo de Gompertz,
de uma concentra¢do de uma droga utilizada (¢(t)) no tratamento e do procedi-
mento cirdrgico.

A equacdo que descreve esse modelo € dada por Kohandel et al.[9]:

dN

N
o= —rN {ln (?)} —c(t)N —wsli=,N 4D

Sendo:
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1, t=t,
Iy, =
0, t+#t,

Em que ¢, € o instante em que a cirurgia acontece.
Se a quimioterapia e a cirurgia ndo ocorreram, a solucao da equacdo(3), € a

prépria solu¢do do modelo de Gompertz:

t

N(t) =k (%) (42)

No intervalo em que a cirurgia ndo ocorreu mas a quimioterapia foi realizada

top <t <1y, asoluglo € :

(%))
e—rt| c1(t)+ln| —
N(#) = ke b (43)

com

c(t) = — /t: c(t)e "dt

Com a cirurgia ocorrendo em ¢ = ¢;,(depois da quimioterapia) e w, sdo as

células mortas, a solugdo é dada por:

No
(ertf |:cl (t)+In (?>} ws)
N(#) = ke (44)

Quando a cirurgia ocorre antes da quimioterapia, o nimero de células logo

apos a cirurgia em £ €:

N(to) = ke (%) (45)

Mas para o intervalo em que a cirurgia ocorreu mas a quimioterapia ainda esti

sendo aplicada(ty < ¢t < ty), a equagdo € :

No
<e—7"tf |:cl (t)+In (?> —wse”():| )
N(t) = ke 6)
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3.3 Modelo de Byrne

A matemadtica Helen Byrne [3] considera um modelo em que o tumor sem
tratamento cresce em uma curva logistica e a droga quimioterdpica elimina cé-
lulas tumorais quando entra em contato com elas. Ou seja, existe um sistema de
equagoes diferencias em que o decrescimento de células depende da concentra-
¢ao de medicamento e essa concentracdo depende da quantidade de células.

Tal modelo pode ser descrito pelas seguintes equacoes:

NG <1 - %) — HQN = f(N.Q)
47)
% =q(t) = A\Q —1QN =g(N, Q)

Na equagdo (47) , os pardmetros N (t),r e k sdo os mesmos da equacdo
logistica e (t) é a concentracdo média da droga. As condigdes iniciais sdo
N(0) = Ny e Q(0) = Qp. Temos que A ¢ a taxa de decaimento da droga, v € a
taxa na qual a droga fica sem efeito e ¢(t) é a taxa em que a droga é entregue ao
tumor.

Entretanto esse modelo possui uma falha, pois por mais que o medicamento
fosse administrado continuamente, o0 modelo (47) ndo contempla as células nor-
mais, que na realidade também sdo afetadas pela quimioterapia.

Em uma situacdo na qual ndo ha administracdo da droga, g, = 0 e portanto
tliglo N(t) = k. E considerado, entdo, que a concentracdo ao longo do tempo
tem um valor médio de ¢, > 0, ou seja, ¢(t) = goo-

Para o estudo desse sistema, € importante conhecer o ponto de estabilidade
no qual o valor da taxa de variacdo se anula, considerando ¢ — oo, por se
tratar de um sistema que visa estabilizar o crescimento populacional de células
tumorais ou mesmo extingui-las.

Para encontrar esse ponto, temos que

rN( —E—@)zo (48)
k r
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E
oo — AQ —7QN =0 (49)
O que resulta em:
4o
N =0 = —
e )\
Da equacdo (48) temos:
N
Q=- (1 - —) (50)
1 k
Substituindo (50) em (49), obtemos:
A vk Ak Qooft
N+ D (1-LZ )N+ = (=2 -1) =0 51
JW( A) +7<m ) oD

Para um tumor sélido e droga especifica , os parametros 7, v, i € k sdo fixos,
mas ¢, varia de acordo com o protocolo de tratamento.

A andlise desse modelo, € feita com base nas raizes da equacdo (51), de
forma a determinar se os pardmetros t€m algum sentido biolégico.

Entdo, utilizando-se o modelo de equagao de Bhaskara, e comparando-o a

equacdo (51), o discriminante é dado por :

(D))

Como a populacgdo de células deve ser um nimero real, logo:

O IRICIC S R

A solucao da equagdo é:

SCESEE

Mas para haver um sentido bioldgico, é necessario que as raizes sejam tam-

| >
VRS
[a—y
|
2
>3
~
~_
[\]
|
W
VR
>~
kS
—
<)
=<
2|z
|
—_
~—
~__

N =
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bém positivas, e isso s6 serd atendido se :

Logo:

—>1 (55)

E, analisando o caso de A = 0, temos:

-2 - -9

Mas,
A B\ > Mk
(—(1—l>) >0e— >0
g A g
Portanto:
0 A
Bkt 505 gy >0 (56)
rA 14

Realizando o estudo de sinais da equagao (53), obtém se que :

CO-R)) =)

Isolando o termo ¢, , temos:

A A vk\?
> 1+ (1L | =g
! _u<+47k< A)) e

O que implica dizer que o valor de ¢, tem um maximo definido por ¢7***

[e.9]

oo < 4"" (57)

Dessa maneira, a equacao (53) tem sentido bioldgico para duas raizes so-

mente nas seguintes condicoes:

rA vk
7 < Qoo < @€ By > 1
Se somente uma das condig¢des for atendida, a equacdo terd somente uma
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raiz positiva.
Foi feita uma andlise para alguns valores de ¢., que alteram as raizes de N,

da equacdo (54), e obteve se o seguinte grafico:

06 ‘\\

0.2

k
Figura 9: Variag@o do valor de N pela quantidade de droga para ,YT > 1

Emquer =%k =p=\=1e~ = 2. Através desse grafico é possivel ver
que para alguns valores de ¢, existem duas raizes positivas para N.

Entretanto, adotandor =k = pu = A = 1 ey = 0,5 obtemos o gréfico:

D&

D&

04

02

k
Figura 10: Variacio do valor de N pela quantidade de droga com o <1

E, nesse caso, € possivel observar que nao ha duas raizes reais positivas para

qualquer valor de ¢, no intervalo.
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Para encontrar os pontos fixos, de maneira a determinar os pontos em que o
modelo ainda € estdvel com a taxa de variagdo nula, foi feita uma linearizacao
ao redor desse ponto.

Sendo g, 0 ponto fixo e introduzindo um pardmetro € < 1, entdo a lineari-

zacgdo € dada por:

YoYZAY (58)

N(t) =04 eN(t)
Q) =%+ Q)

Substituindo N (t) e Q(t) do sistema (58) nas equagdes do sistema(47) , é

possivel encontrar as seguintes equagdes diferenciais:

_ — r - —
qa qA (59)
X 0N - =2N
dt @=73

As solugdes do sistema de equacdes (59), sdo:

N = N(O)e<r Mioo>t

(60)
_ (0 VN(O)T ot WNT 61
@= Q()+A2+7‘)\—uqoo © - A2+ 7\ — s 61)

A
Se for obedecida a condi¢do g, > T—,entﬁo:
I

N(t) - 0e Q(t) — 0, quando t — oo

Isso significa que o sistema tende ao ponto fixo trivial de equilibrio.
.. A ) -
Mas caso contrdrio, (¢, < —), 0 sistema ndo tendo ao ponto fixo, sendo
I
esse ponto trivial € instavel.

. . . A )
Isso significa que se a dose administrada for maior que — , o tumor serd
1
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totalmente eliminado.

Entretanto, uma forma de encontrar a estabilidade do ponto fixo nao trivial,
considera-se os pontos (IV,Q)) = (N, Q) como solugido da equagio (51).
Realiza-se uma nova linearizacdo a fim de encontrar solu¢des na proximidade

desse ponto. Tomando € < 1 :

N(t) = Ny + eN(t) (62)

Qt) = Qu + €Q(1) (63)

Fazendo uma substitui¢do de (62) e (63) em (47) e fazendo uma expansao
de f(N,Q) e g(N,Q) em torno do ponto (N, @), tem se que:

AN f of —
@ —ovY T ag
(64)
dQ 8g 99 =
dt N 0Q

Fazendo a matriz jacobiana do sistema (64), que corresponde a matriz das

equagoes diferenciais parciais de cada equacao, temos que :

of  of
ON  0Q
J(N,Q) =
dg  Jg
ON  0Q
2 of of 0g  0g Of
o (ant06) t (wag - avag) =0 ©

Para as raizes serem negativas, os coeficientes da equacdo dos autovalores

devem ser positivos; Isso implica em :

of of dg  9g Of
aN+aQ<0<aNaQ_a_N% (66)

E a andlise da estabilidade das solucdes € feita avaliando os autovalores
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da matriz , uma vez que esses autovalores devem ser negativos para exista a
estabilidade. A equagdo dos autovalores € :

Substituindo as derivadas parciais da equagdo (66), utilizando as fungdes
f(N,Q) e g(N,Q) do sistema (47), obtemos:

7n(l_QJV_oo_“Qm)_(Ajwz\fm)<0 (67)
k r
€

_T( _QNTOO_“QTOO> (A +YNy) — Y1QsoNso > 0 (68)

3.4 Modelo matematico de quimioterapia anti-neoplasica

De acordo com o Instituto Nacional do Cancer(INCA) "a quimioterapia é
o método que utiliza compostos quimicos, chamados quimioterapicos, no trata-
mento de doengas causadas por agentes bioldgicos. Quando aplicada ao cancer,
a quimioterapia € chamada de quimioterapia antineopldsica ou quimioterapia
antiblastica[5]."

O tratamento adotado para o cancer pode afetar tanto as células normais
como as neoplésicas, porém eles acarretam maior dano as células malignas do
que as dos tecidos normais, devido as diferencgas quantitativas entre 0s processos
metabolicos dessas duas populacgdes celulares. O que produz efeitos especificos
no tratamento sdo as diferencas existentes entre o crescimento das células can-
cerigenas e os das células normais e suas pequenas diferencas bioquimicas.

Na quimioterapia o uso de somente uma droga mostrou-se ineficaz em indu-
zir respostas completas ou parciais significativas, na maioria dos tumores. Por
isso, faz-se necessdria a utilizacdo da poliquimioterapia que atinge populacdes
celulares em diferentes fases do ciclo celular, além de diminuir o desenvolvi-
mento de resisténcia as drogas e promover maior resposta por dose adminis-
trada.

Um modelo generalizado proposto por Rodrigues[16] para se estudar o
comportamento celular em angiogénese inclui células normais e tumorais afeta-
das pelo tratamento e as normais delimitam a quantidade de droga a ser admi-

nistrada. E, ainda, hd uma competi¢do entre ambas células, em que a morte de
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uma, a outra populacio apresenta maior crescimento.
Além disso, esse modelo geral adota como L, a capacidade suporte pela
angiogénese e a quantidade de agente quimioterapico Q).

Segue o modelo:

( dN
d_tl = riN1fi(N, L) = g1(Ny, Na, Ly) = ha(N, Q)
dN:
D Nafa(N0) = 92N Na, L) — Bl Q)
(69)
dL
d_tl = m(Ll) + n(N1,L1) _p(Nla Ll) - h3(L17Q)
d
\ d_cf =q(t) — u(Ny, No, Q)

O indice i« = 1 corresponde a uma populagdo de células cancerosas e © = 2
sd0 as normais; r; sdo as taxas de crescimento das populagdes tumoral e normal;
fi(x¥) > 0; é a parcela referente a inibi¢do interespecifica, g;(*) > 0 representa
a competicdo entre as células normais e tumorais; h;(*) > 0(j = 1;2;3) indica
a interagdo de cada populagdo com a droga ;n(*) > 0 modela a capacidade do
tumor induzir vascularizacdo'; e p(*) > 0 refere-se aos fatores inibidores. A
fung¢do m(*) > 0 representa a prolifera¢do de células endoteliais no interior do
tumor.

As condig¢des iniciais sdo:
e (Q(0) = 0, pois no instante inicial ndo ha intera¢do da droga com as células,

e Ny > 0e Ny > 0, pois s0 se realiza a quimioterapia na presenga de células

cancerosas

O tratamento pode ser realizado em administracdo continua ou administra-
¢do em ciclos.

Na administragdo continua, ¢(t) = g(constante) > 0.

'A vascularizacdo ¢ um processo de formagdo ou desenvolvimento de vasos sanguineos em um tecido que ndo os
possuia.
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Mas quando se administra a droga em ciclos, temos:

g>0, n<t<n+r7
q(t) = (70)
0, n+7<t<n+T

T + 7 periodo entre inicio de cada infusdo, n = 0,7,27,37T, ..., sendo 7 0
tempo de infusao.

Entretanto, um efeito de uma droga pode potencializar ou diminuir o efeito
de outra[17], e por isso € necessdrio analisar o comportamento desses medica-
mentos utilizados em conjunto.

No caso de um cancer ndo tratado, ou seja, sem infusdo de um agente qui-

mioterapico, sdo explicitadas as fungdes contidas no modelo (69):

N
Ny, L)=1— 1 71
fi(Ny, Ly) b+ L (71)
N.
faNo) =1 ==, (72)
2
aq
Ny, Ny, Ly) = 11— N, Ny, 73
91(1 21) le:1+L112 (73)
Qi
g2(N1, No, Ly) = 7“2k—N1N2, (74)
2

A varidvel k; denota a capacidade suporte do tumor apds a neovasculariza-
¢do atingir o equilibrio, ky indica a capacidade suporte das células normais, «;
o coeficiente de competicdo interespecifica referente a populacao .

A funcdo g; engloba os mecanismos de defesa do paciente; g» modela efei-
tos negativos do tumor ao tecido normal. As fungdes f; e f, representam um
crescimento logistico para as células normais e tumorais.

A modelagem da taxa de variagdo da capacidade suporte de angiogénese

(L4) se da da seguinte maneira:

m(Ly) = o Ny, (75)
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n(Ny, Ly) = ¢Ny, (76)

p(NlaLl) = WLlNiT7 (77)

Para simplificacdo , x foi adotado igual a 1.0 parametro o refere-se a pro-
liferacao das células endoteliais adjacentes ao tumor, ¢ corresponde a liberacao
dos fatores de crescimento da massa tumoral e w modela a inibi¢do da vascula-
rizagdo provocada pelo tumor.

Entdo o modelo corresponde ao cancer ndo tratado, substituindo (71), (72),
d
(73), (74), (75), (76) e (77) no modelo (69), com —Q =0¢:

dt
( le Nl alNQ
ke S (L
a 1( kb >
dNQ N2 052N1
e N, (1-22 (78)
a 2( ke ke >
dL
\ d—tl = 0Ny + ¢Ny + wLi Ny

Um outro modelo considera uma situagdo em que a inibi¢do e os estimulos
angiogénicos” se encontram em equilibrio. Apés o seu inicio, o tratamento nio
apresenta efeito anti-angiogénico com o nimero de células tumorais dado por
N; sendo (i = 1,7 = 2) e uma quantidade da droga quimioterdpica ().

Mas para compreender esse modelo, é preciso determinar as fungdes h; () e
u(*). A fungdo u(Ny, No, Q) é dependente somente da quantidade administrada
do agente quimioterdpico.

Pode ser descrito pela equacao:

u(Q) = \Q (79)

Sendo A > 0 representando a taxa de decrescimento de uma droga utilizada

ZA angiogénese consiste no desenvolvimento de novos vasos sanguineos num tecido vivo. Este processo depende da
proliferagdo de células endoteliais, que sao as células de revestimento dos vasos sanguineos.
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em quimioterapia, em um ciclo que pode ou ndo depender do ciclo de prolifera-
¢do das células.

A resposta funcional da droga, segue um modelo do tipo Michaelis-
Menten[2]. Essa forma de modelagem adota que a formac¢do de produto numa
reacdo € determinada com uma fun¢do do tempo para uma série concentragao
de substrato. Entretanto, quando € atingido o regime permanente, a reacao en-
tra em equilibrio, e a resposta da reacdo ndao depende mais da concentracao de
substrato ou produto.

Para a quimioterapia, essa modelagem indica que ap6s uma certa dose, a
resposta do tratamento ndo depende da concentragdo de droga. E se além disso
as células sdo eliminadas em uma propor¢do constante, pode-se definir as fun-

¢oes h;(*),(j = 1,2,3) como:

N

I (N1, Q) = Z ;3 (80)
N.

ha(N, Q) = ’;jg, (81)
N.

h (N3, Q) = Z jg, (82)

Uma vez que a, b, c determinam a velocidade da resposta da droga, p e v
correspondem as taxas de tratamento das células-tumorais e normais, respecti-

vamente, 7 modela a intensidade do efeito da quimioterapia metrondmica, sendo

pQ
+Q

Em uma situacdo que ha um equilibrio entre a inibi¢ao e os estimulos angi-

que a taxa de mortalidade percapita das células tumorais é dada por
a

ogénicos quando o tratamento se inicia, temos que:
dL,
dt

Entdo através das equacdes obtidas e fazendo as devidas substitui¢des no

~0

modelo (78), temos o seguinte modelo:
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((dN; Ny a1 Ny puN1Q
R —TlNl 1——— —
dt 3} k1 a+Q
dNy Ny Ny vN>Q 3
dt _TzNQ(l_kz_ ez )_b+Q ®
dQ
) — A

| 5 T =A@

Em um tratamento que faca sentido clinico, o efeito da droga nas células

cancerosa deve ser muito maior do que nas normais € por iSso temos que :

B> v (84)

Em relacdo as taxas de crescimento das células, € preciso analisar como se
da o desenvolvimento e morte das células no organismo. Para tal, verificou se
que as células tumorais se diferenciavam das normais no processo de apoptose.
A apoptose, de acordo com Anazetti[1] "é um fendmeno de morte celular pro-
gramada, reconhecida morfologicamente como um fendmeno distinto de morte
ha mais de 30 anos por Kerr, Wyllie e Durrie (1972), que ocorre individual-
mente, sendo que a morte de uma célula ndo leva a morte de outras células".

O cancer surge quando células recém-fomadas apresentam mutacdes simul-
taneas em genes que controlam o crescimento e a sobrevivéncia.Tais células
mutantes ndo sofrem apoptose e sobrevivem por mais tempo, acumulam mais
mutacdes e multiplicam-se sem controle, gerando tumores. Enquanto as células
normais morrem. Isso gera maior crescimento populacional das células tumorais
ao longo do tempo.

Dessa maneira:

1 > T (85)

Analisar esse modelo nos permite comparar diferentes protocolos de admi-
nistracdo de drogas quimioterdpicas. E visando tratamentos bem sucedidos, é
necessdrio entender as situagdes que poderiam causar fracasso no tratamento

clinico do cancer através da quimioterapia. As causas foram citadas por Rodri-
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gues [16]:

1.Tumor resistente ao tratamento devido a terapia ser iniciada para tumor de

grande volume com baixa fracdo de crescimento.

2. Tumor nao curado devido a administracdo de doses de intensidades in-
suficientes para manter a regressdo do tumor (devido a regressdo relativamente

baixa de pequenos tumores).

3. Surgimento de segundo tumor resistente por mutagdo ou selecdo.

4. Tumor resistente ao tratamento devido a administragao de dose muito

baixa.

5. Tumor resistente ao tratamento porque o intervalo de tempo entre as

doses € muito alto.

Mas para o modelo proposto, ndo ha distin¢cdo entre as células tumorais.
Logo, a anélise € feita considerando os itens 4 e 5, que abordam a influéncia do
concentracdo de agente quimioterdpico e ciclos de tratamento, respectivamente.

Para fins de impor condicdes sobre o cincer se curar espontaneamente foi
postulado que sem tratamento o tumor ndo poderia ser eliminado, formulando
assim a hipotese geral do cancer.

Considerando que ndo ha tratamento, ou seja, sem inser¢do de um agente

quimioterdpico, t€ém se o modelo para o caso limite:

dN1 N1 OélNQ
— =r N 1— — —
at v ( ko >
(86)
dNQ N2 OégNl
—2 Ny (12—
a ( ks ke >

Esse modelo serd considerado para obter alguns resultados das situacdes
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sem tratamento do cancer. Para isso, serdo feitos estudos das solugdes de equi-
librio.

3.4.1 Cancer nao tratado

Para analisar as solugdes de equilibrio do sistema®, foi feito uma andlise dos
autovalores® da matriz Jacobiana.
A matriz jacobiana é formada pelas derivadas parciais de cada equagdo do

sistema, e para o modelo (86) , a matriz resulta em:

- ]{?1 — 2N1 — OélNQ . N1a1
! kfl ! kl
F(Ny, Ny) =
. N2a2 r kQ — 2N2 — O{2N1
2 kz 2 k’g

Para o cancer nao tratado, as soluc¢des de equilibrio do sistema (83) sdo
1. F1(0,0)(extin¢do das células normais e tumorais).
2. F5(0, ky)(cura espontinea).

3. F3(k1,0) (extingdo de células normais e persisténcia do tumor).

4. F4 (042161 — k2 Oélkg — k1

)
A1 — 1 a1 — 1

> (existem células normais e tumorais).

Os itens 1 e 2 ndo ocorrem em situagdes biologicamente possiveis segundo
a hipotese geral do cancer. Dessa forma, sao pontos instaveis.
Para F} (0, 0), obteve se o autovalores | e ry, mas para que seja um ponto de
equilibrio estavel, esses valores deveriam ser menores que (. Entretanto as taxas
3As solugdes de equilibrio sdo os pontos nos quais a equagio diferencial se anula, ou seja, situagdes em que: o cancer
serd curado; as células normais se extinguem; ambas condicdes.
40 autovalor retorna um valor caracteristico de cada solugdo, de forma que se possa verificar se esse valores sdo

biolégica e matematicamente aceitdveis. Autovalores positivos de uma matriz jacobiana correspondem a um ponto de
equilibrio instavel e os negativos sdo de pontos estaveis. Autovalores nulos referem-se a pontos de cela.
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de crescimento sao sempre maiores que ou iguais a zero, fazendo esses com que
esse ponto seja instavel. Além disso, populagdo nula de células cancerigenas e
normais jamais serdo extintas a0 mesmo tempo no tratamento.

k1 — aqky

Os autovalores de F5(0, ko) sdo —ry € 14 ) Como —ry < 0,
1

esse autovalor corresponderia a um ponto estavel, mas, analisando o outro auto-

T (—kl _kale) >0
1

1 -
Mas como — > (0 entdo:
1

valor, o ponto € instdvel se:

k
kl—a1k2k1>0:>0<oz1<k—1 (87)
2

Caso a condi¢do (87) seja atendida, o ponto F5, € instdvel. Porém, para

ap = k—l, esse ponto é um ponto de sela, o que ndo garante instabilidade ou
2
estabilidade da solugdo. Além dessas condicdes, a hipdtese geral do cdancer

garante que ndo hd cura sem tratamento.

O caso biologicamente vidvel e matematicamente estdvel € para o ponto
052/{?1 — k2 051/{?2 — k1

F4 )
a0y — 17 g — 1
mais e € estdvel para asa; — 1 < 0e agk; — k2 < 0.

), em que hd existéncia de células tumorais e nor-

Uma analise numérica foi realizada demonstrando a coexisténcia de célu-
las normais e cancerosas. Os dados foram obtidos através de uma tabela de

parametros obtida por Rodrigues[16]:

O grafico obtido foi:
Os pardmetros iniciais foram N;(0) = 10° células tumorais, N,(0) = 102

células normais, e os parametros fornecidos pela Tabela 2. Esse grafico mostra
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Parametro Valor Unidade
1 102 dia=!
9 103 dia=!
k1 1012 células
ko 1012 células
1 0x 1072 -
(¥9 0 x 102 -

[ 8 dia=!
v 8 x 102 dia—!
A 4.16 dia=!
a 2 % 103 me
b 5 x 10° me

Tabela 2: Tabela de parametros

12
1,0% 10 ~—__1]
11 |
8.0 x 10
11 |
6,0 % 10
—N]
— N
40x 10" 2
2.0x 10"
0 1000 2000 3000 4000
t (dias)

Figura 11: Evolucao do tumor quando o paciente ndo € submetido ao tratamento
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que a partir de 4000 dias as células normais e cancerosas estariam em mesma
quantidade o que levaria o paciente a 6bito pela competi¢do intraespecifica das
células. Porém, apds 1500 dias dificilmente o paciente iria sobreviver pois o
tumor teria aproximadamente 9 x 10! células, causando sérias complicacdes

no organismo.

3.4.2 Tratamento quimioterapico antineoplasico

Para esse tratamento foi admitido uma administracdo continua do agente
quimioterapico, e o modelo abordado foi 0 modelo(83). Como em infusio con-
tinua a fungfio ¢(t) > 0 =constante, entio o sistema é auténomo>.

O sistema possui quatro solugdes de equilibrio e sdo elas:

1. G (0, 0, %) (as células normais e tumorais sio eliminadas devido a uma

alta dosagem)

2. G (0, Ny, %) (cura total com auxilio do tratamento)
3. G (Nl* ,0, %) (o tumor permanece mas hd morte das células normais)

4. G (E, N, %) (ha células normais e tumorais durante o tratamento)

Os pontos Ny, No, N;, N5 foram obtidos igualando as taxas de variacdo a

zero e fazendo as devidas substituicdes. Por exemplo:

ki(riaX + q(ry — p)) ko (robX + q(ry — 1))

1 ri(a\ + q) 2 r2(DA + q) (89
O segundo ponto segue a hipétese geral do cancer se :
bA
Ny>0=0<qg< 22 sendo v >y (89)

V—T9
Ou seja, para o caso de cura total do cancer, com existéncia de células nor-
mais, o valor da dosagem possui um limite superior determinado pela desigual-
dade (89). Uma andlise andloga pode ser feita para o terceiro ponto, em que hi
a permanéncia do tumor e morte total de todas as células normais:

SUma E.D. de 1* ordem, ou um sistema de E.D. de 1* ordem € dito autdnomo se suas derivadas nio dependem
explicitamente do tempo.
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A
N >0=0<¢q< na ,com > Ty. (90)
H—T1

O primeiro ponto considera a eliminacdo de células normais e tumorais, o
que nao € desejado no tratamento. Dessa maneira, € preciso encontrar o ponto de
. .y ~ . . . q
instabilidade dessa solu¢do. A matriz jacobiana aplicada ao ponto G (0, 0, =

A
retorna os seguintes autovalores:

_ rad+q(r— p)
aX +q

- Tgb)\ -+ Q(T'Q — V)

P
! bA +¢q

L D=\ (9D

9 2

Uma vez que A > 0, entdo $3 < 0, o que implica dizer que basta qualquer
um dos outros dois autovalores ser positivo que a solucao serd assintoticamente
instavel.

T Nik

k1
7’2N§ T2 oo .. - L. .
i como k_ € ]f_ Sao pOSlthOS, entdo a analise feita para oS autovalores tem
2 2 1

um modo andlogo aquela feita para os pontos G (O, N5, %) e G ( 5,0, g).

Mas, analisando os termos, € possivel perceber que ®; =

eCI)2E

A
Dessa maneira, quando ®; > 0 o ponto G (0,0,% € instavel e o ponto
G (Nf, 0, %) € biologicamente viavel. Ou para 5 > 0, o ponto GG (O, Nj, %)

4
. A
E importante conhecer as condi¢des que levariam a extin¢cdo do tumor pela

tem sentido bioldgico e o ponto GG (O, 0, ) também ¢ instdvel.

quimioterapia, sem grandes danos as células normais. Essas condi¢des se ba-

seiam na andlise da matriz jacobiana do ponto G (O, N, 2)

) A
A matriz:
I ni1 0 0 ]
« 4 r9 N5 0o vN3a2b
J (o,N ,—> _ | e _vN;a®h
2 P N (e
0 0 -\
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Sendo
S ri(aX + q) (k1 — oy N3) — pugks
1 lﬁ(a/\ + Q)
e
. 7’2(())\ + Q)(I{ZQ — 2N2*) — qug
Nog =

k2 (bA + q)
Para encontrar os autovalores, foi determinado o polindmio caracteristico

P(v) = det(J — 1 13). Foram determinados alguns polindmios auxiliares :

R(v) = (bA + q)(ka(ry — ) — 2raN3 ) — vaks (92)

DW) = (a)\ + Q)(kl(ﬁ - @Zf) - 7"1041N2*) — gk, (93)

O polindmio caracteristico entdo tem a seguinte forma:

(A +¢)R(¥)D(x)
PW%Z&@@A+@@A+@

Os autovalores sao as raizes do polindmio caracteristico. O primeiro auto-

(94)

valor encontrado € 1)y = —\ e A sempre € positivo, entdo 1y < 0. 15 € Y3 sdo

raizes dos polindmios R(1)) e D(1)),respectivamente.

fa(ra0A £ g(r3 - 1) _
79 (bA + q) em R(1), obtemos 1y = —®y

como raiz. Portanto se as condi¢des estabelecidas em (89) forem atendidas,

Substituindo N, =

®, > 0logo psis < 0. O terceiro autovalor é obtido substituindo N5 novamente,

mas no polindmio D(¢)). Assim:

A +Bq+C
Yy = (95)
kara(aX 4 q)(bA + q)
Em que
Z = T'Qlﬁ (7“1 — ,u) + Oélkgrl(l/ — 7’2), (96)
E = (CL + b) (7"17“2)\(/1‘1 — 041k2>> + )\(TlaVCYlk'Q — Tgb,ukl), (97)
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6 = 7"17’2@())\2(]{71 — Oélk’g) (98)

Mas para garantir que a solucio ¢ <0, N3, %) seja assintoticamente estavel,
13 deve ser negativo, além das outras condi¢des anteriores.

Entao:

B Zq2 + Eq +C
- kira(aX + q)(bA + q)

Fazendo as devidas substituicdes e reorganizando os termos, a inequacao

3 <0 = A+ Bq+C <. (99)

(99) pode ser reescrita como :

Da; +E <0 (100)

De modo que:
D= —rika(aX + q)(r2(bX + q) — vq), (101)
E = —roki (DA + ¢)(r1(aX + q) — pq), (102)

Pela desigualdade (100) temos que:

Doy < E (103)

Para analisar essa desigualdade, € preciso verificar os sinais de D e E. As

condi¢Oes para D ser positivo ou negativo sao :

— vq
D >0+ ryb \+q)—vg<0= ——7—=>1, 104
T a) = vd ro(bA + q) (104)
— vq
D<0<=ryb\+q) —vg>0=> ——— <1, 105
ra(bA +q) — vq A1 d) (105)
J4 as condicdes para E sdo :
E>0e=rlar+q) —pug<0= —"1L 51 (106)
ri(aX + q)
- Hq
EF <0< A+q) —pug>0= —— <1 107
ri(ad +q) — pg (T g (107)
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Anélise para D > 0

Sendo D > 0 e E > 0, entdio temos a seguinte desigualdade:

E
O<y <= 108
<5 (108)

A garante hipdtese geral do cancer que ndo ha cura sem tratamento, entao
ky . .
aequacdo (87) [0 < g < o deve ser atendida, e, dessa maneira, temos uma
2
k1

das condi¢des necessdrias para o ponto ser estavel. Para isso: > —,coma

E

D~ ks
condi¢do (89) (v > ry) sendo satisfeita. Dessa forma, o ponto G <0, N3, 2) é
estavel.

Caso 0 < £ < Z—: , a hipotese geral do cancer dispde uma condicao
necessdria para a cura da doenga, bastando que a equagao (87) seja atendida.

Caso £ < 0, 0 ponto ¢ (0, NJ, %) € assintoticamente instavel, uma vez
que «; € sempre positivo.

Anélise para D < 0
Com D < 0e E < 0, a desigualdade resulta em :

(109)

ap >

Sl =l

k

Para atender as condi¢des (87) e (109), entdo < k:_l Se além dessas, a
2

« 4

condi¢do (89) for atendida, o ponto ¢ <0, N3, —) ¢ assintoticamente instédvel.

As condigdes (87) e (109) resultam na desigualdade:

Sl =l

ky
- - 110
5 <o < s (110)

Entretanto, se — > k_l’ o ponto € instdvel pois dessa maneira, ao atender a
2
condic¢ao (106), ndo atenderia a condicao (84) e vice-versa.

Se E > 0, resultaria em o; < 0, 0 que néo é biologicamente plausivel.
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3.4.3 Quimioterapia administrada em ciclos

O Ministério da Saude do Brasil estabeleceu em 2008 um protocolo para
cancer de mama denominado FAC(fluorouracil, doxorrubicina e ciclofosfamida)
que prevé uma aplicacdo da ciclofosfamida IV de forma intravenosa numa pro-
porcdo de 500mg de droga por metro quadrado da superficie corporal de um
paciente, em um intervalo de 21 dias. Tem se esse protocolo como o protocolo
padrdo.

A aplicacdo dessa forma de tratamento segue a hipdtese de log-kill, uma vez
que em cada ciclo, as células cancerosas sd@o removidas em propor¢ao constante.
Tal hipétese pode ser comprovada através de uma simulacdo numérica de trata-
mento tendo como N;(0) = 2,4 x 10'° células tumorais, N»(0) = 102 células
normais e Q(0) = 0 e os parAmetros da Tabela 2. O ciclo 7'+ 7 entre as infusdes
€ de 21 dias e o tempo 7 da infusdo € de 3 horas. Os resultados da simulacao

estdo no grafico abaixo:

10[2_

1011_

10
1(](' —_N

— N,

1071

10° . . | .
0 21 42 63 84
t (dias)

Figura 12: Simulacdo numérica

Entretanto ha o caso de fracasso clinico quando hd administracdo de doses
muito baixas da droga no tratamento. Com uma dosagem de 370 mg de ciclo-
fosfamida, obtém se o seguinte resultado, com os mesmos parametros utilizados
na Figura 9, em que a linha verde € a baixa dosagem e a linha pontilhada € o
protocolo padrao.:

Esse grafico mostra que enquanto houve uma diminui¢do das células tu-

morais em cada ciclo de tratamento no protocolo padrdo, a curva verde ja de-
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0 21 42 63 84
t (dias)

Figura 13: Tratamento mal sucedido

monstra que para baixas dosagens, ndao ha diminuicdo significativa das células
cancerosas.

Outra abordagem foi a comparagdo entre o os intervalos de infusdo para um
suposto tratamento em que as infusdes seriam realizadas a cada 28 dias e para o

protocolo padrdo em que isso ocorre a cada 21 dias. O resultado obtido foi :

10"
0 14 28 42 56 70 84 98 112
t (dias)

Figura 14: Comparagdo entre tratamentos

A curva azul retrata o tratamento realizado a cada 28 dias e a curva ponti-

lhada representa o protocolo padrdo. Esse grafico demonstra que nio hé grandes
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diferencas na reducao do tumor de um tratamento para outro.
4 Conclusao

Analisando os modelos mais primitivos para o crescimento populacional,
temos que o modelo malthusiano ndo se aplicaria para o caso do cancer, uma
vez que as células crescem até um valor limite e esse modelo ja apresenta um
crescimento exponencial infinito ao longo do tempo.

Ja os modelos Logistico e de Gompertz apresentam uma realidade mais pro-
xima as dindmicas de crescimento das células cancerosas, uma vez que tais mo-
delagens incluem um fator limitador. Entretanto, esses modelos ndo incluem
medidas de tratamento para o céncer, necessitando de uma abordagem mais
complexa. Para isso, podem ser incluidos outros modelos em um mesmo sistema
de equacdo diferencial, inclusive os modelos de Von Bertalanfy e de Bassanezi
que analisam o crescimento celular devido aos nutrientes disponiveis.

Assim, foi possivel estudar o modelo para uma droga ciclo-inespecifica em
que hd a inser¢do de um fator de tratamento que visa diminuir o crescimento das
celulas cancerosas ou pelo menos que elas crescam de forma mais lenta. Porém
o0 modelo de Kohandel proporcionou um aprimoramento a esse modelo anterior,
incluindo também o fator correspondente a uma cirurgia que remove as células
do cancer em uma propor¢do constante.

Entretanto tais modelos ndo consideram uma inter relacdo entre a taxa de
variacdo da populagdo com a quantidade de droga inserida no tratamento ao
longo do tempo e vice versa. Nesse caso, o modelo de Byrne ja possui uma
abordagem mais completa em relacdo aos anteriores, uma vez que a modelagem
matematica foi feita com base em um sistema de equacgdes diferenciais. Porém
ainda é um modelo falho pois ndo inclui as células normais que também sdo
afetadas pelo tratamento.

Dessa forma, foram analisados os modelos matematicos para quimiotera-
pia anti-neopldsica que abordaram além dos fatores de tratamento, a quantidade
de populagdo de células normais e cancerosas e a influencia de uma competi-
cdo intraespecifica entre estas. Tais modelos possuem uma maior generalizacao,
podendo ser aplicados em mais casos diferentes de tratamento, bastando se iden-

tificar o valor dos parametros utilizados para cada caso.
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Estudar os valores limites para os parametros do tratamento foi de extrema
importancia para determinar as quantidades de doses sdo eficazes e nao tao pre-
judiciais as células normais. Os gréificos apresentados demonstraram que dosa-
gens baixas poderiam ndo surtir efeito na diminuicao do cancer e intervalos um
pouco maiores entre as infusdes cirurgicas ndo corromperiam o tratamento de
forma brusca.

Por fim, o estudo dos modelos mateméticos voltados ao cincer proporci-
onou o conhecimento de diversos modelos matemadticos para crescimento po-
pulacional, além de ter sido possivel aprimorar os conhecimentos matematicos
em solucdes de equacdes diferenciais ordindrias e sistemas de equacgdo. E tam-
bém, foi adquirido um bom conhecimento de biologia voltada ao tratamento de

tumores.
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