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Differentialgleichungen

Wir betrachten lineare, homogene Differentialgleichungen

d

dt
~x = L~x ,

wobei L (nicht singuläre) n × n Matrix mit konstanten Koeffizienten.

Lösung:
~x(t) = eL(t−t0)~x(t0)

Verhalten der Lösung wird durch die Eigenwerte von L bestimmt!
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Beispiele in 2D

stable node

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D

unstable star (L diagonalisierbar)

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Beispiele in 2D
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Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

Harmonischer Oszillator mit linearer Dämpfung:

ẍ + 2γẋ + ω2
0x = 0

Als System 1. Ordnung:(
ẋ
v̇

)
=

(
0 1
−ω2

0 −2γ

)(
x
v

)

Eigenwerte:

λ2 + 2γλ + ω2
0 = 0 ⇒ λ1,2 = −γ ±

√
γ2 − ω2

0
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Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

Harmonischer Oszillator mit linearer Dämpfung:
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Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

γ = 0: λ1,2 = ±iω0

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

0 < γ < ω0: λ1,2 = −γ ± i
√
ω2

0 − γ2

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

γ = ω0: λ1,2 = −γ (Matrix nicht diagonalisierbar)

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Beispiel: gedämpfter harmonischer Oszillator

γ > ω0: λ1,2 = −γ ±
√
γ2 − ω2

0

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



autonome, nicht-lineare Differentialgleichungen

Wir interessieren uns für allgemeine DGl (autonom):

~̇x = ~f (~x)

Stationäre Punkte:
~f (~xs) = 0

Stabilität: um stationären Punkt entwickeln:

d

dt
(~xs + δ~x) ≈ Jf (~xs) δ~x
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Beispiel: Fadenpendel

Differentialgleichung:
ẍ + ω2

0 sin x = 0

Als System 1. Ordnung:(
ẋ
v̇

)
= ~f (x , v) =

(
v

−ω2
0 sin x

)

Stationäre Punkte:

• (x s1 , v
s
1 ) = (0, 0)

• (x s2 , v
s
2 ) = (π, 0)
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Beispiel: Fadenpendel

(x s1 , v
s
1 ) = (0, 0):

• Linearisieren:

~f

(
x s1 + δx
v s

1 + δv

)
≈
(

0 1
−ω2

0 0

)(
δx
δv

)
• Eigenwerte: λ1,2 = ±iω2

0

⇒ stabiler stationärer Punkt, Oszillationen
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Beispiel: Fadenpendel

(x s2 , v
s
2 ) = (0, π):

•
~f

(
x s2 + δx
v s

2 + δv

)
≈
(

0 1
ω2

0 0

)(
x
v
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• Eigenwerte: λ1,2 = ±ω2
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Beispiel: Fadenpendel

(x s2 , v
s
2 ) = (0, π):

•
~f

(
x s2 + δx
v s

2 + δv

)
≈
(

0 1
ω2

0 0

)(
x
v

)
• Eigenwerte: λ1,2 = ±ω2

0

⇒ instabiler stationärer Punkt



Weiteres Beispiel
Differentialgleichung:(

ϑ̇
ϕ̇

)
= ~f (ϑ, ϕ) =

(
A sinϕ + C cosϕ cosϑ

A cosϑ
sinϑ

cosϕ + B cosϑ− C sinϕ
sinϑ

)

Stationäre Punkte: ~f = 0

• ϑ̇ = 0:

cosϑ = −A

C
tanϕ, sinϑ =

√
1− A2

C 2
tan2 ϕ

• ϕ̇ = 0:

sinϕ

[(
A2

C 2
+ 1

)
cosϕ +

AB

C 2

√
1− A2

C 2
tan2 ϕ

]
= 0
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Stationäre Punkte

• stationäre Punkte hängen nur von A/C und B/C ab

• sinϕ = 0:
• (ϑ, ϕ) = (π/2, 0): stabil falls C 2 > −A(A+ B)
• (ϑ, ϕ) = (π/2, π): instabil

• falls ϕ stabiler (instabiler) stationärer Punkt, dann auch −ϕ
• weitere stationäre Punkte für Lösungen von:(

A2

C 2
+ 1

)
cosϕ +

AB

C

√
1− A2

C 2
tan2 ϕ, |ϕ| ≤ arctan

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣



Stationäre Punkte
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Beispiel

A/C = 0.2, B/C = −2.5:
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Kurze Zusammenfassung

1 Umschreiben der DGL als System 1. Ordnung

2 Suchen von stationären Punkten

3 Untersuchen der Stabilität der stationären Punkte



Kurze Zusammenfassung

1 Umschreiben der DGL als System 1. Ordnung

2 Suchen von stationären Punkten

3 Untersuchen der Stabilität der stationären Punkte

Was bei nicht-autonomen Systemen?



Nicht-autonome Systeme

Differentialgleichung:(
ϑ̇
ϕ̇

)
=

(
A sinϕ + C cosϕ cosϑ

A cosϑ
sinϑ

cosϕ + B cosϑ− C sinϕ
sinϑ
− µ0 + µ1 sin (ωt)

)

Untersuchung:

• stroboskop-artige Popagation:(
ϑ(nT )
ϕ(nT )

)
, T =

2π

ω
, n ∈ N

• Bifurkationsdiagramm

• Attraktor
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Bifurkationsdiagramm
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Parameter: A = 2, B = 1, C = 0.4, µ0 = 1, ω = 1



Seltsamer Attraktor
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Seltsamer Attraktor
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Parameter: A = 2, B = 1, C = 0.4, µ0 = 1, µ1 = 3.4, ω = 1



Vielen Dank für die
Aufmerksamkeit!
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