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Differentialgleichungen
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Differentialgleichungen

Wir betrachten lineare, homogene Differentialgleichungen

4z

dt

wobei £ (nicht singuldre) n x n Matrix mit konstanten Koeffizienten.

Losung:
X(t) = e“0K(ty)

Verhalten der Losung wird durch die Eigenwerte von £ bestimmt!



Beispiele in 2D

stable node

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase



Beispiele in 2D

Im(A)
P |
E
Re(\)

unstable node

An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D
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Beispiele in 2D
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Beispiel: gedampfter harmonischer Oszillator

Harmonischer Oszillator mit linearer Dampfung:

X+ 2yx +wix =0
Als System 1. Ordnung:
X\ 0 1 X
v )\ —wi —2y v
Eigenwerte:

M4 29 A +wi=0 = Mo =—vE4/7?—wi



Beispiel: gedampfter harmonischer Oszillator

v =0: A2 = %iwg
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Beispiel: gedampfter harmonischer Oszillator
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Beispiel: gedampfter harmonischer Oszillator

v = wo: A\12 = — (Matrix nicht diagonalisierbar)
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Beispiel: gedampfter harmonischer Oszillator
¥ > wor Ad12 = —7 £ /2 — Wi
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An Exploration of Chaos, Argyris, Faust, Haase
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—

X = f(X)
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autonome, nicht-lineare Differentialgleichungen

Wir interessieren uns fiir allgemeine DGI (autonom):

-

X = f(X)

Stationare Punkte: .
f(x)=0

Stabilitat: um stationaren Punkt entwickeln:

d
= (% + 0%) = Jr (%) 0%
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Beispiel: Fadenpendel

Differentialgleichung:
X+wisinx =0

Als System 1. Ordnung:

Stationare Punkte:
® (Xf7 Vls) = (07 0)

® (X2sv V2s) = (71’,0)



Beispiel: Fadenpendel
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Beispiel: Fadenpendel

(x¢,v7) = (0,0):
e Linearisieren:

7 x;+ox \ _ 0 1 0x
vi+dv )T\ —w? 0 dv

o Eigenwerte: \;, = :I:iwg

= stabiler stationarer Punkt, Oszillationen
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Beispiel: Fadenpendel

(5, v3) = (0,m):

7 X5 + 0x N 0 1 X
vi+év ) T\ wi 0 v

e Eigenwerte: \;» = w3

=> instabiler stationarer Punkt



Beispiel: Fadenpendel

(5, v3) = (0,m):
7 x+0x\ (0 1 X
vi+dov ) T\ w2 0 %

[ ]
e Eigenwerte: \;, = +w3

= instabiler stationadrer Punkt




Weiteres Beispiel
Differentialgleichung:
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Weiteres Beispiel
Differentialgleichung:

D\ oz B Asin ¢ + Ccos p cos v
( 7 ) =f{d.¢)= ( A%cosw%—Bcosﬁ— CZ"i:—g )

Stationire Punkte: f = 0

e ¥ =0:
A [ A?
cosﬁ:—ztango, sing) = 1—5tan2<p
e =0
A? AB A2
sin (5+1)coscp+ﬁ\/1—ﬁtanch]:0




Stationare Punkte

stationdre Punkte hdngen nur von A/C und B/C ab
sinp = 0:

o (¥,9) = (m/2,0): stabil falls C2 > —A(A+ B)

e (¥,p) = (7/2,7): instabil

falls ¢ stabiler (instabiler) stationarer Punkt, dann auch —¢

e weitere stationdre Punkte fiir Losungen von:

A2 AB A?
(54—1) cosgo—i—T 1—3tan2 ) |p| < arctan

¢
A






Beispiel

A/C =02, B/C=—25:

0 10 20 30

t



Kurze Zusammenfassung

® Umschreiben der DGL als System 1. Ordnung
® Suchen von stationdren Punkten
® Untersuchen der Stabilitat der stationaren Punkte
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@ Umschreiben der DGL als System 1. Ordnung
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Was bei nicht-autonomen Systemen?



Nicht-autonome Systeme

Differentialgleichung:

9 B Asingp—l—Cco_sgocosﬁ
¢ ) \ AV cosp+ Beost) — C25 — 11y + iy sin (wt)




Nicht-autonome Systeme

Differentialgleichung:

J\ Asin g + C cos ¢ cos V)
¢ ) \ AV cosp+ Beost) — C25 — 11y + iy sin (wt)

Untersuchung:

e stroboskop-artige Popagation:

(Xm) =%

e Bifurkationsdiagramm
o Attraktor

neN

)



Bifurkationsdiagramm

Parameter: A=2,B=1,C=04, yp=1, w=1



Seltsamer Attraktor
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Parameter: A=2,B=1,C=04, yo=1, p1 =34, w=1



Seltsamer Attraktor
12.5
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Parameter: A=2, B=1,C=04, yo=1, p1 =34, w=1



Vielen Dank fir die
Aufmerksamkeit!
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