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3 解答
(1) 与えられた集合を U とする．U の元で絶対値が最小かつ正のものを dとして dZ = U を

示したい．d ∈ U より d = ax0 + by0 なる x0, y0 ∈ Zが存在する．
(⊂) 任意の z ∈ Zに対し，dz = a · zx0 + b · zy0 ∈ U である．よって dZ ⊂ U．
(⊃) u ∈ U として x1, y1 ∈ Zとして u = ax1 + by1 と表せる．uを dで割った商を q，余
りを r とする．0 < r < dである．u = qd + r より

r = u − qd = ax1 + by1 − q(ax0 + by0) = a(x1 − qx0) + b(y1 − qy0) ∈ U

であるがこれと dが U の絶対値が最小な元であることから r = 0．よって u ∈ dZ．よっ
て dZ ⊃ U．
以上より dZ = U が示された．□

(2) a = a · 1 + b · 0 ∈ U = dZ，b = a · 0 + b · 1 ∈ U = dZより a, bは dの倍数である．よっ
て dは a, bの公約数である．□

(3) pが a, bの公約数であるとする．a = pa′, b = pb′ となる a′, b′ ∈ Zが存在する．ここで

d = ax0 + by0 = p(a′x0 + b′y0)

であるから pは dの約数である．これより任意の公約数 pに対して

d = |d| = |p||a′x0 + b′y0| ≥ |p| · 1 ≥ p

であるから dは a, bの公約数のうち最大のものであることが示された．□
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