
（証明終）

定理 3. 0から π

2
までの定積分

m ∈ Z, n ∈ Nとして，|m| < nかつm > 0のもとで以下の等式が成り立つ。

lim
θ1→ π

2 −0

∫ θ1

0
tan m

n θ dθ = π

2 cos
(

m

n
· π

2

)

証明.

f(0) =
n∑

k=1

[
− 1

2 cos(n + m)θn, k log
(

tan 2
n 0 − 2 tan 1

n 0 cos θn, k + 1
)

+ sin(n + m)θn, k arctan

(
tan 1

n 0 − cos θn, k

sin θn, k

)]

第 1項は logの中身が 1なので 0。ここで

− cos θn, k

sin θn, k
=

sin
(

θn, k − π

2

)
cos
(

θn, k − π

2

) = tan
(

θn, k − π
2

)

であり 1 ≦ k ≦ nにおいて 0 < θn, k = 2k − 1
2n

π < π より − π

2
< θn, k − π

2 <
π
2 であることに注意して

f(0) =
n∑

k=1

sin((n + m)θn, k) ·
(

θn, k − π
2

)

である。θ0 = n + m

2n
π として定理 2において θ, φをそれぞれ 2θ0, −θ0 とすると

n∑
k=1

cos(n + m)θn, k =
n∑

k=1

cos(2k − 1)θ0 = sin nθ0
sin θ0

cos nθ0 = sin 2nθ0
sin θ0

= sin(n + m)π
sin θ0

= 0
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