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Funcoes

Definicao e notacdo

@ Fungbes matematicas s3o como uma maquina que toma determinados
insumos e entrega um resultado

insumo: x —>

Carlos Gées (IESB)

funcao: f

—> resultado: f(x)
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Funcoes

Definicao e notacdo

@ Denota-se uma fungdo que depende da varidvel x como uma fungio
de x.

@ Por exemplo:

Il
X

se f(x) 2,
entao :
f(=2) = (—2)>=4
f(10) = (10)>=10
f(—100) = (—100)% = 10000
etc.. (1)
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Funcoes

Definicao e notacdo

@ E razoavelmente intuitivo ir do conceito de uma fun¢do matemadtica

para uma funcdo computacional, definindo:

def f(x):
return x ** 2

ou

f = lambda x: x ** 2
podemos ver os resultados

print(£(4), £(-10), £(100))
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Funcoes

Definicao e notacdo

@ E sempre possivel combinar funcdes.

@ Por exemplo:

se f(x) = x4

e:  glx) = Vx
entdo, quanto seria:
f(g(x))?
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Funcoes

Definicao e notacdo

@ E sempre possivel combinar funcdes.

@ Por exemplo:

se f(x) = X%
e:  glx) = Vx
entao :

flg(x) = f(vx)=(Vx)?=x
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Funcoes

Definicao e notacdo

@ Testando no python:
f = lambda x: x ** 2
g = lambda x: np.sqrt(x)

@ Podemos ver os resultados
print(£(4), g(4), £(g(4)))
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Funcoes

Representagdes algébrica e gréfica

@ Funcgdes univariadas tém sempre representacoes algébricas e gréficas.
@ Essas duas representacoes sdo equivalentes.

@ Por exemplo, a fungdo f(x) = x2 tem a seguinte representacio
grafica:

10000

8000

6000

4000

2000

o0 75 50 -5 o0 25 S0 75 100
@ O que ela significa?
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Funcoes

Representagdes algébrica e gréfica

@ Que pode ser reproduzida no Python

f

lambda x: x ** 2

np.linspace(-100,100,101)
f(x)

.xlabel('x")

.ylabel(r'$f(x) = x"2$")

.plot(x,y, color='red', linewidth=3)
.axhline(0, color='black')
.axvline (0, color='black')

.show()
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Funcoes

Representagdes algébrica e gréfica

@ O mesmo vale para outras fun¢des.
@ Por exemplo, a fun¢do f(x) = 10 + 2x tem a seguinte representacio

grafica:

25
20
15

10 +2x

10

fix) =
w

@ Em qual nimero a linha cruza o eixo vertical?

@ E o eixo horizontal?

Carlos Gées (IESB)

pd

~

-100 -75 -50 -25 00 25
x

Métodos Estatisticos: Aula 6

50

75

10.0

2017

12 / 59



Funcoes

Representagdes algébrica e gréfica

@ Que pode ser reproduzida no Python

f

lambda x: 10 + 2x

np.linspace(-10,10,1000)
f(x)

.xlabel('x")

.ylabel(r'$f(x) = 10 + 2x$')
.plot(x,y, color='red', linewidth=1)
.axhline(0, color='black')
.axvline (0, color='black')

.show()
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Funcoes

Derivadas: intuicao

@ Um conceito importante para compreender fun¢des em estatistica (em
especial em relagBes associativas) é o de derivadas.

@ Esse ndo é um curso de célculo, mas é importante que saibamos a
intuic3o.

@ Em poucas palavras, a derivada de uma fungdo é a sensibilidade do
resultado de uma funcdo a mudanca no insumo daquela func3o.

A notacdo matemdtica é a seguinte:

dy  quanto y muda

dx quando x muda
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Funcoes

Derivadas: intuicao

@ Graficamente, podemos observar as mesmas relagdes.

@ A derivada esta relacionada a mudanca relativa entre as varidveis.

20
15

10

x

fix)=
=

-100 -75 -0 -25 00 25 50 75 100
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Funcoes

Derivadas: intuicao

@ Quando sua funcdo ndo é uma variacdo constante, a derivada é a
tangente da fung¢do em determinado ponto

@ Quando a curva tem inclinagdo positiva (negativa), a derivada
também é positiva (negativa).

10000

8000

B000
o
]

= 4000
=

2000

) -
—2000 T T T T T T T T
-100 -75 -50 25 o 5 50 LE] 100
x
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Funcoes

Derivadas: intuicao

@ Quando sua funcdo ndo é uma variacdo constante, a derivada é a
tangente da fung¢do em determinado ponto

@ Quando a curva tem inclinagdo positiva (negativa), a derivada
também é positiva (negativa).

10000
8000
6000
'?E 4000
=
= 2000 \
o
—2000
100 15 S0 -25 0 25 s 75 100
X
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Funcoes

Derivadas: intuicao

@ Dependendo da inclinagdo da curva de tangente, a derivada é maior

ou menor.
10000
8000
£000
“if 2000
=
200 AL
0 e -
—2000
100 75 %0 25 0 25 S0 75 100
X
Métodos Estatisticos: Aula 6

2017 18 / 59



Probabilidade: nogdes e inferéncia

Sumario
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Definigdo e notag¢do

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Definicao e notacdo

@ A probabilidade de um evento denota a frequéncia relativa de longo
prazo de um evento

@ Ou seja, nossa melhor resposta para qual é a chance de um evento
ocorrer

@ A probabilidade deve ser vista num espectro que vai de zero (0% de
chance de ocorrer) a um (100% de chance de ocorrer).

| | |
| | |
0 0,5 1

Carlos Gées (IESB) Métodos Estatisticos: Aula 6 2017 20 / 59



Probabilidade: nogdes e inferéncia Definigdo e notag¢do

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Definicao e notacdo

@ Algumas vezes, sabemos a probabilidade de um evento por
construcao.

@ Em um dado n3o viciado, a probabilidade do resultado ser qualquer
um dos lados é igual: uma em seis, ou 16,6%.

@ Em notagdo matematica:

Pr(1) = Pr(2) = Pr(3) = Pr(4) = Pr(5) = Pr(6) (5)

Pr(1) = = =0,1666 (6)

| =
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Definigdo e notag¢do

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Definicao e notacdo

@ Como sabemos isso?

x = [random.randint(1,6) for i in range(0,1000000)]

plt.hist(x,
bins=[0.5+i for i in range(0,7)],
normed=True,
rwidth=0.8)

plt.show()
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Definigdo e notag¢do

Probabilidade: nocdes e inferéncia

Definicdo e notagdo

@ Como sabemos isso?
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Inferéncia

Probabilidade: nocoes e inferéncia
Probabilidade simples

@ Para eventos mutuamente excludentes:
e a probabilidade de A n3o ocorrer ¢ igual:

Pr(A) =1— Pr(A) (7)
e Ex: qual a probabilidade de o dado n3o tirar um?

_ 1
Pr(l):l—Pr(A):l—E:g (8)
e a probabilidade de A ou B ocorrerem, se A e B forem independentes, é

igual a probabilidade de A ocorrer mais a probabilidade de B ocorrer

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) (9)
e Ex: qual a probabilidade de o dado tirar um ou seis?
1 1 2
PI‘(lL_,|6):Pl’(l)—|—Pr(6):6_|_6:6 (10)
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Inferéncia

Probabilidade: nocoes e inferéncia
Probabilidade simples

@ Para eventos independentes:

e a probabilidade de A e B ocorrerem é a multiplicagdo de suas
probabilidades marginais:

Pr(An B) = Pr(A) = Pr(B) (11)
e Ex: qual a probabilidade de um dado tirar seis duas vezes seguidas?
Pr(6N6) = Pr(6) = Pr(6) = E * 1.1 (12)
N 6 6 36
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Inferéncia

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Relevancia

@ Por que isso importa?
@ Porque muitas vezes, ao escrever algoritmos de classificacdo, nds
utilizamos essas nog¢des de probabilidade marginal.

$exo ==
IE]/eminimo? (s ]

idade » 9,5 anos
0.73 36%

1o
0.17 61%

no. de irméos >= 2

marreu sobreviveu

0.05 2% 0.89 2%
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Inferéncia

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Relevancia

@ O que ¢ diretamente relacionado a nocdo de probabilidade

P=5/6

P=5/6

(o) T W B R VU (N I

P=1/6

[« ) I ¥, B i VRN o

P=5/6
P=1/6

L0 I S R N R

®\ p-/6
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Probabilidade condicional

@ Por enquanto, falamos de eventos independentes
@ Mas o que muda quando incluimos outras informacdes ndo
independentes?

@ Por exemplo, nés sabemos que ha 1,3 bilhdes de catdlicos no mundo,
de tal modo que a probabilidade de um humano aleatério ser catélico

s

(SH

1,3bilhGes

— 0,
7bilhes 18,6%

P(Catdlico) =
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Probabilidade condicional

@ Mas a probabilidade de vocé ter determinada religido é independente
de onde vocé nasceu?

@ Vocé acha que a probabilidade de alguém ser catélico é a mesma no
Brasil e na Ardbia Saudita?

@ Qual é a probabilidade de alguém ser catdlico, sabendo que ele é
brasileiro?

126milhd
P(Catélico|Brasileiro) = % = 60%
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Probabilidade condicional

@ Isso é equivalente a:

P(Catdlico N Brasileiro) 125 126mi
P(Catdlico|Brasileiro) = (Catélico N Brasileiro) — _Ibi mi

P(Brasileiro) 2o ~ 210mi
e Generalizando:
P(AN B)
= — 1
Plale) = “5 (13)
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Probabilidade condicional

@ O que significa que podemos também fazer o caminho inverso

P(AN B) = P(A|B)P(B) (14)
@ Ou seja, se soubersmos a probabilidade de alguém ser Catdlico, dado

que alguém e brasileiro; e soubermos a probabilidade de alguém ser
brasileiro, podemos derivar a probabilidade de alguém ser catdlico e

brasileiro!

P(Catélico N Brasileiro) = P(Catdlico|Brasileiro) P(Brasileiro)
_ 126mi 210mi _ 126mi
- 210mi  Thi  Tbi
= 1,8%
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ O Teoremas de Bayes se constroi sobre essas no¢bes de probabilidade
condicional - e nos ajuda a chegar a inferéncias probabilisticas quando

s6 temos informac3o parcial
e Dado que:
P(AN B)
P(AB) = —————
(AlB) = 55

o E:
P(AnB) = P(AB)P(B)

P(BNA) = P(B|AP(A)
P(ANB) = P(BNA)
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ Podemos concluir que:
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
o E, portanto:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = = pry
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocdes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ O que isso significa?

@ Exemplo pratico:

INTERNACIONAL

Qual a probabilidade de um muculmano ser
terrorista?

W @goescarlos

XD EEm o
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ Pelo Teorema de Bayes:

P(muculmano|terrorista) P(terrorista)

P(terroristalmuculmano) =
p(muculmano)

@ Ou seja: A probabilidade de um mugulmano ser terrorista = (
probabilidade de um terrorista ser muculmano * a probabilidade de
um ser humano ser terrorista ) / a probabilidade de um ser humano
ser muculmano.
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ Como chegar nesses termos?

@ Digamos que 75% de todos os terroristas sdo muculmanos —
historicamente é bem menos, mas tudo bem, erremos pra cima.

@ H3 cerca de 400 casos de terrorismo registrados por ano. Se cada um
deles foi cometido por cinco pessoas diferentes, a expectativa de vida
média dos terroristas fosse de 80 anos € nenhum deles morrer no
atentado, haveria 400 * 5 * 80 = 160 mil terroristas no mundo. A
probabilidade de alguém aleatdrio ser terrorista seria igual a 160.000 /
7.000.000.000 = 0.002%. Seguramente esse nliimero exagera bastante
pra cima.

@ Cerca de 25% da populacdo mundial é muculmana. Ent3o a
probabilidade de um humano selecionado aleatoriamente ser
muculmano é de 0.25.
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Probabilidade: nogdes e inferéncia Teorema de Bayes e probabilidade condicional

Probabilidade: nocoes e inferéncia

Teorema de Bayes

@ Portanto:

P(muculmanol|terrorista) P(terrorista)

P(terroristalmuculmano) =

p(muculmano)
75% - 0,002%
25%
= 0,006%

@ Conclusdo: Provavelmente esse niimero exagera pra cima. Mas,
mesmo que ele fosse certo, isso significaria que a gente estaria
julgando 99,994% dos mugulmanos pelos atos dos 0,006%.
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des

Sumario
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de probabilidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Funcgdes de probabilidade

@ Se nds organizarmos todo o universo amostral (todas as possibilidades
de resultado em nosso experimento) e as probabilidades referentes a
ele, teremos uma funcdo de probabilidade.

@ Como chegamos numa fun¢do de probabilidade?
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de probabilidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Funcgdes de probabilidade

Imagine que nosso experimento seja jogar uma moeda (com dois
lados: cara - C - e coroa - K) duas vezes seguidas.

Quais s3o as possibilidades de resultado, o nosso espago amostral (S)?
S ={CC,CK,KC,KK}

Qual a probabilidade referente a cada um desses resultados?

X ‘ 2 caras ‘ cara + coroa ‘ 2 coroas
p() | 7 | 3 I
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de probabilidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Funcgdes de probabilidade

@ Do mesmo modo que probabilidades sempre variam entre 0 e 1, a
soma de todos os resultados possiveis (e mutuamente excludentes)
em uma fung¢do de probabilidade tem de ser igual a um.

@ Nesse caso:

p(2 caras) + p(cara + coroa) + p(2 coroas) =1

2017 41 / 59
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Probabilidade: fungdes e distribuicSes AN ISIgI Il MIIIE]

Probabilidade: funcdes e distribuicoes

A distribuicdo normal

@ Ao repetir um mesmo experimento diversas vezes, podemos observar
empiricamente qual é a probabilidade de cada resultado, no longo
prazo

@ E podemos também aproximar os nossos resultados empiricos com
uma funcdo continua, que resulta na probabilidade de cada possivel
valor infinitesimal

Uma distribuigde normal - p={0}, o= {1}

— pdf
W Histograma

05

Probabilidade de cada valor

Valores
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des A distribui¢do normal

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

A distribuicao normal

@ A distribuicdo normal define-se, matematicamente, da seguinte forma:

Nt 0?) = e 5
s g = — o
a V2mo?

@ O mais importante, contudo, é entender a regularidade quanto a
proporcdo probabilistica em cada intervalo seu.

e 68% das distribui¢cdes estdo entre & 1 desvio padrao da média
e 95% das distribuicdes estdo entre &+ 2 desvios padrdes da média
e 99% das distribuicdes est3o entre & 3 desvios padrdes da média
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Probabilidade: fungdes e distribuicSes AN ISIgI Il MIIIE]

Probabilidade: funcdes e distribuicoes

A distribuicao normal

Probabilidade de cada valor

Carlos Gées (IESB)

05
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Uma distribuicdo normal -

p={0} o={1}

T
—— df
I 1 o=68% dasobs
B 2 0=95% dasobs
3 0=99% das abs

—4

=3

T
-2 -1 0
Valores

Métodos Estatisticos: Aula 6

2017

44 / 59



Probabilidade: fungdes e distribui¢des A distribui¢do normal

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

A distribuicao normal

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy

import pandas as pd

mu = O

sigma = 1
draws = 100000
bins = 50

X = np.random.normal (mu,sigma,draws)

pdf = scipy.stats.norm.pdf (x)

df = pd.DataFrame(data=[x,pdf], index=['x','pdf']).T
df = df.sort_values('x')
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des A distribui¢do normal

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

A distribuicao normal
fig = plt.figure()

plt.plot('x', 'pdf', data=df,
color='black', linewidth=5)

# areas sombreadas
plt.axvspan(xmin=-1,xmax=1,color="'red',alpha=.55, label=r'1l §
plt.axvspan(xmin=-2,xmax=-1,color='red',alpha=.4, label=r'2 §'
plt.axvspan(xmin=1,xmax=2,color='red',alpha=.4)
plt.axvspan(xmin=-3,xmax=-2,color="'red',alpha=.25, label=r'3 !
plt.axvspan(xmin=2,xmax=3,color='red',alpha=.25)

# linha preta
plt.axvline(x=0, color='black')
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des A distribui¢do normal

Probabilidade: funcdes e distribuicoes

A distribuicao normal

plt.legend(loc=1)

plt.xlabel('Valores')

plt.ylabel('Probabilidade de cada valor')
plt.title(r'$\mathrm{Uma\ distribuigio\ normal:l}\
\mu=\{0\},\ \sigma=\{1\}$")

plt.axis([-4, 4, 0, 0.5]) # eizos
plt.grid(False)

plt.show()
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Escore-z

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Escore-z

@ No nosso exemplo, a média é zero e o desvio padrao é um, de tal
modo que o valor absoluto de X denota qual a distancia, em desvios
padroes, de X da média.

@ Na realidade, muito raramente encontraremos observacoes assim
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Escore-z

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Escore-z

@ Felizmente, ndés podemos padronizar as nossas observacoes,
fazendo-as com que elas paregam o nosso exemplo

e Fazemos isso subtraindo a média (1) e dividindo pelo desvio padréo
(o) da distribuicdo, de tal modo que a nossa amostra passe a medir,
em desvios padroes, a distancia de cada observacdo da média

@ Essa medida é chamada de escore-z:

X—p
ZzZ =

g

(15)
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Probabilidade: fungdes e distribui¢des Escore-z

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Escore-z

@ Por exemplo, se sabemos que a média das alturas das mulheres é de
1,627 metros e o desvio padrdo é de 0,62 metros, qual a distancia da
média, em desvios padroes, de uma mulher que tem 1,50m?

1,50 — 1,627
=2 1" = 0,20 16
z 0.62 ; (16)
@ Isso significa que uma mulher de 1,50m de altura estd 0,20 abaixo

da média.

@ Com base nessa medida, podemos, com a ajuda de tabelas disponiveis
em livros de estatistica, derivar quantos porcentos das mulheres estdo
abaixo ou acima daquela distribuic3o.
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Fun¢bes de densidade

@ Vocés ja estdo acostumados a ver fungdes de densidade da seguinte
maneira, seja por meio de histogramas ou, como agora, por meio de
uma fungdo continua para qualquer varidvel aleatéria:

Carlos Gées (IESB)

Probabilidade de cada valor

Uma distribuicdo normal : p={0}, o= {1}

0.5
— pdf
mE Histograma

=3 -2 -1 o
Valores
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Fun¢bes de densidade

@ E vocés também ja entenderam que para cada nimero de desvios
padroes ao redor da média, existe uma porcentagem do total da

probabilidade do espaco amostral:
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Probabilidade de cada valor

05

0.4 1

0.3

0.2 4

0.1 1

0.0

Uma distribuicdo normal : p={0}, o= {1}

i

B 10=68% dasobs
I 2 0=95% das obs
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Fun¢bes de densidade

@ Mas existe uma outra maneira de se observar essas distribui¢Ges, ndo
pela probabilidade de cada X, mas pela probabilidade acumulada até
X.

@ Uma distribuicao cumulativa denota a porcentagem da distribuigdo
que estd abaixo de determinada varidvel aleatéria X

0 Uma distribuicdo normal cumulativa: p={0}, o={1}

—— funcao de densidade, cum.
BN Histograma

0.5 1

0.6

0.4 1

Probabilidade de cada valor

0.2
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Funcdes de densidade

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy

import pandas as pd

mu = O

sigma = 1
draws = 100000
bins = 50

X = np.random.normal (mu,sigma,draws)

cdf = scipy.stats.norm.cdf (x)

df = pd.DataFrame(data=[x,cdf], index=['x','cdf']).T
df = df.sort_values('x')
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A distribuicao normal

hist3 = plt.figure()

plt.hist(x,
bins=bins,
normed=True,
facecolor='black',
cumulative = True,
alpha=0.5,
data=df,
label='Histograma' )

plt.plot('x', 'cdf', data=df,
color='brown', linewidth=2, label='fungdo de densida
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A distribuicao normal

# black line
plt.axvline(x=0, color='black')

plt.legend(loc="upper left")

plt.xlabel('Valores')

plt.ylabel('Probabilidade de cada valor')
plt.title(r'$\mathrm{Uma\ distribuigio\ normal\ cumulativa:}\
plt.axis([-4, 4, 0, 1]) # set range of azes

plt.grid(False) # add grid

plt.show() # plot chart

Carlos Gées (IESB) Métodos Estatisticos: Aula 6 2017 56 / 59



Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de densidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Funcdes de densidade

@ Compreendendo o conceito de distribuicdo cumulativa, podemos
utilizar cortes especificos de uma distribuicido normal para entender o
percentual probabilistico da distribuicdo abaixo de determinada
variavel aleatéria X

o Tradicionalmente, faz-se isso calculando o escore-z e depois
consultando tabelas que vém ao final de livros de estatistica.

Carlos Gées (IESB) Métodos Estatisticos: Aula 6 2017 57 / 59



Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de densidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes

Funcdes de densidade

@ No Python, podemos ver qual a porcentagem da distribuicao abaixo
de determinada varidvel aleatéria X (ou determinado corte de desvio
padrdo, caso u = 0,0 = 1) com a ajuda do scipy:

import scipy
#loc =

média; scale = desvio padrdo
scipy.stats.norm.cdf (0.2, loc=0, scale=1)

@ Para calcular quantos porcento da amostra estdo entre -1 e +1
desvios padrdo da média, como fazemos (ja sabemos que é 68%)?

scipy.stats.norm.cdf(1, 0, 1)
- scipy.stats.norm.cdf (-1, 0, 1)

Carlos Gées (IESB)

Métodos Estatisticos: Aula 6 2017 58 / 59



Probabilidade: fungdes e distribui¢des Fun¢des de densidade

Probabilidade: funcoes e distribuicoes
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@ E podemos também fazer o inverso: dizer para o Python qual é o
porcentagem de corte que queremos, e ele retorna o valor:

scipy.stats.norm.ppf (0.5, loc=0, scale=1)
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