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La Transformada Discreta de Fourier

Introduccidn

Es posible desarrollar una representacién de Fourier alternativa
para el caso de secuencias de duracién finita, la Transformada
Discreta de Fourier (DFT, Discrete Fourier Transform).

La DFT es una secuencia, no una funcién de una variable continua,
y corresponde a muestras equiespaciadas en frecuencia de la
transformada de Fourier de la senal.
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La Transformada Discreta de Fourier

Desarrollo en Serie de Fourier Discreto

Sea X[n| una secuencia periédica de periodo N, de forma que

X[n] =%X[n+rN] YnmeZ

Se puede representar mediante un desarrollo en serie de Fourier en
forma de suma de secuencias exponenciales complejas con
frecuencias muiltiplos de la frecuencia fundamental (27/N):

ex[n] = &/CT/NKN — o n + rNV] (1.1)

El desarrollo en serie de Fourier tiene la forma:

%[n] = ,bzkijk]ek[n] _ li/;f([k]ef(%/’v)k” (1.2)
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La Transformada Discreta de Fourier

Observamos que la serie sélo requiere N exponenciales complejas,
ya que:

kLN [n] — ej(27r/N)(k—4—ZN)n

— e/'(27r/N)l<nej27r€n (13)
_ e/'(27r/N)kn _ ek[n]

Definicion 1.1

El desarrollo en serie de Fourier de una secuencia periédica X[n]
tiene la forma:

N—1

~ 1 v (2w n

K] = Y X[k]e/Cr/ Mk (1.4)
k=0
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La Transformada Discreta de Fourier

Obtencién de Coeficientes

Multiplicando a ambos miembros de (1.4) por e J27/N)m y
aplicando sumatorias, obtenemos:

N-1

Z )?[n]e—_j(Zﬂ'/N Z Z [k]ej (2n/N)(k—r)n (15)

n=0
Intercambiando el orden de las sumatorias:

N—-1 1 N—-1 )
Z x[n]e_J (2m/N)rn Z X[k] N Z e](27r/N)(k—r)n] (16)
n=0 n=0

Por ortogonalidad del conjunto {ex[n]}, llegamos a:

N-1

X[kl =) x[n]e/Cr/N)kn (1.7)

n=0
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La Transformada Discreta de Fourier

1a ier
nada Discreta de Fourier

Las Ecuaciones (1.7) y (1.4) forman una pareja de analisis-sintesis
denominada desarrollo en Serie de Fourier discreto (DFS, discrete
Fourier series). Por conveniencia de notacién:

Wy = e /N (1.8)

La pareja anélisis-sintesis de la DSF se expresa como sigue:

N-1
Ecuacién de Andlisis:  X[k] = X[n]W}/ (1.9)
n=0
1 N-1 .
Ecuacién de Sintesis:  X[n] = & >  X[K] W,k (1.10)
n=0
Notacién: %[n] 22 X[k] (1.11)
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La Transformada Discreta de Fourier

Ejemplo 1.1

Consideremos el tren de impulsos periddico

n=rN,reZ

; = 1
Kl = r_z_:ooé[n - Nl = { 0, en el resto {2
De (1.9):
) N—-1
X[kl =) slnwg" = Wy =1 (1.13)
n=0
Sustituyendo en (1.4) obtenemos la representacion:
g V-1 =
S _ = —kn _ — j(2w/N)kn
%[n] = Nkz(:)vv,v = Nkz(:)ef (1.14)
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Ejemplo 1.2

oo oo

oNv e o ®E

I I I
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 1.1: Secuencia periédica de periodo N = 10

De (1.9):

1—W

. 4 Wk
X[kl => W = Z e~/(2r/10)k (1.15)
n=0

X[K] = e~i(4mk/10) sen(mk/2)

sen(mk/10) (1.16)
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La Transformada Discreta de Fourier

Propiedades

m Linealidad:
- - DFS ¢ S
axi[n] + bxa[n] <— aXi[k] + bXo[K] (1.17)

m Desplazamiento:

%[n— m] 22 whkmX[K] (1.18)
Wy, "x[n] &5 X[k — 4] (1.19)

m Dualidad: Modificando (1.10) e intercambiando los papeles
de ny k se demuestra:

X[n] 22 Nx[-K] (1.20)
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m Convolucién Periddica: Sean Xi[n] y X2[n] dos secuencias
periddicas de periodo N. Si

Xs[K] = X1[K]X2[K] (1.21)
Entonces: N1
Saln] =) sa[m]%e[n — m] (1.22)
m=0
Andlogamente, si
X3[n] = % [n]%x[n] (1.23)
Entonces:
. N
Xslnl = > XXk — 4] (1.24)
=0
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La Transformada Discreta de Fourier

Transformada de Fourier de Senales Periédicas

Definicién 1.2
Sea X[n| una secuencia periédica de periodo N y X[n] J2LEt X[K], se
define la transformada de Fourier de X[n] como el tren de impulsos

X)) = > —X[k]& (w — 27/:/") (1.25)

k=—00

Se puede notar que )~((ejw) tiene periodo 2.

Para demostrar que (1.25) en efecto es la transformada de Fourier
de X[n], se puede sustituir en la ecuacién de la transformada
inversa de Fourier.
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La Transformada Discreta de Fourier

Ejemplo 1.3

Consideremos el tren de impulsos periddico:
o
plnl = > d[n—rN] (1.26)
r=—oo
De los resultados del ejemplo 1.1:
Pln] =1, Vk (1.27)

Reemplazando en (1.25), obtenemos:

(e.9]

Ple)= 3 %5 <w— 27&") (1.28)

k=—o00
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Transformada de Fourier de una Senal Finita

Sea la sefial finita x[n], tal que x[n] = 0 excepto en el intervalo
0 < n< N —1y consideramos su convolucién con el tren periddico
de impulsos p[n]:

x[n] * p[n] = x[n] * Z d[n — rN]

(1.29)

o0

= ) x[n—rN] =X[n]

r=—oo
Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados:
X(e%) = X(e™)P(e)

[e.e]
; 2m 2k (1.30)
_ w
=X(e) 2 N5<”‘N>
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Transformada de Fo
Transformada creta de Fourier

& = 27 : 27k
wy <n (2w /N)k _cnn
X (&) k;w X )é <w N ) (1.31)
Comparando (1.31) con (1.25), se concluye:
5(['7] = X(ej(zﬂ/N)k) = X(ejw)’w:(%r/N)k (1.32)

Es decir, la secuencia periédica X[n] de coeficientes del desarrollo
en serie de Fourier se puede interpretar como muestras
equiespaciadas de la transformada de Fourier X(e/*) de la
secuencia de longitud finita x[n].
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La Transformada Discreta de Fourier

Ejemplo 1.4

La transformada de Fourier de un periodo de X[n] del ejemplo 1.2
es
sen(5w/2)

sen(w/2) (1.33)

4
X(ejw) _ Z e—jwn _ e—j2w
n=0

Sustituyendo w = 27k /10 obtenemos (1.16).

T
P \ 7
3_ -
1.5 - .
| i S R
0 . . .
0

3.14159 6.28319
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Transformada Discreta de Fourier

Sea la secuencia x[n] con longitud finita N, definida en el intervalo
0<n<N-—-1, seleasocia la secuencia periddica:

gl = Y xln— ] = x[(n méd N)] = x[((n))n] ~ (1.34)

r=—00

Definicion 1.3

Se denomina transformada discreta de Fourier (DFT) a la
secuencia de duracién finita:

Xl = { gf[k], ’s le(zngell\ie;tcly (1.35)
X[K] = X[(k méd N)] = X[((k))n] (1.36)
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La Transformada Discreta de Fourier

Las ecuaciones de anélisis y sintesis de la DFT se expresan como

sigue:

N—1
Ecuacién de andlisis:  X[k] = Z x[n] WL (1.37)

n=0

L N1

” C e _ —kn

Ecuacién de sintesis:  x[n] = N ZO X[k]Wy, (1.38)
Notacién: x[n] 255 X[K] (1.39)
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Trar ada de Fourier
Transformada Discreta de Fourier

Propiedades

m Linealidad:
DFT
axi[n] + bxp[n] ¥ aXi[k] + bXa[k] (1.40)

m Desplazamiento Circular:

x[((n — m))n] 255 WX (K] (1.41)
Wy "x[n] 255 Wi X(((k — €))] (1.42)

m Dualidad:
X[n] €55 Nx[((— k)] (1.43)
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La Transformada Discreta de Fourier

Transformada Discreta de Fourier

m Convolucién Circular: Sean x1[n] y x2[n] dos secuencias
finitas de longitud N. Si

Xs[k] = X1[k] X2[K] (1.44)
Entonces: Vet
xaln] = almpe[((n — m))a] (1.45)
m=0
Andlogamente, si
x3[n] = x1[n]xz[n] (1.46)
Entonces:
N N—
X3[n] = Z X[ Xa[((k = £))n] (1.47)
ﬁ
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Introduccién
R -
La Transformada Répida de Fourier

FFT itera

Introduccidn

A partir de las ecuaciones (1.37) y (1.38), observamos que
podemos calcular la DFT y DFT~! en tiempo ©(N?)

Sin embargo, aprovechando la periodicidad de la secuencia W,(‘,” se
puede obtener un algoritmo ©(N Ig ), el cual es conocido como
Transformada Rapida de Fourier (FFT, Fast Fourier Transform).
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DFT Ir

FFT itera

Raiz Compleja de Unidad

Es un niimero complejo w tal que wN =1

Hay exactamente N raices complejas de unidad e=/(27/N)k
Wy = e /N (2.1)
es llamada la raiz principal N-ésima de unidad.
Las N raices N-ésimas de unidad, W, W3, ..., Wyt forman
un grupo sobre la multiplicacién.
igwl
Wy o
g wf = o}
-1 1
N @y
—i § of
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DFT Inversa

FFT iterativa

Lema de Cancelacion:

W = Wy (22)

WY = s = -1 (2.3)

Lema de Reduccion a la Mitad:

(Wi)? = Wy )2 (2.4)

(Wy 22 = (Wh)? (2.5)
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DFT Inversa

FFT iterativa

Lema 2.4

Lema de Adicion: Para todo k no divisible por N

N-1
(Wg) =0 (2.6)
0

r=

Demostracion.

N—1
oy — WY =1 () =1 (k=1
= Wk — 1 Wk —1 Wk -1
- (2.7)
(W§)" =0, Yk no divisible por N
r=0
O
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La Transformada Répida de Fourier

FFT iterativa

Divide y Vencerds

Asumiendo que N es una potencia de 2, de (1.37):

N—-1
XK =YWk =" xinWgk + > Wik (2.8)
n=0 n par n impar

cambio de variables n = 2r par n pary n =2r 4+ 1 par n impar

(N/2)-1 (N/2)-1
XK= S xpAwWd*+ ST x[er+ 1wk
r=0 r=0
(N/2)-1 (N/2)-1 (2:9)
= > xRAWR + Wy D xer+ 1) (WR)*
r=0 r=0
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Pero por (2.3) Wg = Wy,

(N/2)-1 (N/2)-1
XK= Y xRrAWg, + Wi Y x[r+ W,
s s (2.10)

X[k] = G[Kk] + W{HIK]

Donde G[k] y H[k] son las DFTs de los puntos pares e impares,
respectivamente.
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Algoritmo FFT recursivo

FFT-RECURSIVA(x)

1: n <+ tam[x] > n es una potencia de 2
2: if n=1 then

3: return x

4: W, « e—I@m/N)

5 w1

6: g « (x[0], x[2], ..., x[n—2])

7 h <+ (x[1], x[3], ..., x[n—1])

8: G < FFT-RECURSIVA(g)

9: H « FFT-RECURSIVA(h)

10: for k +— 0to n/2 —1 do

11: X[k] < G[k] + wHI[K]

12 X[k + (N/2)] < G[k] — wHIK]
13: w +— wWy

14: return X
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La Transformada Répida de Fourier

FFT iterativa

Las lineas 2-3 representan la base de la recursién: la DFT de un
elemento es él mismo, ya que:

X[0] = x[0]W} = x[0] - 1 = x[0] (2.11)

Las lineas 6-9 realizan el calculo recursivo de las DF Ty 5 para
combinar los resultados en las lineas 10-13, basados en (2.9),
(2.10) y en el hecho de que:

X[k + (N/2)] = G[k] + Wi VD hik
= G[K] + WEW P HIK] (2.12)

— G[k] — WEHIK] Segiin (2.2)

La recurrencia del tiempo de ejecucién de la FFT es:
T(N) =2T(N/2) + ©(N) (2.13)

=O(NlIgN)
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La Transformada Répida de Fourier

FFT iterativa

DFT Inversa

Basados en (1.38), observamos que modificando el algoritmo de la
FFT — intercambiando los roles de x y X, reemplazando Wy por
Wyt y dividiendo el resultado de cada elemento por N — podemos

N
calcular la DFT inversa en el mismo tiempo ©(N g N).
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La Transformada Répida de Fourier

FFT iterativa

FFT iterativa

Cada invocacién a FFT-RECURSIVA hace dos llamadas recursivas,
a menos que reciba un vector de 1 elemento.

(@g,ay,ay,a05,a,4,05,85.47)

Figura 2.1: Llamadas recursivas de FFT-RECURSIVA para N = 8
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DFT Inversa
FFT iterativa

Mirando el arbol en 2.1 observamos que si reordenamos el vector x
en el orden en que aparecen en las hojas, podriamos enunciar la
FFT asi:
1: for s+ 1tolgN do
2: for k< 0to N —1 by 2° do
3 combinar las dos DFT de 257! en
Xlk...k+2571 — 1]y X[k+2°71 . k425 —1]
en una DFT de 2° elementos X[k ... k4 2° — 1]

Veremos luego que dicho ordenamiento es la permutaciéon de bits
invertidos.
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La Transformada Répida de Fourier

ITERATIVE-FFT(x)
1. COPIA-BITS-INVERTIDOS(x, X)

2: n <+ tam[x] > n es una potencia de 2
3: for s+ 1tolgndo

4: m<+ 2°

5: W, < e—j(27r/m)

6: for k< 0ton—1by mdo
7 w1

8: for j < 0to m/2—1do
0: t < wX[k+j+m/2]
10: u <+ X[k +j]

11 Xlk+jl—u+t

12: Xk+j+m/2] <~ u—t
13: w +— wW,,
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DFT Inversa
FFT iterativa

Si decimos que rev(k) es un entero de Ig N bits formado al invertir
la representacién binaria de k, entonces queremos colocar el
elemento x[k] en la posicion X[rev(k)]
COPIA-BITS-INVERTIDOS(x, X)

1. n <« tam[x]

2: for k<~ 0ton—1do

3: X[rev(k)] < x[k]
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