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Chapitre 1

Equation linéaires en algebre

Mardi 10 septembre 2024 — Cours 1 : Equation linéaire

Equation li- Notation
neaires e Les lettres k,m,n,... représentent des nombres entiers
e Les lettres a,b,c... ou ay,as,...,a, seront utilisées pour des nombres

(réels), des parameétres

e Les lettres x,y, z ou x1,x9,..., T, seront utilisées pour les inconnues
On note Rpour les nombres réels, qu’on représente par une droite.

e R?2 =R x R = {(a,b)|a, b, € R} est le plan (cartésien)

o R" = {(ay,...,an)|a; € R"}

e En général X XY = {(z,y)|lr € X,y €Y}

Matrice éche- Définition 1 Une matrice est échelonnée et réduite si
lonnée et ré-

) o les lignes non nulles se trouvent au—dessus des lignes nulles ;
duite

e le premier coefficient non nul d’une ligne (le coefficient principal)
se trouve a droite du coefficient principal des lignes précédentes

e les coefficients situées en-dessous d’un coefficient principal des lignes
précédentes

e les coefficients situés en-dessous d’un coefficient principal sont nuls
Elle est dire échelonnée-réduite si de plus

e les coefficients principauz sont tous égaux d 1

e dans la colonnes d’un coefficient principal tout les autres coefficients
sont nul

Pivots et comp-  Définition 2 Les emplacements des coefficients principaux sont des
tabilité pivots (ou échelons). Les colonnes de ces coefficients sont les colonnes
pivots.

Définition 3 Un systéme d’équation linéaire est compatible s’il admet
au moins une solution. Sinon il est dit incompatible
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S’il y a un pivot dans la derniére colonne (celle des termes inhomogenes), on a
alors une équation 0 = bg11 et bg41 est non nul. Il n’y a donc aucune solution

Jeudi 12 septembre 2024 — Cours 2 : Vecteur

Espaces vecto- Définition 4 Un espace vectoriel est un ensemble V non vide dont
riels les éléments sont appelés vecteurs. Il est muni de deuzr opérations

e addition + : V x V — V qui associe deux vecteurs (u,v) leur
somme u + v

e action RxV — V qui associe a un nombre o et un vecteur u leur

produit au
Espaces . commutativité de + :u+v=v+u
vectoriels : . associativité de + : (u+v) + w =u + (v + w)
azxiomes

1

2

3. vecteur nul : il existe un élément 0 de V' tel que u+0 = u
4. opposé : il existe un vecteur —u de V' tel que u+(—u) =0
5. distributivité 1 : a(u +v) = au + av

6. distributivité 2 : (o + f)u = au + fu

7. 7 compatibilité” : (af)u = a(fu)

8

.unité : 1-u=u

Donc un espace vectoriel peut étre un peu n’importe quoi tant que ces
regles sont respectés, cela pourrait étre des fonctions, des polynoémes, des
suites etc...



Chapitre 2

Calcul matriciel
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Chapitre 3

Déterminant

Jeudi 10 octobre 2024 — Cours 10 : Déterminant et opération élémentaire Application

des opérations élémentaires sur le déterminant
Opération sur e Type I : Interchanger des lignes entre elle ne change pas le déterminant
le déterminant e Type II : changer le signe de la matrice change le signe du déterminant

e Type III : En multipliant une ligne par un scalaire a € R , le déterminant
est aussi multiplié par ce scalaire.

La preuve est par récurrence, le but est d’initialiser pour des matrice Mayo(R)
et de le prouver pour des matrice de taille n +1 x n + 1.

On suppose donc le résultat vrai pour les matrices de taille < n et on passe au
cas My +1xn+1(R). Ici n > 2. Comme une opération élémentaire fait intervenir
au plus deux lignes, il existe une ligne L; qui ne change pas. On développe
alors det(E*A) selon L; et on obtien la méme formule que detA, ou les * on E
est la matrice d’'une opération élémentaire sous-déterminant, det A;; ont été
remplacés par det E'A;; ou E’ est bien une matrice d’opération élémentaire
équivalente a E.

On écrit parfois detA = |A|.

Ezemple Le déterminant de :

5 4 4 1
2 3 2 =2
-5 =7 -6 9
1 -2 -2 -4

Le but est d’avoir que deux 0 sauf & une endroit sur la ligne 2 :
On peut par exemple faire C; — C3 et C4y + C3, on a :

1 4 4 5 1 4 2 5
0 3 2 0 0. 0 3 1 0
1 -7 —6 3 1 -7 -3 3
3 -2 =2 2 3 -2 -1 2

On sort le facteur 2 de C3 et donc il faut multiplier le det avec
(Type III), On fait maintenant C23C} :
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Propriétés du
déterminant

CHAPITRE 3. DETERMINANT

1 -2 )

5. 0 O 1 0

1 2 -3 3

3 1 -1 2

En utilisant les cofacteur on a que :

1 -2 5 1 -2 5
detA = 2[—0‘d6tA21+0-d€tA22—1‘ 1 2 3 ] =-21 2 3
3 1 2 3 1 2

On fait le méme procédé (La — Ly et Ly — 3Ly) :

1 -2 5 1 -2 5
-2-11 2 3 —=-2-10 4 -2
3 1 2 0 7 -—-13

Ce qui nous donne a la fin :

4 —-13

=2 g

= —2.1[-52 + 14] = 76

Soit A une matrice de taille n x n et A\ € R Alors, det(AA) = A" - detA.
A - A est obtenu de A en effectuant n opération élémentaires de type III (sur
chacune des lignes).

Siune ligne de A est combinaison linéaire des autres lignes, alors detA = 0.

Théoréme 1 Une matrice carrée est inversible si et seulement si detA #

0.

Une matrice carré est inversible n x n iff elle a n pivots iff il existe des
opérations élémentaires qui transforment A en une matrice échelonnée avec
des pivots, non nuls, sur la diagonale.

Le déterminant de cette matrice est le produit des termes de la diagonale, et
il est non nul, donc detA # 0.

Le déterminant a peut étre changé de signe ou été multiplié par a # 0,
mais il reste # 0.

Théoréme 2 det(A?) = detA

Le développement du déterminant de A selon la premiére ligne est identique
au développement du déterminant de sa transposée selon la premiere colonne.
Soit A et B deux matrices n x n. Alors :

det(AB) = detA - detB

La preuve se fait en deux parties selon les deux cas ou la matrice est inversible
ou non.
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e Supposons que A soit inversible. Alors nous savons que A peut s’écrire
comme produit des matrices élémentaires. La preuve se fait par induction
sur le nombre de matrices élémentaires.

e Pour initialiser 'induction on doit traiter le cas ou A est une matrice
élémentaire. Il y a donc trois sous-cas.

1. A = E;j(\) est de type I. Comme elle est triangulaire et que sa
diagonale est constituée de 1, on a a det(E;;(A\) = 1. Il faut encore
calculer det(E;j(\)B).

On peut le faire car comme la matrice est triangulaire supé-
rieur, sont déterminant ne veux seulement le produit des éléments
qui sont trouvent dans sa diagonales (que des 1 dans notre cas) et donc :

det(Eij()\) . B) = det EZ](A) -det B=1-detB
2. A= FE;;, detE;; = —1 car c’est I, avec L; et L; échangées.
3. A = E;(\), det(E;(\) = X\ (diagonale. det(E;(\) - B) = X -detB =
detE;(X) - detB.
Hypothése de récurrence :

det(AB) = detA - detB

Pour toutes les matrices A qui sont produits d’au plus n matrices élémentaires.
Pas de récurrence. Considérons une matrice A = E, 11 - E,..., qui est le
produit de n + 1 matrices élémentaires. Nous devons montrer que :

det(En+1 . EnEl . B) = det(En+1 . EnEl) - B
On sait que det(E,...E1) = C donc det(Ep41 - Ey...E1 - B) = det(Epy1) - C.
On fait la suite jusqu’a trouver :

det(Enqy - En...Ey) - B

2¢ cas : A non inversible, Alors par le théoréme précédent, detA = 0. Donc
det(A) - det(B) = 0.

On montre que A - B n’est pas inversible si bien que det(A- B) = 0. Si AB
est inversible il existe C' tel que (AB)C = I,, et A(BC) = I,, mais on sait
que A n’est pas inversible, Contradiction.

corollaire 1 Si A est inversibles, alors

1
det A t=——
¢ det A

Méme si en général AB # BA on a toujours det(AB) = (detBA) car les
deux déterminants donnent detA - detB = detB - detA.

Attention :
det(A+ B) # detA + detB

Le déterminant n’est pas linéaire comme application, det : Mn x n — R.



12 CHAPITRE 3. DETERMINANT

Linéarité du déterminant comme fonction d’une colonne Le déterminant est linéaire
comme fonction d’une colonne, pour cela nous devons vérifier :

1. T(0) = 0 car c’est le déterminant d’une matrice ayant une colonne nulle.
yeme

2. T(A\Z) = AT (Z) car il s’agit d’une opération de type III sur la j colonne.

eme

3. T(Z+ 1Y) =T(Z) + T(y) se prouve en développant le déterminant selon la j¢*¢ colonne.

A € Msyx3(R), il faut alors tout développé mais faut juste le faire avec la commutativé et
distributivité dans les nombres réels.

Reégles de Charmer
Théoréme 3 Si detA = ad — bec # 0, le systéme

ar +by=e
cx +dy=f

A une solution unique (qu’on trouve grice a la matrice inverse)

el D)0)

la solution du systeme est A 1p

Alors :
e b
det
_ed—bf (f d)
ad—b detA
Et :
a e
det
_af—ec (C f>
y_ad—bc_ detA

Soit A une matrice carrée inversible. Pour tout vecteur b on pose :
Azb = (al...ai_lbaiﬂ...an)

La seul solution du systeme AZ = b est donnée par la formule :

-,

= detAZ(b)
" detA
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Preuve. Soit B; = (I;,)i(Z) = (€1,...,€i—1,-, €it1, s En)-
La ligne L; est constituées de zéros, saut le coefficient x; en position (i,1%), si bien que det(B;) = z;.
A étant inversible, la solution unique est :

a=A"b
Soit Bl = (In)z(f) = (éi, e ,5i—1, ..,gi+1, >€n)

detBi =X
On calcule :

A-Bi=A-(€1,...%,...,€)
=(A-é1,...,A- T, .. Aé,)
= (@1, ..., b.., @)

Ainsi

-,

det(A;(b)) = det(A- B;) =det A - det B;

En divisant par det A # 0, on obtient notre formule :

-,

o detAZ(b)
T detA

Mardi 15 octobre 2024 — Cours 11 : Inverse de Matrice et déterminant

La matrice des cofacteurs Soit A une matrice n x n et A;; la matrice (n — 1) x (n — 1)
obtenue en supprimant la i€ ligne et la 7¢*¢ colonne de A.

et qu’on prend Ass, alors on enléve la ligne

co Ot N
© O W

1
Exemple 1 Si on prend la matrice A= | 4
7

1 2

Définition 5 Le cofacteur C;; = (—1)"IdetA;;.

2 et la colonne 8 ce qui donne que

Définition 6 La comatrice ou matrice des cofacteurs de A est la matrice

ComA = (Cij)nxn
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Cofacteur et inverse Soit A une matrice n x n inversible. On pose :
Aj(ei) = (al...d'j,leiaj+1...d'n)
La seule solution du systeme AZ = €; est donnée par la formule :

Définition 7 (Formules de Cramer)

v — detAj(é;-)
77 detA

reme

De plus, en développant le déterminant selon la j colonne on calcule :

det Aj(é;) = (—1)i+j det Aij
Formule pour ’inverse

Définition 8
1 1

T det A

(ComA)*

En francais, la matrice inverse est donnée par la transposée des cofacteurs multiplié par 'inverse
du déterminant.

Exemple 2 Prenons une matrice 2 X 2 :

a b‘
c d
On a donc
[ ] CH = (—1)1+1 det(d) =d
® 021 = (—1)2+1 det(b) =-b
e C12 = (—1)"*2det(c) = —¢
(1) (

Par conséquent A~! est la seule solution du sytéme AZ = €; qui est donné par la formule :

s — det Aj(é;) . (—1)i+j det Aij _ CZ
T detA det A ~ det A

On calcule la i colonne de la matrice A - 14— (ComA)T :

C;
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1110
) 0 3 1 2
Exemple 3 Soit A = 29 3 1 0
1 0 2 1
1 1 1 0 1 0 0
0 3 1 2 0 3 1 2
Alors : det A = 9310 =12 1 -1 0 on peut prendre le cofacteur de Ajp : 1 -
1 0 2 1 1 -1 1 1
3 1 2 3 1 2 3 1
1 —1 0|= (=11 —1 0| sion dévelope selon le 1 en bas d gauche : (—1)3+3 L =4
-1 1 1 0 0 1
Prenons maintenant :
1 10
|Ag| =10 1 2[=---=—1
1 21
Conclusion : ) o
bog = —— - (ComA)T = 2
27 det A (ComA) det A
_ (—1)2+3 - det A23
N det A
1
bes = —1

b deux vecteur de R% et A = a b L’aire du
d c d

Aire d’un parallélogramme Soit (Z et (

parallélogramme construit sur <Z> et <Z> vaut | det A|.

Preuve. Quitte échanger les vecteur @ et ¥ (resp. les colonnes de A), on peut supposer que
a1 # 0 sans changer l'aire du parallélogramme (resp. sans changer la valeur absolue de det A).
En effectuant une opération de type I sur les colonnes de A on obtient 0 sur ajo sans changer
det A, ni aire du parallélogramme.

En effectuant une deuxieme opération de type I sur les colonne de A, on se retrouve a une matrice

0 . . . .
<g 5) le det vaut « - 3, c’est I’aire du rectangle construit sur « - é1, 3 - éo

Exemple 4 Prenons les points A(1,2),B(4,3),C(8,1),D(5,—1)



16 CHAPITRE 3. DETERMINANT

B(4,3)

T

(1,1)

0(8} 4

N—

~
8

D(5,11)

- = 3 4
On a donc que Aire(f) = ‘det(AB,AD)‘ = ‘det (2 _2>‘ =14
Aire et application linéaire Une application linéaire T : R? — R? transforme les vecteurs &)
et €5 en deux vecteur u et v. Ainsi T transforme les carré unité de sommets

Soit T : R? — R? une application linéaire représentée par la matrice A. Soit S une région du plan
alors :

Aire(T(S)) = | det A| - Aire(S)

L’aire d’un prallélogramme ou le volume d’un parraéélépiede ne dépendent que des vecteurs
qui les supportent. L’un des sommets peut étre I'origine ou non. L’aire et le volume sont
invariants par translation.

Exemple 5 On cherche aire de [’ellipse d’équationﬁ—; + Z—j =1
L’application est :
T:R?* - R?

()= ()
(5 5)

Le cercle unité e d’équation x + y?)1 est transformé en e par T. Si (z,y) € e :
(%) = () .
Y by

>'Aire(e):7r-a'b

La matrice est donc :

2 2
(az) + (by)® _ 22 —i—y2

a? b2

car

. . a 0
Azre(s)-det(o b
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Espace vectoriel

Jeudi 17 octobre 2024 — Cours 12 : Générateur

Soit W un sous espace vectoriel V.

e Le sous espace W = Vect(vy, ..., v;) est le sous espace engendré par les vecteurs vy, ..., vg.
e Les vecteurs vy, ..., v; sont les générateurs de W
e L’ensemble {vy,...,v;} forme une partie génératrice de W.

Exemple 6 [l existe en général plusieurs parties génératrices :

1 1 0 1 1
W=Vect< |O0],|1],]| -1 =Vects |0],|1
1 0 1 1 0

Partie libres Soit W un sous-espace vectoriel de V.

e Les vecteurs vy, ..., v, de W sont linéairement indépendants si la seul combinaison linéaire
a1v1 + - - - + agur qui donne le vecteur nul est la combinaison linéaire triviale :

ap=---=ar=0

e On dit que 'ensemble {vy, ..., v} est une partie libre de W.

Définition 9 Une famille ordonnée de vecteur B = (by,...,b;) de W est une base de W si
c’est une partie libre qui engendre W

17
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Bases canoniques

Le cas de R® La base canonique est

Can = (51, 52, ey 571)

C’est une base car nous avons vu que tout vecteur de R™ s’écrit comme combinaison linéaire des €é;.

Le cas de P, La base canonique est

Can = (1,t,t%,...,t")

Ici aussi tout vecteur de IP,,, i.e. tout polynéme de degré < n s’écrit comme combinaison linéaire
de ces monomes t*, car un tel polynéme est de la forme ag-1+ay-t+---+ ay - t"™.

Le cas de M,,«,(R) La base canonique est

Can = (€11, - +,€1n, €215+, €mly- -+ Cmn)

ol e;; est la matrice constituée de zéros, sauf le coeflicient (,7) qui vaut 1. Dans M3y2(R), la
base canonique est donnée dans cet ordre :

10 01 0 0 00
€11 = 0 0 ,€12 = 0 0 , €29 — 1 0 c..,€32 = 0 0
0 0 0 0 0 0 01

Exemple Soit W le plan dans R? donné par I’équation z+y -+ 2z = 0. L’inconnue z est principale,
les inconnues, ¥y, z sont secondaires et seront nos parametres.

T=—-y—2z

—1 -1
Les vecteurs by = | 1 | et by = [ 0 | forment une base B = (b_i, b;) de W.
0 1

Il n’y a pas de base canonique dans W. Nous avons fait des choix de parametres, Il y a pas
une "norme” pour la base canonique ici.

Exemple 7 Si on considére x,y comme inconnues libres, z en principales, alors on trouve une
autre base :
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Théroéme de la base extraite Soit {vy,...,v;} une famille de vecteurs qui engendrent V.

Théoréme 4 o Sil’'un des vecteurs v; est combinaison linéaire des autres, alors la famille
obtenue en supprimant v; engendre encore V.

o SiV #£{0}, il existe une sous-famille de {vy,...,vx} qui forme une base de V

Preuve (A) pour i = k. On suppose que

Vg = 0qV; + - + Qp_1Vk—1

Puisque la famille {vy,...,v;} engendre V, tout vecteur v € V est combinaison linéaire de v;.

v =101 + -+ Br—1vp—1 + Bruk
= fivr + - + Br—1vk—1 + Br(ivr + -+ + o 1vk—1)
= (81 + Brar)vr + - - + (Br—1 + Brok—1)vk—1

Nous avons montré que v est combinaison linéaire de v1,...,vp_1.

(B) Si la famille est libre on arréte tout, sinon il suffit de prendre notre point (A) et d’enlever un
générateur v; et en enlevant un denouveau et un autre et un autre... jusqu’a que la famille soit
libre. Le processus s’arréte puisque le nombre de vecteur au départ est fini.

Combinéaisons linéaires d’une base Soit V' un espace vectoriel et B = (e; +...,e,) une
base.

Théoréme 5 Tout vecteur x de V' s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
T =x1€] + -+ + Tpen, pour des nombres réels Ty, ..., Ty.

Existence Une base est un systeme de générateurs !
Unicité Si z1e1 + -+ - + xpen, = y1e1 + ... ypen alors,

(xl - y1)61 + (xn - yn)en =0
Une base est libre, ainsi x1 = y1,...,Tn = Yn
Coordonnées

Définition 10 Les composantes ou coordonnées d’un vecteur x dans la base B sont les
coefficients réels x1,...,x, tel que

r=x1€1+---+x€,

1 1 1 1 0
Jaffirme que B = 0 1,1-11,|1 est une base de R3. En effet, | 0 —1 1| est
1 0 1 1 0 1
1
inversible. Le vecteur @ = | 2 | de R? s’exprime comme combinaison linéaire des EZ et on cherche
3

(@)B. On doit résoudre :
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1 1 0|1 1 0 01]0

-1 1|12 |1 =101 0]1

-1 0 1|3 0 0 1|3
0 1
La solution est : (@)= | 1] et (@)can = | 2
3

Comparaison avec R"

Définition 11 Une application linéaire bijective et appelée isomorphisme

Un isomorphisme permet d’identifier la source et le but de cette application linéaire T': V — W.
Les éléments de V et W se correspondent parfaitement, et les opérations de somme et d’action
aussi.

Théoreme 6 Soit V une espace vectoriel et B une base de n vecteurs.
L’application T : V. — R™ définie par T'(z) = (z)g est un isomorphisme.

Démonstration 1 Nous devons prouver quatre points, les deux premiers pour montrer que T
est linéaire, les deux autres pour établir linjectivité, et enfin la surjectivité.

T(Av) = AT (v) pour tout X € Ret tout v e V;

T(v+w)=T(w)+T(w) pour tous v,w € V ;

T(v) =0 = v =0 (critére d’injectivité) ;

e Pour tout b € R™ il existe v € V tel que T(v) = b

Soit donc X € Ret v,w € V' que nous écrivons de maniére unique ! comme v = r1e1 + -+ - + xTpen
et w=uyier + -+ Ynen.

Prouve que le premier point :

T(Av) = T(A(viby + -+ 4+ vpby))
= T(/\Ulbl + -+ )\’Unbn)

)\1)1 vl
=T : =X . | =AT(v)
AUy, ’
Un
Exemple 8 o T : Myx2(R) — R* est un isomorphisme. Pour la base canonique Can =

(e11,€12,€21,€22), on a :

N
e
o
Qo
~_
Il
S
N
o
ST
~_
~—
Q
Q
g
3
|
Qo o
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o T :P3 —R* est un isomorphisme. Pour la base canonique Can = (1,t,t2,t3) on a

T(a+ bt + ct® +dt3) =

QL O R

e Soit W le plan dans R® donné par Uéquation x +y + z = 0 et B la base formée des vecteurs
-1 -1
by=| 1| etbo=| 0] Ona Vapplication T : W — R?
0 1

w — <Z> siw:a‘b_i—i-b‘gg

Base et coordonnées

Définition 12 (pivots) La famille (p,q,r) est une base de Py si et seulement si la matrice
carrée A a trois pivots. Ou A est la matrice d’application avec les vecteurs (p,q,r) fourni
dans la base canonique.

Cardinalité d’une base Pour généraliser ce qu’on a dit avant :

e V/ est un espace vectoriel
e 5= (by,...,b,) une base V

e C=(c1,...,Cn) une famille ordonnée de vecteurs de V.

Théoreme 7 La famille ordonnée de C est une base de V' si et seulement si la matrice
A= ((c1)By.--,(cm)B) @ un pivot dans chaque ligne et chaque colonne.

En particulier A est une matrice carrée (m = n) et inversible

Théoréme 8 Deur bases de V' ont le méme nombre d’éléments

corollaire 2 Si V' admet une base de n vecteurs, alors une famille {v1,...,v} de vecteurs
de V avec k > n est liée.

Définition 13 Soit V' un espace vectoriel et B = (e1,...,eyn) une base. La dimension de V
est n. On note dimV = n.

o dimR" =n
o dimP,=n+1
o Mm x n(R) =mn
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La dimension rappel —_ Mardi 29 octobre 2024 — Cours 13 : Base, noyau, image

Définition 14 Un espace vectoriel V est de dimension nulle si et seulement si V = {0}.

0 est un vecteur linéairement dépendant, il ne peut donc faire partie d’aucune base. La convention
dite auparavant est : Vect{0} = {0}. Ainsi '’ensemble vide est une famille libre de générateur de

{0}.

Théoréme 9 (de la base incompléte) Soit V' un espace vectoriel de dimension n et
{e1,...,er} une famille libre de vecteurs de V. Il existe alors des vecteurs epi1, ..., ey, tels
que (e1,...,ey) forme un base de V.

Attention & ne pas confondre une base et des vecteurs c’est pour ¢a qu’ici on choisit des
parenthese pour une base et des ac 7dallades pour une famille de vecteurs.

preuve Si (eq,...,ex) forme déja une base de V, on s’arréte la.
Sinon il existe un vecteur ey qui n’est pas dans Vect{ey,...,er}. Jaffirme que {ei, ..., ex, exi1}
est libre.

e En effet si ajeq, - -+ ager + agriepr1 = 0 alors a1 = 0 car egy1 n’est pas combinaison

linéaire des autres e; par construction.

e Ainsi ajeq + -+ ager = 0.

Comme la famille de départ est libre, tous les a; sont nuls

On peut donc ajouter e a la famille {eq, ..., ex}

On continue ce processus inductif jusqu’a compter n vecteurs

Exemple 9 Dans May3(R), dim =6 on prend les quatre matrices :

1 00 110 1 00 1 0 0
A_<1 1 O)’B_<0 1 O>’0_<0 1 O)’D_<O -1 0)

Si on écrit ces matrices dans la base canonique de Max3(R),Can et qu’on créer une matrice avec
les lignes de ces vecteurs on a :

2
1
1

— ==
O O = O
oS O O O
o O O
o O O O
OO O =
[ )
S O O O
O R O O

O O =
S O O O

—1

On voit ici qu’il y a deuz vecteurs ne sont pas des colonnes pivots (e13,e23), il ne sont donc pas
combinaison linéaire de A’ ni de A.
Et donc (A, B,C, D, e13,e23) est une base de Max3(R).

On a rajouter ei3 et eog car il ne sont pas combinaison linéaire.
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Deux points de vue sur les bases Soit V' un espace vectoriel de dimension n. Une base est
une famille ordonnée de générateurs libre de V. Nous avons vu que toute base est composée du
méme nombre n de vecteurs.
Critéres

e Une famille libre £ de n vecteurs forme une base de V'

e une famille génératrice G de n vecteurs forme une base de V.
Soit F = {f1,..., fr} une famille génératrice de V et B = (ey,...,e,) une base de V. Pour
extraire une base de F :

e trouver les composantes des f; dans la base B

e Ecrire la matrice F' dont les colonnes sont les (f;)z.

Echelonner F'. (sur les lignes)

Ne garder que les n colonnes pivots de F.

Exemple 10 Extraire de la famille {1 —t,—1+2t2 —t,1+t,t2+ 1} une base de P2. On choisit
la base canonique de P? :

1 —1
(1=ean=|=1|,(-14+t)can=1] 0 |,...et on écrit :
0 1
1 -1 0 11 1 -1 0 11
A=|-1 0 -1 1 0f—1]0 -1 -1 2 1
0 1 1 01 0 0 0 2 2

La prochaine étape apres avoir échelonner et de ne garder que les n colonnes pivots de F', on voit
donc choisir ici 3 vecteurs qui ont chacun un pivot sur une ligne différente, les colonnes 1,2, 4.
Ce qui donne :

B=(1-t1+t1+1)

Attention !, on prend les colonnes qui sont les vecteurs et non directement les valeurs trouvées
lorsqu’on échelonne. on prend les vecteurs qui se trouvaient sur les colonnes 1,2,4.

Comment compléter une base Soit F = {f1,..., fx}une famille libre de V' dont on a une
base (eq,...,ey,). Pour compléter F en une base :
e Trouver les composantes des f; dans la base B.
e Ecrire la matrice F' dont les lignes sont les (f;)5
Echelonner F'. (comme d’habitude)
Ajouter les vecteurs e; pour les valeurs de 7 qui ne son pas des colonnes pivot.

Exemple 11 Compléter la famille {€5 — €1,€3 — €1,€1 — €1} en un base de R*.
-1 0 0 1
1 0 —1
01 -1

-1
A=1]-1 —

= o O

1
0
0

S = O

0
-1 0

On voit qu’il y a pas de pivot sur la derniére colonne.



24 CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIEL

Rappels application linéaires : Soit V' et W deux espaces vectoriels.

Définition 15 (application linéaire) Une application T : V — W est linéaire si

1. T(u+v) =Tu+ Tv pour tous u,v € V.
2. T(aw) = oTv pour tous v € V et a €R

Exemple 12 1. La dérivée D : C*°(R) — C*°(R) des applications co—dérivables est linéaire.
Ici D(f) = f'.
En effet (f+9)'=f+4g et(a-f) =af
2. La dérivée D : P, — P,y est linéaire. Ici D(p) = p'. En particulier D(tF) = kt*~!
On peut prendre cela comme définition et “étendre par linéarité”, c’est a dire définir

D(ant™ + ap—1t"" '+ - + a1t + ag) comme

n-apt” P4 (n—1)ap_1t" 24+ ay

On voit ici que Uapplication D(1) = 0 ce qui signifie plusieurs choses qui sont équivalentes. On
voit en premier lieu que l’application n’est pas injective et ausst que le noyau n’est clairement
pas nul et qu’il est méme de dimension 1 qui est le vecteur des constantes.

Contre exemple :
L’application C : Py — Py définie par

p—p°

n’est pas linéaire. En effet on voit par exemple que :

C(2t) = (2t)* = 4t # 2t> = 2C(t)

Généralement, les applications linéaires n’aiment pas quand on les met au carrées.

Noyau Soit T': V — W une application linéaire.

Définition 16 Le noyau de T est le sous-ensemble KerT = {v € V|Tv = 0}.

Ce qui veut dire que le noyau est le sous-ensemble des vecteurs qui ont pour image le zéro. donc
si on prend par exemple les dérivées, on voit que tout les constantes ont la méme image qui est 0
donc le noyaux de ’application linéaire des dérivées et le vecteur des constantes.

Exemple 13 Soit T : R? — R? la projection orthogonale sur 'aze © = y. On voit que c’est la

droite x on a donc que :
1
2

NI NI
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La matrice de T est donnée par :

N 00| —
\/

Essayons de trouver le noyau :

On a donc fini avec deuzr équation qui sont :

1 1
1 1

On peut déja deviner ici que le noyau ne sera pas l’ensemble vide, on a deux équations identiques
(donc une seule) avec deuz variables, cela veut dire qu’il restera donc une variable libre :

y=y
y=—x
Ce qui donne :
KerT =Vect <_11>
Ce qui si on le voit graphiquement est assez intuitif : Prenons la droite y = —x et y =x on a :
Y _
y=ux
x
y=—1x

On woit que sur chaque point de la droite rouge, si on les raménes sur la droite bleu (en faisant la
projection) il arrive au point (0,0).

Jeudi 31 octobre 2024 — Cours 14 : Noyau, sous-espace, image Le noyau est un

sous-espace

Exemple 14 Soit T : Maxo(R) — R? défini par :

(=60
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On vérifie que T est linéaire. Le noyau de T est un sous-ensemble de Maxo(R). Lequel ¢ C’est le
sous-espace :

KerT = {(8 z>|a,b€R}

Théoréme 10 Soit T : V — W une application linéaire. Alors KerT est un sous-espace de
V.

Preuve

1. 0 € KerT : T(0) = 0 car T est linéaire

2. stabilité de + : Si v,v" € KerT, on montre que v + v € KerT, ce qui donne 0+ 0 =0 (les
images des éléments du noyau sont tous égaux a 0).

3. Stabilité de I'action : comme c’est une application linéaire on peut surtout o de I’application,
on a donc, o - 0 = 0.

Définition 17 Soit T : V. — W wune application linéaire. Alors T est injective si et seulement
st ker T = {0}

Exemple 15 On considére T : R* — R? donné par
1 -1 1 -1
A= <1 1 1 1 >

KerT = KerA = {# € RYA -7 =0}

est la solution générale S du systéeme homogéne donné par A. Si on échelonne la matrice on

obtient :
1 -1 0 O
0O 0 1 -1

S =KerA="Vect{

On a donc que

On en vient a :

0

0
15D

1

OO = =

Les deux vecteurs ici forment une base de KerA.
Juste pour expliquer comme on passe de la matrice a vect, on peut par exemple remetire en
systeme d’équation classique du genre :

r—y+0+0=0
0+04+z—w=0

On voit qu’il y aura deux variables libres, et donc :

T=2x
Y=z
Z=2z

W=z

Voila d’ou vient les deuz vecteurs, un en fonction de x et lautre en fonction de z.
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Définition 18 L’image d’une application linéaire T' : V — W est le sous-ensemble ImT =
{w € Wil existe v eV tel que Tv = w}

Le concept d’image généralise la notion du sous-espace C'ol A engendré par les colonnes d’une
matrice A.

Théoréme 11 Soit T : V — W une application linéaire. Alors ImT est un sous espace de

w.

Preuve On voit d’abord que 0 = T'(0) appartient a 'image. Il reste & montrer la stabilité de
la somme et de I’action. Traitons le cas de la somme. Soient donc w,w’ deux vecteurs de ImT.
Nous devons montrer que w + w’ aussi appartient a ImT.

On sait que w,w’ € ImT, donc il existe v,v" € V tel que T(v) = w et T(v") = w'.
On choisit vo = v + v’ et on calcule par linéarité de T :

T(v2) =T(v+") =T(v) + T(v) =w +w'

Donc, w + w" € ImT (on a le droit de faire tout ¢a parce que T est une application linéaire.
Pour ce qui est de 'action, on peut juste faire le méme procédé et grace au faite que 1" est une
application linéaire, ca marchera aussi.

Soit T : V — W une application linéaire. Alors KerT est un sous-espace de V', mais ImT
est un sous-espace de W. (Attention a ou vit ces ensembles)

Exemple 16 Soit D : P3 — P3 la dérivation, D(p) =p'.
e KerD = {p e P3|p' =0} = {a € Ps3|a € R} (le polynome constants
= Vect{l1}
e ImD = {q € Ps|3p € P3 avec D(p) = q}
= Vect{1,t,t*} C P3

Pour expliquer un peu, on sait que tout les polynémes qui ont que des constantes vont sur 0
donc on prend le vecteur des constantes qui lui nous raméne de toutes les constantes a 0.
De lautre coté, limage reprends tout ce qui arrive de Uautre coté, on voit qu’il y a pas t3
dans ’image, quand on dérive un polynome, il devient de degrés 2. Donc la base de l'image
va, “avec le noyau” et t*
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Méthode de calcul Soit T : R™ — R™ une application linéaire, représentée par une matrice
A € Mpyxn(R).

e Pour calculer le noyau de T on échelonne et réduit la matrice A selon les lignes.

e Pour calculer 'image de T on ne garde que les colonnes-pivotss. Si nécessaire on échelonne
et réduit A selon les colonnes.

espace-colonne On appelle parfois espace-colonne le sous-espcae ColA engendré par les
colonnes de A. Il s’agit donc de ImA

explication de pourquoi ¢a marche Soit A € M,,«,(R) et B la matrice échelonnée associée
(B est juste la matrice échelonnée).

SI une colonne n’a pas de pivot, le systéme AZ = 0 a une infinitén de solutions (les mémes que
Bz = 6), on peut écrire

Les colonnes sans pivot sont combinaison linéaire des autres colonnes.
Les colonnes de A vérifient les mémes relations de dépendance linéaire que celles de B

On peut donc enlever une telle colonne pour engendrer ColA = ImA. Les k colonnes-pivot
restantes de A sont libres puisque la matrice m x k formée de ces k colonnes a k pivots.

Exemple 17 On dont une application linéaire donnée par A tel que :

10 0 -1 10 0 -1
A -1 1 0 0 _ 010 -1
0 -1 1 0 0 01 -1
0 0 -1 1 0 00 O

On voit qu’il y a une colonne sans pivot, donc le noyau a qu’une seule variable libre et donc comme
on avait fait auparavant, on fixe le dernier I’élément, et on voit aussi que chaque T1, T2, x3 sont
égaur a1 (1—1=0—1=1) on trouve que :

KerA =Vect{

T W Gy
——

Rappel critére d’injéctivité (encore) Le critere d’injectivité d’une application linéaire
permet de ramener la démonstration de I'injectivité au calcul du noyau. Le noyau mesure donc le
défaut d’injectivité.

Théoreme 12 Une application linéaire T : V. — W est injective si et seulement si Kerl =

{0}
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Espaces-lignes : LgnA Soit A et B deux matrices de taille m x n On note A ~ B quand elles
sont équivalentes selon les lignes.

Théoreme 13 Si A ~ B alors les lignes de A et B engendrent le méme sous-espace de R™.

Pourquoi ? Les opération élémentaires produisent de nouvelles lignes qui sont combinaison
linéaires des précédentes.

Théoreme 14 Les lignes d’une forme échelonnée de A forment une base du sous-espace
engendré par les lignes de A.

Pourquoi ? Aucune ligne non nulle de la forme échelonnée ne peut étre combinaison linéaire des
autres (a cause de son pivot)

Espaces-colonnes : ColA Soit A une matrice de taille m x n.

Théoréme 15 Les colonnes pivots de A forment une base de ColA = ImA.

Pourquoi ? Si une colonne de A est combinaison linéaire d’autres colonnes, alors la méme
combinaison linéaire se retrouve pour les colonnes d’une matrice B ~ A.

Si B est une forme échelonnée de A, alors les colonnes-picots sont libres et les autres colonnes
sont combinaisons linéaire des colonnes pivots.

Il en va donc de méme pour les colonnes de A.

Mardi 5 novembre 2024 — Cours 15 : Théroéme du rang

remarque Soit A une matrice de taille m x n.
importante

Théoréeme 16 dim ColA = dim LgnA

e Le nombre de lignes linéairement indépendantes est égal
au nombre de lignes contenant un pivot.

e Le nombre de colonnes linéairement indépendantes est
égal au nombre de colonnes contenant un pivot.

e En résumé, dim ColA = dim LgnA car les deux dimen-
sions coincident avec le nombre de pivots.

exemple , . ) 0 0
Le cas d’une matrice 2 x 2. Soit A = 0 ol alors
dim LgnA =0 = dim ColA.
Supposons que A # 0, alors A = Z Z . Si les deux colonnes

sont proportionnelles, dim ColA = 1 On peut supposer que

b Aa
<d> = <)\c> pour une A €R.
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Premier cas : ¢ = 0, aussi A\a = 0 et comme A # 0,
dim LgnA =1 ga la 2° ligne est non nulle.
deuxiéme cas a # 0 @ iz a deux lignes proportionnelles

car (¢ Ac) = $(a Aa). Ici aussi dim LgnA = 1.

Le Théoréme A faire plus tard parce que je sais pas On se rameéne au cas d’'une
du rang application linéaire R™ — R™, représentée par A € M, xn(R).

1. On choisit une base B = (e1,...,e,) de V

2. On consideére la composition suivante

3.

Théoréme 17 théoréme du rang

rangl + dim =

e Grace aux coordonnées on identifie V avec R™ et W avec R™.

Ainsi on identifie T avec une application linéaire S : N — R™.

e Celle-ci est donnée par la multiplication matricielle

7 — AT = S(7)

e dim ker A = nombre de colonnes sans pivot

e dim I/mA = rangA = nombre de colonnes-pivot

e nombre de colonnes-pivot 4+ colonnes sans pivot = n.

Idée de la

preuve

Si dimV = n, dim kerT = k < n car kerT C V.

On choisit une base (ei,...,ex) de kerT. Grace au Théo-
réeme de la base complétée, il existe (exy1,...,e,) tel que
(€1,..., €k, €kil,...,eEn) est une base de V.

Alors {T'(e1),...,T(ex), T(ek+1),---,T(en)} engendrent ImT.
Donc {T'(ex+1,...,1T(en))} engendrent ImT.
Mais T | Vect{eky1,...,en} est injective car NU = {0}. Donc
T(ek+1),---,T(en) sont libres, donc forment une base. Conclu-
sion

RangT =n —k

Définition 19 Soit T : V — W une application linéaire entre espaces
vectoriels de dimension finies.
Le rang de T est la dimension de l'image de T :

rangl’ = dim ImT

Définition 20 Soit A une matrice m x n, représentant une application

linéaire.

Le rang de A est la dimension de l’image de A : rangA = dim ImA.
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Théoréme 18 théoréme du rang

Ezemple

rangT + dim kerT = dim V'

Considérons I’application linéaire T' : Py — R? définie par :

Pour tout polynoéme p de degres < 2.
Nous allons
e Calculer le noyau

e en déduire la dimension de 'image grace au théoreme du
rang, et

e interpréter ce résultat pour conclure que deux zéros d’une
fonction polynomiale de degrés < 2 déterminent le poly-
noéme en question & un facteur pres.

kerT = {p € Po|p(0) =0 =p(1)}
={pePp(t)=a-t-(t—1), pour un a € R}
= Vect{(t — 1)} de dimension 1.

Par le théoréme du rang, rangl + dim = 3 donc rangT =
2 = dimR?.

L’interprétation suit : si p(t) s’annule en 0 et en 1, alors
p(t)=a-t-(t—1) pour a € R.

Critére d’inver- S0it A une matrice carrée de taille n x n. Alors les conditions suivantes sont

sibilité équivalentes :

1. La matrice A est inversible

2. les colonnes de A forment une base de R"™.

3. ImA=R" A est surjective
4. dim ImA = n.

5. rang A=n

6. ker A= {0} A est injective

7. dim ker A = 0.

Ezemple

Pour quelles valeurs du parametre réel a la matrice A suivante
est-elle inversible ?

a 1 1 1 1 1 1 a

1 a 1 1 0 a—1 0 1—a
11a1|7]0 0 a-11-a
1 1 1 a 0 1—-a 1—a 1-—a

(les opérations sont Ly — L —4, L —2— L}, LsL}, Ly —a- L))
Sia—1=0alors a =1 donc :
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rang A =1, dim ker A =3
Si a # 1, on peut diviser chaque ligne par a — 1, on obtient

alors :
1 1 1 a 1 1 1 a
01 0 -1 N 01 0 -1
0 0 a—1 -1 001 -1
01 1 14+a 0 00 a+3

Les opération ici pour passer a la deuxiéme matrice sont (L3 —
Ly — L3) + +

Une application Soit W le sous-espace vectoriel de Msy2(R) des matrices triangulaires supé-

linéaire

Résumé

rieures.
En fait W = Vect{ell, €12, €92 et B= (611, €12, 622) est une base de W.
On considere T : Py — W Dapplication linéaire définie par

En choisissant la base canonique Can = (1,t, tz), on identifie Py avec R? et
en choisissant la base ci-dessus de W on identifie W avec R3 également. Ce
qui nous donne :

1 1
0 = _’1 = (1)C etl — 1 = Wlet(Wl)B = 1
an 0 1
0 1
0 1 _ 1
an 0 2
0 2
0 11 1
0] = _)3 = <t2> ett2 — = Wget(Wg)B =11
an 0 4
1 4
remarque En gros on n’a juste ”skip” a2; parce qu’il valait tout le temps 0.

Mais On aurait pu dire que I’ensemble W est un sous-ensemble
de R* tel que W C R%.

Le théroeme du rang peut nous permettre de faire de grand raccourci lors de
choix multiple.

e Le rang d’une matrice A de taille n X m ne peut pas dépasser n.
RangA +dim =n

e Pour rappel, si on prend une application A : V — W on a que ker A est
dans V et que ImA est dans W.
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Jeudi 7 novembre 2024 — Cours 16 : Matrice d’application linéaire et changement de
base

La matrice e 1 est un espace vectoriel muni d’une base B = (e, ..., ey,),
d’une appli- e W est un espace vectoriel muni d’une base C = (f1,..., fn),
cation linéaire e T:V — W est une application linéaire.

Définition 21 La matrice A de T' (pour ce choiz de bases) est la matrice

(T)% de taille m x n dont les colonnes sont (Te1)q, ..., (Ten)e-

Slogan On place dans les colonnes de (T)% les images des vecteurs de
la base B exprimées en coordonnées dans la base C.
Porposition :

C
(T)(v)s = (Tv)c

Preuve T
Soit ve Vet (v)g=| " |. On calcule :

xn

= A (0)5(T)~ (v) = (Ter)e - Ten)e) (Vg

Par la définition de - :

=x1-T(e1)e+ -+ an-Tlen)e
Linéaire dans la base :

= (z1-T(er) +---+xn-T(en))e
Grace a la linéarité de T :

= (T(z1€1+ -+ znen))e
On sait que (z1e1 + -+ + zpe,) = v et donc :
= (T(v))e

Remarque Lorsque V = R™, W = R™ et que les bases choisies sont
les bases canoniques, la matrice d’'une applicartion linéaire
T : R" — R™ est la matrice de T" au sens du chapitre 1.9.

Ezemple Soit 7 : R* — R? la rotation de centre (0;0) et d’angle Z.
On connait ()5 = <(1] _01> Mais, si on choisit la base

canonique pour I’espace vectoriel de départ R?, et & arrivée
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la nouvelle base C donnée par :

- 0\ » -1
f1=<1> f2=<0>
r(@) = fi et () = fa

(1 = (é ﬁ’) =

On voit ici qu’on perd trop d’information lorsqu’on permet de
choisir des base arbitraires au départ et a ’arrivée.

La seule information qui reste est le rang de ’application
linéaire : deux matrice de méme taille et de méme rang repré-
sentent la méme application linéaire.

Définition 22 c’est pas une définition Pour étudier des
applications linéaire T : V toV nous choisirons une seule
base de V', la méme pour ’espace vectoriel de départ et
d’arrivée.

Changement de e V est un espace vectoriel,

base o B=(ey,..
o C=(f1,--

., en) est une base V,

'7f’n)

Définition 23 La matrice de Changement de base de B vers C est la
matrice (IdB)% de taille n x n donc les colonnes sont (e1)e, ..., (en)e

La matrice de changement de base est don la matrice de 'application llinéaire
identité,m mais pour des choix différent en général de base au départ et a
Varrivée. Ici Idy (e;) = e;.

La matrice de changement de base permet de calculer les coordonnées dans
la nouvelle base C si on connait celles dans I’ancienne base B.

Théoréme 19

exemple

(T)(v) = (T)e

On fait juste quelque exemple de changement de base :

o= () ) o= (0)-()

P = (Id)%(m - ((b_i)Can (b;)cm) - (1 _11>
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Plus dur : Q = (Id)5, = (

= _/Can
Ore‘i:%1+%bgete§:

can
pond a la compostion P - Q etc..

Iei Q = P71, (Id)B = ((Ial)CB‘m))*1 Car la mult. mat. corres-

La composition Soit U un espace vectoriel minus d’une base B
Soit V' un espace vectoriel munis d’une base C, et

soit W un espave vectoriel munis d’une base D

Ll

Soit S : U — V une application linéaire, et
5. Soit T': V' — W une application linéaire.

Proposition
Les matrices (T 0 S)3 et (T)% - (S)5 sont égales.
| Preuve A faire plus tard méme si pas voila
Ezemple Sois h une homothétie de rapport 3 dans R? et p la projection

orthogonlae sur le plan 7 d’équation
r+y+2=0
T=poh
Can

Dans la base canonoique Can la matrice H = (h)ger est diago-
nale avec des 3 dans la diagonale. Pour trouver la matrice P
de p, dans Can on calcule les projections des vecteurs de cette
base.

Il existe @ L 7 tel que p(é1) + 4 = €3

1
U =al|l]| Pour toutax € R
1

1 1«
Doncp(éi) =éi —a|l| =] -al en
1 -
Donc ce vecteur vérifie x +y+ 2 =0 :
1

l-a)—a—a=0, a=-
(a)aa,a3

2 1 .
3 -3 _1
Et p(é1) = —% de méme p(€3) = % ,p(é3) = —2
1 2
. 1 2
Et donc la matrice est donnée par :
2 _1 _1
(pyeon — | 1 20 7
can ~— ? 31 23
3 3 3
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2 -1 -1
La matrice A = (F)¢% =P-H=---=|[-1 2 -1
-1 -1 2
Peut étre juste pour expliquer ce qui se passe, On a trouver
la matrice de p qui est la projection orthogonale sur le plan 7
ET ENSUITE, fais grandir le vecteur d'un facteur trois, (c’est
un peu du hasard que ca fait tout propre)
1
Lerangde Aest2car | 1 | € ker A. Et on voit que rang A > 1
1
car les lignes ne sont pas proportionnelles (et par le théoréme
du rang) Si on prend la base de m donnée par

B= ((‘f) (a faire))

base, rappel e B =(ey,...,e,) est une base de V
e C=(f1,...,[fn) est une base de V'

Changement de e V est un espace vectoriel

Définition 24 La matrice de changement de base de B vers C est la
matrice (Idy,); de taille n x n dont les colonnes sont

—1
Inverse de ((Idv)%) _ (Idv)g
changement
de base
Ezemple On considére les base B = (b_i, b_é) et C = (c1,¢3) de R? ou

i-(F)a ()= ()= ()

On écrit la matrice comme ce qu’on faisait pour trouver I'in-
verse d'une matrice : A trouver comme faire mais en gros :

11| -1 1
2 1 | 8 -7

Mardi 12 novembre 2024 — Cours 18 : Changement de base

Rappels : chan- Soit V' un espace vectoriel de dimension n :
gement de base 1. Soit B = (ey,...,e,) une base. On peut alors écrire un vecteur x € V
en coorodnnées (x)g, ol & = €121 + -+ + €Tn.
2. Soit C = (f1,..., fn) une autre base. On peut alors écrire un vecteur
x € V en coordonnées ()¢
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3. Pour passer de (z)p & ()¢, on utilise la matrice de changement de base
P = (Id)$ donc les colonnes sont (e;)c.
Alors

4. La matrice de changement de base inverse Q = (id)5 = P~1

Exemple On travaille dans 'espace vectoriel W des matrices symétriue
de taille 22 (tel que A = A?). Ainsi :

Wz{(a b>|a,b,c€R}
b c

On considere deux base B = (B1, Be, B3) et C = (C1,C2,C3) :
1 0 01 0 0
o= (5 0)-6 )
o ([t o) (-1 0) (01
—\\o 1)7{0 1)°\1 0

C1 =By + B3,0y = —B1 + B3,C3 = By

Si on exprime donc les colonnes de C' en fonction de B on a :

1 -1 0
(C1)B(C)B(C3)p) = |0 0 1| =(Id)f=P
1 1 0
On a aussi linfo que (Id)§ = P~! qui se calcule avec la
méthode de Gauss :
110100
0010710
1101] 001

Double change- Soient B,C et D trois base de V.
ment de base

(Id)E (Id) = (Id)g

Preuve La composition (V,B) — (V,C) — (V,D) est l'identité. La
multiplication matricielle correspond a la composition.

Diagonalisation SOlt T:V —V une application linéaire

Objectif Trouver une base B de V telle que (T)lg soit facilement com-
préhensible
ezemple Soit f : R? — R3 I'application linéaire donnée par :
T —y+z
flyl=1-32—-2y+3z
z —2x — 2y + 3z
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Alors :
0o -1 1
A=(Dim={-3 -2 3
-2 -2 3

On voit ici que certains vecteurs sont fixés par f alors que
d’autres sont renversés (je dis on voit dans le sens on peut le
voir, pas en mode c’est obvious).

Autrement dit :

1. 1l existe des vecteurs & € R3 tel que AT = &
2. 1l existe des vecteurs & € R3 tel que AZ = —&

1. On choisit ¥ € R3 tel que f(#) =7 < AT =T < AT =
L%

(A—I)Z =0 7 € ker(A — I)

Calculons ce noyau :

1 -1 1 11 -1
(A-L)=|[-3 =3 3| =]0 0 0
—2 -2 2 00 0

2. On chercher # € R? tel que f(Z) =
I, 7 & AT+ i =0 & (A+ )T =
ker(A + Ip)

On chercher donc ce noyau :

1 -11 10 —3
A+I3=|-3 -1 3| =0 1 —3
-2 -2 4 0 0 0
Donc, ker(A + I3) est la droite
3 1
D =Vect{ |3 = Vects | 3 = Vect{bs}
1 2

3. Au final on a trouvé trois vecteurs linéairement indépen-
dant (& vérifier dans le prochain cours) on a 3 vecteurs
qui forme une base ;

B= (b}, by, b;,) dans R3

On a vu que f(by) = by, f(b2) = by, f(b3) = —bs
1 0 0

(Neen =4 (NE={0 1 0

00 -1

f est la symmétrie qui fixe W dans la direction D.



La matrice de f dans la base nouvelle B est diagonale!

1. Elle est plus parlante géométriquement

2. Elle est plus facile & manipuler algébriquement, par
exemple pour calculer ses puissances.

Remarque Juste pour que ce soit clair de comment on a trouver la droite
personnelle on a juste "reécris” en mode systeme et on arrive a trouver
donc que un systeme d’équation qui est une droite.
On verra plus tard que ces vecteurs sont en fait les vecteurs
propres.

Valeurs propres Soit A une matrice carrée de taille n x n
et vecteurs

propres Définition 25 Un vecteur non nul & de R™ est un vecteur propre de A

s’il existe un nombre \ tel que AT = AZ. On appelle alors \ une valeur
propre de A. L’espace propre E) est formé de TOUS les vecteurs & tels
que AZ = \T

ATTENTION Pour tout A € R on a A0 = A0. Il est crucial de demander que
Z soit non nul! Une valeur propre est une denrée rare! Par
contre 0 € F).

Définition 26 Soit T : V — V une application linéaire. Un vecteur non
nul x € V' est un vecteur propre de T si T'(z) = Az

Comparaison  S0it V un espace vectoriel et B une base. Soit T : V — V une
application linéaire.
Soit A = (T)g la matrice T' dans la base B

Chapitre 5

Valeurs propres et vecteurs
propres

Proposition Une vecteur x est un vecteur propre de 1" pour la valeur propre
A si et seulement si (z)p est un vecteur propre de A pour la
meéme valeur propre .

Preuve Az)s = (D)E(2)p = (T(2))5
Ainsi T'(x) = Az si et seulement si A(x)p = A(z)B

39
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Ezemple Soit T': P; — P; Papplication linéaire définie par :
T(a+bt) = —a+ 3b+ (2a + 4b)t
Si on prend comme base Can = {1,t}, on a

T(1) = —1+ 2t
T(t) = 3 + 4t

Ce qui donne comme matrice :

Can __ -1 3 _
(T)Cam_<2 4 =A

On observe, avec un peu de change que :

A+2I = ( ) est de rang 1

1 3
2 6
A + 215 a un noyau non nul, de dim1 (Théoréeme du rang)

donné par Vect{ <_13> }

. -3
Ainsi, 1 est un  vecteur propre de A

-3 -3
—3 4t est bien un vecteur propre de 7.
Essayons de voir ce qui se passe avec la nouvelle base :

B = {—3 +t,t} = {pl,pg} de Pl

T(pl) = —2p T(t) =3+4t = —(—3+t)+5't = —1p1+5p2
(T)g = <_02 _51> =B Pas encore diagonale, mais triangu

Cela nous aise a voir que 5 est aussi une valeur propre car

Ker(B — 513) = Ker <_07 _01> = Vect{ (;;) }

Ainsi, est un vecteur propre de B, la matrice de T" dans

-1
7
la base B, le det dans la base B, donc —1py + 7 - ps = 3 + 6t
est un vecteur propre de T

Mais alors 1 + 2t est aussi un vecteur propre de T'.

On choisit C = (—3+t, 1+2t) = (q1, g2)m composée de vecteurs
propres tel que T'(q1) = —2q1 et T(q2) =5 qo.

Si on écrit maintenant notre matrice dans la nouvelle base

créée :
-2 0
C _
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et noyau
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T(q)=-2-q
T(g2) =5 ¢

Ce qui implique que :

Proposition proposition 1 Un nombre A est valeur propre de A si et
seulement si le noyau de A — M\, est non nul.
Preuve Si A est valeur propre de A, il existe un vecteur non nul Z tel

que AZ = A\Z. Autrement dit :
0= AT — \¥ = AT — \[,7 = (A — \I,,)@

Par distributivité de la multiplication matricielle. Ainsi un vec-
teur propre est une solution non nulle de ’équation homogene
(A — \I,,)Z = 0. En conclusion un vecteur propre existe pour
A si et seulement si Ker(A — AI,,) est non nul.

Mercredi 13 novembre 2024 — Cours 19 : Valeur propre

Rappels sur les On traite le cas d’une application linéaire T': V' — V (aussi appelé endomor-
espaces propres phisme car la source et le but de T’ co'incident).

Proposition

Valeurs propres
et noyaux

Définition 27 Un vecteur non nul x € V' est un vecteur propre de T
s’il existe un nombre réel A tel que T'(x) = Az. On appelle alors \ une
valeur propre

Si A est une valeur propre, 'espace propre E) est le sous-espace de ker(T'—\Id).

o} hercher une valeur propre A de la matrice A € M, (R) revient
a chercher un nombre A tel que Ker(A — AI,) est de dimension
> 1.

Par le Théoréeme du rang, ceci revient a chercher \ avec
rang(A — A,) < n, ou encore A — \I,, non inversible.

Ezemple i
. . cosa —sina
La matrice de rotation R, = ) le nombre
sina cosa

A est valeur propre de R, si et seulement si : R, — Ao =
(cosa -\ —sina

. n’a pas d’inverse. On sait donc qu’une
sin « cosa — A
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La valeur

propre nulle

Ezemple

Proposition

Ezemple

CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIEL

matrice n’est pas inversible lorsque sont déterminant est égal
a0:
On a donc le déterminant qui est donnée par :
0= (cosa — \)? +sin «

=cos’a—2 cosa + A +sina =0

=X —2cosar+1
On peut donc faire le delta ce qui nous donne trois cas de
figure

e Casl:sicosa==41,a=0o0ua=m7x

M2 +1=0—

Un vecteur propre doit étre non nul, mais zéro peut étre une
valeur propre.

-1 1

0

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les coeffi-
cients diagonaux.

. 1 - .
La matrice < ) admet 0 comme valeur propre puisque :

-5 -1 7 11
. 0 -5 1 0 .
Soit A = 0 0 0 -3 Le rang de cette matrice nous
0O 0 0 12

donne une indication sur une valeur propre évidente :

1. rangA = 3 < 4, dimker A = 1 par le théoréme du rang,
0 est valeur propre et Ey = ker A.

2. 12 est valeur propre de A, car la 4°¢ ligne de A — 121y,
donc rang(A — 1214) = 3, ici :

dimker(A — 1214) = 1 = dim E9

3. 5 est valeur propre,

0 -1 7 11
A—(=5)Iy = 8 8 ;‘) _03 est de rang 3
0 0 0 17

Es = ker(A — (=5)14) est de dim 1.
Attention! —5 apparait deux fois dans la diagonale,
c’est une valeur propre "double”. Mais dim E_5 =1



43

Vecteur e Soit v] un vecteur propre de la matrice carrée A. Alors la famille {v7}
propres libres, est libre car un vecteur propre est non nul.
lescasn =1,2 e Soit v1,v5 deux vecteurs proprews de la matrice carrée A pour des

valeurs propres A; et Ag difflrentes. Alors la famille {07, v3} est libre.

On a donc que A - 0] = A7 et A-v5 = A3,
Si v1 = avy Alors :

S A=A
Vecteurs Théoréme 20 Soit A1, ..., A\ des valeurs propres distinctes et v1, . .., U
propres libres des vecteurs propres d’une matrice carrée A (pour chacune de ces valeurs
propres). Alors la famille {vi,...,v;} est libre.
Preuve Par récurrence sur k. Si k = 1 le résultat a déja été prouvé

juste au dessus.
Supposons que k > 1 et que le résultat est vrai pour moins de
k vecteurs. Supposons que :

a1V + - F QU1 + QUL =

Nous devons montrer que tous les scalaires ag, ..., a; soient
nuls.

Reprenons : a0 + -+ + ap_1vp21 + v, = 0 Alors :

0= A(a1v1 + -+ + agVg) = a1 A0 + -+ + ap_1 Avg 1 + o Avg,

=
Le polynéme Un nombre A est une valeur propre de A si et seulement si la matrice A— n’est
caractéristique Das inversible. Or une matrice est inversible si et seulement si son déterminant

est non nul.

Théoréme 21 Un nombre A\ est valeur propre de A si et seulement si
det(A —AI) =0.

Définition 28 Soit A une matrice n X n. Le polynome caractéristique
de A est cg(t) = det(A — t1y).

Une valeur propre est une racine de c4(t). Sa multiplicité en tant que racine

est appelée multiplicité algébrique
Ezemple 0 1
Soit A = 1 o) quelles sont ses valeurs propres ?

A transforme €1 en €3 et €5 en €1. On reconnait ici la symétrie
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axiale d’axe = y dans R?

Calculons algébriquement les valeurs propres.

Les valeurs propres sont les racines du polynoéme caractéris-
tique :

Calt) = |A— —th] =

‘—1t 1 =2 —1=(t-1)(t+1)

—t

Les racines sont 1 et —1, de multiplicité algébrique de 1 cha-
cune.
Cherchons dorénavant les espaces des valeurs propres :

o By =ker(A — I) = ker (—11 _11> _ Vect{ G)}
o By =ker(A— (1)) = ker(i i) = Vect{ <_11>}

Ainsi on voit que Fj est 'axe de symmétrique (x = y) et que
E_1 est perpendiculaire (x = —y)

On choisit maintenant B = (G), <_11>> = (b_{, b_é) comme

base de R2.

Alors si S : R? — R? tel que (S)ggz =A= <(1) (1)>7 Alors,

puisque s(by) = by, s(by) = —ba,

<S>S<§) _01>

On voit ici qu’il y a les valeurs propres dans la diagonale, on
identifie immédiatement une droite fixé.

La multiplicité La multiplicité algébrique d’une valeur propre est sa multiplicé en tant que
algébrique racin du polynoéme caractéristique.

Ezemple

remarque

personnelle

Soit A € Ms5x5(R) et supposons que

e cA(t) = t3(t + 3)2. Alors on voit qu’il a une multiplicité
algébrique de 5.
o ca(t) = (12 4+ 1)%(t — 2). Alors

Dan tous le cas il y a autant de valeurs propres. en comptant
leur mulitplicité algébrique, que de colonnes dans la matrice,
ici 5.

On le voit en faisant le déterminant avec les matrices 3 x 3 et

la regle de Sarrus, on multiplie tout les polynémes (a; — \)
ensemble ce qui créer le polynéme avec le degres le plus haut.
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multiplicité Définition 29 La multiplicité géométrique d’une valeur
geéometrique propre A est la dimension de l’espace propre E).
Matrice sem- Deux matrice A et B de taille n x n sont semblblaes si elles représentent la
blables méme application linéaire, mais pour des choix de bases différentes. Concré-

tement, si T : V — V et B,C sont deux bases de V, alors (T)g et (T)$ sont
semblable. Or, si P = (Id)% est la matrice inversible de changement de base,

alors :
P7'BP = (Id)¢(T)e¢(1d)g = (T)g = A

Définition 30 Deux matrices carrées A et B de taille n X n sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P de taille n x n telle que

A=P'BP

Exemple La symétrie axiale S par rapport a la droite x = y. Nous avons
vu que

0 1 1 0

_ Can __ ~ _ B _

A= (S)Can - (1 0> ~ (0 _1) - (S)B =B

Les matrices de changement de base sont : P = (Id)§" =

11 . 411
(1 _1> et P~ (Id>Can_2<1 _1)

Pour vérifier il suffit de recalculer P~ - A - P pour que se soit

égal a B.
Similitude et Théoréme 22 Deux matrices semblables ont le méme polynome carac-
valeurs propres téristique. Elles ont donc en particulier les mémes valeurs propres.
Preuve Soit A et B deux matrice non semblables. C’est a dire, il existe

une matrice inversible P, de taille n x n telles que PAP~! = B.

Cp(t) = Cpap-1(t) = det(PAP™' —t-1,)
= det(PAP™ ' —t.p.- P}
= det(P) - det(A —t - I,) - det(P1)
det(P) det(A—t-1I,)
det(P)
= Ca(t)

=det(A—t-1,)

Remarque Deux matrices ayant les mémes valeurs propres ne sont pas
semblables en général.

G )o-(e)
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Polynéme ca-
ractéristique

Similitude

CHAPITRE 4. ESPACE VECTORIEL

La seule valeur propre de A et de B est 5, de multiplicité
algébrique 2 car c4(t) = (t — 5)? = cp(t). Mais :

A#%B

Mardi 19 novembre 2024 — Cours 19 : Polymo6me caractéristique

Définition 31 Soit A une matrice n X n. Le polynome caractéristique

de A est :

ca(t) = det(A —tI,)

Théoréme 23 Une nombre \ est valeur propre de A si et seulement si
c’est une racine de ca(t), i.e det(A — \I,) = 0.

Sa multiplicité en tant que racine est appelée multiplicité algébrique.

Définition 32 Soit \ une valeur propre de A. La multiplicité géométrique
de X\ est dimker(A — AI,,).

Définition 33 Deuxr matrices carrées A et B de taille n X n sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P de taille n x n telle que :

A= P 'BP

On note A ~ B.

Théoréme 24 Deux matrices semblables ont le méme polynome carac-
téristique. Elles ont donc en particulier les mémes valeurs propres.

Remarque

personnelle

Ezemple

La réciproque est fausse, puisque la matrice nulle n’est sem-

blable qu’a elle-méme, mais la matrice (8 é) a également t2

comme polyndéme caractéristique.

Deux matrices ayant les mémes valeurs propres ne sont pas
semblables en général. La matrice A est un bloc de jordan :

() et

La seule valeur propre de A et de B est 5, de multiplicité
algébrique 2 car ca(t) = (t — 5)% = cp(t). Mais :

A% B

Si on développe tout ¢a on a

P.-B-P'=P.(5I)-P'=5P-1,-P'=5I,=B
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La multiplicité géométrique de 5 est 1 pour la matrice A, mais

2 pour B.
Les relations ~ 1. Deux matrice A et B de M, «,(R) sont équivalents selon les lignes et
et = les colonnes s’il existe des opérations élémentaires sur les lignes et les

colonnes qui transforment A en B.

2. Or, effectuer des opérations sur les lignes de A revient & multiplier A a
gauche par une matrice inversibles P ;

3. Et effectuer des opérations sur les colonnes de A revient a multiplier A
a droite par une matrice inversible Q.

Définition 34 Les matrices A et B sont équivalentes s’il existe deux
matrices inversibles P et Q) telles que

PAQ =B
On le note :
A~B
Remarque On voit ici que si deux matrices sont semblable, elles sont
équivalents :
Ax~B — A~ B
Calcul de poly- 4 0 —1
noéme caracté- Soit A = | —1 0 4 | on calcule avec la regle de Sarrus le polynéme
ristique 0 2 3
caractéristique :
4—t 0 —1
—1 —t 4 |=-+T*—4t-30
0 2 3—-t

On nous calcule directement les racines qui sont : 5,1 £ /7.

Diagonalisation Définition 35 Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a
une matrice diagonale, i.e il existe P inversible telle que P~'AP est
diagonale.

Théoréeme 25 Une matrice A de taille n X n est diagonalisable si et
seulement si il existe une base B de R™ formée de vecteurs propres de A.

Observations 1. Les colonnes de la matrice de changement de base P =
(Id)%™ sont les vectuers propres de la base B.
2. A = PDP! et D est diagonale, les valeurs propre
AL, .-, Ap de A se trouvent dans la diagonale, dans
I’ordre choisi pour construire la base.
3. Le déterminant de A est le produit des caleurs propres
(avec multiplicité).
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Ezxemple

Quizz du début

Niveau 1

Niveau 2
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En effet :

det A = det(PDP~!) = det Pdet D det(P™1)
:detD:>\1'>\2"-)\n

Soit T : Maya(R) — Mayxo(R) D'application linéaire définie

par :
T a by [a+d b—c
c d)] \e—b a+d

On commence par écrire la matrice T' dans la base canonique
(je vais pas faire la suite par flemme mais on connait déja)

Jeudi 21 novembre 2024 — Cours 20 : Diagonalisation

On consideére Py la ban canonique Can = (1,t,t2) et la base
B=(1,1+t1+t+t?). Alors la matrice de changement de
base P = (Id)%™ est :

1 00
ea)|l 1 0
111
1 -1 0
eb) {0 1 —1
0 1
1 11
ec) [0 1 1
0 01

e d) Aucune, B, n’est pas une base!

Ici la question au beaucoup plus triviale que ca en a lair, la
question est comme écrire la base B dans la base canonique, on
voit tres bien que la base canonique, c’est las base canonique
ce qui nous suffit donc juste d’écrire chaque vecteurs dans une
colonne, ce qui donne (¢) comme réponse.

On consideére dans Msy3(R) le sous-espace W enfendré par les

: (1 -1 0 (-1 0 1
matmcesA-(l 0 _1> etB-(O 1 1).

On choisit deux base W. la base B = (A, B) et la base :

([ ()

Alors, la matrice de changement de base P = (Id) est :

*a) §<21 _21>
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<o} )
o d) (_21 _21>

On a ici deux moyen de faire le premier qui est brute force est
de juste écrire les matrices de B dans la base C c’est a dire,
(Id)% = ((A)c(B)c) 11 faut donc écrire la matrice

1 -1 ] 1 -1

_12 _21 ; -1 (1) 1 0 | 2/3 —1/3
> 1] 1 o™ 0 1 | 1/3 2/3
a0 4
1 1 | -1 1

La deuxiéme fagon est de voir que la matrice de changement
deCaBestjuste C=2-A+Bet D =A+2-B il suffit
juste de faire I'inverse de cette matrice pour trouver la matrice
qu’on chercher.

Définition 36 Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a
une matrice diagonale, i.e il existe P inversible telle que P~'AP est
diagonale.

Théoréme 26 Une matrice A de taille n X n est diagonalisable si et
seulement si il existe une base B de R™ formée de vecteurs propres de A.

Observations ~ Soit A la matrice d’une application linéaire 1" exprimée dans la
base canonique, A = (T’ )ggz Soit D la matrice de T exprimée

dans une base B, de sorte que D = (T )g est diagonale.

1. Les colonnes de la matrice de changement de base

Ezemple Soit T : Maya(R) — Mayo(R) I'application linéaire définie

par :
(@ b\ _ (a+d b—c
c d] \c—b a+d

On commence par écrire la matrice e T" dans la base canonique.
Cette matrice a donc une taille 4 x 4 car on a 4 vecteurs qui
ont 4 composantes. Faisons ’application de chacun de ces 4
vecteurs.
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1
10 10 10 0
T(e11) = T(o o) - <o 1) et <0 1) o
Can
1
e Ce qui donne si on réecris tout :
1 0 1
_mCan |01 =10
A= (T)Can 0 —1 1 0
1 0 0 1
On va maintenant calculer le polynéme caractéristique :
1—-t 0 0 1
0 1-t -1 0 La+L
cat) = 0 -1 1-t 0 SLatLs
1 0 0 1-—t
1—-t 0 0 1
0o 1—-t -1 0
0 —t —t 0 “lin.de]| t (2 -
2—t 0 0 2—t¢
18t 12t —01 (1) 2-t -1 0
t) 0 1 -1 =t-(2—-¢t)-tf 0 -1 0

On voit ici qu’il y a deux solutions, 0, 2, mult(0) = 2, mult(2) =
2. On va donc chercher leur espaces propres :

-1 0

0 1

Ey=ker(A—0-1;) =ker A= Vect o'l

1 0

-1 0 0 1

0O -1 -1 0

o Fy = ker(A — 2I4) = ker 0 1 -1 ol on

1 0 0 1

voit que les deux dernieére lignes s’enléve lorsqu’on
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échelonne ce qui donnt que le rang de cette matrice est 2 :

Ey =Vect

Nos 4 vecteurs propres de A forment une base de R* qui permet
de diagonaliser A. Pour diagonaliser T', on choisit une base de
Ms,2(R) qui est donc nos 4 vecteurs retransformé en matrice :

= ((FDC 06 )

On a donc si on récrit nos application 7' dans la base B :

(1 =

o O o o
o O o o
o N O O
N O OO

On met dans cet ordre parce qu’on a mis dans le méme ordre
dans la base B

Premier critere Théoreme 27 Soit A une matrice de taille n X n ayant n valeurs propres

de diagonalisa- distinctes. Alors A est diagonalisable.
tion
Preuve Pour chaque valeur prorpe on a un vecteur propre. Ces n
vecteurs sont libre et forment alors une base de R™.
Remarque La réciproque est fausse, il existe bien comme dans
I’exemple précédent on a que deux valeurs propres mais
la matrice est quand méme diagonalisable, il faudra check
si leur espace propre respectifs matche leur multiplicité
géométrique.
Proposition Soient A\ et p deux valeurs propres distinctes de A. Alors
ExNE, = {0}
| Preuve Soit # € ExN E,, Alors, A7 = pui. comme p # ), alors ¥ = 0
Remarque Les espaces propres F) et E, forment une sommes direct
E\® EM
Mutlitplicité
Proposition

Théoréme 28 Soit A une valeur propre de A. Alors 1 <
dim Ey < mult()\)
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On le voit assez bien que la dimension de ’espace ne peut pas
étre plus grand que la multiplicité algébrique

Critére de dia- Pour pouvoir diagonaliser, il faut qu’il y ait assez de valeurs propres réelles et
gonalisation assez de vecteurs propres.

Théoréme 29 Une matrice A est diagonalisable (sur R) si et seulement

81 !

1. Le polynome caractéristique est scindé : il se décompose en produit
de facteur (A —t) avec des A € R.

2. Pour tout A\, on a dim Ey = mult()\)

Si A est diagonalisable, on forme une base de vecteurs propres en réunis-
sant les vecteurs de base de chaque espace propre.

On voit ici que si on aurait que la dimension d’un espace propre était
plus petit que le nombre de fois que la valeur propre soit solution, on
aurait comme la base des vecteurs manque un ou plusieurs vecteurs pour
pouvoir étre de méme taille que la matrice de base ce qui est absurde.

Petit exemple
qui peut ser-
vir lors de
petite ques-

tion

. B =

1 e
1. A= ( 0 ) on a donc son polynéme caractéristique

-1 0
qui est
-t 1

2
= 1
1 ¢ t* +

On voit bien ici qu’on ne trouve pas de racine et que
dong, elle est irréductible sur R. Comme A n’a pas assez
de valeurs propres réelles, A n’est pas diagonalisable sur
R.

Néanmoins, sur C, on a t2 +1 = (¢t —i)(t + 1), A est
diagonalisable.

3 2

0 3) P
propres A = 3, mult(3) = 2.

On va donc chercher sont espace propres pour checker si
¢a matche :

(t) = (t — 3)%. Il y a assez de valeurs

Es = ker(B — 312) = ker (0 2)
0 0
On voit bien ici que la dimension de cet espace est de 1,
dim F3 = 1 (grace au théroeme du rang)
On voit donc qu’il n’y a pas assez de vecteurs propres,
B n’est pas diagonalisable ni sur R, ni sur C
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Les corps

Les corps

Jusqu’ici nous avons développé des méthodes qui permettent de travailler
avec des matrices a coeflicients dans Ret nous avons aussi constaté que cela
fonctionne dans Q. Il y a beaucoup d’autre corps de nombres! Vous connaissez
bien siir les nombres complexes, C, et on pourrait refaire la théorie de la
diagonalisation sur les complexes, nous en verrons d’autres.

Définition 37 Un corps K est un ensemble muni d’une addition +
et d’une multiplication - pour lesquelles les regles de calcul "usuelles”
s’appliquent.

Plus précisément on demande que :
1. (K, +) est un groupe abélien : il vérifie les axiomes d’associativité, de
commutativité, il y a un élément neutre 0 et chaque nombre z admet
un opposé —zx.

2. Le produit est associatif, commutatif, il existe un élément neutre 1 et

chaque nombre (z # 0) admet un inverse z .

3. La multiplication est distributive par rapport a l’addition :

x(y+z2) =xy+ zyva,y,z € K
Ezemple Soit Fo = {0,1}. On définit somme et produit par les tables :

[ [lof1]

0
1

0 1
1 0
- [oft]
0 1
1 1

[en) New]

La symmétrie des tableaux montre la commutativité des
opérations. Pour + la ligne 0 montre que c’est un éléments
neutre et pour - c’est celle de 1 qui le prouve.

93
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Application : Le
code de Ham-
ming

Le corps des
nombre

Les matrice de
taille 2 x 2

Sous-anneaux
des matrice de
taille 2 x 2

CHAPITRE 6. LES CORPS

Petit remarque vite fait, On voit que ce corps est le plus
petit possible parce qu’il y a seulement 2 éléments.

En 1946 l'ingénieur Hamming invente le premier code autocorrecteur pour
ordinateurs a cartes perforées.
Son idée est d’ajouter a chaque mot de 4 bits didsdsdy dans (IF}g)Eé un mot
de 3 bits de contrdle formé par les sommes dans Fy :

e di+do+dy

o di+ds+dy

e do+d3+dy
On utilise 16 signes comme alphabet de base : 0000, 0001, ...,1110,1111. On

visualise les bits de controles pq, ps, p3 comme suit :

apres

En gros les matrices de taille 2 x 2 ne forment pas un corps. Néanmoins il
existe des sous-ensebmle de Mayo(R) qui sont des corps :

1. Soit S = {A € Max2(R)|A est scalaire}. Alors S fun corps pour la
somme et le produit de maitrces. En fait 'application f : R — S définie
par f(a) = aly est un isomorphisme qui identidie S avec le corps des
nombres réels.

2. Soit M = {A € M2><2(R)‘a11 = a92 et ajg = agl}. Alors M forme un

corps.
M:{(a b>|a,beR}
—b a

0 0\ ., .
1. A part <O 0), élément neutre pour ¢, toutes les matrices ont un

On a en premier lieu :

b
inverse : det (_ab a) =a?2+ b2 >0 et ce det = 0 si et seulement si

a=b=0.
2. Dans M la multiplication est commutative,

a b c d\ [ ac—bd ad+bc\ [c d a b
—b a)\—=d ¢] \=bc—ad —-bd+ac] \—=d c/\=b a

Conclusion : (M, +,-) est un corps. En fait on a un isomorphisme

f:C— M tel que
a+bi—><a b)
—b a
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Comme pour Fx = {0,1} on peut considérer I’ensemble des nombres entiers
{0,1,2...,n—1}.

Mardi 26 novembre 2024 — Cours 21 : Corps et diagonalisation

Arithmétique
modulaire

Le corps F,

Comme pour Fyx = {0,1} on peut considérer I’ensemble des nombres entiers
{0,1,2,...,n}.

On regarde ces nombres comme tous les restes possible de la division par n,
ce qui nous permet de définir une somme et un produit en calculant dans Z,
mais en gardant que le reste de la division. Ainsi :

1. Dans {0,1,2} on calcule 2+2 =1

2. Dans {0, 1,2} on calcule 23 = 2
3. Dans {0,1,2,3,4} on calcule 3-4 =2
4. Dans {0,1,2,3,4} on calcule 1 —4 =2
5. Dans {0,1,2,3,...,10,11} on calcule 10-6 =0
Proposition Théoréme 30 Proposition Lorsque m n’est pas un
nombre premier les opérations définies ci-dessus ne forment
pas un corps.
Preuve Comme n n’est pas premier, n = a - b pour 1 < a,b < n. Ainsi
le nouveau produit a - b est nul. Alors a ne peut pas avoir
d’inverse car sinon b=1-b=a"'-0=0.

Théoreme 31 lorsque p est un nombre premier les opérations définies
ci-dessus forment un corps IF,.

Les seules propriétés qui ne découlent pas de celle de la somme et du produit
dans 7Z sont 'existence d’opposé et d’inverse.

Preuve e Opposé : Si o < k < p alors son opposé est p — k car
k+(p—-k)=p=0.
Si k = 0, son opposé est 0.

e Inverse : Soit 0 < k <, on doit trouver 0 < a < p
tel que a -k = 1. On consideére ¢ : {0,1,...,p— 1} —
{0,1,...;;p1}:z = x-k
On montre que ¢ est injective, ce qui montrera en méme
temps que ¢ est aussi surjective : il existe un a tel que

o(a) = 1.

C’est le piegeonhole principle en AICC :

Siil y a 400 cadeaux avec des noms différents alors chacun
a son cadeau si on a 400 éleves, donc si chaque éléments
a un (k) qui est différents on a alors chaque cadeau qui
est différents, et si on a le méme nombre de cadeau et
d’éleves alors on a forcément un cadeau par éleves
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Critére de dia-
gonalisation
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e Pour cela si 0 < x,y < p, supposons que ¢(z) = ¢(y),
on doit montrer que z = y. On sait : x -k =y - k ce qui
revient a dire (z —y) - k = 0,dans Z(z — y) - k est un
multiple de p. mais k£ est un nombre < p, donc p divise
T — y mais comme a leur tour 0 < z,y < p, x =y

En gros comme = — y est plus petit que p lui méme, la
seul possibilité pour que se soit vrai, ¢’est que z —y =0

Ezemple 1. Dans F3, 271 =2
2. Dans F5,27 ' =3car2-3=6=1
3. Dans Fp,(p— 1) t=(-1)"H—1=p-1
Ou alors (p—1)(p—1) =p? —2p+1 =1 car p* et —2p
sont divisibles par p.

Attention! par exemple
Fg, 27!

n’existe pas car 6 n’est pas un nombre premier.

Remarque On va pouvoir former des espaces vectoriels sur IF, comme :

(F,)", Fplt] polynéome a coefficient dans I, ou alors,
Max3(Fp)

En général, pour diagonaliser une matrice sur R, il faut qu’il y ait assez de
valeurs propres réelles et assez de vecteurs propres.

Théoréme 32 Une matrice A est diagonalisable sur Rsi et seulement si

1. Le polynome caractéristique est scindé sur R : il se décompose en
produit de facteurs (A —t) avec A € R

2. Pour tout A\, on a dim E) = mult()).

Si A est diagonalisable on forme un base de vecteur propres en réunissant les
vecteurs de base de chaque espace propres.

Ezemple -3 2 2
Soit A= 2 =3 2 |.On constate sans faire de calcules :
2 2 -3
1. Dans chaque lignes la somme des coefficient vaut —3 +
1
242 =1 donc 1 est valeur propre et | 1 | est vecteurs
1
propre.
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2 2 2
2. A+5, =12 2 2| est derang 1 et ker(A +515) =
2 2 2
-1
Vect 1], est de dim 2.
0

3. Donc dim F; =1, d1m E_5 = 2 et on trouve une base de
vecteurs propres

1 -1 -1
i, 1], o
1 0 1
4. CA = t—l)t—|—5)
1 0
Ainsi A = O 0

La matrice de changement de base est donc (Id)%‘m =

1 -1 -1
1 1 0 |=Pet(Ids,, =P
1 0 1
Suite, change- P.A.P! .
ment de base = “1.4.p et A=P.-D.-P~

Soit T': V' — V une application linéaire.

1. Choisir une base C de V' (la base canonique si elle existe)
Ecrire la matrice A = (7)$ de T dans cette base
Calculer le polynéme caractéristique c4(t).
cA(t) n’est pas scindé, A n’est pas diagonalisable.

Ol N

Si ca(t) est scindé, extraire les racines de A de ca(t) et calculer les
multiplicité algébrique.

&

Calculer les espaces propres E) et les multiplicités géomtrétriques.
7. Si dim E)\ = mult(\) pour une valeur propre A, alors A n’est pas
diagonalisable.
8. Si dim E) = mult(\) pour tout A, alors A est
Des lors

1. Soit T': V — V une application linéaire
Choisir une base By de E) pour toute valeur propres A.
Réunir les By pour former une base de B de V.

Ll

D = (T )g est diagonale. Les valeurs propres apparaissent dans la
diagonale dans l'ordre choisi pour construire la base B.

5. Les colonnes de la matrice de changement de base P = (I d)% sont les
vecteurs de B exprimés en cooronnées dans C.
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6. D=P AP et A= PDP~ L

Exemple Soit W le plan de R? donné par I’équation x 4+ y + z = 0. On
considere 'application linéaire T' : W — W donnée par la
formule :

-y —z 1 9y + 2
T Y =—-| 3y—8z
z —12y + 7z

1. On vérifie d’abord que Tw € W pour tout w € W.
2. On choisit ensuite une base C de W, par exemple
-1 -1
11,10
0 1
On peut maintenant calculer la matrice A de T', par rapport a
la base C. Il faut toutefois calculer les images des vecteurs de

base :
9 -1 -1
1 12 12
ren=g| s |=3l1]-F|0|=Fa-Fe
—12 0 1
1
1 8 7
T =—|-8| =—=
(02) 5 ) 501 + 502
1 3 -8
On a donc A = sl_12 7 On va donc chercher les valeurs
propres :
3 _4 _8
calt) =15 15 5t:t2—2t—3:(t—3)(t+1)
-2 1

On calcule ensuite les espaces propres :

"
il

ON a donc que la base est donnée par :

“= (G}

Qui est une base de R? formé de vecteurs propres de A. On
-1 0
ive d A A= =D.
arrive donc a 0 3
On doit revenir a notre probleme de départ T': W — W
Ces vecteurs sont donnés en coordonnées dans la base C puisque

A est la matrice de T par rapport a C :
(T)e(@)e = (T(x))e
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Par exemple by = ¢1 + ¢o. Ainsi

La signification géomeétrique de 7' est maintenant transparente.
Soit A une matrice n x n. La trace TrA = a11 +aga + - + ann.-

Ezxemple

Soit A = (Z 2) Alors TrA=a+d Or
ca(t) = (a—t)(d—t)—bc = t*—(a+d)t+(ad—bc) = t*—~TrA-t+det A
Soit :
a1 a2 ais
A= a2 a2 as| et TrA=ai + ax + ass.
azr a3z as3
cA(t) = (a11—t)(azz—t)(ass—t)+polynéme de degré 1 = —253%—((111—|—azg—|—a33)152
Proposition Théoréme 33 Soit A une matrice de taille n x n. Alors
(=) ITrA est le coefficient de t"~! de ca(t) et det A
est le coefficient constant
Théoréme 34 Lemme Soit A,B,€ My,xn,(R) Alors
Tr(AB) =Tr(BA)
Théoréeme 35 Si A est diagonalisable, alors la trace de
A est égal a la somme des valeurs propres.
Preuve 1.

Tr(A-B) = Z?zl(A B = 331 (00T aij - bji)

i1 (0 byi - agg)

= ?:1(3 -A)j; =Tr(BA)

2. Si A~ B, il existe P inversible tel que A = PBP~! et
donc

Tr(A) = Tr(PBP™') = Tr(P~'PB) = Tr(B)
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Si A~ D ol D est la diagonale de A alors :
TrA=TrD =X+ ---+ A\,
Rappel : det A =X - Ay A\,

Deux complé- Théoréme 36 Soit A une matrice carrée telle que ca(t) est scindé. Alors
ments A est triangularisable (A est semblable 4 une matrice triangulaire).

Le théoréme suivant affirme que le polynoéme caractéristique ”annule” la
matrice A.

Théoréme 37 Théoréeme de Cayley-Hamilton Soit ca(t) = t" +
An_1t""1 + .- a,t + ag le polyndme caractéristique de A alors :

A"+ ap 1AV P At agl, =0

Ezemple cp(t)? — 5t +2

Alors B2 — 5B+ 21, =0

Jeudi 28 novembre 2024 — Cours 22 : Orhogonalité

Soit A une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D
telles que :
A=pPDP™!

Mais alors on a aussi

A2 =pPDP'PDP ! = PD?P ! et AF = PDFP!

A 0 - 0 )\’f 0O --- 0
0 X -+ 0 0 )\126 o0
D=|. . = D= 7
0 0 - M\ o 0 --- )\ﬁ

On étudie les populations de Lausanne et du Gros de Vaud. La situation
(sans lien avec la réalité du canton) est représenté par la situation suivante :

Evolution de
populations
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Algébre linéaire/Screenshot 2024-11-28 081103.png

Appelons uy la population urbaine 'année k (en pourcents) et r; la population
rurale.
On cherche ici a écrire une formule pour décrire tout ca.

1
Uk+1::ZUk4‘§Tk
1 1
Tk+1 = Z’LLk + §T’k

On a donc :
3 1
Ug4+1 = UL + 5Tk
1 1
Tk+1 = gUk + 3Tk

Nous avons modélisé matriciellemment cette situation et posons :
A 3/4 1/2
1/4 1/2
3/4 172\ (ur) _ [uks1
1/4 1/2 Tk a Tk+1
k
3/4 1/2 Uo\ (U
1/4 1/2) \ro) \rg

Pour comprendre ce qui se passe dans le futur (lointain), il faut donc calculer

Ainsi :

si bien que :

Nous calculons :
1. ¢ A )(L‘ — %

s v (v )
vo- ()4

1 ) est une base de R? formée de vecteurs propres de
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an 2 1 _ 1 1
4. P= (Id)% = <1 _1>7 P l= (Id)(lfgan: é(l _2)

. 1 0
5. On a donc pour la diagonale : D = <0 1/4>
6. Formule de changement de base : A¥ = PDFP~1,

On va donc chercher maintenant a partir de la diagonale avec notre formuel
énconcé au point 5 :

=3 k =3 k k-1
3\1 —-1/\o % 1 =2 3 _% 1 +%
k k-1
UL _ Ak uo _ 1/3(2 + % )ZLO + %(2 — % )To
K ro 1/3(1 = Yy + L1+ 1 g

Comme limy,_, o ik = 0 on peut facilement trouver que uy, = % up = 2P,
ou Py = ug + rg qui est la population totale
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Orthogonalité

nomn

Le produit sca-
laire

La norme

La distance

1. R™ est non seulement un espace vectoriel, c¢’est un espace euclidien.
2. Nous avons une notion de distance et d’angle

3. La base canonique est composée de vecteurs orthogonaux deux a deux
et unitaires (de longueur 1).

Définition 38 Soit @,V deux vecteur de R™. Le produil scalaire est

S

ﬁ- = U:U101+"'+Un’0n

Propriétés 1. Commutativité - v =7 4
2. Distributivité @ - (V+ W) =4 -0+ 4 - @

3. Compatibilité avec ’action scalaire a(u - 7) = @ -
(a?) = (@) - U
4. Positivité @-7 >0 et @-@=0 <= 4=0
Preuve Les propriétés 1 — 3 sont celles de la multiplication de matrice.

Pour 4, @ - = u? +--- +u2 > 0. On a I'égalité si et seulement

si tous les u; = 0.

Définition 39 La longueur ou norme d’une vecteur 4 de R™ est :
[l = Vi@ = \Jui + - +up

Un vecteur de norme 1 est dit unitaire. Pour normaliser un vecteur non nul,
il suffit de le diviser par sa norme :

o
=

= : est unitaire

=

=
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Définition 40 La distance entre deux vecteurs @ et U de R™ est :

d(@, v) = ||@ — |

On voit aussi que cette formule marche dans I'autre sens.
Des vecteurs sont orthogonaux si et seulement si la distance entre o et ¢/
est la méme que la distance entre @ et —7.

Remarque Quelles sont les conséquences de 1'égalité d(u, v) = d(u, —v)?
Si||@— ] = [[@— (=0)|| = ||7+ ]| alors, ||@—7|]* = ||+
on a le droit de dire ¢a car une distante est toujours positive.
Par la définition de la norme : (@ —7) - (4 —9) = (@4 7)- (@ + 7).
Par la distributivité :

Définition 41 Deux vecteurs 4 et v de R™ sont orthogonaux si

u-7=0

Théoréme de Théoréme 38 Deux vecteurs @@ et U sont orthogonauz si

pythagore et seulement si
1@ +al* = [1al|* + ||a]”
Notation Soit W un sous-espace de R™. On note W+ I’ensemble de tous
les vecteurs orthofobaux a W. Ainsi;
W+ = {i € R"@- ¥ = 0 pour tout @ € W}
C’est un sous-espace de R™ (série 11)
Exzemple Soit W le sous espace de R? donné par I’équation 2z —y+3z = 0.

On veut décrire ce plan et W+,
On choisit une base de W :

1\ /-3
B=|2],[ o
o/ \ 2

On a donc par sa définition :

Wt ={iecR¥i- w=
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a
Sidt=|0b]| on a alors : ﬁ-gl =a-+ 2bet ﬁ-bgz—3a+2c
c
On cherche donc a résoudre :
2
2b=0
@t Wt =Vectd | -1
—3a+2c=0 3
2
On observe que | —1 | L le plan d’éq. 2z —y + 32 =10
3

Lien entre per-
pendicularité et
image et noyau

Proposition La droite perpendiculaire au plan d’équation ac + by + cz = 0,
a
et passant par l'origine R3, est engendrée par | b
c

Théoréme 39 Soit A une maitrice de taille m X n
1. ker A = (LignA)*
2. (ImA)* = ker(AT)

Preuve 1. A-@¢=0< Z L chaque ligne de A.
2. ImA = ColA = Lign(AT) et [Lign(AT)]*+ = ker(AT)

Calcul d’angle  Le produit scalaire permet aussi de calculer I'angle entre deux vecteurs :

Théoréme 40 Loi du cosinus :

g

-0 = ||@]] - |7]] cos

Le produit scalaire de deux vecteurs est :

1. Nul quand cos o = 0 les vecteurs sont perpendiculaire

2. maximal quand cosa = 1 les vecteurs sont colinéaire et de méme sens

3. minimal quand cosa = —1.Les vecteurs sont colinéaires et de sens
Opposé.
Famille ortho- Définition 42 Une famille {ui,...,u}} des vecteurs de R™ est orthogo-
gonales nale siu; L u; pour tout i # j. Cette famille est orthonormée si de plus
||ai|| = 1 pour tout i.
Exzemple La base canonique (éi,...,¢€,) est orthonormée. En général

on appelle Base orthogonale de W une famille orthogonale
orfdonnée qui forme une base de W. de méme pour une base
orthonormée.
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Coordonnées
dans une base
orthogonale
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Théoreme 41 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libres.

Preuve Soit une famille orthogonale de R™ avec u; # 0 vl < i < k. Soit
ai,...,a € R et supposons aqui + - - - + agug = 0.
On doit montrer que a; = -+ = ag = 0.

On calcule 0 = (ayul + - - - + aguy) - U;

Par la distributivité on a que c’est égal & = cjuj -w; + - - - +
QU - U

Mais comme u; L 1 alors la seule possibilité est que tout les
o = 0

Théoréme 42 Pour tout vecteur W € W, on a W = cquj + - - - + apup
et

On voit ici que la preuve sera du méme principe que d’autre déja faite

Ezemple On construit une base orthogonale de R3 en commencant avec
le plan d’équation 2x — 3y + z = 0 On choisit une base :

3 -2
B = 21,1 3 qui est une base orthogonale de W
0 13
3 -2
C= 21,1 3
0 13

Lundi 23 décembre 2024 — Cours 23 : Famille Orthogonales

Familles ortho-
gonales

Définition 43 Une famille (i, ..., dy) de vecteurs R™ est orthogonale
st u; L uj pour tout i # j. Cette famille est orthonormée si de plus
||@i]| =1 pour tout i.

Rappel 1. Deux vecteurs @ et ¥ de R™ sont orthogonaux si leur
produit scalaire est nul

U-v=0

2. Par distributivité du produit scalaire, @ 1 d@ et @ L b
implique que @ L Vect{d,b}

Théoreme 43 Une famille orthogonale de vecteurs non
nuls est libres
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Coordonnées Soit W un sous-espace de R™ et (i1, ..., u) une base orthogonale de W.
dans une base
orthogonale Théoréme 44 Pour tout vecteurs W € W, on a W = aqujy + - - - + o
et L.
w .
7
e
j ~ 112
||z |

Ezxemple

On construit une base orthogonale de R3 en commencant avec
le plan d’équation 2x — 3y 4+ z = 0.
La méthode de Gausse nous fournit une base, par exemple,

3
quitte a amplifier pour éviter des fractions, by = | 2] et
1
-1
by=1| 0
2

Or, ces deux vecteurs ne sont pas orthogonaux. Pour trouver

un vecteurs de W orthogonal a b_i, je peux par exemple le
-2

choisir de la forme | 3 |, le produit scalaire avec b} vaut bien
c

zéro, mais il faut encore que ¢ = 13 pour que ’équation du

play W soit satisfaite. Ainsi on obtient une base orthogonale

de W avec

3 -2
bi1=12] bo=1] 3
0 13
2
On y ajoute encore b3 = | =3 | € W+ pour avoir une famille
1
orthogonale de R3
3 -2 2
On a donc la famille ordonnée B = 2(,1 3 |,]-3
0 13 1

est une famille orthogonale de vecteurs non nuls de R3, elle en
forme donc une base.

Ce qu’on fait ici c’est qu’on a un plan dans un espace
et on y rajouter un vecteurs qui y est orthogonale pour
pouvoir avoir acces a tout l'espace, c¢’est comme si on
pouvait "translater” le plan dans I'espace.

On cherche maintenant (@)p qui est donné par :

1
u=| 1
-1
On calcule maintenant 7 - by = 5, U - by = —12 et finalement

- by = —2.
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Matrice ortho-
gonales

Préservation
des longueurs

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

C’est la méme principe qu’en physique lorsqu’un fait des
projection du genre ¥- €, on prend la composant sur I’axe
du vecteurs.

Ensuite afin de pouvoir le récrire dans la base il faut aussi
gerer la longueur par rapport au vecteurs br... qui ont leur
propre longueur, il font donc faire le ratio ce qui nous force a
calculer les normes. ||b1]|? = 13, ||ba||? = 182, ||b3]|? = 14

On a qu’utiliser le théoréme vu au dessus :

5/13 5/13
(i) = | —12/182 | = [ —6/91
—2/14 ~1/7
schéma du
prof

Algébre linéaire/Screenshot 2024-12-04 101913.png

Ce qu’on fait ici c’est prendre le plan R? & partir d’'une base et donc
on prend trois vecteurs pour couvrire tout ’espace. Mais attention a la
consigne qui pourrait seulement demander le plan dans une famille de
vecteurs orthogonale

Théoréme 45 Les colonnes d’une matrice U de taille m x n sont or-
thonormées si et seulement si UTU = I,,

ATTENTION, la réciproque ne marche pas UUT # I,, ca ne marche pas
du tout

Preuve Si U = (idy,...,1y,), alors le coefficient (7,j) de la matrice
UTU est exactement @Tﬁj = U;Uy.

Définition 44 Une matrice carrée U est orthogonale si UTU = 1I,,.
Autrement dit U1 = UT < colonnes (et lignes!) de U sont orthonormées.

Une matrice orthogonale représente un transformation linéaire qui préserve
les distantes et 'orthogonalité (c’est donc une isométrie de R™, par exemple
une rotation ou une symétrie)
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Théoréme 46 Soit U une matrice orthogonale. Alors

o ||UZ|| = ||Z|| pour tout & € R™
o Uz -Uy=2-9
e U LUy Ly

Probléme J’ai eu un probléme avec overleaf donc j’ai pas pu écrire pendant
technique le cours donc j’ai écrir un peu que les théoremes et moins les
exemples

Si U est orthogonale, alors aussi UUT = I,, Mais

si A est carrée avec AT A diagonale, AAT n’est pas diagonale en général
Si A n’est pas carrée avec AAT = I,, alors AT A # I,,, en général

Soit W un sous-espace de R™ dont on dispose d’une base orthogonale

(ui, ..

7616)

Pour i € R™ on cherche :

Le vecteurs g € W tel que
le vecteur 2’ = i — §j est perpendiculaire a W.

Théoreme 47 Tout vecteurs iy de R™ s’écrit de maniere unique §f = §+2
ot jeW et Ze€ W+

Remarque Ce qu’on voit ici ¢’est qu'il suffit de prendre un vecteurs qui se
personelle trouve dans le plan et de le "monter” a la hauteur du vecteurs

o.
6.

avec 2 qui lui est L W

. Vérifier que la base de W est orthogonale ! tester toute les pairs w;-1i; = 0

pour tout les i # j

Calculer les normes au carré des vecteurs de base ;
Calculer les produits scalaires i/ - u;

Calculer la projection

— - =

KT R T
S Ul + o+ o5 Uk
|ui||? ||| 2

9§ =
1

Calculer 7= ¢ — ¢ et vérifier que 22 L W.
Remarque Si € W, alors § = et =0

Soit (ui,...,Uy) une base orthonormée de W, alors tous les u; sont unitaires

et :

= (@] i + - + (T} §)ide
a Ly

=U| : |=UU%
=T
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Théoréme 48 Soit U la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
U1, ...,U d’une base orthonormée de W. Alors :

Projuwy = UUTQ’

Approximation La distance minimale entre un vecteurs ¥ et un sous-espace W de R™ est
quadratique réalisée par Z = § — projy

Théoréme 49 Pour tout W € W on a ||y — @|| > ||§ — projy 4|

On appelle ce vecteurs ¢ la meilleure approximation quadratique de ¥ dans
W dans le sens ol elle minimise le carré de la distance qui est calculée par la
somme des carrées des coordonnées.
Idée de la L’idée est d’écrire un vecteurs @ de W de maniere compliquée
preuve W =g+ (W —7) afin de diviser en deux parti le vecteurs une
qui est dans W' et 'autre dans W.

Le procédé de e But Trouver une base orthogonale ou rthonormée d’un sous-espace W
Gram Schmidt de R"
e Idée Utiliser de maniere inductive les projections orthogonales. On
considére dans R* I’hyperplan W donnée par I’équation

1+ 22+ 23 +24=0

1. On cherche d’abord une base, par exemple celle faite avec la méthode
de gausse :

on note les vecteurs by, by, b3

2. On garde le premier vecteurs intacte et on va construire les autres
vecteurs en fonction de celui la et donc

AA=b

On projette by sur Vect{ci} et on choisira ¢3 = by — by.

—4/5
. 2 by - 2/5
_ biby gy 27
3. proJVect{bI}b2 = ||l}1||22 b1 = gbl = 0
0
On change by pour le rendre orthogonal a ¢7 :
—1/5
Et donc ¢ = b; — 62 = _21/5
0

Maintenant que nous avons une base orthogonale du plan V' = Vect{b_i, b;}, a
savoir (¢, ¢3, les formules de projection sont a notre disposition pour calculer
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-1
~ _— o o N - 0
bs = projy-bs et c3 = b3 — b3, ou b3 = 0
1
—5/6
. o Dol o Badh - 1/3
On cherche maintenant b3 = Hg'l”lg €1+ ngH?Q == 16
0
Et donc :
-1/6
S~ g —-1/3
03=b3—b3= —1§6
1

Nous avons ainsi construire une base orthogonale C = (¢4, ¢3,¢3) de W. elle a
les propriétés suivantes :
e Le vecteur ¢1 = by

e Le vecteurs ¢ est combinaison linéaire des vecteurs by, ..., b, en parti-
culier c’est un vecteurs de W.

— Jeudi 5 décembre 2024 — Cours 24 : moindre carré équation normale et les corps

Suite de
I’exemple

Rappels

Le procédé de

Gram-Schmidt :

Théorie

Factorisation

QR

Soit A une matrice de taille n x m. Alors A est de taille m x n.
1. Les lignes de AT sont les colonnes @; de A
AT# = ( si et seulement si & L ImA
Les coefficients (AT A);; sont les produits scalaires d; - @;
Les colonnes de A sont orthogonales si et seulement si A7 A est diagonale

Ol N

Les coefficients de AAT sont les produits scalaires des lignes de A

6. Les lignes de A sont orthogonales si et seulement si AA” est diagonale
But trouver une base orthogonale ou orthonormée d’un sous-espace W de
R™.
Idée utilise de maniére inductive les projection orthogonales.

Théoréme 50 Soit (ui,...,u;) une base de W, sous-espace de R"
Les vecteurs suivant forment une base orthogonale de W

1. 11 =w

2. Ui = — [k

O 1/ S ey O

Définition 45 Soit A une matrice m X n dont les colonnes sont libres.
Alors il existe une factorisation A = QR o1 les colonnes de Q € My, xn(R)
sont orthonormées et R € My, xn(R) est triangulaire supérieure et inver-
stble avec des coefficients diagonaux strictement positifs.
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Preuve

Ezemple

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

L’idée de la preuve et d’applique la méthode de Gram-Schmidt
pour obtenir une base orthogonale ) de ImA a partir des
colonnes de A (sans en changer 'ordre), puis on normalise les
vecteurs. On forme @ avec ces vecteurs (colonnes).

La k-éme colonne de A est combinaison linéaire des k premiere
colonnes de @ et le dernier coefficients est toujours positif.
On constate cela en utilisant les formules de Gram-Schmidt,
ou alternativement on se souvient que la base orthogonale
construire consiste é soustraire a dj sa projection orthogonale
sur 'espace engendrés par les colonnes précédentes. Apres
normalisation le k-eme coefficient reste positif.

La matrice R a pour colonnes ces coefficient 7, = (dx)g

Soit A =

10
11
11
1

1

1

' 1
0

. On cherche sa factorisation QR.

1 -2
&_ﬁz Cﬁl'cq_gl s |t
ST Y I
0 3
1/V3
. . Lo 1/\/§ . - CE o C_é/
2. Normalisation : g1 = V3 s ensuite @2 = 12y = 127

_2/\/ﬁ
1/v/15
1/V15
3/V/15

1/V/3 -2/V15
_ |y o1yvis
C=l1vs VIS
0  3/V15

4. écrire a1, ds> comme combiaison linéaire de ¢1, ¢3.
e di = ¢ = V3qi, par la suite @3 = & + ady =

—2 1
vis| 1 2|1
ER R EEE

3 0
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S v | VIS s avE s
=N s | T T

R est la matrice qui a dans ses coefficients de d] et dans
sa deuxieme colonnes les coefficients de a3

C’est une méthode qui peut s’utiliser dans la pratique, on
I'utilise dans la méthode des moindre carées

On chercher la "meilleure solution possible” d’un systéme incompatible AZ = b,
ol A est une matrice m X n.

Définition 46 Un vecteurs & € R"™ est une solution au sens des moindres
carrés pour le systéme AT = b si, pour tout £ € R"

15— Az|| < |[b— AZ]|

Comme AZ € ImA, le systéme est incompatible si 5¢ ImA. Le vecteur le
plus proche de b dans ImA est sa projection orthogonale

8 = projImAb

Probléme

équivalent

pour trouver les solutions du systéme incompatible
AZ=1b

Au sens des moindre carrés, il faut résoudre le systéme

Ai =b

Il y a en général une infinité de solution au sens des
moindres carrés, a moins que ’application linéaire repré-
sentée par A ne soit injective.

Supposons que Z soit Solutlon au sens des moindres carrés si
bien que Af =b= prOJ]mAb
Alorsb—b L ImAetb—b=2b— Ai donc b — A% La; Vi
Autrement dit :
ai(b— Az) =0 Vi
Et que donc on peur le réécrire
@' (b— Az) =a"b— al Az

Ainsi

AT b= AT Az (7.1)

% est solution de I’équation (1)
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Equation nor- Théoréme 51 ’ensemble des solutions AZ = b au sens des moindres

male carrés est égal a l’ensemble non-vide des solutions de [’équation nor-
male :
AT Az = ATh
Preuve Soit & une solution de I’équation normale. Nous devons montrer
que A% = b. Nous savons que AT (b — A%) = 0. Le vecteurs
7 =b— AZ est donc orthogonal & I'mA. Mais alors
b=Aé+7
Avec Az € ImA et Z € (ImA)*. Cette écriture est unique
ainsi;
Az =10
Question de Soit Z une solution au sens des moindres carrées du systemes Ax = b
P’unicité
Définition 47 La norme du vecteurs b— A est appelée écart quadratique
Théoréme 52 La solution & au sens des moindres carrées est unique
st et seulement si les colonnes de A sont libres, ce qui est équivalent a
exiger que la matrice AT A est inversible
Si AT A est inversible, alors on tire de AT A2 = Tb que
&= (ATA)1ATh
Preuve Supposons d’abord que les colonnes de A sont libres, si bien
que le noyau de A est nul. On va montrer que la matrice carrée
AT A est inversible en prouvant que son noyau est nul.
Supposons que AT AZ = 0, alors AZ L ImA or AT € ImA et
aussi (ImA)*. Donc A% = 0. Comme ker A = {0}, ¥ = 0.
Réciproquement, si AT A est inversible, A7 A est injective. Pour
montrer que les colonnes de A sont libres calculons le noyau
de A. Si AZ =0, Alors ATA = Z = AT0 = 0. Par hypothese
F=0
Le corps Fy4 Nous avons rencontré les corps I, qui ont un nombre p,premier, d’éléments.

Il s’agit des nombres entiers modulo p que l'on considére comme le restes
possibles de la division par p.

Les entiers modulo 4 ne forment pas un corps car 2 -2 = 0. Le produit
Fy x Fy non plus car (1,0) - (0,1) = (0,0).
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Nous allons maintenant remplacer les entiers par les polyndémes Fs[t] et la
division euclidienne par la division polynomiale.

1. les restes de la division par un polyndéme de degré plus petit, on travaille

donc dans 'ensemble

{0,1,¢t,t+ 1}

Nous connaissons tous les polynomes de degré 2, il s’agit de t? =

tet, 2 +t=tlt+1),2+1=>t+1)2ett>+t+1

Si on choisit un polynéme non irréductible, le résultats peut étre divisé

et donc le produit est nul.

L’addition

dans Fy4

|- o] t [ ¢ [é+1]
0 JJo] 1 t [ t+1
1 o] 1 t [t+1
t o] ¢ [t+1] 1
EDIEE ¢

niere.

La multiplica-
tion dans Fyu

Mardi 10 décembre 2024

Le produit est donéée par le produit des polynéme. Nous avions
calculé le produit ¢ - ¢t par division euclidienne, on peut aussi
simplement utiliser le fait que 2 +¢ + 1 = 0 dans Fy

tt=1>=t*+t+1+t+1=t+1let t(t+1) =t +t+1+1=1

Les autres produits manquants s’effectuent de la méme ma-

Cours 25 : corps Fy

Pour ne pas confondre I'indéterminée ¢ des polynémes et I’élément ¢ donné
comme reste de division, on choisit d’appeler « le reste ¢ ou plus précisément

la classe [t] de t dans "I’anneau des polynéome Fa[t] modulo t? +t + 17

1. Comme ensemble Fy = {0,1, 0,0 + 1}

2. l'addition est celle des polynémes, chaque éléments est son propre

Opposé.

3. la multiplication est celle des polynéme, modulo 2+t + 1, en particulier

a? = a+ 1. On a donc aussi Fy = {0, 1, a, o}

On peut par exemple prendre a - a? = a3 =1

Ici on a choisi t?> + ¢t + 1 pour pouvoir construire nos calcul, mais le
critére pour choisir est que c’est un polynéme dans Fo avec des coefficient

irréductible

Le polynome
t+t+1e€

Fyut] coefficients sont dans Fy C Fy.

Le polynome p(t) = t? + t + 1 € Fa[t] est irréductible, mais
on peut aussi le voir comme un polynéme de Fy[t], car ses
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Régression li-
néaire : Objec-
tif

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

Calculons p(a)

p(a):a2+a+1={

a+l+a+1=2a0+2=0
2+ [t]+1=[2+t+1]=0

le deuxiéme cas est juste par la définition de + et - dans Fy
Donc, t —a =t + « divise t> + t + 1 dans Fy. Effectuons la

divisions euclidienne.

2+t +1
2 + at

(a+1)t+ 1

(a+1)t+ala+1)

0

t+ «

t+ (a—+1)

PS.( j’ai galéré a faire ¢a sur latex donc profitez un peu)
On obtient t2 +t+ 1= (t+a)(t+a+1)

On se donne un "nuage” de points dans le plan, donnés par leurs ordonnées
(x1,91),- -, (Tn,yn) et on aimerait trouver la droite qui donne la meilleures ap-

proximation :

Algébre linéaire/Screenshot 2024-12-10 153727.png

On cherche

la droite d’équation y = at + b la plus proche des points (z1,41) ... (ZTn, Yn)
dans le sens ou les distances verticales entre les point et la droite sont minimi-
sées (voici un exemple tiré de UC Buisness Analytics R programming Guide)

Algébre linéaire/Screenshot 2024-12-10 153930.png
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On écrit le systéme ci-dessus sous forme matricielle

1 1 (1
e |
. . (b) - .

1

Tn Yn
et on utilise I’équation normale pour résoudre

(zu? m) (a>)<2xy>
Saoon J\b)\ S

exemple On cherche la droite de régression linéaire pour les points
(—=2,-1),(0,1),(2,-2),(4,1)

-2 1 ~1

o o1 s |1 . (24 4

A=y 1] 7|2 AA_<4 4)
4 1 1

T_'_ 2
ATh = (_1>

On doit résoudre le systeme ATA -a = b Ce qui nous donne
24 4| 2 1 01 3/20 3 9
< 44 _1>—><0 1 _2/5>etdonc,y—20t—5
la droite qu’on trouve est toujours unique, a part dans le cas ou le

noyau de la matrice n’est pas nulle, et le seul moyen d’y arriver et que
11

la matrice soit | : | ce qui ferait que tout les points se trouvent au

méme endroits.

Nous avons utilisé jusqu’ici le produit scalaire standard dans R™. Les propriétés
du produit scalaire font que d’associer a une paire de vecteurs et ¥/ le produit
i - U est une opération linéaire en chaque variable.

g

l.4-(0+W)=u-v+1d-
2. U U - V)
3. (W+7)-W=u-Wd+ 0 -0

4. (i) -V = ot - 7)
Ceci nous motive & introduire un nom a d’autre application de deux variable,
définies en général sur un espace vectoriel arbitraire. Soit V un espace
vectoriel. Une forme bilinéaire symétrique est une application V' x V — R qui
associe a tout couple de vecteurs (u,v) un nombre réel (u,v) tel que

1. commutativité (u,v))(v,u)

2. distributivité (u + v, v) = (u,v) + (v, v)

3. linéairité (au,v) = a(u,v)



78

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

Une forme linéaire est une application linéaire V- — R

Ezemple
Matrices symé-
triques
Proposition
Preuve
Ezemple

Espace préhil-
bertiens

Le produit scalaire standard de R? est une forme bilinéaire
symétrique.
Il y a de nombreuse autres formes bilinéaires symétriques. Par

exemple <<Z21 ), (Z;)) = Tuiv1 + 2uqve + 2usvy + 4ugve

Théoreme 53 On représente une forme bilinéaire symé-
trigue sur R™ par une matrice symétrigue A carrée de
taille n X n.

On pose a;; = (e;,e;) = (ej,e;) = aj; si bien que

(u,v) = ul Av

En effet, u = uje; +- - - +une, et v = vie; +- - -+ vpey,. Alors :
(e,v)) Z Zuivj(ei, ej) = Zzuivj@ij = Zu, Zaijvj
i g i i j
= Zui(Av)i =ul Av
i

Le produit scalaire standard de R? est une forme bilinéaire
symétrique représentée par la matrice I

0siij

..~ 7 La forme bilinéaire symé-
lsit=

En effet <€_;,€_J'> = (SZ]{

trique

<<uz>’ (Ul>> = Tuqvy + 2u1v9 + 2u9v1 + 4usvo

(@, €)= <<(1)) (é)) 7 A= <; Z)
() () = (5 3)(32)

Le produit scalaire euclidien défini aussi une norme :

i-a=|a?>0

On arrive ici a la notion de produit scalaire dans le sens large.
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Définition 48 Soit V un espace vectoriel. Un produil scalaire est une
forme bilinéaire symétrique V- x V — R telle que

1. commutativité (u,v) = (v,u) pour tous u,v € V

2. distributivité (u + u',v) = (u,v) + (u',v) pour tout u,u',v €V

3. linéarité (au,v) = alu,v) pour tous u,v € V et a € R

4. (u,uy >0 et on a l’égalité si et seulement si u = 0.

Produits Le produit scalaire standard de R? est un produit scalaire :
scalaires, c’est une forme bilinéaire symétrique et (@, @) = u’ Irti =
exemple u% + u% > 0.

La forme bilinéaire symétrique :

<<u1>’ <U1>> = Tuiv1 + 2uqve + 4ugvs
ug U2

<<u1>’ <u1>> = Tu? + dujus + 4u3

u2 Uz

= 2(u? + 2ujug + u3) + 5u? + 2u3
>0
=0 u=u2=0

Exemple a avoir, uiv; — ugve n’est pas un produit scalaire

Une espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien

1. Polynémes dans P, on pose (par exemple)
1
(p.q) = / p(t)q(t)dt
~1

Ainsi P™ est un espace préhilbertien
2. Fonction réelles. Dans C*°(R) on pose (par exemple)

1
(f.9) = / Fa)gla)ds

Ainsi C*°(R) est un espace préhilbertien.

Ezemple Dans P; on pose

1
(p,q) = / p(t)q(t)dt

-1

1(1,1) = [! 1dt =2
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Matrice symé-
triques

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

2. (1,t) = fil tdt = 0, ainsi les polynomes 1 et t sont
orthogonaux
3. (t,t) = [, 1> =2/3

Dans Py, ce produit scalaire est représenté par la matrice

2 0
0 2/3

On peut continuer avec toute les autres paires possible jusqu’a
pourvoir construire la matrice de Py tel que

2 0 2/3
A=|0 2/3 0
2/3 0 2/5

Cela signifie que le produit scalaire (p(t), ¢(t)) se calcule en
effectuant le produit matriciel

(P(£)eanA(a(t))can

La base canonique n’est pas orthogonale. Le procédé de Gram
Schmidt permet de la rendre orthogonale : (1,t,t%> — 1/3),
ici 1/3 est la projection orthogonale de t? sur Vect{l,t}

Algeébre linéaire/Screenshot 2024-12-10 163537.png

Définition 49 Une matrice carrée A est symétrique si AT = A
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Ezemple La matrices diagonales sont symétrique, mais aussi les matrices
de la forme BT B puisque le coefficient (4, 7) est by - bj = b; - b;

Théoréme 54 Soit A une matrice symétrique soient U un vecteurs
propre de A pour la valeurs propre A et U un vecteurs propre de A pour
une autre valeurs propre . Alors i et ¥ sont orthogonauz

Preuve On doit montrer que @ - v = 0.
Au=\T
; - o N - S -
L’astuce est de calculer \ - (@ -¥) "= \i -0 = Au -7 =
df -

(AD)Ta = (@ ATYo = T - (AD) =0 AT = @ - u@ = (@ - 7)
Conclusion, comme A # pu, @ - =0

Attention Si A = p, ce raisonnement ne fonctionne pas,
le résultat est faux en général

Ezemple 1 2
La matrice A = 9 1 est symétrique. On calcule
1 -1
ca(t) = (t—3)(t+1) et E3 = Vect 1) et E_1 =Vect 1
On sait alors par la preuve faite au dessus. que E3 1 FEj.
En normalisant les vecteurs propres on obtient une base or-
thonormée B = ((gg), <_\/\é§/22)> la matrice (Id)§™" =
2/2 —+/2/2
<£?2 \/\g/Q > = U est orthogonale.
Et donc (Id)8,, = UT et UTAU = (g _01>
Orthodiagonali-  Définition 50 Une matrice carrée A est diagonalisable par un change-
sation ment de base orthonormée ou orthodiagonalisable s’il existe une matrice
P orthogonale telle que PT AP est diagonale.
Théoréme 55 Une matrice A est orthodiagonalisable si et seulement si
elle est symétrique
Théoréme spec-  Théoréme 56 Soit A une matrice symétrique. Alors
tral

1. A admet n valeurs propres réelles, compte tenu de leur multiplicité
2. Pour toute valeurs propres A on a mult(\) = dim E)

3. Si A # palors Ey 1L E,

4. A est orthodiagonalisable
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Jeudi 12 décembre 2024 — Cours 26 : Dernier cours peut étre ?

Suite

Si A est une valeurs propre de multiplicité > 2, alors la base de vecteurs
prorpres de E) fournie par la méthode de Gauss n’est pas orthogonale
en général, il faut Gram-Schmidter pour obtenir une base orthonormée
de vecteurs propres.

Ezemple 4 1 3 1
1 4 1 3
A= 31 41
1 31 4
On cherche cy(t) :
4—-1 1 31 T—t 2 1
(1-t)? 1 4—-t 1 3=Q-t)2-1| 2 7-t 3
-1 01 0 0 1
T—t 2
(1 )2
=(-1) 2 T—=z

= (1 —t)%(t* — 14t + 45)
=(1—=t)2t—-5)(t—-9)

On a donc trois valeurs propres 5, 9 et 1. avec mult(1) = 2.
On peut maintenant trouver les espaces propres :

-1/2 1/2

_ 1/2 _ 1/2
Es =Vect _1/2 Ey =Vect 1/2
1/2 1/2

On vérifie ensuite F5 | Fy.
On doit encore calculer E; et trouver une base orthonormée
de E; pour orthodiagonaliser A.

313 1
131 3
El—ker(A—I4)—ker3131
131 3
313 1
131 3
=kerlg o 0 o
000 0

0 -8 0 -8
=ker| 1 3 1 3 :ker<(1) (1) 0 1)
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Ce qui nous donne que base :

—-1 0 —V/2/2 0
-1 _ 0 —V2/2
o = Vect \@/2 , 0
1 0 V2/2

Vect

S = O

On obtient une base orthonormée de vecteurs propres :
—V/2/2 0 —1/2\ [1/2
B 0 —V/2/2 1/2 1/2
a Vv2/2 | 0 =172 ]1/2
0 V2/2 1/2 1/2
—/2/2 0 -1/2 1/2
0 —/2/2 1/2 1/2
V2/2 0 -1/2 1/2
0 V2/2 172 1/2

U:

On trouve donc :
Ul =UT et UTAU = diag(1,1,5,9)

Le but ici c¢’est de trouver une base qui est orthonormée et
donc lorsqu’on trouve la base qui est U on peut faire un
changement de base et c’est la formule de base P~1AP =
B ou B est la matrice dans la base changée qui est donc
une diagonale.

. Vérifie que A est symétrique

. Calculer c4(t) et en extraire les racines (valeurs propres)

. Calculer les espaces propres pour chacun, le procédé de Gram-Schmidt
donne une base orthonormée.

. En assemblant les base des espaces propres on obtient une base ortho-
normée U de R"

. La matrice P dont les colonnes sont les vecteurs u; de U est orthogonale
et PT AP est diagonale

L’avantage ici c’est que l'inverse de la matrice de changement de base
est juste sa transposée

Matrice de pro- Soit # un vecteurs unitaire et A = @i’ . Alors

jection

AZ = a(d'z) = (@ - 7)

S

1. 4 est un vecteur propre de A pour la valeur propre 1 car (¢ - @)d = @
2. Posons W = Vect(i). Alors W+ est le noyau de A
3. Ainsi By = W et By = Wt

La matrice A = @@’ est la matrice de la projection orthogonale
sur W = Vect(i). On a AT = projgz
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C’est un cas particulier que nous avons vu pour UU”, matrice de projection
orthogonale quand les colonnes de U sont orthonormées.

Exemple 1 1
1. 4 = <0> Alors @il = (0 8) qui est une projection

orthognonale sur Ozx.

L (V2)2 L (1/2 1)2 :
2.1 = (\/§/2> Alors @il = <1/2 1/2> qui est une

projection orthogonal sur l'axe z =y

. 1 e 11 . .
3. u= <1> Alors @il = (1 1) qui n’est pas une matrice

de projection

C’est en fait méme la projection de (2) suivie d'une homothétie
de rapport 2.

Décomposition Définition 51 Soit A symétrique, U orthogonale et UT AU = D diago-

spectrale nale. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A
A0 0 il
0 X 0 0][w"
On prends A = UDUT = (iy, iz, . . ., i) _ 0 .
0 0 M/ \uT
i
=T
R S| Y2 o LT L oo .
= MUy ... \in) | . = w4+ -+ Aptlpti,s = A et qui est la
el
décomposition spectrale.
exemple 1 2
Soit A = 9 1 la matrice symétrique que nous avons ortho-

diagonalisée mardi. Nous avonstrouve une base orthonormée
de vecteurs propres (pour les valeurs propres -1 et 3) :

o ((VE2) (V22
o= (22)(42)

La décomposition spectrale de A est donc

A=—1-ujui? + 3 - dpiid
La caracté- Soit K un corps fini (ayant un nombre fini d’éléments). Considérons I’ensemble
ristique d’un de tous les multiples entiers de 1x dans K, c’est & dire les éléments de la

corps fini formen x 1 =1 +---+ 1g.
Comme K est fini, {n-1x|n € Z} aussi est fini. Autrement dit, il existe des

entiers n tels que n-1x =0 (sim- 1 = m'- 1k, alors (m—m’) -1 = O0k)
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Définition 52 Le plus petit entier non nul n tel que n-1x = 0 s’appelle
la caractéristique de K et on le not carK.

Théoréeme 57 La caractéristique d’un corps fini K est un nombre pre-
mier.

La caractéristique d’un corps est un nombre entiers, ce n’est pas un
élément du corps.

Exemple 1. carFy = 2 et F), = p, premier
2. carFy =2
3. carR=0n-1+#0

lemme 1 Dans un corps K, si x,y #0, alors x -y # 0

Preuve On montre que si x -y = 0, alors x ou y est nul.
Supposons que 'un des deux est non nul, disons que c’est x.
On doit prouver que y = 0.

Comme z # 0, z~! existe Alors

0=zt 0=2z-9y)=@ a)y=1x-y=y=0
Soit K un corps fini et n = car(K) € N*. On motre que si
n=a-b,alors a ou b =1.
Comme n # 1 car 1- 1 = 1x # 0, n sera donc premier.
Ce qu’on sait des le début c’est 0 =n-1g =a-b-1g =1 +
-+ -+ 1 = par distributivité = (1xg +---+1x)- (g +- -+ 1K)
ou la premier parenthese est a et la deuxieme est b on a alors
=(a-1k) - (b-1k)
Par le lemme, soit a - 1 = 0, soit b+ 1x)9. Or n est le plus
petit entier non nul tel que n - 1x = 0.
Donc soita=netb=1,soit b=net a=1.

Soit p = carK. Alors le corps F, agit sur K par multiplication

Définition 53 Soit k € F, etz € K. On pose k-x = (k- 1) - x

Cette action est bien défini puisque p - 1 = 0. Les propriétés de I'action sont
toutes conséquence du fait que K est un corps.

proposition 2 Soit K un corps fini et p = carK. Alors K est un
F),-espace vectoriel.

Théoreme 58 Soit K un corps fini et p =carK. Alors il existe n tel
que K a p™ éléments. On appelle ce nombre la cardinalité de K.
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preuve Si K est fini, dimp, K < oo et on peut choisir une base B qui
a n éléments. Le passage en coordonées ()p : K — (F,)™ tel
que z — (x)p
Ce passage est une application bijective. Et donc commme vu
en AICC, Le nombre d’élément de le domaine et le codomaine
est le méme. La cardinalité de K est la méme que celle de
(Fp)™ et sa cardinalité vaut p™.

Ezemple ] CaTd(Fp)

=D
o Card(F,) = 2*
=6e

e Card(K) st impossible

La construction de [F4 n’est pas isolé, la méthode générale fonctionne de la
méme maniére. Soit p un nombre premier.

e Trouver un polynéme p(t) unitaire irréductible de degré n dans F,[t]

o Considérer I'ensemble K de tous les restes de division par p(¢). il y en a

pn

e Définir la somme dans K comme dans [F)|t]

e Défini le produit dans K par celui de F)[t], modulo p(t)

e Alors K est un corps de cardinalité p™
Ezemple : le  Nous cherchons un polynoéme irréductible de degré 2

corps Fag .. . 2 .
proposition 3 Soit K un corps et p(t) =t —a si a n'est

pas un carré (dans K ), alors p(t) est irréductible.

Preuve En effet p(t) est irreductible si et seulement si il n’a
pas de racine (car il est de degré 2), si et seulement si p(x) # 0
pour tout x € K.

Or, p(r) = 22 —a = 0 si et seulement si a = 2% est un carré

Pour trouver un polynéme irréductible de degré 2 a co-
efficients dans Fy, nous cherchons a comprendre quels
éléments sont des carrés.

x [[o]1]2]3
fo1]4]2
Par exemple 3 n’es
irréductible.
F49 est 'ensemble des restes de la division par t? — 3 tel que

={a-t+bla,beFr}

e Somme : (3t +2)+ (3t+5) =6t +7=6t=—t

e Produit (t+1)(t+4) =t>+5t+4 =3+ 5t +4 =5t car
on peut simplifier par t? — 3 on fait la division euclidienne
par t> — 3 et on trouve 1 et le reste 5t.
On pose a = [t] et comme [t? — 3] = 0 dans Fyg

F49:{a~a+b\a,belﬁ‘7}

[4]5]6]
(2 4]
t pas un carré dans Fr, donc t? — 3 est

le produit est déterminé par o® = 3
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Mardi 2 janvier 2024 — Cours 28 : Trucs a savoir pour ’examen

Objectifs du Voici ici une liste du gros des choses a savoir pour les examens d’hiver 2025

cours

Méthode de
Gauss : échelon-
ner

Opération sur
lignes/colonnes

Application
linéaire

Diagonalisation

Gram-Schmidt

Systeme incompatible

Aucune, une ou une infinité de solutions
Déterminer la dimension de la solution générale
Calculer le rang d’une application linéaire
Calculer la dimension du noyau

e Inverser une matrice
e (Calculer le déterminant

Calculer l'aire/volume d’une forme en se basant sur le déterminant
Factorisation LU

Extraire une base

Compléter une base

Matrice de changement de base

théoreme du rang

injéctivité / surjectivité

Reconnaitre des sous-espaces vectoriels de R"™, P, M« (R)

Travailler avec les sous-espaces, noyau, etc. ..

Calculer le polynéme caractéristique

Calculer les valeurs propres (réelles ou complexes) et les espaces propres

(pas pour les valeurs complexes)
Trouver une base B de vecteur propres
Ecrire la matrice de changement de base

Produit scalaire standard, norme et orthogonalité

Formule pour la projection orthogonale (pour une base orthogonale ou

orthonormée)

Formule pour Gram schmidt
Méthode des moindres carrées
Factorisation QR

Droite de régression linéaire

Orthodiagonali- e Matrice orthogonales
sation e Matrice symétrique
e Critere d’orthodiagonalisation
e Théoreme spectrale
Propre aux e ( Formule de Cramer
cours e ( produit scalaire non standard
e ( Décomposition en valeur singuliere
e (Interprétation du théoreme spectrale



88

Note pour
’examen

Résume court

CHAPITRE 7. ORTHOGONALITE

e Corps finis :
— Les corps [, des entiers modulo p
— Construction de F 2 et F3
— Calcul de produit et d’inverse dans Fp2 et Fs
— Algebre linéaire sur IF), et I

L’examen est fixé a 80 points et 180 minutes ce qui donne = 2 minutes par
point. Donc si pour un vrai ou faux on commence a faire une page entiere de
justification, c’est souvent qu’il y a plus simple.

Lundi 1°" janvier 2024 — Cours 27 : Résumé du court On voit juste mettre les formule et

les trucs a savoir vite fait.

Déterminant

Opération Application des opération élémentaire sur le déterminant :
élémentaire e Type I : Interchanger des lignes entre elle ne change pas
le determinant
e Type II : changer le signe de la matrice change le signe
du déterminant
e Type III : En mutlipliant une ligne par un scalaire o € R,
le déterminant est aussi multiplier par ce scalaire.

Soit une matrice A,

Truc 1 Si une ligne de A est combinaison linéaire des autres lignes,
alors det A =10

Théoréme 59 o det(A') = det A
o det(AB) =det A-det B
e Si A est inversible, alors det(A™!) = m

Famille généra- Soit W un sous espace vectoriel de V.

trice

e Le sous espace W = Vec(vy, ..., v;) est le sous espace engendré par les
vecteurs v1, ...,V

e Les vecteurs vy, ..., v sont les générateurs de W

e L’ensemble {vy,...,v;} forme une partie génératrice de W

Extraire des Théoréme 60 Si l'un des vecteurs v; est combinaison

bases etc... linéaire des autres, alors la famille obtenue en supprimant
v; engendre encore V. si V. # {0}, il existe une sous
famille de {vy,...,v;} qui forme une base de V.

Cardinalité Soit :

d’une base e I/ un espace vectoriel
e B=(b1,...,by) une base de V'




Décomposition
LU

Inverse de ma-
trices et déter-
minants

Indépendance
linéaire

Injectivité
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e C=(c1,...,Cy) une famille ordonnée de vecteurs de V'

Théoreme 61 La famille ordonnée de C est une base de
V' si et seulement si la matrice A = ((c1)B, ..., (cm)B) @
un pivot dans chaque ligne et chaque colonne.

Cela ce "marie” trés bien avec une matrice carré et inver-
sible qui rejoint tout ensemble

Théoréme 62 de la base incompléte Soit V' un espace vectoriel de di-
mension n et {eg,..., e} une famille libre de vecteurs de V. Il existe
alors des vecteurs egi1,..., e, tels que (eq,...,e,) forme une base de V.

Truc 2 On utilise les parenthése pour une base et des acollades pour les
familles de vecteurs§

Le but est d’avoir une matrice triangulaire inferieur (L) et une supérieur :

o U est juste la matrie échelonnée (on s’arréte en bas)
e [ est la matrice qui comment a I,, et on fait 'opposé des opération faite
sur la matrice (si on ajoute 1/2 a une ligne, on enléve 1/2 sur la colonne
du méme indice)

e A=LU

L’inverse d’une matrice est donné par :

_ 1
A7l = detA(ComA)t

Truc 3 Des vecteurs sont linéairement indépendants lorsque la seule
solution de l’équation :

a1vy + -+ apv, =0

Est :
op=ag+--+oa,=0

On voit que c’est le méme principe que lorsqu’on cherche le noyau, on
prend la matrice dans une base (canonique c’est souvent plus simple) et
on échelonne. et s’il y a moins de colonnes pivots que de colonnes, alors
les vecteurs sont dépendants.

Truc 4 Sila matrice des vecteurs est carrée, on peut faire le déterminant
et voir st il est égal a 0.

Il y a plein de propriétés lorsqu’une matrice est injective :
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Truc 5 e Une seul solution et elle est trivial pour AT = 0
o ker A = {0}
e Les colonnes sont linéairement indépendantes

S7 la matrice est carrée et de taillen X n :

o La matrice A est inversible

e det A#0

e Les colonnes de A forment une base de R"
e ImA=n

e ker A = {0}

o dim Ker A=0

On voit que si une application est injective, a vraiment beaucoup de propriétés
qui en ressort.

Surjectivité Truc 6 Une application f:V — W entre deux espaces vectoriels V et
W est dite surjective si pour chaque vecteur w € W, il existe au moins
un vecteur v € V tel que f(v) = w.

En d’autres termes, 'image de f couvre tout I’espace W.
Si f est surjective, alors :

Truc 7
dim Imf = dim W

Donc, pour qu'une application soit surjective, le rang de f doit étre égal a la
dimension de I'espace d’arrivée .
e Casoudim V dim W :
Dans ce cas il est possible pour f d’étre surjective
e Cas ou dim V = dim W Dans ce cas, la dimension du noyau de f doit
étre égal a 0.
e CasoudimV <dim W
Dans ce cas, il est impossible que f soit surjective.

Truc 8 Si une application est surjective Alors :

AT =0 Posséde une solution unique

Bijectivité Une bijection est une application qui est injective et surjective en méme
temps.

Définition 54 Une application linéaire bijective est appelée isomor-
phisme

Application
linéaire
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Truc 9 Soit T une application linéaire. Alors :

T(au+ pv) = T (u) + BT (v)

T0)=0
Espace vecto-  C’est le méme principe que I'application linéaire :
riel e L’addition, si on prend deux vecteur de V et qu’on les additions, ils

doivent rester dans V.
e Si on multiplie par un réel un vecteur de V, il doit rester dans V.

Noyau Truc 10 Le noyau est la solution générale du systéme homogéne.

AZ =10

Truc 11 Le noyau appartient a ’espace de départ

Image L’image est tout ce qui peut étre comme résultats de ’application.
Elle généralise la notion de sous-espace C'ol A engendré par les colonnes d’une
matrice A.

Truc 12 L’image appartient a l’espace d’arrivée.

Truc 13 L’image d’une application linéaire T : v — W est le sous-
ensemble ImT = {w € W| il existe v € V tel que Tv = w}.

Espace-colonne,  Truc 14 L’espace colonne est Uespace engendré par les colonnes de A,
Espaces-lignes donc ce sont les vecteurs ot il y a des colonnes pivots.

Truc 15 L’espace ligne est l’espace engendré par les lignes de A qui ont
un pivot. Pour donner [’espace ligne, on met les lignes ot il y a un pivot
et on les réécrit en vecteur (en colonne).

Truc 16
dim ColA = dim LgnA

Pourquoi ¢a marche :
e Le nombre de lignes linéairement indépendantes est égal au nombre de
lignes contenant un pivot

e Le nombre de colonnes linéairement indépendantes est égal au nombre
de colonnes contenant un pivot.

Théoreme du Soit T : V' — W Une application linéaire en espaces vectoriels de dimensions

rang finies.

Truc 17 le rang est la dimension de l'itmage
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Truc 18

rang T + dim kerT =dim V

que la dimension de I'image et la dimension du noyau ensemble sont égales a
la dimension de ’ensemble de départ.

C’est fort parce que I'image de base réside donc ’espace d’arrivée donc on
arrive grace a ce théoreéme a relier I'image a l'espace de départ.

Gréce a ce théoreme on peut vraiment vraiment rapidement trouver plusieurs
dimensions avec la matrice d’application de taille n x m.

e dim KerA =nombre de colonnes sans pivot
e dim ImA = rangA = nombre de colonnes-pivot
e nombre de colonnes-pivot 4+ colonnes sans pivot = n.

Ici, la "largeur” de la matrice est la dimension de ’espace de départ, dim V.
Donc, on peut déja dire plusieurs choses pour l'injectivité et la surjectivité :

Cas Injectivité (A injective) | Surjectivité (A surjective) | Bijectivité (A bijec
Rang(A)=netn<m Si n = Rang(A) non Sin<m, Sin=m Sim =n = Rang
Rang(A) =met m<n| non Sim<mn, ouiSim=n Si m = Rang(A) Sim =n = Rang

Rang(A) < min(m,n) Pas injective Pas surjective Pas bijective

Changement de Sion veut passer de la base B a la base C on a le théoreme :

base
Truc 19

(Idv)g(v)s = (v)v

Théoréme 63
()% (v)s = (Tv)c

Donc ici Idy est la matrice de changement de base. En gros. on a le vecteur
v exprimé dans la base B et ensuite le vecteur v exprimé dans la base C.

Truc 20 La matrice de changement de base (Idv)% est construite en
écrivant les vecteurs de la base B en fonction de la base C
En exprimant chaque b; en fonction de c; on obtient la matrice (Idv)%.

Truc 21 Soit B et C deux bases de l’espace vectoriel de R™.
Soit P = (Id)% la matrice de changement de base de B vers C.

e La matrice P est inversible

e la matrice inverse p~

vers B.

est une matrice de changement de base de C

e Toute matrice inversible de taille n Xn est une matrice de changement
de base,
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Définition 55 Deux matrices carrées A et B de taille n X n sont sem-
blables s’il existe une matrice inversible P de taille n x n telle que

A=P'BP

Truc 22 Deuz matrice semblables ont le méme polynome caractéristique
les relations Définition 56 Les matrices A et B sont équivalentes
selon les lignes et les colonnes s’il existe des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes qui transforment
A en B. Il existe dont deuxr matrices inversible P et )

~ et ~

telle que :
PAQ =B
On le note
A~B
Truc 23

A~B — A~B

Diagonalisation Truc 24 la transposée d’un produit de matrice est le produit dans ’autre
sens des transposée :

(AB)T = (BTAT)

Théoréme 64 Une matrice A de taille n X n est diagonalisable si et
seulement s’il existe une base B de R™ formée de vecteurs propres de A

Truc 25 Si la somme des coefficients de chaque lignes est égal a ¢ alors

¥
p est une valeur propre et | ¢ | est un vecteur propre
¥
Y ¥ ¥
Truc 26 St A—pl, =@ ¢ | alors par exemple ici le rang est 1
Y ¥ ¥

et la dimker = 2 est donc on sait que ’espace propre est 2 et que @ est
valeur propre

Théoréeme 65 Soit A une matrice de taille n X n ayant n valeurs propres
distinctes. Alors A est diagonalisable
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Truc 27 Soit A\ une valeur propre de A, alors 1 < dim E\ < mult(\)

Truc 28 Soit A pas inversible alors ker A # {0} et donc 0 est valeur
propre de A et donc

e c4(0)=0

e c4(t) a coefficient constant nul

o | divise ca(t)

Critére de
diagonalisa-

tion

Méthode de
diagonalisa-

tion

Une matrice A est diagonalisable (sur R) si et seulement si :

1.

2.

Le polynoéme caractéristique est scindé : il se décompose
en produit de facteur (A —t) avec A € R

Pour tout A\, on a dim E) = mult(\)

Si A est diagonalisable, on forme une base de vecteurs propres
en réunissant les vecteurs de base de chaque espace propre.

Soit T': V' — V une application linéaire

1.

O N

Choirsir une base C de V' (la base canonique si elle existe)
Ecrire la matrice A = (T)& de T dans cette base
Calculer le polynoéme caractérsitque c,(t)

Si ca(t) n’est pas scindé, A n’est pas diagonalisable.
ca(t) est scindé, extraire les racines de \ de c¢4(t) et
calculer les multiplicité algébrique

Calculer les espaces propres E) et les multiplicités géo-
métriques

. Si dim E) = mult(\) pour une valeur propre A, alors A

n’est pas diagonalisable

8. Si dim E) = mult(\) pour tout A, alors A est
Des lors
1. Soit T': V' — V une application linéaire

Choisir une base By de E) pour toute valeurs de A

. Réunir les B) pour former une base B de V'
. D= (T)g est diagonale. Les valeurs propres apparaissent

dans la diagonale dans 1’ordre choisi pour contruire la
base B

. Les colonnes de la matrice de changement de base P =

(Id)$ sont les vecteurs de B exprimés en coordonnées
dans C

. Les colonnes de la matrice de changement de base P =

(Id)§ sont les vecteurs de B exprimés en coordonnées
dans C :
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Truc 29 Soit A une matrice de taille n x n. Alors (—=1)" " 1TrA est le
coefficient de t"~1 de ca(t) et det A est le coefficient constant

Truc 30 Si A est diagonalisable, alors la trace de A est égal d la somme
des valeurs propres

Produit sca- Définition 57 Produit scalaire Soit @, v deux vecteurs de

laire R"™. Le produit scalaire est :
U-U=U0=uvL+ -+ uptp
Propriétés

e Commutativité

e Distributivité

e Compataibilité avec I’action scalaire

o Positivité -7 >0et @ i =0« i =0

Définition 58 Une famille (i1, ..., dy) de vecteurs R™ est orthogonale

st u; L uj pour tout i # j. Cette famille est orthonormée si de plus
||@i|| = 1 pour tout i.

Théoréme 66 Les colonnes d’une matrice U de taille m X n sont or-
thogonales si et seulement si UTU = I,

Théoréme 67 Soit U la matrice dont les colonnes sont les vecteurs
i, ..., ur d’une base orthonormée de W. Alors

projw§ = UU"§

Approzima-  La distance minimale entre un vecteur ¢ et un sous espace W
tion quadra- de R™ est réalisée par z =y — projy
tique

Théoréme 68 Pour tout W € W on a ||§ — || > ||§ —

projwijll

On note g la meilleur approximation quadratique de ¥ dans
wW.

Truc 31 Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libres
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Truc 32 Soit {uy,..., U} une famille orthogonale de vecteurs non nuls
de R" et U = (dy,...,ux) la matrice de taille n x k associée Alors :

e UTU est une matrice diagonale
Si la famille est orthonormée :
e UTU =1,
o UUT est une projection orthogonale sur ImA

1. Vérifie que A est symétrique

2. Calculer c4(t) et en extraire les racines (valeurs propres)

3. Calculer les espaces propres pour chacun, le procédé de Gram-Schmidt
donne une base orthonormée.

4. En assemblant les base des espaces propres on obtient une base ortho-
normée U de R™

5. La matrice P dont les colonnes sont les vecteurs u; de U est orthogonale
et PT AP est diagonale

L’avantage ici c’est que I'inverse de la matrice de changement de base
est juste sa transposée

Méthode des La meilleurs solution possible d'une systéme incompatible tel que A% = b ou
moindres carrés A est une matrice m x n.

Définition 59 Une vecteur & € R™ est une solution au sens des moindres
carrés pour le systéme AZX = b si, pour tout ¥ € R"

16— Az|| < ||b - AZ]|

Truc 33 Comme AT € ImA, le systéme est incomptabile si b ¢ ImA.
Le vecteur le plus proche de b dans ImA est sa projection orthogonale.

B = prOjImAb

FEquation .. . = Fi¢
e Théoréme 69 L’ensemble des solutions AZ = b au sens

des moindres carrés est égal a l’ensemble non-vide des
solutions de l’équation normale :

normale

AT Az = ATh

Truc 34 La norme du vecteurs b — A% est appelée ccart
quadratique
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Théoréme 70 La solution & au sens des moindres carrées
est unique si et seulement si les colonnes de A sont libres,
ce qui est équivalent d exiger que la matrice AT A est
inversible

. On représente les point (z;,y;) a Paide de deux matrices :

e A contient les coordonnées x; et une colonne de 1 pour représenter

b,
e Y contient les ordonnées y;
Ainsi
r1 1 Y1
To 2 Y2
A - . N Y = .
x, 1 Yn

. On cherche un vecteur p = (Z) tel que

Ap=Y

. Equation normales :

ATAp = ATY

. Résoudre le systéeme ce qui donne la droite de régression y = ax + b
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