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Résumé

Le probléeme du flot maximum est un probléme d’optimisation combinatoire classique en
informatique et en recherche opérationnelle. Etant donné un réseau de flot, Iobjectif est de
déterminer la quantité maximale de flots qui peut étre envoyée d’une source a un puits, tout
en respectant les contraintes de capacité des arcs et de conservation du flot. Ce probléme a de
nombreuses applications pratiques, notamment dans la planification logistique, les réseaux
de transport et les réseaux de communication.

Dans ce travail, nous comparons différentes méthodes de résolution du probléme du flot
maximum. Nous étudions les algorithmes classiques, tels que Ford-Fulkerson, Edmonds-
Karp, Poussage-Réétiquetage et Dinic, ainsi que des approches basées sur la programmation
linéaire. Nous mettons en ceuvre ces algorithmes et les testons sur un ensemble de graphes
générés aléatoirement. Nous analysons les performances de chaque méthode en termes de
complexité théorique et de temps d’exécution pratique.
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1 INTRODUCTION 2

1 Introduction

Le probléme du flot maximum est 'un des problemes fondamentaux en algorithmique et en
recherche opérationnelle. Il consiste a trouver, dans un réseau orienté avec des capacités sur les
arcs, le flot de valeur maximale entre une source et un puits, tout en respectant les contraintes
de capacité et de conservation des flots.

Depuis plusieurs décennies, de nombreux algorithmes ont été développés pour résoudre ce pro-
bleme, parmi lesquels on compte les méthodes classiques, comme Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp
ou encore Dinic, mais aussi des approches basées sur la programmation linéaire. Ces algorithmes
different a la fois par leur complexité théorique, leur comportement pratique et leur adaptabilité
a différents types de graphes.

L’objectif de ce travail est de comparer ces différentes méthodes de résolution, & la fois sur le
plan théorique et expérimental. Nous mettrons en ceuvre ces algorithmes, puis les testerons sur
des jeux d’essais variés pour évaluer leurs performances respectives.

Ce rapport est structuré comme suit : apres une présentation des méthodes considérées, nous
décrivons notre méthodologie expérimentale, puis nous analysons les résultats obtenus avant de
conclure sur les perspectives ouvertes par ce travail.

1.1 Présentation détaillée du probleme de flot maximum

Le probléme du flot maximum se définit sur un graphe orienté G = (V, E), ou V est ’ensemble
des sommets et F l'ensemble des arcs. Chaque arc (u,v) € E est associé & une capacité c(u,v) > 0,
représentant la quantité maximale de flot qui peut circuler de u vers v. Si (u,v) ¢ E, on suppose
que ¢(u,v) = 0. On désigne par s € V la source et par t € V le puits, avec s # t. Formalisons le
probleme du flot maximum comme suit :

Définition (Réseau de flot). On appelle réseau de flot un quadruplet (G, s,t,c), ou :
— G = (V, E) est un graphe orienté,
— s € V est la source,
— t € V est le puits (s # 1),

— ¢:V? 5 Rt est une fonction de capacité sur les arcs, et qui est nulle si I’arc n’existe
pas.

Définition (Flot). Un flot est une fonction f : V2 — R qui satisfait les contraintes suivantes :
— Capacité : V(u,v) € V2, 0 < f(u,v) < c(u,v);
— Anti-symétrie : V(u,v) € V2, f(u,v) = —f(v,u);
— Conservation : Vv € V' \ {s, t}, Z flu,v) = Z f (v, 2), c’est-a-dire que tout

(u,v)EE (v,2)EE
sommet intermédiaire conserve le flot (pas de perte ni de création de matiere) ;

— Valeur du flot : la quantité totale envoyée par la source est |f| = Z f(s,v)
veV

Le probléme du flot maximum consiste donc a trouver un flot f dans un réseau de flot, respectant
les contraintes ci-dessus et maximisant | f|. Dans notre cas particulier, nous allons nous intéresser
a des graphes orientés avec un flot entier et des capacités entiéres.
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Applications : Le flot maximum possede de nombreuses applications concrétes : planification
logistique, réseaux de transport (par exemple pour maximiser le trafic dans un réseau routier),
routage dans les réseaux de communication, allocation de ressources, et méme en algorithmique
pour résoudre d’autres problemes, puisque le probleme du flot maximum est P-COMPLET. C’est-
a~dire qu’il se résout en temps polynomial, et que tout probléme polynomial peut s’y réduire par
une réduction en espace logarithmique[7].

Durant la guerre froide, le probléeme du flot maximum a été utilisé par I’'US Air Force pour
identifier les portions du réseau ferré soviétique & cibler[10].

1.2 Exemple

0/2

FIGURE 1 — Exemple de réseau de flot, avec en rouge un flot et en noir la capacité de chaque
arc.

Dans cet exemple, le sommet A recoit deux unités depuis la source et les envoie au sommet
B. Le sommet B redistribue ce flot vers les sommets D et P. La valeur du flot est de 2, c’est la
somme des flots sortants de la source S (et également la somme des flots entrants dans le puits).

2 Définitions générales

2.1 Réseau résiduel

La plupart des algorithmes de flot maximum utilisent le réseau résiduel pour trouver des
chemins améliorants. Définissons la notion de réseau résiduel et de chemin améliorant :

Définition (Réseau résiduel). Soit G un graphe avec s, p et ¢ respectivement la source, le
puits et la fonction de capacité associés au graphe G. Notons N = (G, s,p, ¢) un réseau de
flot dans G avec un flot f.
Le réseau résiduel de NV et d'un flot f, noté Ny, est construit de la maniere suivante :
Pour chaque arc zy de G :
— Si f(zy) < c(zy), on crée un arc xy dans G’ avec la quantité restante disponible de
la capacité : ¢'(zy) = c(ay) — f(xy).
— Si f(zy) > 0 avec © # s et y # p, on crée un arc yx dans G’ avec la capacité qu’on
peut réaiguiller : ¢ (yz) = f(zy).
Ceci nous donne Ny = (G, s,p, ).
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Exemple. Le réseau résiduel de I’exemple précédent est le suivant :

FIGURE 2 — Réseau résiduel de ’exemple précédent.

Comme on peut le voir, le réseau résiduel est un graphe obtenu a partir d’un réseau de
flot et d’un flot.

2.2 Chemin et flot améliorants

Définition (Chemin améliorant).
— Un chemin améliorant pour un réseau de flot N muni d’un flot f est un chemin de s

a p dans la réseau résiduel Ny.

— Soit C' = x¢,21,...,2; un chemin améliorant dans Ny, le flot améliorant correspon-
dant est : f(zy) = { g si zy est un arc de C

sinon
ou v = min{c (z;x;41) : i € [0;k — 1]}
Concrétement, un chemin améliorant est un chemin dans le réseau résiduel. On le
munit d’un flot f’ sur ce chemin qui est la quantité maximale de flot qui peut étre
envoyée le long de ce chemin. Cette quantité est déterminée par la capacité résiduelle
minimale le long du chemin.

Nous pouvons aussi définir la notion de (s,t)-coupe. Cette notion peut étre interprétée comme
une faiblesse dans un réseau : ’ensemble minimum de pannes pouvant déconnecter le réseau.
C’est un probleme tres proche du flot maximum comme nous le verrons plus tard.

Définition ((s,?)-coupe). Soit G = (V, E) un graphe. On appelle (s, t)-coupe de G un couple
de sous-ensembles de sommets (S, T') disjoints d’union V tel que s € S et t € T
La capacité de la coupe (S,T), notée ¢(S,T), est la somme des capacités respectives des
arcs de S a T, soit ¢(S,T) = Z c(u,v).
(u,0)eSXT

Le probléme de la coupe minimum est la minimisation de la capacité ¢(S,T), c’est-a-dire la
recherche de la coupe (S,T") qui minimise la capacité de la (s, t)-coupe.

3 Différents algorithmes et exemples

Nous prendrons I’exemple suivant pour illustrer les différents algorithmes :
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3.1 L’algorithme de Ford-Fulkerson

3.1.1 Contexte historique

L’algorithme de Ford-Fulkerson a été introduit en 1956 par L. R. Ford Jr. et D. R. Fulkerson.
Il s’agit d’un des premiers algorithmes systématiques permettant de résoudre le probleme du flot
maximal dans un réseau de transport. Ce probléme consiste a envoyer le maximum de « flot » d’'un
sommet source vers un sommet puits dans un graphe orienté, tout en respectant des capacités
sur les arétes[4].

Le principe fondamental de Ford-Fulkerson repose sur 'idée intuitive suivante : tant qu’il
existe un chemin dans le réseau résiduel ou du flot peut encore étre envoyé, alors on peut accroitre
le flot total d’au moins une unité.

3.1.2 Fonctionnement général

L’algorithme de Ford-Fulkerson est le plus connu parmi tous. Celui-ci consiste & trouver un
chemin améliorant entre la source et le puits afin d’augmenter la valeur du flot. Pour cela nous
aurons besoin du graphe résiduel de (G, f) qui nous permettra de savoir les capacités restantes
disponibles.

3.1.3 Algorithme

Algorithm 1 Algorithme de flot maximum
Entrée : Un réseau de flot G = (V, 4, ¢, s,t)
Sortie : Un flot maximal f

: for all arc zy de G do
flzy) <0
: end for
: while il existe un chemin simple C' dans le graphe résiduel Ny do
A+ min{c'(u,v) : (u,v) € C}
for all (u,v) € C do
if (u,v) € A then
F(u, ) f(u,0) + A
else
10 : fu,v) + f(v,u) — A
11 : end if
12 : end for
13 : end while
14 : return f

© 00 N O Ut e W NN
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3.1.4 Complexité

La complexité de 'algorithme dépend du choix des chemins augmentants :

— Si on choisit les chemins de maniére arbitraire (parcours en profondeur, par exemple), la
complexité est O(|E|f*), ou f* est la valeur du flot maximal (supposée entiere) et |E| le
nombre d’arétes.

— En l'absence de capacité entiere, I’algorithme peut ne jamais converger.

Cette dépendance a la valeur du flot maximal rend ’algorithme peu efficace dans les cas ou les
capacités sont tres grandes.

3.1.5 Avantages/inconvénients

Avantages :

— Simple a implémenter mais c’est aussi une trés bonne base pour dériver d’autres algorithmes
plus efficaces et il fonctionne bien dans des cas ou les capacités sont petites et entieres.

Inconvénients :

— Pas de borne de complexité polynomiale sans restriction sur les données mais il peut aussi
étre lent en pratique a cause du choix des chemins et il est possible qu’il ne se termine
jamais si les capacités ne sont pas rationnelles.

3.1.6 Application sur I’exemple

Tout d’abord, on a le chemin améliorant : SABP avec une valeur de flot améliorant égal & 2.
On obtient donc & droite le réseau résiduel Ny :

On voit qu’il y a le chemin améliorant SAC DP avec un flot améliorant égal a 2.
On obtient a droite le nouveau réseau résiduel Ny :

On voit qu’il y a le chemin améliorant SCABDP avec un flot améliorant égal a 1.
On obtient & droite le nouveau réseau résiduel Ny :
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Dans ce dernier réseau résiduel, si nous partons de la source S nous ne pouvons atteindre que
les sommets A et C. Comme nous ne pouvons plus atteindre le puits P, cela signifie que le flot
obtenu est maximal.

Finalement la coupe minimale de ce réseau est I’ensemble {S, A, C} et son flot maximal est
de valeur 5.

3.2 L’algorithme d’Edmonds-Karp

3.2.1 Motivations et historique

L’algorithme d’Edmonds-Karp, introduit en 1972 par Jack Edmonds et Richard M. Karp,
est une amélioration déterministe de ’algorithme de Ford-Fulkerson. Il s’inscrit dans un objectif
fondamental de la théorie des graphes : rendre les algorithmes plus efficaces et prédictibles, en
particulier dans les cas pratiques[3].

L’idée principale est de toujours choisir le chemin augmentant le plus court en nombre
d’arétes. Cette stratégie simple permet d’établir une borne polynomiale sur le nombre d’ité-
rations.

3.2.2 Fonctionnement général

L’algorithme d’Edmonds-Karp est une spécificité de celui de Ford-Fulkerson. Celui-ci consiste
a trouver le plus court chemin améliorant entre la source et le puits afin d’augmenter la valeur
du flot. Pour le trouver, il suffit d’utiliser un parcours en largeur.

3.2.3 Algorithme

L’algorithme d’Edmonds-Karp est une spécificité de 'algorithme de Ford-Fulkerson. Il utilise
un parcours en largeur pour trouver le plus court chemin améliorant dans le réseau résiduel, 1a
ou l'algorithme de Ford-Fulkerson peut utiliser n’importe quel chemin améliorant.

3.2.4 Complexité

Contrairement a Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp garantit une borne polynomiale, en effet la
complexité ne dépend plus de la valeur du flot maximum, mais uniquement de n. La clé est
que le nombre de fois qu’une aréte peut étre saturée est borné. La complexité globale est donc
o(V?.E).

L’idée est que la distance (en nombre d’arétes) entre la source et un sommet dans le graphe
résiduel ne diminue jamais. Chaque fois qu'une aréte devient saturée, elle ne contribue plus a des
chemins courts, donc au plus O(V - E) saturations peuvent se produire.
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3.2.5 Avantages/inconvénients

Avantages :

— Garantie de terminaison et de complexité polynomiale, car elle ne dépend plus de la valeur
du flot maximal, mais du nombre d’arcs et de sommets. Cet algorithme a un comportement
déterministe, il est donc siir de terminer tout en étant simple a implémenter et a analyser.

Inconvénients :

— Moins efficace que des algorithmes plus avancés comme Dinic ou Poussage-Réétiquetage
sur les grands graphes. Il peut aussi effectuer un nombre élevé d’itérations si le graphe
contient beaucoup de chemins courts.

3.2.6 Application sur I’exemple

Tout d’abord, on a le chemin améliorant : SABP de taille 3 avec une valeur de flot améliorant
égal a 2.
On obtient donc & droite le réseau résiduel Ny :

On voit qu'il y a le chemin améliorant SACDP de taille 4 avec un flot améliorant égal & 2.
Regardons si on trouve un chemin améliorant plus petit, le chemin SCDP est un autre chemin
améliorant de taille 3 avec un flot améliorant égal a 2. C’est ce chemin que nous choisissons.
On obtient a droite le nouveau réseau résiduel Ny :

Il n’y a plus de chemin améliorant de taille 3 allant de S & P. On va choisir un chemin
améliorant de taille 4 : SABDP avec un flot améliorant égal a 1.
Nous obtenons a droite le nouveau réseau résiduel Ny :
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Dans ce dernier réseau résiduel, si nous partons de la source S nous ne pouvons atteindre que
les sommets A et C. Comme nous ne pouvons plus atteindre le puits P, cela signifie que le flot
obtenu est maximal.

Finalement la coupe minimale de ce réseau est 'ensemble {S, A, C} et son flot maximal est
de valeur 5.

3.3 L’algorithme de Dinic

3.3.1 Histoire et contexte

L’algorithme de Dinic (ou Dinitz), développé par le chercheur israélien Yefim Dinitz en 1970,
constitue une avancée majeure dans la résolution efficace du probleme de flot maximal. Présenté
dans sa these, I'algorithme a introduit deux idées fondamentales : la construction d’un graphe
de niveaux et 'utilisation de chemins bloquants|2].

Contrairement aux approches précédentes qui se contentaient de rechercher des chemins aug-
mentants sans optimiser leur structure, Dinic exploite une stratégie plus globale a chaque phase
d’augmentation, ce qui le rend beaucoup plus efficace, notamment sur les graphes denses.

L’algorithme de Dinic a été congu pour pallier certaines limites de Ford-Fulkerson, notamment
son inefficacité sur certains graphes ou les capacités sont entieéres mais faibles. L’objectif était
d’accélérer la recherche de chemins augmentants en structurant le graphe résiduel, de maniere
a maximiser le flot plus rapidement. L’idée clé de Dinic est de travailler par phases, ou chaque
phase consiste a construire un graphe de niveaux puis a y envoyer un flot bloquant. Cette approche
permet d’augmenter le flot de maniére plus globale et stratégique.

3.3.2 Fonctionnement général

L’algorithme de Dinic est semblable a celui d’Edmonds-Karp. Comme lui, il utilise des plus
courts chemins améliorants entre la source et le puits afin d’augmenter la valeur du flot.

Pour les trouver, il faudra étiqueter les sommets en fonction de leur distance par rapport
a la source et garder les arcs qui relient un sommet & un sommet de distance immédiatement
supérieure. Ceci nous donnera le réseau de niveau Ny, obtenu a partir du réseau résiduel Ny.

Nous aurons également besoin du flot bloquant.

Définition. Un flot f est dit bloquant si pour tout chemin C' entre la source s et le puits t,
il existe zy un arc dans C ou f(zy) = c(zy).

Autrement dit, un flot est bloquant si tout (s,t)-chemin contient un arc ou le flot est
égal a la capacité.
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3.3.3 Algorithme

Algorithm 2 Algorithme de Dinic
Entrée : Un réseau de flot G = (V, 4, ¢, s,t)
Sortie : Un flot maximal f

1: for all arc zy de G do

2 f(ay) <0

3: end for

4 : while il existe un chemin améliorant C' dans le graphe résiduel Ny de G et f do
5: On détermine le réseau de niveau Ny, de Ny

6 On calcule le flot bloquant f’ correspondant

7 On augmente f par f’

8 : end while

9: return f

3.3.4 Complexité

La complexité dépend de la nature du graphe :

— Cas général : O(V2E). Il y a au plus V — 1 niveaux possibles, donc au plus V phases.
Chaque phase utilise un parcours en largeur en O(FE) et une recherche de flot bloquant
pouvant prendre O(FE) avec un parcours en profondeur. D’ott un cofit de O(E?) par phase,
et O(V - E?) au total. Mais cette borne est souvent pessimiste.

3.3.5 Avantages/inconvénients
Avantages :

— Meilleure complexité asymptotique que Ford-Fulkerson et Edmonds-Karp et beaucoup plus
rapide en pratique.

— Exploite des structures efficaces (graphe de niveaux, parcours en profondeur optimisé).

— Permet un gain significatif en pratique.

— Tres performant sur les graphes denses, et compétitif sur les graphes unitaires.
Inconvénients :

— Implémentation plus complexe que les autres algorithmes de base.

— Moins efficace que Push-Relabel dans certains cas spécifiques.

— Utilise plus de mémoire que Ford-Fulkerson, car maintient plus de structures intermédiaires.

L’algorithme de Dinic est aujourd’hui largement utilisé dans les solveurs de flot maximal, no-
tamment lorsqu’on a affaire a des réseaux de grande taille ou dans des applications a contraintes
unitaires. Il sert également de base a d’autres algorithmes avancés, et est souvent utilisé dans les
compétitions algorithmiques et 'optimisation combinatoire[2].

3.3.6 Application sur I’exemple

Au début le flot est nul, le réseau résiduel Ny & droite est donc le méme que le réseau de flot
N.

Nous avons aussi en dessous, le réseau de niveau Ny, :
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On a donc un chemin améliorant SABP de valeur 2 ainsi qu'un chemin améliorant SCDP
de valeur 2.
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Le puits P n’est plus atteignable, I’algorithme se termine.
Finalement la coupe minimale de ce réseau est 'ensemble {S, A, C} et son flot maximal est
de valeur 5.

3.4 L’algorithme de Poussage-Réétiquetage
3.4.1 Motivations et historique

L’algorithme de poussage-réétiquetage, ou Push-Relabel, a été introduit par Andrew V. Gold-
berg et Robert E. Tarjan en 1986 [6]. Il a été congu comme une alternative aux algorithmes &
base de chemins augmentants, tels que Ford-Fulkerson ou Edmonds-Karp, afin de résoudre le
probléme du flot maximum de maniere plus efficace, notamment sur les graphes tres denses.

Contrairement aux approches classiques qui cherchent a établir des chemins complets de la
source vers le puits, l'algorithme de poussage-réétiquetage adopte une stratégie plus locale. Il
fonctionne en maintenant un pré-flot, ou I'on autorise un exces temporaire de flot dans certains
sommets. Le flot est progressivement déplacé vers le puits par des opérations de poussage (push)
et de réétiquetage (relabel), en fonction de la hauteur assignée & chaque sommet, qui simule une
estimation de la distance au puits.

Cette approche a permis d’établir pour la premiere fois un algorithme de flot maximal avec
une complexité polynomiale plus compétitive sur les graphes denses, notamment grace a 1'uti-
lisation de structures de données adaptées. Depuis sa publication, 'algorithme a donné lieu a
de nombreuses variantes et optimisations, dont certaines sont toujours utilisées dans les solveurs
modernes.

3.4.2 Fonctionnement général

L’algorithme de Poussage-Réétiquetage (ou Push-Relabel en anglais) est 'un des algorithmes
les plus efficaces pour calculer un flot maximum.

Son utilisation s’appuie sur la notion de préflot, qui consiste a affaiblir la conservation de flot.
Les sommets auront alors une valeur de flot entrante plus important que celle du flot sortant.
Cette différence s’appelle I'excédent. Lorsque cet excédent est positif, on dit que le sommet est
actif.

L’objectif de cet algorithme est de pousser le flot dans le graphe, en fonction de la hauteur
des sommets.

3.4.3 Algorithme

Pour la suite, nous avons besoin de noter r(u,v) = ¢(u,v) — f(u,v) qui correspond & la quan-
tité de flot qu'on peut encore faire passer par l'arc (u,v).

Algorithm 3 Algorithme de Poussage

Entrée : Un arc (u,v)
Sortie : Aucune

1: m = min(ex(u), r(u,v))
cex(u) < ex(u) —m
:ex(v)  ex(v) +m

s flu,v) « flu,v) +m

: flu,u) «+ f(v,u) —m

[SAE= NGV
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Algorithm 4 Algorithme de Réétiquetage

Entrée : Un sommet u
Sortie : Aucune

1: h(u) < 1+ min(h(v) | v € Vi(u),r(u,v) > 0)

Algorithm 5 Algorithme de Poussage-Réétiquetage
Entrée : Un réseau de flot G = (V, 4, ¢, s,t)
Sortie : Un flot maximal f

1: h=0

: for allv eV do

: hls] + V|

:ex =0

: for allv e V do

: for all v € V. (s) do

ex[v] < c[s,v]

: end for

: while il existe des sommets actifs (dont I'excédent est strictement positif) do
10 : Choisir le sommet en téte de file : u

11 : Appliquer Réétiquetage sur u

12 for all v € Vi (u) do

13 : Appliquer Réétiquetage sur v

14 : if h(u) — h(v) ==1 et r(u,v) > 0 then
15 : Appliquer Poussage sur (u,v)

16 : end if

17 : end for

18 : Appliquer Réétiquetage sur u

19 : end while

© 00 N O Utk W N

3.4.4 Complexité

L’algorithme général a une complexité en temps en O(|V|?|E|).

3.4.5 Avantages/inconvénients

Avantages :

— Complexité identique a celle de Dinic, il est alors de meilleure complexité asymptotique
que Ford-Fulkerson et Edmonds-Karp.

Inconvénients :
— Implémentation plus complexe que les autres algorithmes de base.

— Assez lent en pratique.

3.4.6 Application sur ’exemple

Reprenons notre exemple :
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On initialise les différents éléments dont on a besoin :
— hauteur ={5:6,4:0,B:0,C:0,D:0,P:0}
— excédent ={S:0,4:4,B:0,C:3,D:0,P:0}
— sommets_ actifs = [A, C]

On traite le sommet A :

On réétiquette A : hauteur[A4] =1
On regarde les successeurs de A :

On réétiquette B et C' : hauteur[B] = 1 et hauteur[C] =1
On ne pousse pas le préflot car hauteur[A] = hauteur[B] = hauteur[C]

On réétiquette A : hauteur[4] = 1 + min{1;1} =2
L’excédent de A est strictement positif : sommets_ actifs = [C, A]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur ={5:6,4:2,B:1,C:1,D:0,P:0}
— excédent = {S:0,A:4,B:0,C:3,D:0,P:0}

On traite le sommet C :



3.4 L’algorithme de Poussage-Réétiquetage 15
On réétiquette C : hauteur[C] =1+0=1
On regarde les successeurs de C :

On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2;0} =1
On ne pousse pas le préflot car hauteur[C] = hauteur[D]

On réétiquette C : hauteur[C] =141 =2
L’excédent de C est strictement positif : sommets_ actifs = [A, C]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur ={5:6,4:2,B:1,C:2
C

On traite le sommet A :

On réétiquette A : hauteur[A] = 1 + min{1;2} =2
On regarde les successeurs de A :

On réétiquette B et C : hauteur[B] = 1 + min{1;0} = 1 et hauteur[C] =141 =2
On pousse le préflot car hauteur[A] = hauteur[B] + 1 = hauteur[C] et 7(A, B) > 0,
r(A,C)=0:

excédent[A] = 4 — 3 = 1, excédent[B] = 0+ 3 = 3, flot[4,B] = 0+ 3 = 3,
flot[B, A] = 0 — 3 = —3, sommets_ actifs = [C, B]

On réétiquette A : hauteur[A] = 1 + min{1;2} =2
L’excédent de A est strictement positif : sommets actifs = [C, B, A]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur = {S:6,A4:2,B:1,C:
— excédent = {S:0,A:1,B:3,C:
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On traite le sommet C :

On réétiquette C : hauteur[C] =141 =2
On regarde les successeurs de C :

On réétiquette D : hauteur[D]=1+0=1
On pousse le préflot car hauteur[C] = hauteur[D] + 1 et r(C, D) > 0) :

excédent[C] = 3 —2 = 1, excédent[B] = 0+ 2 = 2, flot[A,B] = 0+ 2 = 2,
flot[B, A] = 0 — 2 = —2, sommets_ actifs = [B, A, D]

On réétiquette C' : hauteur[C] =141 =2
L’excédent de C est strictement positif : sommets_ actifs = [B, A, D, C|

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur = {S:6,A:2,B:1,C:
— excédent ={S:0,4:1,B:3,C:

On traite le sommet B :

On réétiquette B : hauteur[B] = 1 +min{1,0} =1
On regarde les successeurs de B :

On réétiquette D et P : hauteur[D] = 1 + min{2,0} = 1 et hauteur[P] = 0
On pousse le préflot sur [B, P| car hauteur[B] = hauteur[D] = hauteur[P] + 1 et
r(B,D)=0,r(B,P)>0:

excédent[B] = 3 — 2 = 1, excédent[P] = 0+ 2 = 2, flot[B,P] = 0+ 2 = 2,
flot[P, B] = 0 — 2 = —2, sommets_ actifs = [C]

16
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On réétiquette B : hauteur[B] =1+1=2
L’excédent de B est strictement positif : sommets_ actifs = [A, D, C, B]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur = {S:6,A:2,B:2,
— excédent ={S:0,4:1,B:1,

On traite le sommet A :

On réétiquette A : hauteur[A] =1+2=3
On regarde les successeurs de A :

On réétiquette C' : hauteur[C] = 1
On ne pousse pas le préflot car hauteur[A] = hauteur[C] 4 2

On réétiquette A : hauteur[A] =1+1=2
L’excédent de A est strictement positif : sommets_ actifs = [D, C, B, 4]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur ={5:6,4:2,B:2,C:1
— excédent ={S:0,A4:1,B:1,C

On traite le sommet D :

On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2;0} =1
On regarde les successeurs de D :

17
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On réétiquette A et P : hauteur[A] =1+ 1 = 2 et hauteur[P] = 0
On pousse le préflot sur [D, P| car hauteur[D] = hauteur[A] — 1 = hauteur[P] + 1 et
r(D,A) >0, r(D,P)>0:

excédent[D] = 2 — 2 = 0, excédent[P] = 2+ 2 = 4, flot[D,P] = 04+ 2 = 2,
flot[P, B] = 0 — 2 = —2, sommets_ actifs = [C, B, 4]

On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2;0} =1
L’excédent de D est nul : sommets_ actifs = [C, B, A]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur = {S:6,A4:2,B:2,
— excédent = {S:0,A:1,B:1,

On traite le sommet C :

On réétiquette C : hauteur[C] = 1

On regarde les successeurs de C' : il n’y en a plus

On réétiquette C' : hauteur[C] = 1

Aucune modification dans hauteur ou excédent n’a été réalisé : sommets_actifs = [B, A]

Faisons un point sur les dictionnaires :
— hauteur = {S:6,A4:2,B:2,
— excédent = {S:0,A:1,B:1,

On traite le sommet B :

On réétiquette B : hauteur[B] =1+ 1 =2
On regarde les successeurs de B :

18
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On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2,0} =1
On pousse le préflot sur [B, D] car hauteur[B] = hauteur[D] 4+ 1 et (B, D) =0 :

excédent[B] = 1 —1 = 0, excédent[D] = 0+ 1 =1, flot[B,D] = 0+1 =1,
flot[D, B] = 0 — 1 = —1, sommets_ actifs = [A, D]

On réétiquette B : hauteur[B] =1+ 1 =2
L’excédent de B est nul : sommets_ actifs = [A, D]

Faisons un point sur les dictionnaires :

On traite le sommet A :

On réétiquette A : hauteur[4] =1+1=2
On regarde les successeurs de A :

On réétiquette C' : hauteur[C] = 1
On ne pousse pas le préflot car hauteur[A] = hauteur[C] 4 2

On réétiquette A : hauteur[4] =1+1=2
Aucune modification dans hauteur ou excédent n’a été réalisé : sommets actifs = [D]

Faisons un point sur les dictionnaires :

On traite le sommet D :
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On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2;0} =1
On regarde les successeurs de D :
On réétiquette A et P : hauteur[A] =1+ 1 = 2 et hauteur[P] =0
On pousse le préflot sur [D, P] car hauteur[D] = hauteur[A] — 1 = hauteur[P] + 1 et
r(D,A) >0, r(D,P)>0
excédent[D] = 1 —1 = 0, excédent[P] = 4+ 1 = 5, flot[D,P] = 2+ 1 = 3,
flot[P, B] = —2 — 1 = —3, sommets_ actifs = ||

On réétiquette D : hauteur[D] = 1 + min{2;0} =1
L’excédent de D est nul : sommets_ actifs = [ ]

Faisons un point sur les dictionnaires :

La file des sommets actifs est vide, I’algorithme se termine.
Finalement, le flot maximum a une valeur égale a f(B,P)+ f(D,P)=2+3=25.

3.5 Récapitulatif des algorithmes et leur complexité

Algorithme Complexité | Complexité en fonction de n = |V/|
Ford-Fulkerson O(|E|f*) O(n?f*)
Edmonds-Karp O(|V||E|?) O(n®)

Dinic O(|VI?|E|) O(n?)
Poussage-Réétiquetage | O(|V|?|E|) O(n*)

TABLE 1 — Récapitulatif des algorithmes de flot maximum

4 Programmation linéaire

4.1 Introduction a la programmation linéaire

La programmation linéaire est un outil mathématique qui permet de résoudre des problémes
d’optimisation ou 1’objectif et les contraintes sont exprimés par des fonctions linéaires. Elle est
utilisée dans de nombreux domaines tels que 1’économie, la logistique, la gestion des ressources,
ete.
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D’une maniere générale, un probléme de programmation linéaire peut étre formulé comme
suit :

Maximiser ¢’z

Sous les contraintes Az <b
x>0

ou :

- c est un vecteur de coefficients de la fonction objectif,
« x est le vecteur des variables de décision,

« A est une matrice de coefficients des contraintes,

o b est un vecteur de contraintes.

On appelle ¢z la fonction objectif et on la note souvent z(z).

Exemple.

Maximiser z(x) = 2z1 + lao
Sous les contraintes 2x; + bxg < 17
3501 + 2’132 S 10

1,72 >0

La solution optimale de ce probleme est z1 = % et 9 = 0 avec une valeur de z(z) = 23—0.

(2 5 (17 (2 (1
Nous avons A = <3 2), b= (10>, c= <1> et x = <$2>

Remarque. Nous pouvons soit maximiser la fonction objectif, soit la minimiser. Mais dans
tous les cas, min z(x) = — max —z(z) donc il est facile de voir que les deux cas sont équiva-
lents. De plus les contraintes peuvent aussi étre des inégalités dans 'autre sens, c’est-a-dire
avec x; > b; par exemple.

Dans cet exemple, les variables z1 et x5 sont réelles, c’est-a-dire que leur valeur peut étre n’im-
porte quel nombre réel positif. Cependant, dans de nombreux problemes pratiques, les variables
de décision doivent étre des entiers (par exemple, le nombre d’objets & produire ou & transporter).
Dans ce cas, on parle de programmation linéaire en nombres entiers. La programmation linéaire
en nombres entiers est un cas particulier de la programmation linéaire ou toutes les variables
sont contraintes a prendre des valeurs entiéres. Si certaines variables sont continues et d’autres
entieres, on parle de programmation linéaire mizte.

Dans ces deux cas, la résolution du probléme devient plus complexe et d’une maniere générale,
la programmation linéaire en nombres entiers et la programmation linéaire mixte sont NP-
COMPLET. Cela signifie qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial connu pour résoudre tous les
problémes de ce type.

Nous pouvons proposer une preuve concise de la NP-complétude de la programmation linéaire
en nombres entiers.
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Théoreme. La programmation linéaire en nombres entiers est NP-COMPLET.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le probléme du vertex cover minimum.
Soit G = (V, E) un graphe non orienté. Nous définissons un programme linéaire de la
maniere suivante :

Minimiser E Yo

veV
Sous les contraintes y, + v, > 1 V(u,v) € E
Yo €N YveV

Etant donné que la contrainte limite y, & 0 ou 1, toute solution faisable de ce programme
linéaire en nombres entiers est un sous ensemble de sommets de G. La premiere contrainte
implique qu’au moins un sommet de chaque aréte doit étre choisi dans le sous-ensemble.
De plus, la solution est un vertex cover de G. Réciproquement, si C' est un vertex cover de
G, alors y, peut étre mis a 1 pour chaque sommet de C et & 0 pour les autres sommets.
Cela nous donne une solution faisable du programme linéaire. Nous pouvons conclure que
si I'on minimise la somme des y,, on obtient un vertex cover de taille minimale. Comme le
probléme du vertex cover est NP-COMPLET, la programmation linéaire en nombres entiers
est également NP-COMPLET. O

Dans le cas de la programmation linéaire, il existe des algorithmes efficaces pour résoudre
le probléeme, tels que l'algorithme du simplexe ou l'algorithme des points intérieurs. Bien que
I'algorithme du simplexe soit de complexité exponentielle dans le pire des cas, il est tres efficace en
pratique et résout souvent des problemes de grande taille en un temps raisonnable. L’algorithme
des points intérieurs a une complexité polynomiale, mais il est souvent moins efficace que le
simplexe.

4.2 Probléme de flot maximum

Nous avons également comparé nos algorithmes avec les meilleurs solveurs de programmation
linéaire. Pour cela nous avons utilisé la modélisation standard du probléme de flot maximum :

Maximiser Z f(s,0)

v:(s,v)EE
Z f(u,v) — Z flo,w)=0 YveV\{st}
g 1 traint w:(u,v)EE w:(v,w)EE
ous les contraintes f(u’v) S c(u,v) V(u,'u) cE
flu,v) >0 Y(u,v) € E

La fonction a maximiser est la somme des flots sortants du sommet source s, par conservation
du flot, c’est aussi égal a la somme des flots entrants dans le sommet puits. La premiére contrainte
assure la conservation du flot pour chaque sommet, sauf pour la source et le puits. La deuxiéme
contrainte assure que le flot sur chaque aréte ne dépasse pas sa capacité et la derniére contrainte
assure que le flot est positif ou nul.
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Sous les contraintes

entiere.

Maximiser

Exemple. Illustrons avec ’exemple du début :

f(s,a) + f(s,¢)

f(s,a) + f(d,a) — f(a,b) — f(a,c) =0
f(s,c)+f(a,c)ff(c,d):0
f(aab)_f(bvd)_f(bvp):
f(c,d)+f(b,d)—f(d,a)—f(d,p)=O
f(s,a) <4

f(s,0) <3

fla,b) <3

fla,e) <2

f(b,d) <3

f(b,p) <2

fle,d) <2

fld,a) <1

f(d,p) <4

f(z,y) =20 V(z,y) e E

Remarque. Une remarque importante est que les variables de flot f(u,v) sont réelles (il n’y
a pas de condition f(x,y) € N), donc a priori, rien n’assure que la solution optimale soit

23

Pour montrer que la solution optimale est entiére, nous allons utiliser le théoreme de Hoffman
et Kruskal sur les matrices totalement unimodulaires.

4.3 Matrices totalement unimodulaires

a0,1ou-—1.

Exemple.

Définition (Matrice totalement unimodulaire). Soit M une matrice, on dit qu’elle est totale-
ment unimodulaire si pour toute sous-matrice carrée N de M, le déterminant de N est égal
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1
A= (1) (1) _11 _01 _01 g est une matrice totalement unimodulaire.
o 0 o 1 1 -1
-1 0 1
Par exemple, prenons la sous-matrice N = | 1 —1 0] obtenue & partir des coefhi-
0 1 0

cients noirs de A.

N est une sous-matrice carrée de A et son déterminant est égal a 1. Pour prouver que
A est totalement unimodulaire, il faut montrer que pour toute sous-matrice carrée de A, le
déterminant est égal a 0, 1 ou —1.

Remarque. Une matrice totalement unimodulaire ne peut contenir que des 0, 1 et —1 (car
sinon elle aurait une sous matrice 1 x 1 avec un déterminant différent de 0, 1 ou —1).

Théoreme (Hoffman & Kruskal, 1956 [8]). Une matrice entiére est totalement unimodulaire
si et seulement si le polyedre défini par {z : Az < b,z > 0} est un polyeédre entier pour tout
vecteur b entier.

Ce que nous apprend ce théoreme, c’est que tout probleme linéaire dont la matrice de
contraintes est totalement unimodulaire et dont le vecteur de contraintes est entier, a une solution
entiere.

Théoreme. La matrice du probleme de flot maximum est totalement unimodulaire.

Et comme le vecteur de contraintes est entier (car les capacités sont entiéres), la solution optimale
est entiere.

L’intérét de ce théoreme est que, bien que la programmation linéaire en nombres entiers
soit NP-COMPLET, dans le cas du flot maximum, on peut utiliser un solveur de programmation
linéaire classique pour obtenir une solution entiére en temps polynomial.

4.4 Le théoréme Max-Flow/Min-Cut

Trouver une coupe minimale dans un réseau de flot est équivalent a trouver un flot maxi-
muim.

Théoreme (Max-Flow/Min-Cut). Si f est un flot dans un réseau de flot G = (V, E), avec s
la source et t le puits, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est un flot maximum ;
2. Il n’existe pas de chemin augmentant dans le réseau résiduel G ;

3. La valeur du flot est égale a la capacité de la coupe minimale entre s et ¢, c’est-a-dire :
|f| = ¢(S,T), pour une certaine coupe (S,T) de G.




4.5 Solveurs de programmation linéaire 25

Exemple.

--- coupe minimale

22

On obtient alors comme coupe : S ={S,A,C} et T = {B, D, P}.
On peut voir que le flot maximum a une valeur de f(B, P)+ f(D,P) =2+3 =5 et que
la coupe minimale a une capacité de ¢(A, B) + ¢(C,D) =3+ 2 =5.

Ce théoreme a de nombreuses applications concretes, en voici un exemple :

Exemple (Circulation routiére).

o Objectif : déterminer la capacité maximale d’un réseau routier entre deux villes.

o Le théoreme Max-Flow/Min-Cut permet de d’identifier les goulots d’étranglement
pour optimiser le trafic.

Ainsi, nous comprenons que le flot maximum est un probléme d’optimisation trés important
et résoudre rapidement ce probleme est crucial dans de nombreux domaines.

On peut aussi remarquer que la modélisation du probléme de coupe minimum sous forme
de programme linéaire est en fait le probléme dual du probléeme de flot maximum. En d’autres
termes, ces deux problémes ne sont en réalité qu’'un seul et méme probléme, mais sous deux pers-
pectives différentes, I'un exprimé comme une maximisation et I’autre comme une minimisation.

4.5 Solveurs de programmation linéaire

Nous avons utilisé deux solveurs de programmation linéaire : Gurobi et SCIP, ces deux solveurs
sont tres performants et permettent de résoudre des problémes de grande taille rapidement.
Gurobi est un solveur commercial, réputé pour étre I'un des plus rapides du marché, tandis que
SCIP est un solveur open-source qui est probablement 'un des meilleurs dans sa catégorie.

5 Création des instances

Afin de pouvoir tester et comparer nos algorithmes, nous avons eu besoin d’instances de
graphes de tailles et de formes différentes afin de pouvoir comparer comment se comportent nos
algorithmes. Comme nous n’avons pas trouvé d’instances de graphes suffisamment grandes en
ligne, nous avons décidé de créer nos propres instances. Cette partie détaille ce processus de
création et présente les différentes instances que nous avons pu créer ainsi que les choix que nous
avons faits.



5.1 La classe RandomFlowNetwork 26

5.1 La classe RandomFlowNetwork

Afin de créer un grand nombre d’instances, nous avons di commencer par générer des graphes
de manieére aléatoire. Pour cela, nous avons créé une classe RandomFlowNetwork.

Cette classe permet de générer un réseau de flot orienté en plusieurs étapes :

1. Elle crée un graphe vide et commence par lui ajouter ’ensemble de ses sommets, chacun
identifié par un nom ou un numéro. Le nombre de sommets n créés est controlé a ’avance.

2. Ensuite, elle établit des arétes orientées entre ces sommets. Ces connexions sont ajoutées

de maniere aléatoire, tout en respectant certaines contraintes :

— Soit on fixe a 'avance un nombre précis de connexions.

— Soit on utilise une densité, c’est-a-dire une proportion du nombre maximal de connexions

possibles.

Ici, dans le cas de nos instances, cette derniére méthode est utilisée. Pour expliquer plus
clairement comment cela fonctionne, pour un graphe G = (E,V) on pose d € [0,1] la
densité, et ensuite Vx,y € V la probabilité d’apparition de 'aréte zy est d. On essaie donc
de créer le graphe complet avec une probabilité d d’apparition sur chaque aréte.
Nous avons ainsi pu faire varier la densité de nos graphes entre 0.1 et 0.9.
Chaque aréte recoit finalement une capacité aléatoire, c’est-a-dire une valeur représentant
sa « capacité » ou « poids ».

3. Une fois les arétes ajoutées, deux sommets distincts sont choisis au hasard : un sommet
source (point de départ) et un sommet puits (point d’arrivée).

4. Les arétes qui partent directement de la source et celles qui arrivent directement au puits
sont récupérées et stockées a part.

5. Finalement, le graphe est retourné avec :
— Le sommet source;
— Le sommet puits;
— Les arétes entre les sommets.

En résumé, cette classe construit un graphe orienté aléatoire, puis désigne deux extrémités
pour simuler un réseau de flot. Le probleme est le suivant : comment construire des graphes
pertinents afin de tester les algorithmes 7

5.2 Tests sur les graphes générés

Les graphes étant générés aléatoirement, on peut obtenir des graphes non connexes, des som-
mets non reliés & la source ou au puits, etc. Tout cela fausserait les instances. En effet, si le
graphe n’est pas connexe, cela pourrait fausser les résultats : un graphe de taille 1000 pourrait se
résumer & un de taille 100 (s’il n’est pas connexe, par exemple), ce que Ion ne souhaite pas. On
pourrait méme tomber sur des graphes ot nos algorithmes ne convergeraient pas, par exemple si
la source et le puits ne sont pas reliés.

On va donc devoir créer un ensemble de tests sur nos graphes afin de s’assurer qu’ils soient
bien formés et propices a étre utilisées comme instances. Cela pourra prendre du temps car
nous générons les graphes aléatoirement et n’en conservons qu’'une petite partie. Cependant ce
n’est pas tres grave car le jeu d’instances n’a besoin d’étre créé qu'une seule fois. Il n’est donc
pas nécessaire que le code qui permet sa création soit bien optimisé : on le lance un soir et
on récupere les instances le lendemain dans le pire des cas. Nous avons donc implémenté une

fonction IsConnected qui permet de vérifier les deux critéres suivants sur le graphe :
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1. Depuis la source, on peut atteindre n’importe quel sommet du graphe.
2. Depuis n’importe quel sommet du graphe, on peut atteindre le puits.

Evidemment, la vérification de ces deux propriétés implique la connexité du graphe. Ces tests
permettent donc de nous assurer que le graphe que nous avons généré est bien formé. En effet,
les algorithmes de flot convergeront sur nos graphes car le premier point nous assure qu’on peut
créer un flot sur ce graphe (la source est bien connectée au puits). Les points 2 et 3 nous per-
mettent d’étre slirs que sur un graphe de taille n, chaque sommet aura bien son importance et
sera bien pris en compte par le calcul. Le graphe ne peut donc pas se résumer a une version plus
petite de lui-méme. Nous donnons ici quelques exemples de graphes générés aléatoirement et s’ils
sont valides ou non :

Graphe G Graphe G’

Ainsi le graphe G ne sera pas pris car on ne peut pas accéder au puit depuis les sommets A
et B. Le graphe G’ quant & lui ne sera pas pris car il n’est pas connexe (le sommet D’ est isolé),
aussi on ne peut pas accéder au sommet A’ depuis la source S’. En revanche, le graphe suivant
est tout a fait valide :

Nous avons ainsi pu créer un jeu d’instances complet. Afin de généraliser davantage et de mieux
comparer les résultats, plusieurs instances similaires (ayant la méme taille et la méme densité)
sont créées. Pour connaitre U'efficacité d’un algorithme sur une instance de ce type, on peut ainsi
faire la moyenne des performances sur I’ensemble des instances de méme taille et méme densité.

5.3 Représentation des instances
Nous avons décidé de représenter les instances sous forme de fichiers texte. Chaque instance
est représentée par un fichier contenant les informations suivantes :
— Le numéro de la source;
— Le numéro du puits;

— La liste des arcs du graphe, sous la forme : z y c¢(xy) ol « et y sont les numéros des sommets
de larc, et c(zy) est la capacité de arc.



5.4 Les instances choisies 28

Le nombre de sommets ainsi que la densité du graphe sont indiqués dans le nom du fichier.
Par exemple, voici les premiéres lignes du fichier inst30_0,1_1, ou 30 représente le nombre de
sommets, 0,1 la densité, et 1 le numéro de I'instance (car plusieurs instances sont créées pour un
méme nombre de sommets et une méme densité).

22
4
17 21 9
24 25 8
12 27 55

5.4 Les instances choisies

Nous avons créé des instances pour toutes les tailles multiples de 10 entre 30 et 200. Pour
chaque taille, nous avons utilisé trois densités : 0,1, 0,5 et 0,9. Pour chaque densité, trois ins-
tances différentes ont été générées. Cela représente au total plus de 150 instances pour tester nos
programmes. Nous avons choisi de rester sur des tailles raisonnables afin que tous les algorithmes,
méme les moins efficaces, puissent toujours converger et ainsi étre comparés. En effet, pour un
graphe de taille de 200 sommets et une densité de 0,9, on obtient en moyenne :

w X 2 x 0,9 = 35820 arétes

Le 200><(§0071) nx(;q)

x 2 correspondant a toutes les arétes possibles. En effet pour le graphe
complet, X2 car les arétes sont orientées. On multiplie par la densité pour savoir le nombre
d’aréte en moyenne, dans notre exemple la densité est de 0, 9.

6 Développement Logiciel

6.1 Organisation du projet

Afin de garantir une progression structurée et efficace tout au long du projet, une planification
rigoureuse a été mise en place dés le début. Celle-ci a permis de répartir les taches de maniere
équilibrée entre les membres de I’équipe, de fixer des échéances claires et de suivre I’avancement
global semaine apres semaine. Ci-dessous, le diagramme de Gantt détaillant 1’organisation du
projet.

Le projet a débuté par une réunion d’organisation (semaine 1), au cours de laquelle les ob-
jectifs ont été clarifiés, les outils de travail définis, et une répartition préliminaire des roles a été
effectuée. Lors de cette réunion, le dépot Github a été créé pour permettre un travail collaboratif
et un suivi des versions du code source.

Nous avons ensuite entamé une période de recherche sur les algorithmes. En effet, ce projet
relevant quasi-intégralement de l’algorithmique, il était essentiel que tous les membres se ren-
seignent et étudient en profondeur tous les algorithmes qui vont étre implémentés. Cette étape a
donc permis a tous les membres d’étre a I'aise avec le fonctionnement des différents algorithmes
avant de les implémenter. Elle a également permis d’identifier les approches les plus adaptées
aux besoins du projet, et de poser les bases pour la phase de développement.
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Génération des courbes
Et étude des résultats

Présentation Oral

Rendu du rapport -

FIGURE 3 — Diagramme de Gantt

Nous nous sommes a nouveau retrouvé semaine 3 pour discuter de 'avancement de la re-
cherche et de la mise en place des algorithmes. Nous avons choisi notre langage de program-
mation, C#, et nous sommes mis d’accord sur la structure pour commencer a développer les
premieres classes.

Nous nous sommes réparti les algorithmes a implémenter, et chacun a commencé a travailler
sur son propre algorithme. Nous avons également attribué la tache de la création des instances a
un membre de I’équipe ainsi que celle de la création des tests unitaires. En parallele, nous avons
commencé a travailler sur le rapport, chacun sur sa partie. Lorsque tout était correctement
implémenté, nous avons pu lancer les séries de calculs sur les différents algorithmes et ainsi
produire les résultats et les courbes de performance dont font ’objet ce TER.

6.2 Travail collaboratif avec Git

Etant quatre & travailler sur ce projet, nous avons utilis¢é Git comme systéme de gestion
de versions pour organiser notre développement de maniére collaborative et efficace. Git nous a
permis de partager le code en temps réel, de suivre ’évolution de chaque fonctionnalité, et de
travailler en parallele sans conflits majeurs.

Chaque membre du groupe a pu développer des parties spécifiques du projet dans des branches
séparées, avant de les fusionner dans la branche principale une fois validées. Cela a facilité le
développement et réduit les risques d’écrasement de code. Grace a l'historique de Git, nous
avons également pu revenir facilement a des versions antérieures si nécessaire.

L’utilisation de Git nous a donc permis de structurer le projet comme une véritable équipe
de développement logiciel, en mettant en pratique des outils largement utilisés dans l'industrie,
et en rendant notre travail plus rigoureux et tragable.

Le dépdt du projet est accessible a I'adresse suivante : https://github.com/Wronskode/
Flot-maximum

6.3 Présentation des classes

Dans cette section, nous présentons les différentes classes développées dans le cadre de ce
projet, ainsi que leur role et leurs interactions.
Les classes principales que nous avons implémentées sont les suivantes :


https://github.com/Wronskode/Flot-maximum
https://github.com/Wronskode/Flot-maximum
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— Vertex

— Graph

— FlowNetwork

— FileFlowNetwork

— RandomFlowNetwork
— Flow

— PL

— Curve

— Program

Nous détaillons maintenant chacune de ces classes en exposant leur conception, leurs fonc-
tionnalités principales, ainsi que leur role dans le fonctionnement global du projet.

6.3.1 Vertex

La classe Vertex représente un sommet dans un graphe. Chaque sommet est identifié par un
nom ou une étiquette, généralement une chaine de caracteres. Cette classe permet d’identifier et
de manipuler les noeuds du graphe. Deux sommets sont considérés comme égaux s’ils portent le
méme nom, ce qui autorise leur utilisation comme clés dans des dictionnaires, notamment pour
stocker les arétes, les capacités ou les flots.

6.3.2 Graph

La classe Graph représente un graphe orienté pondéré, outils de base pour tous nos algo-
rithmes. En effet la classe FlowNetwork, qui représente un réseau le réseau de flot qu'on va
utiliser, hérite de la classe Graph. Un objet de Graph est défini par deux dictionnaires : AdjVer-
tices, qui associe chaque sommet a I’ensemble de ses successeurs, et Edges, qui stocke les arétes
du graphe avec leur capacité sous forme de couple de sommets. Quelques fonctions de bases sont
codées, comme par exemple NeighborsLeft ot NeighborsRight, qui retournent respectivement
les voisins entrants et sortants d’un sommet donné, une fonction Clone qui clone le graphe et
d’autres fonctionnalités classiques.

6.3.3 FlowNetwork

La classe FlowNetwork est au coeur de la bibliotheque de calcul de flot maximal. Elle étend
la structure de base Graph en introduisant plusieurs notions fondamentales. C’est depuis cette
classe que 'on va gérer tout les algorithmes de calcul de flot maximum qui constituent le cceur
de ce projet. Nous nous proposons donc naturellement de détailler cette classe, qui est la plus
importante.

En plus de I'héritage de la classe Graph, la classe FlowNetwork introduit les attributs Source
et Puits, qui représentent respectivement le sommet source et le sommet puits du réseau. Ces
attributs sont essentiels pour les algorithmes de flot maximal, car ils définissent les points d’en-
trée et de sortie du réseau.

Cette classe concentrant tous les algorithmes de calcul sur un réseau de flot, elle contient
évidemment tous les algorithmes de calcul de flot maximum que nous avons implémentés. Nous
en redonnons ici une liste non exhaustive :
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— FordFulkerson
— EdmondsKarp
— Dinic

— PushRelabel

La résolution via la programmation linéaire fait I’objet d’une classe séparée, PL, car cette mé-
thode ne constitue pas réellement en elle méme un algorithme sur les réseaux de flot.

Plusieurs fonctions essentielles au fonctionnement de ces algorithmes ou a d’autres téches
telles que la construction d’instances ont également été implémentées. En voici les plus impor-
tantes :

— DFS_ GetPathInLevelGraph : implémente une recherche en profondeur (DFS) pour trou-
ver un chemin augmentant dans un graphe résiduel (typiquement dans l’algorithme de
FordFulkerson ou de Dinic).

— BFS_ GetLevels : utilise une recherche en largeur (BFS) pour attribuer a chaque sommet
son niveau (distance minimale en nombre d’arétes depuis la source) dans un graphe.

— GetResidualGraph : permet de récupérer le graphe résiduel du réseau de flot.

— GetMaxFlow : permet de récupérer la valeur du flot maximum. L’intérét et les propriétés
d’un tel graphe sont détaillés dans la section sur les algorithmes de flot maximum.

— IsConnected : cette méthode n’est pas utilisée dans les algorithmes de flot maximum, mais
elle a été tres utile lors de la création des instances. En effet, elle permet de vérifier plusieurs
propriétés sur le graphe qui sont essentielles pour s’assurer que le graphe est « bien formé ».
Comme détaillé dans la partie sur les instances, elle vérifie que tout sommet est accessible
depuis la source et que tout sommet admet un chemin jusqu’au puits. Elle décide donc si
un graphe est gardé comme instance ou jeté.

— CreateGraphFile : permet de créer un fichier texte contenant la représentation du graphe.
Cette méthode est utilisée lors de la création des instances, afin de pouvoir les sauvegarder
et les réutiliser plus tard.

Pour plus de précisions sur le fonctionnement des méthodes relatives aux algorithmes de flot
maximum, nous vous renvoyons a la section sur les algorithmes de flot maximum.

6.3.4 FileFlowNetwork

La classe FileFlowNetwork a pour rdle de générer dynamiquement un réseau de flot (Flow-
Network) & partir d’un fichier texte structuré. Elle lit dans ce fichier les informations nécessaires
a la construction du graphe : 'identifiant du sommet source, celui du puits, puis une liste d’arétes
définies par deux sommets et une capacité. Le fichier est lu ligne par ligne, chaque sommet étant
instancié sous forme d’objet Vertex, et les arétes ajoutées avec leur poids dans un objet Graph. A
la fin de la lecture, la méthode Generate de la classe construit et retourne une instance de Flow-
Network contenant la topologie compléte du graphe, préte a étre utilisée dans les algorithmes de
flot maximum.

6.3.5 RandomFlowNetwork

La classe RandomFlowNetwork est responsable de la génération aléatoire de graphes orientés,
qui sont ensuite utilisés comme instances pour les algorithmes de flot maximum. Elle crée un
graphe orienté en ajoutant des sommets et des arétes de manieére aléatoire, tout en respectant une
densité spécifiée. La classe permet également de définir une source et un puits, ainsi que d’assigner
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des capacités aux arétes. Sa méthode Generate retourne un objet FlowNetwork représentant le
réseau de flot. La méthode de génération de graphes aléatoires est détaillée dans la section sur
la création des instances.

6.3.6 Flow

La classe Flow est utilisée pour représenter un flot, soit la fonction f : V2 — R que nous
étudions. Cette classe permet de stocker et de manipuler les flots calculés par les différents
algorithmes de flot maximum.

6.3.7 PL

La classe PL (Programmation Linéaire) a pour rdle de modéliser le probléeme du calcul du
flot maximum sur un graphe donné sous la forme d’un systéme linéaire, puis de le résoudre a
I’aide de solveurs spécialisés tels que Google OR-Tools ou Gurobi. Elle construit un modele dans
lequel chaque variable représente le flot sur une aréte, les contraintes traduisent les capacités
maximales des arétes et les lois de conservation du flot en chaque sommet intermédiaire (autres
que la source et le puits), et la fonction objectif vise & maximiser le flot total sortant de la source.
La méthode SolveWithOrTools implémente cette logique avec OR-Tools, tandis que SolveWith-
Gurobi I'implémente via ’API Gurobi. Une méthode AfficherSysteme est également disponible
pour visualiser les variables, les contraintes et la fonction objectif du systéme linéaire généré.
Pour plus de détails nous vous renvoyons a la section sur la programmation linéaire.

6.3.8 Curve

La classe Curve est chargée de mesurer les performances temporelles de différents algorithmes
de calcul du flot maximum sur un ensemble d’instances de graphes, puis de générer automatique-
ment des courbes de benchmark. Pour une densité donnée, la méthode CreateCurves parcourt
tous les fichiers de graphes correspondants dans un dossier, instancie le réseau de flot associé, et
exécute chaque algorithme de calcul fourni tout en mesurant le temps d’exécution. Ces temps
sont ensuite agrégés en fonction du nombre de sommets du graphe, permettant ainsi de tracer
des courbes de performance (temps en fonction du nombre de sommets) pour chaque méthode.
La bibliotheque ScottPlot est utilisée pour la génération des graphiques, qui sont ensuite enre-
gistrés au format PNG. Cette classe permet donc de produire les courbes qui nous permettent
de visualiser la complexité pratique des algorithmes de flot maximum en fonction de la taille du
graphe.

6.3.9 Program

Cette Program classe principale constitue le point d’entrée du programme. C’est depuis ce fi-
chier que I'on appelle les différentes classes développées dans le projet pour effectuer les diverses
actions nécessaires : génération des instances aléatoires, résolution du probléme de flot maxi-
mum & 'aide de plusieurs algorithmes, et création des courbes de performances. Elle orchestre
ainsi I’ensemble du processus expérimental, de la construction des graphes jusqu’a ’analyse des
résultats.

6.4 Langage et classes

Pour ce projet de TER, nous avons décidé d’utiliser le langage C#. Ce choix nous a semblé
pertinent car C# est un langage moderne, orienté objet, avec une syntaxe claire et bien structurée.



6.5 ests 33

Cela nous a permis de développer notre code de manieére propre et organisée, ce qui est important
quand on travaille sur plusieurs algorithmes comme ceux de flot.

Nous avons utilisé I'environnement de développement Rider (JetBrains), qui offre de nom-
breux outils utiles comme ’autocomplétion, la navigation dans le code, le refactoring ou encore
un bon débogueur [9]. Ces fonctionnalités nous ont vraiment facilité le développement et nous
ont permis de rester concentrés sur ’essentiel : I'implémentation des algorithmes et ’analyse de
leurs performances.

Plutot que d’utiliser une bibliotheéque externe, nous avons choisi d’implémenter nous-mémes
les structures de graphes nécessaires (nceuds, arétes, flot, etc.). Cette approche nous a permis de
mieux comprendre le fonctionnement interne des algorithmes et d’adapter notre représentation
a leurs besoins spécifiques.

Méme si C# n’est pas le langage le plus utilisé dans les publications en algorithmique (o
C++ ou Python sont plus populaires), il reste suffisamment performant pour notre projet. De
plus, il offre un bon compromis entre lisibilité, facilité de prise en main, et performances, ce qui
en fait un choix raisonnable pour un projet de recherche appliquée encadré.

6.5 Tests

Tout au long du projet, nous avons mis en place des tests unitaires pour vérifier le bon fonc-
tionnement de nos algorithmes et de nos classes. Ces tests ont été réalisés a 1’aide du framework
de test intégré a Rider, qui nous a permis d’écrire des tests clairs et faciles & maintenir.

Nous vérifions notamment que les algorithmes de flot maximum renvoyaient bien le flot maxi-
mum attendu pour des instances connues, et que les graphes générés étaient bien formés (connec-
tés, avec une source et un puits valides). Ces tests nous ont permis de garantir la robustesse de
notre code et de détecter rapidement d’éventuelles régressions lors des modifications. Nous tes-
tons nos algorithmes sur des centaines, voire des milliers d’instances aléatoirement générées, ce
qui nous permet de nous assurer que les algorithmes fonctionnent correctement dans une grande
variété de cas.

7 Courbes, Résultats et Discussion

Apres avoir congu et implémenté I’ensemble des algorithmes de flot maximal, ainsi que 'infra-
structure de génération d’instances de graphes, nous présentons ici la mise en ceuvre expérimen-
tale et 'analyse comparative des performances des différentes approches. L’objectif du TER était
entre autres de comparer les algorithmes de flot maximum et pour cela nous avons généré diffé-
rentes courbres de performance. Nous avons choisi de représenter les performances en fonction du
nombre de sommets du graphe, car c’est un indicateur pertinent de la complexité des algorithmes.

7.1 Avec 1,4, = 100

Afin de pouvoir commencer notre analyse nous présentons d’abord ce premier graphique :

Cette premiere figure représente les performances de tous les algorithmes de flot maximum
que nous avons implémentés. Pour chaque point du graphe, nous avons fait la moyenne sur
toutes les instances de méme taille. Il y a ainsi 8 tailles différentes, de 30 a 200, on a donc
n € {30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 120, 150, 200}, et pour chaque taille nous avons 4 densités dif-
férentes avec d € {0.3,0.5,0.7,0.9} nous avons enfin 5 instances par densité. Chaque point est
donc la moyenne de 20 instances.
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FIGURE 4 — Temps de convergence en fonction du nombre de sommets avec n,,q. = 100

Pour cette premiere figure nous ne dépassons pas n = 100 car au dela de cette taille, les

algorithmes de Ford-Fulkerson et d’Edmonds-Karp deviennent trop lents et prendraient trop de
temps pour converger. Aussi leurs comparaisons avec les autres algorithmes ne seraient pas per-
tinentes. Les autres courbes se confondraient en bas du graphique pendant que Ford-Fulkerson
et Edmonds-Karp exploseraient. Nous étudierons donc les algorithmes de flot maximum sur des
graphes de taille supérieure séparément.

Afin de commenter ces courbes, nous rappelons d’abord la complexité théorique de chaque

algorithme :

Algorithme Complexité | Complexité en fonction de n = |V/|
Ford-Fulkerson O(|E|f*) O(n?f*)
Edmonds-Karp O(|V]|E?) O(n®)

Dinic O(|V|?|E|) O(n*)
Poussage-Réétiquetage | O(|V|?|E|) O(n*)

TABLE 2 — Récapitulatif des algorithmes de flot maximum

Nous pouvons constater le graphe ne présente aucune irrégularité, tester sur autant d’ins-

tances permet en effet d’harmoniser et de trouver un résultat proche de ce que l'on attend en
étudiant la complexité théorique.
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Les premiéres courbes obtenues confirment clairement les écarts de complexité algorithmique
entre les différentes méthodes étudiées. On observe que chaque algorithme occupe une position
cohérente sur la courbe, en accord avec sa complexité théorique. Les approches naives, telles
que Ford-Fulkerson ou Edmonds-Karp, présentent une croissance rapide du temps d’exécution a
mesure que la taille des graphes augmente, ce qui reflete leur complexité plus élevée.

A l'inverse, des algorithmes plus avancés comme Dinic ou le Poussage-Réétiquetage, reconnus
pour leur meilleure complexité théorique, se distinguent par une meilleure scalabilité. Leur temps
d’exécution crolt de maniere bien plus modérée, ce qui les rend plus adaptés aux grands graphes.

Concernant les solveurs de type PL (programmation linéaire), tels que Gurobi et SCIP, une
différence de performance nette se dégage. SCIP s’avere significativement plus lent : il est envi-
ron deux fois plus long que 'algorithme de Poussage-Réétiquetage et jusqu’a dix fois plus lent
que Dinic. A l'inverse, Gurobi offre des performances remarquables, surpassant 'ensemble des
autres méthodes, y compris les algorithmes les plus puissants. Cela s’explique notamment par
la sophistication de son infrastructure logicielle : Gurobi repose sur un moteur d’optimisation
hautement performant, mais en grande partie opaque, fonctionnant comme une « boite noire ». A
I'opposé, SCIP semble adopter une approche plus basique, plus proche d’une résolution manuelle
d’un systeme linéaire, sans optimisation poussée des données ni techniques avancées de réduction
du probleme. De plus, il convient de noter que le temps d’exécution des solveurs de type PL in-
clut non seulement la résolution du programme linéaire, mais aussi la phase de modélisation du
graphe en tant que programme linéaire. Cette conversion reste cependant peu coiiteuse, comme
en témoignent les excellentes performances de Gurobi. En effet, si cette phase de modélisation
prenait le pas sur la résolution elle-méme, Gurobi et SCIP présenteraient des temps d’exécution
similaires & mesure que la taille des instances augmente. Ce n’est cependant pas le cas, on peut
donc bien dire que les résultats obtenus témoignent bien de la complexité de résolution du sys-
teme.

On peut constater que les résultats sont en parfaite adéquation avec la littérature algorith-
mique, validant ainsi notre implémentation et notre protocole expérimental.
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FIGURE 5 — Temps de convergence en fonction du nombre de sommets avec 1,4 = 500

Sur cette seconde courbe (jusqu'a 500 nceuds), on observe de maniére encore plus marquée
la divergence de performance entre les trois algorithmes comparés :

Poussage-Réétiquetage devient trés coliteux en temps a partir d’environ 300 sommets. Son
temps d’exécution explose, atteignant plus de 20 secondes pour 500 nceuds. Cela reflete les
limites pratiques de cet algorithme sur des instances plus grandes, malgré sa bonne complexité
théorique. Dinic conserve une progression réguliere, avec un temps d’exécution qui augmente de
maniere maitrisée. Il s’agit donc d’une méthode performante et stable sur des graphes de taille
moyenne a grande. Gurobi, encore une fois, se démarque nettement : son temps d’exécution reste
tres faible, quasiment constant jusqu’a 500 sommets. Cela démontre la puissance de son moteur
d’optimisation, capable de traiter efficacement de grands graphes en tres peu de temps.
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Quelques tests ont également été effectués sur des instances de tres grande taille, compor-
tant jusqu’a 2000 sommets. On aura pu comparer uniquement ’algorithmes de Dinic et le solver
Gurobi, car les autres algorithmes deviennent trop lents pour converger sur des instances de
cette taille en temps raisonnable. Bien que ’algorithme de Dinic, reconnu pour son efficacité,
parvienne & résoudre ces instances, il nécessite tout de méme plusieurs minutes d’exécution. A
I'inverse, Gurobi continue de se distinguer par sa rapidité, ne mettant que quelques secondes

pour atteindre une solution, méme sur ces treés grandes tailles.
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7.4 Densités spécificiques

(a) Courbes densité 0,3 (b) Courbes densité 0,5

(¢) Courbes densité 0,7 (d) Courbes densité 0,9

FI1GURE 7 — Comparaisons pour les différentes densités

Les expérimentations ont été menées sur des graphes de densités variées, allant de tres clairse-
més a fortement connectés. Un constat remarquable est que, malgré ces variations structurelles,
l'ordre de performance entre les algorithmes reste inchangé. Autrement dit, quel que soit le
nombre d’arétes dans les graphes, les algorithmes les plus rapides conservent leur avance, tandis
que les plus lents restent en queue de classement.

Ce phénomene témoigne d’une certaine robustesse des méthodes évaluées : leur comportement
asymptotique est gouverné principalement par leur complexité algorithmique propre, et non par
des variations contextuelles comme la densité du graphe. Cela renforce la pertinence de cette
comparaison expérimentale, en montrant que les écarts de performance sont structurels et non
accidentels.

On apergoit tout de méme quelques petites irrégularités, dans les courbes (a) et (b) pour
I'algorithme de Poussage-Réétiquetage, qui présente des fluctuations locales inhabituelles par
rapport a la tendance générale. Ce comportement peut s’expliquer par la structure particuliere
de certains graphes : densité, répartition des capacités, ou encore position de la source et du
puits influencent directement ’efficacité de cet algorithme fondé sur des opérations locales. Tou-
tefois, comme le montrent les résultats des sections précédentes, ces irrégularités sont tres isolées.
Lorsqu’on moyenne les temps d’exécution sur un grand nombre d’instances aléatoires, la courbe
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retrouve un aspect régulier et croissant.

7.5 OQObservation générale

Parmi les différents algorithmes évalués pour résoudre le probleme de flot maximum, les
résultats expérimentaux montrent des écarts de performance marqués, directement liés a leurs
principes algorithmiques. Ford-Fulkerson est de loin le plus lent : son approche naive par chemins
augmentants sans stratégie d’optimisation le rend peu adapté aux grandes instances. Edmonds-
Karp améliore 1égérement la situation grace a I'utilisation de chemins les plus courts, mais reste
limité par une complexité en O(VE?). Vient ensuite SCIP, un solveur généraliste de programma-
tion linéaire, qui reste moins performant qu’on ne pourrait I'attendre, probablement en raison
d’un manque d’optimisation spécifique pour ce type de probléeme.

En revanche, I'algorithme de poussage-réétiquetage se révele bien plus efficace : en se basant
sur des opérations locales et une gestion intelligente des hauteurs, il limite considérablement
le nombre de recalculs. Dinic fait encore mieux grace a sa stratégie basée sur les niveaux et les
envois de flots par blocs, ce qui le rend particulierement performant, méme sur de grandes tailles.
1l s’agit du seul algorithme de résolution implémenté (hors programmation linéaire) capable de
s’exécuter en un temps raisonnable sur des instances de tres grande taille. Enfin, Gurobi, grace a
ses techniques d’optimisation industrielles et son efficacité dans la résolution des modéles linéaires,
se démarque comme le plus rapide dans ces tests.

8 Revue de la littérature avancée

Les algorithmes classiques de flot maximal comme ceux de Ford-Fulkerson, Dinic ou Poussage-
Réétiquetage ont longtemps constitué I’état de I’'art pratique et théorique. Cependant, des avan-
cées majeures ont été réalisées dans la derniere décennie en algorithmique théorique, avec I'ap-
parition d’algorithmes extrémement rapides reposant sur des outils sophistiqués d’optimisation,
d’algebre linéaire et de structures de graphes dynamiques.

Ces algorithmes atteignent pour la premiere fois une complexité proche ou quasi-linéaire, dans
certains cas, en combinant des approches structurelles (arborescences, décompositions récursives),
des techniques de descente de potentiel (interior point methods), ou encore des méthodes de
résolution de systémes linéaires dans les graphes.

8.1 Algorithme BLNPSSSW (2020)

L’algorithme proposé par Bernstein, Liu, Nanongkai, Probst Gutenberg, Sidford,
Spinrad, Sun et Wang en 2020 marque une percée dans 'optimisation du flot maximal[l]. Tl
atteint une complexité de :

O((E + V3?2 —¢)logl)

pour un certain € > 0, soit une amélioration significative par rapport aux bornes précédentes.
Leur approche repose sur la réduction du probléme de flot maximum & des problémes de
circulation avec capacités, qui sont ensuite résolus par une combinaison de techniques :

— résolution de systemes linéaires dans des matrices de Laplace,
— descente de potentiel (interior-point methods),

— préconditionnement et sparsification de graphes.
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Ici

O

indique une complexité asymptotique qui ignore certains facteurs logarithmiques. Plus précisé-
ment, la définition exacte est la suivante :

Définition. Soit f : N — R* et g : N — RT deux fonctions. Si g est polynomiale en n, on
dit que f(n) = O(g(n)) si f(n) = O(g(n)log" n) pour un k € N.

C’est I'un des premiers résultats a montrer qu’on pouvait battre rigoureusement la barriére des
O(m+/n) pour les graphes généraux.

8.2 Algorithme de Gao-Liu-Peng (2021)

Proposé par Gao, Liu et Peng, cet algorithme repose sur ’observation que le probleme de
flot maximal peut étre résolu a l'aide de méthodes de préconditionnement et de raccourcisse-
ment de chemins dans les graphes[5]. En appliquant une stratégie d’approximation controlée, les
auteurs parviennent a une complexité :

10 (E"W 1ogU)

avec des garanties sur I'erreur relative du flot obtenu.
Leur méthode repose notamment sur des techniques hybrides entre les algorithmes de flot
bloquant et la résolution approchée de systémes linéaires associés aux graphes.

8.3 Algorithme de Chen, Kyng, Liu, Peng, Gutenberg, Sachdeva (2022)

Ce collectif d’auteurs a contribué a généraliser et raffiner les algorithmes de flot maximal
en s’appuyant sur des outils puissants de l'algebre linéaire numérique, notamment les solveurs
Laplaciens.

L’approche consiste a ramener le flot maximum & un probleme de minimisation de potentiel
dans un graphe résiduel, résolu par une succession de systémes linéaires approchés|1]. Les résultats
atteignent des complexités du type :

19 (E1+°(1> log U)

dans certains cas, avec de tres bonnes constantes pratiques.
Leur travail fait partie d’une série d’efforts visant & transposer les méthodes numériques
continues (optimisation convexe, gradients, projections) a des problémes discrets de flot.

8.4 Conclusion

Ces algorithmes récents montrent qu’il est désormais possible d’approcher la complexité quasi-
linéaire pour le probléeme de flot maximal, dans certains modeles. Toutefois, leur complexité
théorique s’accompagne souvent d’une complexité d’implémentation élevée, ce qui limite leur
adoption dans les applications courantes.
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9 Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié en profondeur le probléme du flot maximum, un probléme central en al-
gorithmique et en recherche opérationnelle, aux applications nombreuses et variées. Nous avons
présenté plusieurs approches classiques de résolution, parmi lesquelles les algorithmes de Ford-
Fulkerson, Edmonds-Karp, Dinic et Poussage-Réétiquetage, ainsi qu'une modélisation via la pro-
grammation linéaire.

Nos travaux théoriques ont mis en évidence les forces et limites de chaque méthode, tant sur
le plan de la complexité algorithmique que sur leur adaptabilité aux différentes structures de
graphes. Les expérimentations menées sur des graphes générés aléatoirement ont confirmé ces
analyses. En particulier, les algorithmes de Dinic et de Poussage-Réétiquetage se sont montrés
trés performants, notamment sur des graphes de grande taille ou & forte densité.

Par ailleurs, I'utilisation de la programmation linéaire, rendue efficace grace a la structure
totalement unimodulaire de la matrice associée au probléme, offre une alternative élégante et
puissante, notamment lorsque des solveurs spécialisés sont disponibles.

En définitive, le choix de la méthode de résolution dépendra largement du contexte : taille
et densité du graphe, exigences en temps réel, ou encore contraintes d’implémentation. Dans un
environnement contraint ou pour des cas particuliers, les algorithmes classiques restent pertinents
et efficaces. Néanmoins, lorsqu’on dispose de ressources avancées telles qu'un solveur comme
Gurobi, la programmation linéaire devient une solution particulierement compétitive, combinant
précision, rapidité et garantie d’intégralité grace aux propriétés structurelles du probleme. Enfin,
ce travail ouvre la voie a plusieurs prolongements : I’étude d’algorithmes plus récents, 'intégration
d’heuristiques hybrides, ou encore I’exploitation du calcul parallele pour traiter des instances a
tres grande échelle.
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