
第三版前言

　 　 本书第二版出版至今已有 １６ 年了，感谢各位同仁一直以来给予我们的帮助
与鼓励，感谢高等教育出版社给我们又一次再版的机会，修正已发现的疏漏和不

当之处。趁再版之际，第三章增加了置换检验内容（§ ３． ９）。置换检验是国际
著名统计学家 Ｆｉｓｈｅｒ 于 ２０ 世纪 ３０ 年代提出的一个非参数检验方法。置换检验
的计算量大，因而限制了它的应用与推广。但如今计算机技术飞速发展，置换检

验将会得到越来越广泛的应用。感谢岳荣先教授的仔细审阅，并推荐本书第三

版早日出版。

当然此书还会有不当之处，恳请读者指正。我们十分感谢，并将及时改正，

旨在提高本书质量。

茆诗松 　 王静龙 　 濮晓龙
２０２１ 年 ９ 月于华东师范大学



第二版前言

　 　 本书出版已有六年多，不少教师选用此书作为概率论与数理统计专业的研
究生教材。他们在指出不足之处的同时，还给了我们不少鼓励。特别地，上海理

工大学叶慈南教授把教学中发现的本书不足之处一一向我们指正。在此向各位

同仁一并表示我们的谢意。此外，我们还要特别感谢高等教育出版社给我们一

个再版的机会。

趁此次再版之际，我们修正了原书中所有已发现的不足之处。在保持原书

结构的同时，适当增加一些内容，供教师选用。所增内容有五处，它们是：矩的近

似（§ １ ４ ５）、稳健估计（§ ２ ８）、秩检验（§ ３ ８）、Ｂａｙｅｓ 假设检验（§ ５ ５ ６）和
Ｂａｙｅｓ 统计计算软件———Ｗｉｎｂｕｇｓ 简介（§ ６ ４ ６）。希望这些内容能对夯实研究
生的统计基础知识起到积极的作用。

不当之处敬请读者指正。

茆诗松 　 王静龙 　 濮晓龙
２００５ 年 １２ 月于华东师范大学统计系



第一版前言

　 　 本书是为统计学专业及相关专业的学生和统计工作者编写的教科书。阅读
此书需要有高等数学基础和概率论与数理统计基础知识。读完本书即可进入数

理统计各分支的学习和研究。基于这样的要求，我们在本书中着力于数理统计

的基本概念、基本方法和基本理论，充分反映数理统计的现代发展，力求做到理

论与实际的结合，为读者进入理论研究领域和实际应用领域打下扎实的基础。

全书共分六章，依次为基本概念、点估计、假设检验、区间估计、统计决策理

论与 Ｂａｙｅｓ 分析和统计计算方法。前五章的前身是一份讲义，曾在华东师范大
学统计系研究生的高等数理统计课程上使用了十多年。虽经多次修改，总感不

足。这次趁出版之际，对前五章作了较大的修改，充实了一些新的内容，另外在

叙述上也作了不少改进，使内容有点新意，也更易理解。书中丰富的例子着力说

明统计思想和统计应用领域，配置的习题足够让读者得到各种基本训练，掌握本

书内容。完成这些习题就能品尝到统计学特有的味道。

本书的出版是在上海市学位委员会“上海研究生专项经费”资助下实现的，

在他们的大力支持和倡导下，我们充满信心地完成这本书的充实、改写和完善工

作。在此对上海市学位委员会表示衷心的感谢。另外对我校研究生院培养处徐

钧涛副教授、高等教育出版社张小萍和翁咏梅二位女士表示衷心的感谢，没有他

（她）们的帮助与关心，此书不可能很快出版。

本书的编写和修改得到我系广大师生的帮助，特别是梁小筠教授和程依明

副教授。另外还有尤进红、刘忠和何基报三位博士生为本书部分章节的打印、修

改做了很多工作，在此一并表示衷心感谢。

本书由茆诗松主编。第一、五章由茆诗松执笔，第三、四章由王静龙执笔，第

二、六章由濮晓龙执笔，最后由茆诗松统稿。由于编者水平有限，错谬之处在所

难免，恳请国内同行及广大读者批评指正。

茆诗松 　 王静龙 　 濮晓龙
１９９８ 年 ４ 月于华东师范大学统计系



书书书

第三章　 假 设 检 验

§ ３ １　 基 本 概 念

常用的 Ｕ 检验，ｔ 检验和 Ｆ 检验都具有足够的直观性和可信感，本章将对这

些检验的优良性作深入的研究 ． 那么，一个检验“好”的标准是什么？对于给定
的“好坏”标准，是否存在最优的检验方法？如果存在，又怎样求得？这些问题

的深入研究就要涉及假设检验理论的一些基本问题 ． 为此，先引进一些基本
概念 ．

§ ３ １ １　 假设

定义 ３ １　 设（Ｘ，Ｂ，Ｐ ）为一统计结构，则 Ｐ 的非空子集称为假设 ． 在参数

分布族 Ｐ ＝｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝时，Θ 的非空子集称为假设 ．
设样本空间 Ｘ 中的样本点 ｘ 是我们的观测值，除了参数估计，统计推断中

的又一类重要问题是，检验观测值 ｘ 与给定的假设是否存在矛盾 ．这类问题称为
假设检验问题 ．

在一个假设检验问题中常涉及两个假设 ．所要检验的假设称为原假设，记为

Ｈ０ ．与 Ｈ０ 不相容的假设称为备择假设，记为 Ｈ１ ． 关于统计结构（Ｘ，Ｂ，Ｐ ）的原
假设和备择假设分别记为

Ｈ０：Ｐ ■ Ｐ０ 　 对 　 Ｈ１：Ｐ ■ Ｐ１ ．

这里 Ｐ０ 和 Ｐ１ 是 Ｐ 的两个互不相交的非空子集 ．在参数分布族 Ｐ ＝｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝
场合，原假设和备择假设分别记为

Ｈ０：θ ■ Θ０ 　 对 　 Ｈ１：θ ■ Θ１ ．

这里 Θ０ 和 Θ１ 是 Θ 的两个互不相交的非空子集 ．给定 Ｈ０ 和 Ｈ１ 就等于给定一个

检验问题，记为检验问题（Ｈ０，Ｈ１）． 而（Θ０，Θ１）称为参数假设检验问题，其他称
为非参数假设检验问题 ．



§ ３ １　 基本概念 １７５　　

§ ３ １ ２　 检验，拒绝域与检验统计量

定义 ３ ２　 在检验问题（Ｈ０，Ｈ１）中，所谓检验法则（简称检验法，或检验），

就是设法把样本空间划分为互不相交的两个可测集：

Ｘ ＝ Ｗ ＋ Ｗ，

并作如下规定：

当观测值 ｘ ■ Ｗ 时，就拒绝原假设 Ｈ０，认为备择假设 Ｈ１ 成立；

当观测值 ｘ ■ Ｗ（即 ｘ ■ Ｗ）时，就不拒绝原假设 Ｈ０ ．
这里的 Ｗ 称为检验的拒绝域 ．

这样一来，选定了检验法，就是确定了拒绝域；反之，选定了拒绝域，也就确

定了检验法 ．
为了确定拒绝域，往往首先由问题的直观背景出发，寻找一个统计量，使得

在原假设 Ｈ０ 成立时和在备择假设 Ｈ１ 成立时，该统计量的值有差异 ．从而使得我
们能够根据这个统计量的值的大小选定拒绝域 ． 我们称这个能从样本空间中划
分出拒绝域的统计量为检验统计量 ．

例 ３ １　 电话交换台单位时间内接到的呼唤次数服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布 Ｐ（λ），
λ＞０ ． λ 为单位时间内接到的平均呼唤次数 ． 为了考察该交换台在单位时间内的
平均呼唤次数是否不超过 １，可考虑建立如下两个假设：

Ｈ０：λ ≤ １　 对 　 Ｈ１：λ ＞ １ ． （３ １）

　 　 设 ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是该电话交换台的 ｎ 次记录，即它是来自 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布

Ｐ ＝Ｐ（λ）的样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的一个观测值 ．取检验统计量 Ｔ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘｉ ． 它

是 λ 的充分、完备的统计量 ． 一般来说，在原假设 Ｈ０ 成立时检验统计量的值较
小，而在备择假设 Ｈ１ 成立时检验统计量的值较大 ．这里有一个临界值 ｃ，在 Ｔ≥ｃ
时认为样本数据 ｘ 与原假设相矛盾，因而拒绝原假设；而在 Ｔ＜ｃ 时就不拒绝原假
设 ．该检验的拒绝域可用检验统计量表示如下：

Ｗ ＝ ｘ：
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ≥C oｃ ．

这个检验是直观和可信的 ．如何确定 ｃ 值的问题与检验犯两类错误的概率有关 ．

§ ３ １ ３　 两类错误

在进行检验时，由于样本的随机性，我们可能作出正确的判断，也可能作出

错误的判断，正确的判断是原假设 Ｈ０ 成立时接受 Ｈ０，或原假设 Ｈ０ 不成立时拒
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绝 Ｈ０ ．而错误的判断是原假设 Ｈ０ 成立时但被拒绝，或原假设 Ｈ０ 不成立时但被
接受 ．为了对检验法的好坏给出一个合理的评选标准，需要考察一个检验法可能
犯错误的概率 ．

当原假设 Ｈ０ 成立时，样本观测值却落在拒绝域 Ｗ 中，从而拒绝了原假设 ．
这种错误称为第一类错误 ．犯第一类错误的概率为

α ＝ Ｐ（Ｘ ■ Ｗ），　 Ｐ ■ Ｐ０ ．

在参数结构，犯第一类错误的概率为

α（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ），　 θ ■ Θ０ ．

　 　 另一类错误是，当原假设 Ｈ０ 不成立时，样本观测值却没有落在拒绝域 Ｗ
中，从而没有拒绝原假设 ．这种错误称为第二类错误 ．犯第二类错误的概率为

β ＝ Ｐ（Ｘ ■ Ｗ）＝ １ － Ｐ（Ｘ ■ Ｗ），　 Ｐ ■ Ｐ１ ．

在参数结构，犯第二类错误的概率为

β（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）＝ １ － Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ），　 θ ■ Θ１ ．

　 　 譬如例 ３ １ 中的检验犯第一类错误的概率为

α（λ）＝
∞

ｋ ＝ ｃ

（ｎλ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ ｎλ｝，　 λ ≤ １ ． （３ ２）

而检验犯第二类错误的概率为

β（λ）＝
ｃ － １

ｋ ＝ ０

（ｎλ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ ｎλ｝

＝ １ －
∞

ｋ ＝ ｃ

（ｎλ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ ｎλ｝，　 λ ＞ １ ． （３ ３）

这两类错误的概率都可以通过 Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）来表示 ．

§ ３ １ ４　 势函数

定义 ３ ３　 称样本观测值落在拒绝域的概率为检验的势函数，记为

ｇ（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ），　 θ ■ Θ．

　 　 在 θ ■ Θ０ 时，ｇ（θ）＝ α（θ），ｇ（θ）是检验犯第一类错误的概率 ． 在 θ ■ Θ１
时，ｇ（θ）＝ １－β（θ），１－ｇ（θ）是检验犯第二类错误的概率 ．

在例 ３ １ 中，检验的势函数为



§ ３ １　 基本概念 １７７　　

ｇ（λ）＝
∞

ｋ ＝ ｃ

（ｎλ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ ｎλ｝， （３ ４）

它是 λ 的严增函数 ．在 ｎ ＝ １０ 时，临界值分别取为 ｃ ＝ １６ 和 ｃ ＝ １４ 的两个检验的
势函数的具体曲线形式如图 ３ １ 所示 ．

图 ３ １　 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布均值检验的势函数的图像

§ ３ １ ５　 检验的水平

在例 ３ １ 中，从式（３ ２）和式（３ ３）中可以看出，在样本容量 ｎ 固定时，要减
少犯第一类错误的概率，必须增加 ｃ，从而导致犯第二类错误的概率增加；反之，
若要减少犯第二类错误的概率，必须减少 ｃ，从而使犯第一类错误的概率增加 ．
换句话说，当样本容量 ｎ 固定时，不可能使得犯这两类错误的概率都减少 ． 这一
现象在一般的检验问题中都会出现 ．

基于这种情况，需要采取某种妥协方案 ． Ｎｅｙｍａｎ（内曼）和 Ｐｅａｒｓｏｎ 的假设检
验理论的基本思想，就是使犯第一类错误的概率限制在某一个范围内，然后寻找

使犯第二类错误的概率尽可能小的检验 ．在这种思想的指导下，寻找一个好的检
验法，就是对选定的一个较小的数 α（０＜α＜１），在满足

ｇ（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）≤ α，　 θ ■ Θ０

的检验中，寻找这样的检验，使得在 θ ■ Θ１ 时，ｇ（θ）尽可能大 ．

在 θ ■ Θ０ 时，ｇ（θ）≤α 的检验称为显著性水平为 α 的检验，记为（α，Θ０，

Θ１）检验 ． α 是事先选定的，由于 α 的大小反映了检验犯第一类错误的概率的大
小，所以常取一个较小的数 ． 例如取 ０ １，０ ０５，０ ０１ 等作为 α 的值 ． α 的选取也
依赖于我们关于假设的先验信息，依赖于我们对犯第二类错误的要求 ． 比如，根
据以往的经验，非常相信原假设是真的，而犯第二类错误又不会造成大的影响或

后果，此时 α 就可以取的小一些 ． 又比如，犯第二类错误带来的影响较大，需要
严格控制犯第二类错误的概率，此时 α 可以选的适当大一些 ．
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在例 ３ １ 中，由于检验的势函数 ｇ（λ）（见式（３ ４））是 λ 的严增函数，给定

α 后，为使犯第一类错误的概率不超过 α，即在 λ≤１ 时，ｇ（λ）≤α，只需

ｇ（１）＝
∞

ｋ ＝ ｃ

ｎｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ ｎ｝≤ α， （３ ５）

ｎ ＝ １０，ｃ 取不同的值时，式（３ ５）左边的值如表 ３ １ 所示 ．
表 ３ １　 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布均值检验犯第一类错误的概率

ｃ ｇ（１） ｃ ｇ（１）

１４ ０ １３５ ５３６ １７ ０ ０２７ ０４２

１５ ０ ０８３ ４５８ １８ ０ ０１４ ２７８

１６ ０ ０４８ ７４０ １９ ０ ００７ １８７

　 　 在 ｎ ＝ １０ 时，若取 α ＝ ０ ０５，由于


∞

ｋ ＝ １６

１０ ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０｝＝ ０ ０４８ ７４０ ＜ ０ ０５， （３ ６）


∞

ｋ ＝ １５

１０ ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０｝＝ ０ ０８３ ４５８ ＞ ０ ０５ ． （３ ７）

根据 Ｎｅｙｍａｎ 和 Ｐｅａｒｓｏｎ 的假设检验理论的基本思想，取 ｃ ＝ １６ ． 所以在 Ｘ１，
Ｘ２，…，Ｘ１０是来自 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布总体 Ｐ ＝｛Ｐ（λ），λ＞０｝的一个样本时，关于检验问
题（３ １）的显著性水平 α ＝ ０ ０５ 的拒绝域为

CＷ ＝ ｘ：
１０

ｉ ＝ １
ｘｉ ≥ o１６ ．

在上述的叙述中，对拒绝原假设，给予特别的注意 ．在原假设为真时，样本观测值
落入拒绝域是一个小概率事件 ．根据实际推断原理，在一次观测中，小概率事件
是几乎不可能发生的 ．所以拒绝原假设的理由是充足的 ．由于检验犯第二类错误
的概率并没有受到限制，仅要求它尽可能小，所以在备择假设为真时，样本观测

值没有落入拒绝域可能不是一个小概率事件 ． 因此接受原假设的理由可能是不
充足的 ．较为科学的说法是不拒绝原假设 ． 把“不拒绝原假设”说成“接受原假
设”，这是为了防止在诸如“除了拒绝与接受之外，还有第三种可能”之类的哲理

性的讨论，从而使实际工作者能较快地熟悉和使用假设检验方法 ．
对给定的显著性水平 α，人们总是力图构造这样的检验，使得检验犯第一类

错误的概率

ｇ（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）≤ α，　 θ ■ Θ０，
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并且至少存在一个 θ ■ Θ０，使得

ｇ（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）＝ α．

这意味着显著性水平被“足量”地使用了，以满足尽可能减少检验犯第二类错误

的概率的要求 ．在例 ３ １ 中，ｎ ＝ １０ 时，所求得的显著性水平 α ＝ ０ ０５ 的检验，显
著性水平并没有被“足量”地使用 ．在原假设 Ｈ０：λ≤１ 成立时，

α（λ）＝
∞

ｋ ＝ １６

（１０λ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０λ｝

≤
∞

ｋ ＝ １６

１０ ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０｝＝ ０ ０４８ ７４０ ．

　 　 为了能构造出显著性水平 α ＝ ０ ０５ 被“足量”地使用的检验，需要引进随机
化检验 ．

§ ３ １ ６　 检验函数和随机化检验

定义函数

（ｘ）＝
１， ｘ ■ Ｗ，

０， ｘ ■ ＷC
，

它是拒绝域 Ｗ 的示性函数，仅取 ０ 和 １ 两个值 ．反之，如果一个函数 （ｘ）仅取 ０
和 １ 两个值，则 Ｗ ＝｛ｘ：（ｘ）＝ １｝可作为拒绝域 ． 于是，给出了这样的一个函数，
就等于给了一个检验法 ．这样的函数 （ｘ）称为检验函数，简称检验 ． 它是仅取 ０
和 １ 两个值的统计量 ．检验的势函数可表示为

ｇ（θ）＝ Ｐ θ（Ｘ ■ Ｗ）＝ Ｅ θ（（Ｘ））， （３ ８）

为了能构造出显著性水平被“足量”地使用的检验，需要拓广检验函数的概念 ．
定义 ３ ４　 设 （ｘ）为定义在 Ｘ 上的可测函数，满足条件 ０≤（ｘ）≤１，则称

（ｘ）为检验函数，简称检验 ． 在 （ｘ）仅取 ０，１ 两个值时，为非随机化检验 ． 否
则，为随机化检验 ．其势函数为 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｘ））．

非随机化检验的拒绝域 Ｗ ＝｛ｘ：（ｘ）＝ １｝． 在随机化检验时，假设样本观测

值为 ｘ，则我们以概率 （ｘ）拒绝原假设；以概率 １－（ｘ）接受原假设 ． 在 θ ■ Θ０
时，ｇ（θ）是检验犯第一类错误的概率，而在 θ ■ Θ１ 时，１－ｇ（θ）是检验犯第二类
错误的概率 ．

在例 ３ １ 中，ｎ ＝ １０，α ＝ ０ ０５ 时，考虑到检验的直观和可信，取随机化检验
函数
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（ｘ）＝

１， Ｔ ≥ １６，

ｒ， Ｔ ＝ １５，

０， Ｔ ≤ １４
C

，

其中 Ｔ ＝
１０

ｉ ＝ １
ｘｉ ． 在原假设 Ｈ０：λ≤１ 成立时，该检验犯第一类错误的概率为

α（λ）＝ Ｅλ（（Ｘ））＝
∞

ｋ ＝ １６

（１０λ）ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０λ｝＋ ｒ （１０λ）

１５

１５
ｅｘｐ｛－ １０λ｝

≤
∞

ｋ ＝ １６

１０ ｋ

ｋ
ｅｘｐ｛－ １０｝＋ ｒ １０

１５

１５
ｅｘｐ｛－ １０｝

＝ ０ ０４８ ７４０ ＋ ｒ × ０ ０３４ ７１８ ．

为使得显著性水平 α ＝ ０ ０５ 被“足量”地使用，应有

０ ０４８ ７４０ ＋ ｒ × ０ ０３４ ７１８ ＝ ０ ０５，

ｒ ＝ ０ ０５ － ０ ０４８ ７４０
０ ０３４ ７１８

＝ ０ ０３６ ．

这个随机化检验的实施过程如下：若样本观测值 ｘ１，ｘ２，…，ｘ１０满足条件
１０

ｉ ＝ １
ｘｉ ≥

１６，则拒绝原假设；若
１０

ｉ ＝ １
ｘｉ ≤ １４，则接受原假设；若

１０

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ １５，先做一个成功概

率为 ０ ０３６ 的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 试验，如果试验结果为成功，则拒绝原假设，反之则接受
原假设 ．

在下面两节，这个随机化检验的优良性将被说明 ．

§ ３ １ ７　 充分性原则

定义 ３ ５　 设 １（ｘ）和 ２（ｘ）都是某检验问题（Ｈ０，Ｈ１）的检验函数，如果它

们的势函数相同，即

Ｅ θ（１（Ｘ））＝ Ｅ θ（２（Ｘ）），　 θ ■ Θ，
则称检验函数 １（ｘ）和 ２（ｘ）等价 ．

这个定义意味着，检验函数的统计性质完全取决于其势函数 ． 势函数相同，
就认为这两个检验函数等价 ．

定理 ３ １　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自分布族 Ｐ ＝｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝的样本，
Ｔ（Ｘ）是关于 θ 的充分统计量 ．对任意一个检验函数 （ｘ），存在另一个只依赖于
Ｔ（ｘ）的检验函数，它与 （ｘ）相互等价 ．

证明：因为 Ｔ（Ｘ）是关于 θ 的充分统计量，所以条件期望 φ（ｔ）＝ Ｅ［（Ｘ）
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Ｔ ＝ ｔ］与 θ 无关，又因为 ０≤（ｘ）≤１，所以 ０≤φ（ｔ）≤１ ． 因而 φ（ｔ）也是检验函
数 ．由于

Ｅ θ（φ（Ｔ（Ｘ）））＝ Ｅ θ（Ｅ（（Ｘ） Ｔ））＝ Ｅ θ（（Ｘ）），
所以 φ（ｔ）和 （ｘ）具有相同的势函数，相互等价 ．证毕 ．

这个定理告诉我们，当 θ 的充分统计量存在时，关于 θ 的任何假设检验问
题，其优良检验，只要在充分统计量构成的检验函数中去寻找就可以了 ． 这就是
假设检验中所谓的“充分性原则”．

§ ３ ２　 Ｎｅｙｍａｎ－Ｐｅａｒｓｏｎ 基本引理

如果一个假设只含有一个元素，则称该假设为简单假设，否则称为复合假

设 ．在例 ３ １ 中，原假设 Ｈ０：λ≤１ 和备择假设 Ｈ１：λ＞１ 都是复合假设 ． 如果我们
考虑的检验问题是，原假设 Ｈ０：λ ＝ １ 对备择假设 Ｈ１：λ＞１，那么这个原假设就是
简单假设 ．

现在我们来考虑简单原假设对简单备择假设的检验问题 ． 这不仅是因为这
样的检验问题特别简单，已经圆满地解决，而且也是我们解决许多更一般的检验

问题的基础 ．
设（Ｘ，Ｂ，｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝）为一参数结构，考虑检验问题：
简单原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对简单备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ０≠θ１）． （３ ９）

这时，比较任意两个显著性水平为 α 的检验 １（ｘ）和 ２（ｘ）的好坏是容易的 ． 在
Ｅ θ１（１（Ｘ））≥Ｅ θ１（２（Ｘ））时，我们说 １（ｘ）不比 ２（ｘ）差 ． 由之，很自然地有下
面的定义 ．

定义 ３ ６　 在检验问题（Θ０，Θ１）中，设 （ｘ）是显著性水平为 α 的检验 ． 如
果对任意一个显著性水平为 α 的检验 １（ｘ），都有

Ｅ θ１（（Ｘ））≥ Ｅ θ１（１（Ｘ）），

则称检验 （ｘ）是显著性水平为 α 的最优势检验，记为 ＭＰＴ（ｍｏｓｔ ｐｏｗｅｒｆｕｌ ｔｅｓｔ）．
下面的著名引理证明了，在简单原假设对简单备择假设的检验问题中，ＭＰＴ

一定存在，并且可以具体构造出 ＭＰＴ 的检验函数 ．
定理 ３ ２（Ｎｅｙｍａｎ－Ｐｅａｒｓｏｎ 基本引理，简称 Ｎ－Ｐ 基本引理）　 设 Ｐ θ０和 Ｐ θ１是

可测空间（Ｘ，Ｂ）上的两个不同的概率测度，关于某个 σ 有限的测度 μ，有

ｐ（ｘ；θ０）＝
ｄＰ θ０
ｄμ
，　 ｐ（ｘ；θ１）＝

ｄＰ θ１
ｄμ
，

则在检验问题（３ ９）中，
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（１）对给定的 α（０＜α＜１），存在一个检验函数 （ｘ）及常数 ｋ≥０，使得

Ｅ θ０（（Ｘ））＝ α， （３ １０）

（ｘ）＝
１， ｐ（ｘ；θ１）＞ ｋｐ（ｘ；θ０），

０， ｐ（ｘ；θ１）＜ ｋｐ（ｘ；θ０
C ）；

（３ １１）

　 　 （２）由式（３ １０）和式（３ １１）确定的检验函数 （ｘ）是显著性水平为 α 的
ＭＰＴ．反之，如果 （ｘ）是显著性水平为 α 的 ＭＰＴ，则一定存在常数 ｋ≥０，使得
（ｘ）满足式（３ １１）（ａ． ｅ．［μ］）．

证明：１° 首先证明（１），存在形如式（３ １１）的检验函数，且使式（３ １０）
成立 ．

对于任一实数 λ，令

Ｇ（λ）＝ Ｐ θ０｛ｐ（Ｘ；θ１）＞ λｐ（Ｘ；θ０）｝，

由于这个概率是在 Ｐ θ０下计算的，所以只要在集合｛ｘ：ｐ（ｘ；θ０）＞０｝上考虑不等式
ｐ（ｘ；θ１）＞λｐ（ｘ；θ０）．

Ｇ（λ）是非负随机变量
ｐ（Ｘ；θ１）
ｐ（Ｘ；θ０）

＞λ 的概率，故 １－Ｇ（λ）是随机变量
ｐ（Ｘ；θ１）
ｐ（Ｘ；θ０）

的分布函数 ．所以 Ｇ（λ）是一个非增的右连续函数，且

Ｇ（＋ ∞）＝ ０，　 Ｇ（０ － ０）＝ １，

Ｇ（λ － ０）－ Ｇ（λ）＝ Ｐ θ０
ｐ（Ｘ；θ１）
ｐ（Ｘ；θ０）

＝C oλ ．
给定 α ■（０，１）后，有且只有下列两种情况：

Ⅰ 存在 λ０≥０，使得 Ｇ（λ０）＝ α．定义

（ｘ）＝
１， ｐ（ｘ；θ１）＞ λ０ ｐ（ｘ；θ０），

０， ｐ（ｘ；θ１）≤ λ０ ｐ（ｘ；θ０
C ），

则

Ｅ θ０（（Ｘ））＝ Ｐ θ０｛ｐ（Ｘ；θ１）＞ λ０ ｐ（Ｘ；θ０）｝＝ Ｇ（λ０）＝ α．

　 　 Ⅱ 存在 λ０≥０，使得 Ｇ（λ０）＜α≤Ｇ（λ０ －０）．定义

（ｘ）＝

１， ｐ（ｘ；θ１）＞ λ０ ｐ（ｘ；θ０），

α － Ｇ（λ０）
Ｇ（λ０ － ０）－ Ｇ（λ０）

， ｐ（ｘ；θ１）＝ λ０ ｐ（ｘ；θ０），

０， ｐ（ｘ；θ１）＜ λ０ ｐ（ｘ；θ０













），
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则

Ｅ θ０（（Ｘ））＝Ｐ θ０｛ｐ（Ｘ；θ１）＞ λ０ ｐ（Ｘ；θ０）｝＋

α － Ｇ（λ０）
Ｇ（λ０ － ０）－ Ｇ（λ０）

Ｐ θ０｛ｐ（Ｘ；θ１）＝ λ０ ｐ（Ｘ；θ０）｝

＝Ｇ（λ０）＋ ［α － Ｇ（λ０）］＝ α．

　 　 在这两种情况下，λ０ 就可以被取作式（３ １１）中的非负常数 ｋ． （ｘ）使得式
（３ １０）成立，这说明 （ｘ）是显著性水平为 α 的检验函数 ．它是显著性水平 α 被
“足量”地使用的检验函数 ．

２° 其次证明，由式（３ １０）和式（３ １１）得到的检验函数 （ｘ）是 ＭＰＴ．
设 （ｘ）是其他任意一个显著性水平为 α 的检验函数，即 Ｅ θ０（

（Ｘ））≤
α．由于（ｘ）满足式（３ １１），所以

（（ｘ）－ （ｘ））（ｐ（ｘ；θ１）－ ｋｐ（ｘ；θ０））≥ ０，

因此

∫（（ｘ）－ （ｘ））（ｐ（ｘ；θ１）－ ｋｐ（ｘ；θ０））ｄμ（ｘ）≥ ０，
从而

Ｅ θ１（（Ｘ））－ Ｅ θ１（
（Ｘ））≥ ｋ［Ｅ θ０（（Ｘ））－ Ｅ θ０（

（Ｘ））］

＝ ｋ［α － Ｅ θ０（
（Ｘ））］≥ ０，

所以 （ｘ）是 ＭＰＴ．
３° 最后证明：若 （ｘ）是显著性水平为 α 的 ＭＰＴ，则一定存在非负常数 ｋ，

使得 （ｘ）满足式（３ １１）（ａ． ｅ．［μ］）．
设 （ｘ）是满足式（３ １０）和式（３ １１）的检验函数 ． 由 ２°知，（ｘ）是显著性

水平为 α 的 ＭＰＴ． 由于 （ｘ）和 （ｘ）都是显著性水平为 α 的 ＭＰＴ，则
Ｅ θ１（

（Ｘ））＝ Ｅ θ１（（Ｘ））．由于 （ｘ）满足式（３ １１），所以

（（ｘ）－ （ｘ））（ｐ（ｘ；θ１）－ ｋｐ（ｘ；θ０））≥ ０， （３ １２）

因为 Ｅ θ１（
（Ｘ））＝ Ｅ θ１（（Ｘ）），Ｅ θ０（

（Ｘ））≤α ＝Ｅ θ０（（Ｘ）），所以

　 ∫［（ｘ）－ （ｘ）］［ｐ（ｘ；θ １）－ ｋｐ（ｘ；θ ０）］ｄμ（ｘ）
＝ Ｅθ１（（Ｘ））－ Ｅθ１（

（Ｘ））－ ｋ［Ｅθ０（（Ｘ））－ Ｅθ０（
（Ｘ））］≤ ０． （３ １３）

比较（３ １２）和（３ １３）两个不等式，可得

（（ｘ）－ （ｘ））（ｐ（ｘ；θ１）－ ｋｐ（ｘ；θ０））＝ ０　 （ａ． ｓ．［μ］），



１８４　　 第三章 　 假设检验

故在集合｛ｘ：ｐ（ｘ；θ１）－ｋｐ（ｘ；θ０）≠０｝上，有 
（ｘ）＝ （ｘ）（ａ． ｓ． ［μ］）． 这证明了

（ｘ）满足式（３ １１）（ａ． ｅ．［μ］）．证毕 ．
注 １ 满足式（３ １１）的检验函数 （ｘ）通常称为似然比检验函数（或称为概

率比检验函数）．在集合｛ｘ：ｐ（ｘ；θ０）＞０ 或 ｐ（ｘ；θ１）＞０｝上，定义似然比检验函数

λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ１）
ｐ（ｘ；θ０）

．

在 λ（ｘ）比较大的时候，ｐ（ｘ；θ１）比较大，所以原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 为真时观察到样
本点 ｘ 的可能性比备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１ 为真时观察到样本点 ｘ 的可能性小 ． 而在

λ（ｘ）比较小的时候，ｐ（ｘ；θ０）比较大，所以备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１ 为真时观察到样本
点 ｘ 的可能性比原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 为真时观察到样本点 ｘ 的可能性小 ． 由此很自
然地，我们在 λ（ｘ）比较大的时候，拒绝原假设，认为 θ ＝ θ１ 成立；而在 λ（ｘ）比较
小的时候，不拒绝原假设，认为 θ ＝ θ０ 成立 ． Ｎ－Ｐ 基本引理告诉我们，在简单原假
设对简单备择假设的检验问题中，ＭＰＴ 是似然比检验；反之，似然比检验也
是 ＭＰＴ．

注 ２ 在似然比 λ（ｘ）具有连续分布函数时，ＭＰＴ 检验函数可取为非随机化
的形式

（ｘ）＝
１， λ（ｘ）≥ ｋ，

０， λ（ｘ）＜ ｋC
，

其中 ｋ 由式（３ １０），即 Ｅ θ０（（Ｘ））＝ Ｐ θ０｛λ（Ｘ）≥ｋ｝＝ α 确定 ． 在 λ（Ｘ）为离散型

随机变量时，至多在集合｛ｘ：λ（ｘ）＝ ｋ｝上实施随机化 ． ＭＰＴ 检验函数可取为

（ｘ）＝

１， λ（ｘ）＞ ｋ，

ｒ， λ（ｘ）＝ ｋ，

０， λ（ｘ）＜ ｋ
C

，

其中 ｋ 与 ｒ 由式（３ １０），即由以下两式确定：

Ｐ θ０｛λ（Ｘ）≥ ｋ｝≥ α ＞ Ｐ θ０｛λ（Ｘ）＞ ｋ｝＝ α１，

ｒ ＝
α － α１

Ｐ θ０｛λ（Ｘ）＝ ｋ｝
．

有时，在集合｛ｘ：λ（ｘ）＝ ｋ｝上可以实施非随机化（见下面的例 ３ ３）．
注 ３ 在非参数统计结构（Ｘ，Ｂ，Ｐ ）中，考虑简单原假设 Ｈ０：Ｐ ＝ Ｐ０ 对简单

备择假设 Ｈ１：Ｐ ＝Ｐ１ 的检验问题 ．设 Ｐ０ 和 Ｐ１ 是可测空间（Ｘ，Ｂ）上的两个不同
的概率测度，且关于某个 σ 有限的测度 μ，有
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ｐ０（ｘ）＝
ｄＰ０
ｄμ
，　 ｐ１（ｘ）＝

ｄＰ１
ｄμ
，

定义似然比 λ（ｘ）＝
ｐ１（ｘ）
ｐ０（ｘ）

． Ｎ－Ｐ 基本引理仍然适用 ．

例 ３ ２　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自正态分布族｛Ｎ（μ，１）：－∞ ＜μ＜∞｝的

样本，考虑如下的检验问题：原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 对备择假设 Ｈ１：μ ＝ μ１（μ１ ＞０），取显
著性水平为 α（０＜α＜１）．构造似然比统计量

λ（ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；μ１）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；０）

＝ ｅｘｐ ｎμ１ ｘ －
１
２
ｎμC o２１ ，

ＭＰＴ 的拒绝域具有形式

Ｗ ＝ ｛ｘ：λ（ｘ）≥ ｋ｝＝ ｛ｘ：ｘ ≥ ｃ｝．

当 Ｈ０ 成立时，Ｘ ～ Ｎ ０，
１p yｎ ．所以对于给定的显著性水平 α，ｃ ＝ Ｕ１－α

槡ｎ
． ＭＰＴ 检验

仅与显著性水平 α 有关，而与 μ１ 的具体数值无关，只要求 μ１ ＞０ 就行了 ．

如果把此例中的备择假设改为 Ｈ１：μ ＝ μ１（μ１ ＜０），则 ＭＰＴ 检验的拒绝域为

Ｗ ＝ ｘ：ｘ ≤
Ｕα

槡
C oｎ ．

同样，该检验仅与显著性水平 α 有关，而与 μ１ 的具体数值无关，只要求 μ１ ＜０ 就
行了 ．

若正态分布族为｛Ｎ（μ，σ ２０）：－∞ ＜μ＜∞｝，Ｈ ０：μ ＝ μ０，Ｈ １：μ ＝ μ１（μ１ ＞μ０），

则可以通过变换 ｙ ｉ ＝
ｘ ｉ－μ０
σ ０
，将这个假设检验问题归结为上面所述的情况，其

拒绝域为

Ｗ ＝
ｘ － μ０
σ０

≥
Ｕ１ －α

槡
C oｎ

．

　 　 例 ３ ３　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自均匀分布族｛Ｒ（０，θ）：θ＞０｝的样本，
考虑如下的检验问题：

Ｈ０：θ ＝ １　 对 　 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＞１），
取显著性水平为 α（０＜α＜１）．构造似然比统计量
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λ（ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；θ１）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；１）

＝
θ － ｎ１ ， ０ ＜ ｘ（ｎ） ＜ １，

∞， １ ≤ ｘ（ｎ） ＜ θ１
C ，

其中 ｘ（ｎ）＝ ｍａｘ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝．在原假设 Ｈ０ 成立时，λ（ｘ）的分布是退化分布 ． 令
Ｇ（λ）＝ Ｐ（λ（Ｘ）＞λ θ ＝ １），则

０ ＝ Ｇ（θ － ｎ１ ）＜ α ＜ Ｇ（θ
－ ｎ
１ － ０）＝ １ ．

由 Ｎ－Ｐ 基本引理知，取 ｋ ＝ θ－ｎ１ ，则 ＭＰＴ 为

（ｘ）＝ １，　 １ ≤ ｘ（ｎ）＜ θ１，

而在 ０＜ｘ（ｎ）＜１ 时，（ｘ）的值由条件 Ｅ（（Ｘ） θ ＝ １）＝ α 而定 ． 例如，取随机化
检验

（ｘ）＝ α，　 ０ ＜ ｘ（ｎ） ＜ １，

也可取非随机化检验

（ｘ）＝
０， ０ ＜ ｘ（ｎ） ＜ ｃ，

１， ｃ ≤ ｘ（ｎ） ＜ θ１
C ．

由于在原假设 Ｈ０：θ ＝ １ 成立时，Ｔ ＝Ｘ（ｎ）的密度函数为 ｐ（ｔ）＝ ｎｔ
ｎ－１
（０ ＜ ｔ＜１），故由

Ｅ（（Ｘ） θ ＝ １）＝ α 推得 ｃ ＝
ｎ １－槡 α ．显然，后一个非随机化检验

（ｘ）＝
０， ０ ＜ ｘ（ｎ） ＜

ｎ １ －槡 α，

１， ｎ １ －槡 α ≤ ｘ（ｎ） ＜ θ
C

１

（３ １４）

较为合理 ．
如果把此例中的备择假设改为 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＜１），其 ＭＰＴ 如何？习题 ３ ３ 将

讨论这个问题 ．
如果原假设和备择假设分别为 Ｈ０：θ ＝ θ０ 和 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＞θ０），则可以通过变

换 ｙｉ ＝
ｘｉ
θ０
，将这个假设检验问题归结为上面所述的情况，其非随机化检验为

（ｘ）＝
０， ０ ＜ ｙ（ｎ） ＜

ｎ １ －槡 α，

１， ｎ １ －槡 α ≤ ｙ（ｎ） ＜ θ１ ／ θ０
C

，

其中 ｙ（ｎ）＝ ｍａｘ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）＝
ｘ（ｎ）
θ０
．

例 ３ ４　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布族｛Ｐ（λ）：λ＞０｝的样本，
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考虑如下的检验问题：

Ｈ０：λ ＝ １　 对 　 Ｈ１：λ ＝λ１（λ１ ＞１），
取显著性水平为 α（０＜α＜１）．构造似然比统计量

λ（ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；λ １）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；１）

＝ （λ１）

ｎ

ｉ＝ １
ｘ ｉｅｘｐ｛－ｎ（λ１ －１）｝，

λ（ｘ）关于 Ｔ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ 严格单调上升 ．根据 Ｎ－Ｐ 基本引理，显著性水平 α ＝ ０ ０５ 的

ＭＰＴ 检验函数满足条件

（ｘ）＝
１， Ｔ ＞ ｋ，

０，C Ｔ ＜ ｋ．

在 ｎ ＝ １０ 时，若原假设 Ｈ０：λ ＝ １ 成立，Ｔ ～ Ｐ（１０）．由式（３ ６）和式（３ ７）知，取 ｋ ＝
１５，则检验函数为

（ｘ）＝

１， Ｔ ＞ １５，

ｒ， Ｔ ＝ １５，

０， Ｔ ＜ １５
C

．

同例 ３ １，由显著性水平 α ＝ ０ ０５ 算得 ｒ ＝ ０ ０３６ ． 这个检验与 λ１ 的具体数值无
关，只要求 λ１ ＞１ 就行了 ．

上述三例的 ＭＰＴ 检验函数都仅依赖于充分统计量，而这正如定理 ３ １ 的充
分性原则告诉我们的 ．事实上，可以基于充分统计量，而不是样本构造似然比统
计量 ．这样求得的检验函数仍如上面所述 ．

关于 ＭＰＴ 还有一个性质，它在下一节的定理的证明中将要用到 ．
定理 ３ ３　 设 （ｘ）是定理 ３ ２ 中显著性水平为 α 的最优势检验函数，则

Ｅ θ１（（Ｘ））≥α．又设 ０ ＜ α ＜ １，则除了 ｐ（ｘ；θ１）＝ ｐ（ｘ；θ０），ａ． ｅ． ［μ］外，必

有Ｅ θ１（（Ｘ））＞α．
证明：令 １（ｘ）≡α．显然，１（ｘ）是显著性水平为 α 的检验 ．因为 （ｘ）是显

著性水平为 α 的最优势检验函数，故 Ｅ θ１（（Ｘ））≥Ｅ θ１（１（Ｘ））＝ α． 在 ０ ＜α＜１
时，倘若 Ｅ θ１（（Ｘ））＝ α，则 １（ｘ）≡α 也是显著性水平为 α 的 ＭＰＴ． 由定理 ３ ２

知，一定存在常数 ｋ≥０，使得 １（ｘ）满足式（３ １１）（ａ． ｅ．［μ］）．因 ０＜α＜１，故在集
合｛ｘ：ｐ（ｘ；θ１）＞０ 或 ｐ（ｘ；θ０）＞０｝上，

ｐ（ｘ；θ１）＝ ｋｐ（ｘ；θ０），　 　 ａ． ｅ．［μ］．
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由于 ｐ 是密度函数，因此 ｋ ＝ １，即 ｐ（ｘ；θ１）＝ ｐ（ｘ；θ０），ａ． ｅ．［μ］．证毕 ．

§ ３ ３　 一致最优势检验

§ ３ ３ １　 一致最优势检验

关于简单原假设对简单备择假设的检验问题，Ｎ－Ｐ 基本引理给出了令人满
意的回答 ．但是，在实际问题中，往往出现的是复合假设的情况，这时最优的标准
是什么？

定义 ３ ７　 设（Ｘ，Ｂ，Ｐ ＝｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝）为一参数结构，考虑检验问题（Θ０，
Θ１）．设 （ｘ）是显著性水平为 α 的检验 ． 如果对任意一个显著性水平为 α 的检
验 １（ｘ），都有

Ｅ θ（（Ｘ））≥ Ｅ θ（１（Ｘ）），　 θ ■ Θ１，

则称检验 （ｘ）是显著性水平为 α 的一致最优势检验，记为 ＵＭＰＴ（ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ
ｍｏｓｔ ｐｏｗｅｒｆｕｌ ｔｅｓｔ）．

在某些特殊的情况下，ＵＭＰＴ 可以直接从 Ｎ－Ｐ 基本引理推出，但要利用下
述的结论 ．

引理 ３ ４　 设 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验，Θ０１是 Θ０ 的子集 ． 如果 （ｘ）是（α，
Θ０１，Θ１）检验的 ＵＭＰＴ，则 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验的 ＵＭＰＴ．

证明：如果 １（ｘ）是任意一个（α，Θ０，Θ１）检验，则有 Ｅ θ（１（Ｘ））≤α，θ ■
Θ０ ．所以 １（ｘ）也是（α，Θ０１，Θ１）检验 ． 由于 （ｘ）是（α，Θ０１，Θ１）检验的 ＵＭＰＴ，
则应有

Ｅ θ（（Ｘ））≥ Ｅ θ（１（Ｘ）），　 θ ■ Θ１，

这表明 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验的 ＵＭＰＴ．证毕 ．
引理 ３ ５ 　 设 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验，则 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验的

ＵＭＰＴ 的充要条件是，对每一个 θ１ ■ Θ１，（ｘ）是（α，Θ０，｛θ１｝）检验的 ＭＰＴ．
必要性和充分性可从 ＵＭＰＴ 的定义看出 ．证明略 ．
定理 ３ ６　 设 （ｘ）是（α，Θ０，Θ１）检验 ． 假如对某个 θ０ ■ Θ０ 和对每一个

θ１ ■ Θ１，（ｘ）都是（α，｛θ０｝，｛θ１｝）检验的 ＭＰＴ，则 （ｘ）也是（α，Θ０，Θ１）检验
的 ＵＭＰＴ．

这个定理是引理 ３ ４ 和 ３ ５ 的推论，证明略 ．
在例 ３ ２ 中，由 Ｎ－Ｐ 基本引理已求得简单原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 对简单备择假设

Ｈ１：μ ＝μ１（μ１ ＞０）的显著性水平为 α 的 ＭＰＴ （ｘ），其拒绝域为 Ｗ ＝ ｘ：ｘ≥
Ｕ１－α

槡
C oｎ

．
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这个检验与 μ１ 的具体数值无关，只要求 μ１ ＞ ０． 由于原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 成立时，
Ｅ０（（Ｘ））＝ α，并且由于 （ｘ）的势函数 ｇ（μ）＝ Ｅμ（（Ｘ））是 μ 的严增函数，则在
μ≤０时，Ｅμ（（Ｘ））≤Ｅ０（（Ｘ））＝ α．所以 （ｘ）是原假设 Ｈ０：μ≤０ 对备择假设 Ｈ１：
μ＞０ 的显著性水平为 α 的检验．根据定理 ３ ６，这个检验 （ｘ）是 Ｈ０：μ≤０ 对 Ｈ１：μ＞
０ 的 ＵＭＰＴ．

这个例子告诉我们，如果简单原假设对简单备择假设的检验问题的 ＭＰＴ 不
依赖于备择假设的具体数值，则可适当扩大备择假设，而当势函数是单调函数

时，也可适当扩大原假设，这样就可由 ＭＰＴ 获得 ＵＭＰＴ．这就扩大了 Ｎ－Ｐ 基本引
理的应用范围 ． 例 ３ ４ 也有类似的结果，它是例 ３ １ 考虑的检验问题的 ＵＭＰＴ．
例 ３ ３ 的检验函数 （ｘ）（见式（３ １４））似依赖于 θ１，事实上这个检验函数可等
价地表示为

（ｘ）＝
１， ｘ（ｎ）≥

ｎ １ －槡 α，

０， ０ ＜ ｘ（ｎ） ＜
ｎ １ －槡 αC ．

它与 θ１ 的具体数值无关，只要求 θ１ ＞１ 就行了 ． 所以，与例 ３ ２、例 ３ ４ 一样，例
３ ３ 也有类似的结果 ．它是原假设 Ｈ０：θ≤１ 对备择假设 Ｈ１：θ＞１ 的 ＵＭＰＴ．

一般来说，对于复合假设检验问题，ＭＰＴ 的 （ｘ）依赖于备择假设中的 θ
值，则 ＵＭＰＴ 不一定存在 ．那么在什么情况下存在呢？在什么情况下不存在呢？
下面将引进单调似然比以及单参数指数型分布族的概念，然后就下列几种检验

问题进行讨论：

（Ⅰ）原假设 Ｈ０：θ≤θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ＞θ０；
（Ⅱ）原假设 Ｈ０：θ≥θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ＜θ０；
（Ⅲ）原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠θ０；
（Ⅳ）原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２；
（Ⅴ）原假设 Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ１ ＜θ＜θ２ ．

检验问题（Ⅰ）和（Ⅱ）称为单边假设检验问题，而检验问题（Ⅲ），（Ⅳ）和（Ⅴ）称
为双边假设检验问题 ．首先寻求单边假设检验问题的 ＵＭＰＴ． 这需要引进单调似
然比的概念 ．

§ ３ ３ ２　 单调似然比

定义 ３ ８　 设｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝是含有实参数 θ 的概率密度族，其中 Θ 是实
直线上的一个区间 ．如果存在实值统计量 Ｔ（Ｘ），使得对任意的 θ１ ＜θ２，都有

（１）概率分布 Ｐ θ１与 Ｐ θ２是不同的；

（２）似然比 λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ２）
ｐ（ｘ；θ１）

是 Ｔ（ｘ）的非降函数（或非增函数），则称概率密
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度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝关于 Ｔ（ｘ）具有非降（或非增）单调似然比 ． 单调似然比简
写为 ＭＬＲ（ｍｏｎｏｔｏｎｅ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｒａｔｉｏ）．

单参数指数型分布族

ｐ（ｘ；θ）＝ ｃ（θ）ｅｘｐ｛Ｑ（θ）Ｔ（ｘ）｝ｈ（ｘ）， （３ １５）

其中 ｃ（θ）＞０ ． 假设 Ｑ（θ）是 θ 的严增函数（或严减函数），则在 θ１ ＜θ２ 时，其似
然比

λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ２）
ｐ（ｘ；θ１）

＝
ｃ（θ２）
ｃ（θ１）

ｅｘｐ｛［Ｑ（θ２）－ Ｑ（θ１）］Ｔ（ｘ）｝

是 Ｔ（ｘ）的严增函数（或严减函数）．故单参数指数型分布族（３ １５）关于 Ｔ（ｘ）具
有非降（或非增）ＭＬＲ．这里的 Ｔ（Ｘ）是充分统计量 ． 二项分布族、负二项分布族、
Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布族、正态分布族（均值已知，方差未知或均值未知，方差已知的情况）
和指数分布族，以及来自这些分布族的样本分布族都是单参数指数型分布族，它

们关于其充分统计量都具有 ＭＬＲ．虽然均匀分布族以及来自它的样本分布族不

是单参数指数型分布族，但如果定义
０
０
＝∞，则均匀分布族以及来自它的样本分

布族关于其充分统计量也都具有 ＭＬＲ．
下面的定理揭示了 ＭＬＲ 分布族的一个基本性质 ．
定理 ３ ７　 设概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于 Ｔ（ｘ）具有非降 ＭＬＲ．若

ψ（ｔ）是 ｔ 的一个非降函数，则 Ｅ θ（ψ（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的一个非降函数 ．
证明：设 θ１ ＜θ２，令

Ａ ＝ ｛ｘ：ｐ（ｘ；θ１）＜ ｐ（ｘ；θ２）｝，　 Ｂ ＝ ｛ｘ：ｐ（ｘ；θ１）＞ ｐ（ｘ；θ２）｝．

对任意的 ｘ１ ■ Ａ 和 ｘ２ ■ Ｂ，有

λ（ｘ１）＝
ｐ（ｘ１；θ２）
ｐ（ｘ１；θ１）

＞ １，　 λ（ｘ２）＝
ｐ（ｘ２；θ２）
ｐ（ｘ２；θ１）

＜ １ ．

因为似然比 λ（ｘ）是 Ｔ（ｘ）的非降函数，则由 λ（ｘ１）＞λ（ｘ２）可以推出 Ｔ（ｘ１）≥
Ｔ（ｘ２）．由于 ψ（ｔ）是 ｔ 的一个非降函数，所以 ψ（Ｔ（ｘ１））≥ψ（Ｔ（ｘ２））．令

ａ ＝ ｉｎｆ｛ψ（Ｔ（ｘ））：ｘ ■ Ａ｝，　 ｂ ＝ ｓｕｐ｛ψ（Ｔ（ｘ））：ｘ ■ Ｂ｝，

则有 ａ≥ｂ．从而

Ｅ θ２（ψ（Ｔ（Ｘ）））－ Ｅ θ１（ψ（Ｔ（Ｘ）））

＝ ∫ψ（Ｔ（ｘ））［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ）
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≥ ａ ∫Ａ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ）＋ ｂ ∫Ｂ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ），　 　（３ １６）
由于

∫Ａ∪Ｂ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ）＝ ０，
所以

∫Ｂ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ）＝ － ∫Ａ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ），
从而

　 Ｅ θ２（ψ（Ｔ（Ｘ）））－ Ｅ θ１（ψ（Ｔ（Ｘ）））

≥ （ａ － ｂ）∫Ａ［ｐ（ｘ；θ２）－ ｐ（ｘ；θ１）］ｄμ（ｘ）≥ ０ ．
证毕 ．

推论 １° 　 若 ψ（ｔ）是 ｔ 的一个非增函数，则 Ｅ θ（ψ（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的一个非增
函数 ．

推论 ２° 　 如果概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于 Ｔ（ｘ）具有非增 ＭＬＲ，
那么它关于（－Ｔ（ｘ））具有非降 ＭＬＲ．由于在 ψ（ｔ）是 ｔ 的一个非降函数时，ψ（ｔ）
是（－ｔ）的一个非增函数，所以 Ｅ θ（ψ（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的一个非增函数；而在 ψ（ｔ）是
ｔ 的一个非增函数时，Ｅ θ（ψ（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的一个非降函数 ．

在概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于 Ｔ（ｘ）具有非降 ＭＬＲ 时，取 ψ（ｔ）＝
ｔ，则在 θ１ ＜θ２ 时

Ｅ θ１（Ｔ（Ｘ））≤ Ｅ θ２（Ｔ（Ｘ））， （３ １７）

所以，在概率密度族关于 Ｔ（ｘ）具有非降 ＭＬＲ 时，Ｔ（Ｘ）的均值 Ｅ θ（Ｔ（Ｘ））是 θ 的
一个非降函数 ．对任意给定的 ｔ０，分别在 ｔ＞ ｔ０ 和 ｔ≤ ｔ０ 时，取 ψ（ｔ）＝ ０ 和 １ ． 则在
θ１ ＜θ２时，有

Ｐ θ１（Ｔ（Ｘ）≤ ｔ０）≥ Ｐ θ２（Ｔ（Ｘ）≤ ｔ０）， （３ １８）

所以，在概率密度族关于 Ｔ（ｘ）具有非降 ＭＬＲ 时，Ｔ（Ｘ）的分布函数 Ｐ θ（Ｔ（Ｘ）≤
ｔ）是 θ 的一个非增函数 ．

譬如，随机变量 Ｘ ～ ｂ（ｎ，ｐ），其中 ０＜ｐ＜１ 为未知参数 ．其概率密度为

ｐ（ｘ；ｐ）＝ （１ － ｐ）ｎｅｘｐ ｌｎ ｐ
１p y－ ｐC oｘ p yｎｘ ，
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这是单参数指数型分布族 ．由于 Ｑ（ｐ）＝ ｌｎ ｐ
１－p yｐ 是 ｐ 的严增函数，所以它关于 ｘ

具有非降 ＭＬＲ． 二项分布的均值 Ｅｐ（Ｘ）＝ ｎｐ 和分布函数 Ｐｐ（Ｘ ≤ ｘ）＝


ｋ≤ｘ

p yｎｘ ｐｘ（１ － ｐ）ｎ － ｘ 分别是 ｐ 的非降和非增函数 ． 事实上，它们分别是 ｐ 的严增
和严降函数 ．

又设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布总体 Ｐ ＝｛Ｐ（λ），λ＞０｝的一个
样本 ．样本联合概率密度为

ｐ（ｘ；λ）＝ ｅ － ｎλ Cｅｘｐ ｌｎ λ
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ o pｉ 

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ y）

－ １

，

这是单参数指数型分布族 ． 由于 Ｑ（λ）＝ ｌｎ λ 是 λ 的严增函数，所以它关于

Ｔ（ｘ）＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ 具有非降 ＭＬＲ，Ｔ（Ｘ）～ Ｐ（ｎλ）． Ｔ（Ｘ）的均值 Ｅλ（Ｔ（Ｘ））＝ ｎλ 和分

布函数 Ｐλ（Ｔ（Ｘ）≤ ｔ）＝
ｋ≤ ｔ

（ｎλ）ｋ

ｋ
ｅ － ｎλ 分别是 λ 的非降和非增函数 ．事实上，它

们分别是 λ 的严增和严降函数 ．
在概率密度族关于 Ｔ（ｘ）具有非降 ＭＬＲ 时，如果考虑单边假设检验问题

（Ⅰ），则式（３ １７）和式（３ １８）皆表示，应在 Ｔ（ｘ）的值较大时拒绝原假设 ． 这
个检验方法是符合人们的直观感觉的，也是可信的 ． 下面我们将证明它是
ＵＭＰＴ．

§ ３ ３ ３　 单边假设检验

定理 ３ ８ 　 设单参数概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于实值统计量
Ｔ（Ｘ）具有非降 ＭＬＲ，则关于单边假设检验问题（Ⅰ），

（１）存在显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ 的检验函数

（Ｔ（ｘ））＝

１， Ｔ（ｘ）＞ ｃ，

ｒ， Ｔ（ｘ）＝ ｃ，

０， Ｔ（ｘ）＜ ｃ
C

，

（３ １９）

其中常数 ｒ（０≤ｒ≤１）和 ｃ 由下式确定：

Ｅ θ０（（Ｔ（Ｘ）））＝ α． （３ ２０）

　 　 （２）这个检验的势函数

ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ（Ｘ）））
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是非降的，且在集合｛θ：０＜ｇ（θ）＜１｝上是严增 ．
（３）在一切使得 Ｅ θ０（（Ｘ））＝ α 的检验函数中，由式（３ １９）和式（３ ２０）所

确定的检验函数 （Ｔ（ｘ）），使得对任意的 θ＜θ０，Ｅ θ（（Ｘ））都达到最小 ．
证明：先证明（１）．考虑简单原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对简单备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＞

θ０）的检验问题 ．由 Ｎ－Ｐ 基本引理知，应在似然比统计量 λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ１）
ｐ（ｘ；θ０）

比较大

的时候，拒绝原假设 ．由于 λ（ｘ）是 Ｔ（ｘ）的非降函数，所以在 Ｔ（ｘ）比较大的时
候，拒绝原假设 ．为此，我们采用形如式（３ １９）的检验函数 （Ｔ（ｘ））． 用类似于
定理 ３ ． ２ 的证明方法可以知道，满足式（３ １９）和式（３ ２０）的检验 （Ｔ（ｘ））是存
在的 ．具体地说，在 Ｔ（Ｘ）为连续型随机变量的时候，（Ｔ（Ｘ））是非随机化检验，
其拒绝域为 Ｗ ＝｛Ｔ（Ｘ）≥ｃ｝，ｃ 由 Ｐ θ０｛Ｔ（Ｘ）≥ｃ｝＝ α 确定 ． 在 Ｔ（Ｘ）为离散型随
机变 量 的 时 候，ｃ 由 Ｐ θ０ ｛Ｔ （Ｘ）＞ ｃ｝≤ α ≤ Ｐ θ０ ｛Ｔ （Ｘ）≥ ｃ｝确 定，而

ｒ ＝
α－Ｐ θ０｛Ｔ（Ｘ）＞ｃ｝
Ｐ θ０｛Ｔ（Ｘ）＝ ｃ｝

．

在 Ｔ（ｘ）＝ ｃ 时，假设 λ（ｘ）＝ ｋ．由于 λ（ｘ）是 Ｔ（ｘ）的非降函数，所以

｛ｘ：λ（ｘ）＜ ｋ｝ ｛ｘ：Ｔ（ｘ）＜ ｃ｝，

｛ｘ：λ（ｘ）＞ ｋ｝ ｛ｘ：Ｔ（ｘ）＞ ｃ｝，

因而满足式（３ １９）的检验 （Ｔ（ｘ））必满足式（３ １１）． 检验 （Ｔ（ｘ））满足式
（３ ２０），也就是满足式（３ １０）． 从而由 Ｎ－Ｐ 基本引理知 ． 满足式（３ １９）和式
（３ ２０）的检验 （Ｔ（ｘ））是该简单假设检验问题，Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＞θ０）
的显著性水平为 α 的 ＭＰＴ．由于检验 （Ｔ（ｘ））与 θ１ 无关，只要求 θ１ ＞θ０，所以由
引理 ３ ５ 知，（Ｔ（ｘ））也是 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ＞θ０ 的检验问题的显著性水平为 α
的 ＵＭＰＴ．

由于 （Ｔ（ｘ））关于 Ｔ（ｘ）非降，则据定理 ３ ７ 可知，势函数 ｇ（θ）＝
Ｅθ（（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的非降函数．故在 θ≤θ０ 时，Ｅθ（（Ｔ（Ｘ）））≤Ｅθ０（（Ｔ（Ｘ）））＝

α．所以对于原假设 Ｈ０：θ≤θ０，（Ｔ（ｘ））是显著性水平为 α 的检验． 则据引理 ３ ４
可知，由式（３ １９）和式（３ ２０）确定的检验函数 （Ｔ（ｘ））是单边假设检验问题 Ｈ０：

θ≤θ０ 对 Ｈ１：θ＞θ０ 的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ．结论（１）成立．
（２）的证明 ．我们已经证明了，势函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ（Ｘ）））是 θ 的非降函

数 ．接下来证明，它在集合｛θ：０ ＜ ｇ（θ）＜ １｝上是严增的 ． 由 Ｎ －Ｐ 基本引理知，
（Ｔ（ｘ））也是 Ｈ０：θ ＝ θ１ 对 Ｈ１：θ ＝ θ２（θ２ ＞θ１）的显著性水平为 α１ ＝Ｅ θ１（（Ｔ（Ｘ）））
的 ＭＰＴ，则在 ０ ＜ α１ ＜ １ 时，由定理 ３ ３ 知，Ｅ θ２（（Ｔ（Ｘ）））＞ α１ ． 所以在集合
｛θ：０＜ｇ（θ）＜１｝上，势函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ（Ｘ）））是严增的 ．结论（２）成立 ．
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（３）的证明 ．考虑简单原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对简单备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ２（θ２ ＜θ０）的

显著性水平为 α ＝ １－α 的检验问题 ．由 Ｎ－Ｐ 基本引理知，我们在似然比统计量

λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ２）
ｐ（ｘ；θ０）

比较大的时候，拒绝原假设 ．由于 θ２ ＜θ０，所以 λ（ｘ）是 Ｔ（ｘ）的非

增函数 ．因此我们在 Ｔ（ｘ）比较小的时候，拒绝原假设 ． 用类似于（１）的证明方法
可以知道，（Ｔ（ｘ））＝ １－（Ｔ（ｘ））是 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ ＝ θ２（θ２ ＜θ０）的显著性水

平为 α ＝ １ － α 的 ＭＰＴ，其中 （Ｔ（ｘ））由式（３ １９）和式（３ ２０）给出 ． 因此
（Ｔ（ｘ））在 Ｅ θ０（（Ｘ））≤ α

 的条件下，使 Ｅ θ２（（Ｘ））达到最大 ． 从而

（Ｔ（ｘ））在 Ｅ θ０（（Ｘ））≥α 的条件下，使 Ｅ θ２（（Ｘ））达到最小 ． 由于 θ２ 是小于

θ０ 的任意一个数，所以对任意的 θ＜θ０，（Ｔ（ｘ））是在 Ｅ θ０（（Ｘ））≥α，当然也是
在 Ｅ θ０（（Ｘ））＝ α 的条件下，使 Ｅ θ（（Ｘ））达到最小的检验法 ． 结论（３）成立 ．
证毕 ．

关于这个定理有以下一些推论 ．
推论 １° 　 在定理 ３ ８ 的条件下，考虑
（１）检验问题 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ＞θ０，则定理 ３ ８ 的结论仍全部成立；
（２）单边假设检验问题（Ⅱ），则类似于定理 ３ ８ 的结论全部成立，只需要

将式（３ １９）中的不等号改变方向；
（３）检验问题 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ＜θ０，则推论 １°（２）的结论仍全部成立 ．
推论 ２° 　 设单参数概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于实值统计量 Ｔ（Ｘ）

具有非增 ＭＬＲ，从而它关于－Ｔ（Ｘ）具有非降 ＭＬＲ，定理 ３ ８ 及其推论 １°的结论
仍全部成立，只需要将 Ｔ（Ｘ）换为－Ｔ（Ｘ）．

推论 ３° 　 单参数指数型分布族（３ １５）在 Ｑ（θ）是 θ 的严格单调函数时，关
于充分统计量 Ｔ（Ｘ）具有 ＭＬＲ．由定理 ３ ８ 及其推论 １°和 ２°可以知道，对于单参
数指数型分布族（３ １５）的未知参数 θ 的单边假设检验问题，都可以找到 ＵＭＰＴ．

推论 ４° 　 设单参数概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于实值统计量 Ｔ（Ｘ）
具有非降 ＭＬＲ，式（３ １８）告诉我们 Ｔ（Ｘ）的分布函数 Ｐ θ（Ｔ（Ｘ）≤ ｔ）＝ １ －
Ｐ θ（Ｔ（Ｘ）＞ｔ）是 θ 的一个非增函数 ． 现由定理 ３ ８（２）可进一步推得，在集合
｛θ：０＜Ｐ θ（Ｔ（Ｘ）≤ｔ）＜１｝上，Ｔ（Ｘ）的分布函数是 θ 的一个严降函数 ． 如果单参数
概率密度族关于实值统计量 Ｔ（Ｘ）具有非增 ＭＬＲ，与上述相类似的结论仍然成
立，只需要将关于 Ｔ（Ｘ）的分布函数的结论中的非增换为非降，严降换为严增 ．
这个结论将被用于第四章的置信区间（限）的问题 ．

例 ３ ５　 若有 Ｎ 件产品，其中含有 ｍ 件不合格品 ．今从中不放回地随机抽取
ｎ 件进行检验 ．设 ｎ 件中含有 ｘ 件不合格品 ． ｘ 的可能取值为 ０，１，２，…，ｍｉｎ（ｍ，
ｎ）． Ｘ 服从超几何分布 ． 当 ｍ 未知时，考察超几何分布概率密度族｛ｐ（ｘ；ｍ）：ｍ ＝
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０，１，２，…，Ｎ｝，其中

ｐ（ｘ；ｍ）＝

ｍp yｘ
Ｎ － ｍp yｎ － ｘ
Ｎp yｎ

．

显然，此概率密度族不是单参数指数型分布族 ．因为

ｐ（ｘ；ｍ ＋ １）
ｐ（ｘ；ｍ）

＝

ｍ ＋ １p yｘ

Ｎ － ｍ － １p yｎ － ｘ
ｍp yｘ

Ｎ － ｍp yｎ － ｘ

＝ （ｍ ＋ １）（Ｎ － ｍ － ｎ ＋ ｘ）
（Ｎ － ｍ）（ｍ ＋ １ － ｘ）

是 ｘ 的严增函数，所以此概率密度族关于 Ｔ（ｘ）＝ ｘ 具有非降 ＭＬＲ．
考察如下的单边假设检验问题：

Ｈ０：０ ≤ ｍ ≤ ｍ０ 　 对 　 Ｈ１：ｍ０ ＜ ｍ ≤ Ｎ．

由定理 ３ ８ 知，此检验问题存在显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ，其检验函数为

（ｘ）＝

１， ｘ ＞ ｃ，

（α － α１）
Ｎp yｎ

ｍ０p yｃ
Ｎ － ｍ０p yｎ － ｃ

， ｘ ＝ ｃ，

０， ｘ ＜ ｃ















，

其中 ｃ 满足条件


ｘ≥ ｃ

ｍ０p yｘ
Ｎ － ｍ０p yｎ － ｘ
Ｎp yｎ

＞ α ≥ 
ｘ≥ ｃ ＋ １

ｍ０p yｘ
Ｎ － ｍ０p yｎ － ｘ
Ｎp yｎ

＝ α１ ．

　 　 设有 Ｎ ＝ １ ０００ 件产品，其中含有 ｍ 件不合格品 ． 今从中不放回地随机抽取
ｎ ＝ １００ 件进行检验 ．在 ｍ０ ＝ １０ 时，考察上述的单边假设检验问题 ．取 α ＝ ０ ０５，
则有
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
ｘ≥３

１０p yｘ
９９０

１００p y－ ｘ
１ ０００p y１００

＝ １ －
ｘ≤２

１０p yｘ
９９０

１００p y－ ｘ
１ ０００p y１００

＝ ０ ０６９ １ ＞ ０ ０５，


ｘ≥４

１０p yｘ
９９０

１００p y－ ｘ
１ ０００p y１００

＝ １ －
ｘ≤３

１０p yｘ
９９０

１００p y－ ｘ
１ ０００p y１００

＝ ０ ０１２ ２ ＜ ０ ０５ ．

所以此检验问题的显著性水平为 α ＝ ０ ０５ 的 ＵＭＰＴ 为

（ｘ）＝

１， ｘ ≥ ４，

０ ６６４ ３， ｘ ＝ ３，

０， ｘ ≤ ２
C

．

　 　 例 ３ ６　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自正态分布族｛Ｎ（０，σ
２
）：σ２ ＞０｝的样

本 ．求 Ｈ０：σ
２≤ σ２０ 对 Ｈ１：σ

２ ＞σ２０ 的单边假设检验问题的显著性水平为 α 的
ＵＭＰＴ．样本的联合密度为

ｐ（ｘ；σ２）＝ （ ２槡■ σ）
－ ｎ Cｅｘｐ （－ ２σ２）－ １

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ oｉ ，

其中（－２σ２）－１ ＝Ｑ（σ２）是 σ２ 的严增函数． 由定理 ３ ８ 及其推论 ３°知，其 ＵＭＰＴ 存

在，且检验函数仅依赖于充分统计量 Ｔ（Ｘ）＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ，拒绝域为 Ｗ ＝｛ｘ：Ｔ（ｘ）≥ｃ｝，其

中 ｃ 由 Ｅσ２０（（Ｔ（Ｘ）））＝ α 确定．在 σ
２ ＝σ２０ 时，Ｔ（Ｘ）～ σ

２
０ χ

２
（ｎ）．故 ｃ＝σ２０ χ

２
１－α（ｎ）．

取 σ２０ ＝ １，ｎ ＝ １０ 和 α ＝ ０ １ ．该 ＵＭＰＴ 的拒绝域为

CＷ ＝ ｘ：
１０

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ≥ o１５ ９９ ，

其势函数 ｇ（σ２）的图形如图 ３ ２ 上的粗曲线所示 ．若令 Ｔ１（ｘ）＝
１０

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）

２
，取

另一检验的拒绝域为 Ｗ１ ＝｛ｘ：Ｔ１（ｘ）≥σ
２
０ χ

２
１－α（ｎ－１）｝． 可以证明，这个检验也是

该检验问题的显著性水平为 α 的一个检验 ． 在 σ２０ ＝ １，ｎ ＝ １０ 和 α ＝ ０ １ 时，其势

函数 ｇ１（σ
２
）的图形如图 ３ ２ 上的细曲线所示 ．在 σ２ ＞１ 时，粗曲线一致地在细曲

线的上面，这正是定理 ３ ８（１）所说的 ．在 σ２ ＝ １ 时，这两个检验的势函数值都是
０ １，而在 σ２ ＜１ 时，粗曲线一致地在细曲线的下面，这正是定理 ３ ８（３）所说的 ．
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图 ３ ２　 例 ３ ６ 的两个检验的势函数图形的比较

§ ３ ３ ４　 双边假设检验

对单参数指数型分布族，双边假设检验问题（Ⅴ）的 ＵＭＰＴ 是存在的 ． 但一
般来说，双边假设检验问题（Ⅲ）和（Ⅳ）的 ＵＭＰＴ 是不存在的 ．看下面的例子 ．

例 ３ ７　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）为来自正态总体｛Ｎ（μ，１）：－∞ ＜μ＜∞｝的一
个样本 ．考虑原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 对备择假设 Ｈ１：μ≠０ 的双边假设检验问题 ． 倘若

（ｘ）是它的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ．由于 （ｘ）≡α 显然是该检验问题的显
著性水平为 α 的一个检验，则有

Ｅ μ（（Ｘ））≥ Ｅ μ（
（Ｘ））＝ α，　 μ ≠ ０ ． （３ ２１）

此外，据引理 ３ ５，（ｘ）也是 Ｈ０：μ ＝ ０ 对 Ｈ１：μ ＝ μ１（μ１ ＞０）的显著性水平为 α 的

ＭＰＴ．则由例 ３ ２ 知，（ｘ）是拒绝域为 Ｗ ＝ ｘ：ｘ≥
Ｕ１－α

槡
C oｎ

的一个检验，其势函数

ｇ（μ）＝ Ｅ μ（（Ｘ））＝ Φ（槡ｎ μ－Ｕ１－α）是 μ 的严增函数，故在 μ＜０ 时，Ｅ μ（（Ｘ））＜
Ｅ０（（Ｘ））＝ α．这与式（３ ２１）相矛盾 ．所以，该双边假设检验问题不存在 ＵＭＰＴ．
同样，原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２ 的双边假设检验问题也
不存在 ＵＭＰＴ．这里的“不存在”是对所有的检验函数而言的 ．如果我们对检验函
数加上某种要求，例如无偏性，那么检验函数类就缩小了 ． 下一节，我们将说明，
在缩小的检验函数类中存在 ＵＭＰＴ．

§ ３ ３ ５　 Ｎ－Ｐ 基本引理的推广（一）

要解决双边假设检验问题（Ⅴ）的 ＵＭＰＴ 的存在性问题，先要对 Ｎ－Ｐ 基本引
理进行推广 ．

定理 ３ ９　 设 μ 为可测空间（Ｘ，Ｂ）上的测度 ． ｐ０（ｘ），ｐ１（ｘ），…，ｐｍ（ｘ）为
（Ｘ，Ｂ）上 ｍ＋１ 个实可测且 μ 可积函数 ． α１，α２，…，αｍ 为给定的 ｍ 个实常数 ． 如
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果存在检验函数 （ｘ）满足以下两个条件：
（１）若有 ｍ 个非负常数 ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，使得

（ｘ）＝
１， ｐ０（ｘ）＞ 

ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐｉ（ｘ），

０， ｐ０（ｘ）＜ 
ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐｉ（ｘ









 ）；

　 　 （２）∫（ｘ）ｐｉ（ｘ）ｄμ（ｘ）＝ α ｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｍ．
对任一满足下式的检验函数 （ｘ），

∫（ｘ）ｐｉ（ｘ）ｄμ（ｘ）≤ α ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （３ ２２）

都有

∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）≥ ∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）．
　 　 证明：定理的证明类似于定理 ３ ２ 的（２）的证明 ．

r
显然有

ｐ０（ｘ）－
ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐｉ（ｘ i） ［（ｘ）－ （ｘ）］≥ ０，

于是

　 ∫ｐ０（ｘ）［（ｘ）－ （ｘ）］ｄμ（ｘ）
≥

ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ∫ｐｉ（ｘ）［（ｘ）－ （ｘ）］ｄμ（ｘ），

从而

　 ∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）－ ∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）
≥

ｍ

ｉ ＝ １
ｋ rｉ α ｉ － ∫（ｘ）ｐｉ（ｘ）ｄμ（ｘ i） ≥ ０ ． （３ ２３）

证毕 ．
在下一节，将进一步推广 Ｎ－Ｐ 基本引理 ． 这些定理中的结论实际上是一个

充分条件 ．类似于定理 ３ ２ 的（１）和（３），它们的存在性和必要性也是可以证
明的

［１］．

§ ３ ３ ６　 单参数指数型分布族的双边假设检验问题（一）

定理 ３ １０　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）服从单参数指数型分布（３ １５），其
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中 θ 为实参数，Ｑ（θ）是 θ 的严增函数 ．则关于双边假设检验问题（Ⅴ），存在显著
性水平为 α（０＜α＜１）的 ＵＭＰＴ，其检验函数仅依赖于充分统计量 Ｔ（Ｘ），形如

（Ｔ（ｘ））＝

１， ｃ１ ＜ Ｔ（ｘ）＜ ｃ２，

ｒｉ， Ｔ（ｘ）＝ ｃｉ，　 ｉ ＝ １，２，

０， Ｔ（ｘ）＜ ｃ１，或 Ｔ（ｘ）＞ ｃ２










，

（３ ２４）

其中常数 ｒｉ（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 由下式确定

Ｅ θ１（（Ｔ（Ｘ）））＝ Ｅ θ２（（Ｔ（Ｘ）））＝ α． （３ ２５）

　 　 证明：从 Ｔ（Ｘ）是 θ 的充分统计量和定理 ３ １ 知，最优检验要在由 Ｔ（Ｘ）所
构成的检验函数类中去寻找 ． 对于单参数指数型分布族，Ｔ（Ｘ）的导出分布族仍
然是单参数指数型分布族 ．考虑到 Ｑ（θ）是 θ 的严增函数，为简化起见，设 Ｔ（ｘ）
的密度函数为

ｐ（ｔ；θ）＝ ｃ（θ）ｅｘｐ｛θｔ｝ｈ（ｔ）， （３ ２６）

其中 ｃ（θ）＞０ ．
先考虑原假设 Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ３（θ１ ＜θ３ ＜θ２）的检验问

题 ．定理 ３ ９ 启示我们，取检验函数形如

（ｔ）＝
１， ｐ（ｔ；θ３）＞ 

２

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐ（ｔ；θ ｉ），

０， ｐ（ｔ；θ３）＜ 
２

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐ（ｔ；θ ｉ









 ），

（３ ２７）

并满足条件

∫（ｘ）ｐ（ｔ；θ１）ｄｘ ＝ ∫（ｘ）ｐ（ｔ；θ２）ｄｘ ＝ α， （３ ２８）

式（３ ２７）化简后得到

（ｔ）＝
１， ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ ＜ １，

０， ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ ＞ １C
，

其中 ａｉ ＝
ｋｉ ｃ（θ ｉ）
ｃ（θ３）

，ｂｉ ＝ θ ｉ－θ３，ｉ ＝ １，２，则 ｂ１ ＜０＜ｂ２ ．

倘若 ａ１ 和 ａ２ 都是负的，则检验总是拒绝的，其势函数恒等于 １，这与显著性
水平 α（０＜α＜１）的条件相矛盾 ．倘若 ａ１ 和 ａ２ 中，一个是负的，而另一个是正的，

或 ａ１ 和 ａ２ 中有一个为 ０，则 ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ是严格单调的，所得到的检验如式
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（３ １９）所示（见定理 ３ ８，单边假设检验），其势函数是单调函数，它不可能满足
式（３ ２８）．所以，ａ１ 和 ａ２ 必定都是正的 ． 从而 ｋ１ 和 ｋ２ 也都是正的 ． 故定理 ３ ９
的一个条件：“ｍ 个非负常数 ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ”得到满足 ．

由于 ｂ１ ＜０＜ｂ２，并且 ａ１ 和 ａ２ 都是正的，所以在 ｔ→±∞时，ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ→
＋∞，并且 ｙ″＞０ ．故曲线 ｙ ＝ ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ是严格下凸的（见图 ３ ３）． 故存在常数 ｃ１

和 ｃ２，使得式（３ ２４）成立 ．因此，由式（３ ２７）和式（３ ２８）确定的检验函数就是由
式（３ ２４）和式（３ ２５）确定的检验函数 ．

图 ３ ３　 ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ（ｂ１ ＜０＜ｂ２，ａ１，ａ２ ＞０）的图形

因为 ｋ１ 和 ｋ２ 都是正的，则据定理 ３ ９ 知，由式（３ ２４）和式（３ ２５）确定的
检验 （Ｔ（ｘ））（也就是 （ｔ））是原假设Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ ＝

θ３（θ１ ＜θ３ ＜θ２）的检验问题的显著性水平为 α 的 ＭＰＴ． 因为 （ｔ）与 θ３ 无关，只
要求 θ１ ＜θ３ ＜θ２ 就行了，所以它也是原假设 Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设 Ｈ１：

θ１ ＜θ＜θ２ 的检验问题的 ＵＭＰＴ．
为了应用引理 ３ ４，完成定理的证明，即证明 （ｔ）是原假设 Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥

θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ１ ＜θ＜θ２ 的检验问题的 ＵＭＰＴ，尚需证明，对于原假设 Ｈ０：θ≤
θ１ 或 θ≥θ２ 而言，（ｔ）是显著性水平为 α 的一个检验 ． 我们将把这个证明留待
下一节 ．

§ ３ ４　 一致最优势无偏检验

§ ３ ４ １　 无偏检验

在例 ３ ． ７，我们结合正态分布族｛Ｎ（μ，１）：－ ∞ ＜ μ ＜ ∞ ｝指出，原假设
Ｈ０：μ ＝ ０对备择假设 Ｈ１：μ≠０ 的双边假设检验问题（Ⅲ）不存在 ＵＭＰＴ． 下面对
这个例子作进一步的分析 ． 任意选取一个检验函数 （ｘ），其对应的势函数
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ｇ（μ）＝ Ｅ μ（（Ｘ））是参数 μ 的函数 ． 当然，我们希望在备择假设 Ｈ１：μ≠０ 成立
时，Ｅ μ（（Ｘ））越大越好 ． 因此，很自然地要求选取的检验函数 （ｘ）的势函数
Ｅ μ（（Ｘ））除了具有性质：Ｅ０（（Ｘ））≤α 外，还应具有性质：Ｅ μ（（Ｘ））≥α，
μ≠０ ． 这样的 （ｘ）就称为无偏检验函数 ． 如果在所有的检验函数中无法找到
ＵＭＰＴ，则可考虑在无偏检验函数类中去找 ＵＭＰＴ．

定义 ３ ９　 设 （ｘ）是原假设 Ｈ０：θ ■ Θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ ■ Θ１ 的检验函
数，若其势函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｘ））满足条件：

ｇ（θ）≤ α，　 θ ■ Θ０，

ｇ（θ）≥ α，　 θ ■ Θ１，

则称 （ｘ）为显著性水平为 α 的无偏检验 ．
显然，显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ 一定是显著性水平为 α 的无偏检验 ．
定义 ３ １０　 在检验问题（Θ０，Θ１）中，如果存在一个显著性水平为 α 的无偏

检验（ｘ），对于任何显著性水平为 α 的无偏检验 １（ｘ），下列条件均满足

Ｅ θ（（Ｘ））≥ Ｅ θ（１（Ｘ）），　 θ ■ Θ１，

则称检验 （ｘ）是显著性水平为 α 的一致最优势无偏检验，记为 ＵＭＰＵＴ（ｕｎｉ
ｆｏｒｍｌｙ ｍｏｓｔ ｐｏｗｅｒｆｕｌ ｕｎｂｉａｓｅｄ ｔｅｓｔ）．

§ ３ ４ ２　 相似检验

如果无偏检验 （ｘ）的势函数 Ｅ θ（（Ｘ））是 θ 的连续函数，则一定有

Ｅ θ（（Ｘ））＝ α，　 θ ■ Γ， （３ ２９）

其中 Γ 是 Θ０ 和 Θ１ 的公共边界 ．

图 ３ ４　 各种检验函数类

之间的关系

定义 ３ １１　 称满足式（３ ２９）的检验 （ｘ）为
边界相似检验（ｂｏｒｄｅｒ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｅｓｔ）．

令 Φ（α），Φ（α）ｕ 和 Φ（α）ｓ 分别表示所有显著性水

平为 α 的检验，所有显著性水平为 α 的无偏检验
和所有的满足式（３ ２９）的边界相似检验构成的
类 ．显然，Φ（α）ｕ Φ

（α），并且在势函数是连续函数

时，Φ（α）ｕ Φ
（α）
ｓ ． 它们之间的关系如图 ３ ４ 所示，其

中 Φ 表示所有的检验函数构成的类 ．
一般来说，构造边界相似检验比构造无偏检

验更为方便 ．下面的引理在构造 ＵＭＰＵＴ 方面是有
意义的 ．
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引理 ３ １１　 考虑原假设 Ｈ０：θ ■ Θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ ■ Θ１ 的检验问题 ．设
每一个检验函数的势函数皆为 θ 的连续函数 ．如果 （ｘ）是显著性水平为 α 的检
验函数，则在 （ｘ）是所有满足式（３ ２９）的边界相似检验函数类中的 ＵＭＰＴ 时，

（ｘ）是显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ．
证明：显然，１（ｘ）≡α 是边界相似的检验，故

Ｅ θ（（Ｘ））≥ Ｅ θ（１（Ｘ））＝ α，　 θ ■ Θ１，

所以 （ｘ）是无偏检验 ．由于满足式（３ ２９）的检验函数类 Φ（α）ｓ 包含了显著性水

平为 α 的无偏检验函数类 Φ（α）ｕ ，故 （ｘ）是显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ．证毕 ．
由定理 ３ ８ 的证明过程知，ＭＬＲ 分布族的单边假设检验问题的 ＵＭＰＴ 就是

一致最优势边界相似检验 ．

§ ３ ４ ３　 Ｎ－Ｐ 基本引理的推广（二）

要解决双边假设检验（Ⅲ）和（Ⅳ）（见 § ３ ３ １）的 ＵＭＰＵＴ 问题，需要对 Ｎ－

Ｐ 基本引理作进一步的推广 ．
定理 ３ １２　 定理的条件和 （ｘ）同定理 ３ ９，只是常数 ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ 可以取

负值，则对任一满足

∫（ｘ）ｐｉ（ｘ）ｄμ（ｘ）＝ α ｉ，　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ
的检验函数 （ｘ），都有

∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）≥ ∫（ｘ）ｐ０（ｘ）ｄμ（ｘ）．
　 　 定理的证明完全类似于定理 ３ ９，只是式（３ ２３）中的最后一个不等号要改
为等号 ．证毕 ．

同定理 ３ ９ 后的说明，这些定理的结论实际上是一个充分条件 ．类似于定理
３ ２ 的（１）和（３），它们的存在性和必要性也是可以证明的［１］．

现回到 § ３ ３ ６ 中定理 ３ １０ 的证明 ． 我们已经证明了，存在满足式（３ ２４）
和式（３ ２５）的检验函数 （ｔ），它是原假设 Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ１ ＜

θ＜θ２ 的检验问题的 ＵＭＰＴ．为了应用引理 ３ ４，完成定理的证明，即证明 （ｔ）是

Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２ 对 Ｈ１：θ１ ＜θ＜θ２ 的检验问题的 ＵＭＰＴ，尚需证明，对于原假设

Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２ 而言，（ｔ）是显著性水平为 α 的一个检验 ． 为此任取 θ′＜θ１
（若取 θ′＞θ２，可同样处理），考虑原假设 Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ′

的检验问题 ．如果存在 ｋ′１ 和 ｋ′２，使得



§ ３ ４　 一致最优势无偏检验 ２０３　　

１ － （ｔ）＝
１， ｐ（ｔ；θ′）＞ 

２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ），

０， ｐ（ｔ；θ′）＜ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ









 ），

（３ ３０）

则由 Ｅ θ１（１－（Ｔ））＝ Ｅ θ２（１－（Ｔ））＝ １－α，以及定理 ３ １２ 知

Ｅ θ′（１ － （Ｔ））≥ Ｅ θ′（
（Ｔ））＝ １ － α，

其中 （ｔ）≡１－α．从而 Ｅ θ′（（Ｔ））≤α． 这说明，对于原假设 Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２
而言，（ｔ）是显著性水平为 α 的一个检验 ． 若找到使得式（３ ３０）成立的 ｋ′１ 和
ｋ′２，则定理 ３ １０ 证毕 ．

下面寻找使得式（３ ３０）成立的 ｋ′１ 和 ｋ′２ ．由式（３ ２４）知

１ － （ｔ）＝
１， ｔ ＜ ｃ１ 或 ｔ ＞ ｃ２，

０， ｃ１ ＜ ｔ ＜ ｃ２
C ，

把它与式（３ ３０）进行比较 ．由此可见，ｋ′１ 和 ｋ′２ 应满足条件：

ｐ（ｔ；θ′）＞ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ）ｔ ＜ ｃ１ 或 ｔ ＞ ｃ２， （３ ３１）

ｐ（ｔ；θ′）＜ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ）ｃ１ ＜ ｔ ＜ ｃ２， （３ ３２）

所以在 ｔ ＝ ｃ１ 和 ｔ ＝ ｃ２ 时，ｐ（ｔ；θ′）＝ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ）．从而有下列方程组：

ｐ（ｃ１；θ′）＝ ｋ′１ ｐ（ｃ１；θ１）＋ ｋ′２ ｐ（ｃ１；θ２），

ｐ（ｃ２；θ′）＝ ｋ′１ ｐ（ｃ２；θ１）＋ ｋ′２ ｐ（ｃ２；θ２
C

），

其中 ｃ１ 和 ｃ２ 已知，ｋ′１ 和 ｋ′２ 未知 ．解此方程组，得到 ｋ′１ 和 ｋ′２ 的值 ．它们分别是

ｋ′１ ＝
ｃ（θ′）
ｃ（θ１）

ｅｘｐ｛θ′ｃ１ ＋ θ２ ｃ２｝－ ｅｘｐ｛θ′ｃ２ ＋ θ２ ｃ１｝
ｅｘｐ｛θ１ ｃ１ ＋ θ２ ｃ２｝－ ｅｘｐ｛θ１ ｃ２ ＋ θ２ ｃ１｝

，

ｋ′２ ＝
ｃ（θ′）
ｃ（θ２）

ｅｘｐ｛θ１ ｃ１ ＋ θ′ｃ２｝－ ｅｘｐ｛θ１ ｃ２ ＋ θ′ｃ１｝
ｅｘｐ｛θ１ ｃ１ ＋ θ２ ｃ２｝－ ｅｘｐ｛θ１ ｃ２ ＋ θ２ ｃ１｝









 ，

（３ ３３）

由于 θ′＜θ１ ＜θ２，ｃ１ ＜ｃ２，所以

（θ１ ｃ１ ＋ θ２ ｃ２）－ （θ１ ｃ２ ＋ θ２ ｃ１）＝ （θ１ － θ２）（ｃ１ － ｃ２）＞ ０，

（θ′ｃ１ ＋ θ２ ｃ２）－ （θ′ｃ２ ＋ θ２ ｃ１）＝ （θ′ － θ２）（ｃ１ － ｃ２）＞ ０，

（θ１ ｃ１ ＋ θ′ｃ２）－ （θ１ ｃ２ ＋ θ′ｃ１）＝ （θ１ － θ′）（ｃ１ － ｃ２）＜ ０ ．
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因此 ｋ′１ ＞０，ｋ′２ ＜０ ．令

ｙ ＝
ｋ′１ ｐ（ｔ；θ１）＋ ｋ′２ ｐ（ｔ；θ２）

ｐ（ｔ；θ′）
＝ ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ，

其中 ａ１ ＝ ｋ′１
ｃ（θ１）
ｃ（θ′）

＞０，ａ２ ＝ ｋ′２
ｃ（θ２）
ｃ（θ′）

＜０，ｂ１ ＝ θ１ －θ′＞０，ｂ２ ＝ θ２ －θ′＞０，且 ｂ１ ＜ｂ２ ． 在 ｔ ＝

ｃ１ 或 ｃ２ 时，ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ ＝ １ ．

曲线 ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ是单峰的 ． 自峰顶起向右（即当 ｔ→∞时），ｙ→－∞；向左

（即当 ｔ→－∞时），ｙ→０ ． ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ（０＜ｂ１ ＜ｂ２，ａ１ ＞０，ａ２ ＜０）的图形由图 ３ ５ 给
出 ．由此可见，

ｐ（ｔ；θ′）＞ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ）１ ＞ ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔｔ ＜ ｃ１ 或 ｔ ＞ ｃ２，

ｐ（ｔ；θ′）＜ 
２

ｉ ＝ １
ｋ′ｉ ｐ（ｔ；θ ｉ）１ ＜ ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔｃ１ ＜ ｔ ＜ ｃ２，

所以，使得式（３ ３１）和式（３ ３２），即使得式（３ ３０）成立的 ｋ′１ 和 ｋ′２ 找到了，如式
（３ ３３）所示 ．定理 ３ １０ 证毕 ．

图 ３ ５　 ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ（０＜ｂ１ ＜ｂ２，ａ１ ＞０，ａ２ ＜０）的图形

§ ３ ４ ４　 单参数指数型分布族的双边假设检验问题（二）

定理 ３ １３　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）服从单参数指数型分布（３ １５），其

中 θ 为实参数，Ｑ（θ）是 θ 的严增函数 ． 则关于原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对备择假设
Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２ 的双边假设检验问题（Ⅳ），存在显著性水平为 α（０ ＜α＜１）的
ＵＭＰＵＴ，其检验函数为

（Ｔ（ｘ））＝

１， Ｔ（ｘ）＜ ｃ１ 或 Ｔ（ｘ）＞ ｃ２，

ｒｉ， Ｔ（ｘ）＝ ｃｉ，　 ｉ ＝ １，２，

０， ｃ１ ＜ Ｔ（ｘ）＜ ｃ２










，

（３ ３４）
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其中常数 ｒｉ（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 由下式确定：

Ｅ θ１（（Ｔ（Ｘ）））＝ Ｅ θ２（（Ｔ（Ｘ）））＝ α． （３ ３５）

　 　 证明：同定理 ３ １０，我们仅在由 Ｔ（ｘ）所构造的检验函数类中去找最优检
验 ． Ｔ（ｘ）的密度函数是式（３ ２６）． 先考虑原假设 Ｈ０：θ ＝ θ１ 或 θ ＝ θ２ 对备择假设
Ｈ１：θ ＝ θ３，其中 θ３ ＜θ１ ＜θ２（若 θ１ ＜θ２ ＜θ３，可同样处理）． 受定理 ３ ９ 和定理 ３ １２ 的
启示，取检验函数形如

（ｔ）＝
１， ｐ（ｔ；θ３）＞ 

２

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐ（ｔ；θ ｉ），

０， ｐ（ｔ；θ３）＜ 
２

ｉ ＝ １
ｋｉ ｐ（ｔ；θ ｉ









 ），

（３ ３６）

并满足条件式（３ ３５）．化简后得

（ｔ）＝
１， ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ ＜ １，

０， ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ ＞ １C
，

其中 ａｉ ＝
ｋｉ ｃ（θ ｉ）
ｃ（θ３）

，ｂｉ ＝ θ ｉ－θ３，ｉ ＝ １，２，则 ０＜ｂ１ ＜ｂ２ ．

倘若 ａ１ 和 ａ２ 都是负的，则检验总是拒绝的，其势函数恒等于 １，这与显著性
水平为 α（０＜α＜１）的条件相矛盾 ． 倘若 ａ１ 和 ａ２ 都是正的，或 ａ１ 和 ａ２ 中有一个

为 ０，则 ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ是严格单调的，所得到的检验如式（３ １９）所示（见定理 ３ ８，
单边假设检验），其势函数是单调函数，它不可能满足式（３ ３５）． 所以在 ａ１ 和 ａ２
中，一个是负的，而另一个是正的 ． 倘若 ａ１ ＜ ０，ａ２ ＞ ０，那么在 ｙ ＝ ａ１ ｅ

ｂ１ ｔ ＋ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ ＞０

时，由于 ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ＞－ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ，且 ０＜ｂ１ ＜ｂ２，则

ｙ′＝ ａ１ ｂ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ ａ２ ｂ２ ｅ

ｂ２ ｔ

＞ ｂ１（－ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ）＋ ａ２ ｂ２ ｅ

ｂ２ ｔ

＝ ａ２ ｅ
ｂ２ ｔ（－ ｂ１ ＋ ｂ２）＞ ０ ．

这就是说，在 ｔ 轴的上方，曲线 ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ是上升的 ． 所得到的检验也如式
（３ １９）所示，其势函数是单调函数，该检验不可能满足式（３ ３５）． 所以，ａ１ 必定
是正的，而 ａ２ 必定是负的 ．从而 ｋ１ ＞０，ｋ２ ＜０ ． 这就使得我们无法使用定理 ３ ９ 得
到 ＵＭＰＴ，而只能使用定理 ３ １２ 得到 ＵＭＰＵＴ．

在 ０＜ｂ１ ＜ｂ２，ａ１ ＞０，ａ２ ＜０ 时，根据函数 ｙ ＝ ａ１ ｅ
ｂ１ ｔ ＋ａ２ ｅ

ｂ２ ｔ的图形可以知道，存在

常数 ｃ１ 和 ｃ２，使得式（３ ３４）成立 ． 因此，由式（３ ３４）和式（３ ３５）确定的检验函
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数就是由式（３ ３６）和式（３ ３５）确定的检验函数 ． 据定理 ３ １２，由式（３ ３４）和式
（３ ３５）确定的检验函数 （Ｔ（ｘ））（也就是 （ｔ））具有这样一个性质：对任一满
足 Ｅ θ１（

（Ｔ））＝ Ｅ θ２（
（Ｔ））＝ α 的检验函数 （ｔ），都有 Ｅ θ３（（Ｔ））≥

Ｅ θ３（
（Ｔ））．由于检验 （ｔ）与 θ３ 无关，只要求 θ３ ＜θ１ ＜θ２，或 θ１ ＜θ２ ＜θ３ 就行了，

所以由式（３ ３４）和式（３ ３５）确定的检验 （ｔ）是原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对备择假
设 Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２ 的双边假设检验问题的一致最优势边界相似检验 ． 为了应用
引理 ３ １１ 完成定理的证明，只需证明：对于原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 而言，（ｔ）是
显著性水平为 α 的一个检验 ．运用与证明定理 ３ １０ 相应结论完全类似的方法与
步骤，可以得到其证明（证明过程从略）．定理证毕 ．

定理 ３ １４　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）服从单参数指数型分布（３ １５），其
中 θ 为实值参数，Ｑ（θ）是关于 θ 的严增函数 ． 则关于原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假
设 Ｈ１：θ≠ θ０ 的双边假设检验问题（Ⅲ），存在显著性水平为 α（０ ＜ α ＜ １）的
ＵＭＰＵＴ，其检验函数由式（３ ３４）给出，其中的常数 ｒｉ（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 由以下两式
确定

Ｅ θ０（（Ｔ（Ｘ）））＝ α， （３ ３７）

Ｅ θ０（Ｔ（Ｘ）（Ｔ（Ｘ）））＝ αＥ θ０（Ｔ（Ｘ））． （３ ３８）

　 　 证明：同定理 ３ １３，我们仅在由 Ｔ（ｘ）所构造的检验函数类中去找最优检
验 ． Ｔ（ｘ）的密度函数是式（３ ２６）．

首先证明，原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠ θ０ 的任意一个无偏检验
（ｔ）必满足式（３ ３７）和式（３ ３８）． 显然，由检验函数 （ｔ）的无偏性可知，其势
函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ））在 θ ＝ θ０ 处达到最小值 α，故 ｇ（θ０）＝ α，ｇ′（θ０）＝ ０ ． 由

ｇ（θ０）＝ α得式（３ ３７）．由于 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ））＝ ∫（ｔ）ｃ（θ）ｅｘｐ｛θｔ｝ｈ（ｔ）ｄμ（ｔ），
所以 　 　 　 　

ｇ′（θ）＝∫（ｔ）ｃ′（θ）ｅｘｐ｛θｔ｝ｈ（ｔ）ｄμ（ｔ）＋ ∫（ｔ）ｃ（θ）ｔｅｘｐ｛θｔ｝ｈ（ｔ）ｄμ（ｔ）
＝ｃ′（θ）
ｃ（θ）

Ｅ θ（（Ｔ））＋ Ｅ θ（Ｔ（Ｔ））． （３ ３９）

由于
ｃ′（θ）
ｃ（θ）

＝ －Ｅ θ（Ｔ）（见习题 ３ １０），则有

ｇ′（θ）＝ － Ｅ θ（Ｔ）Ｅ θ（（Ｔ））＋ Ｅ θ（Ｔ（Ｔ）），

从而由 ｇ′（θ０）＝ ０，以及式（３ ３７），得 ０ ＝ －Ｅ θ０（Ｔ）· α ＋Ｅ θ０（Ｔ（Ｔ）），则有式
（３ ３８）．
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接下来考虑原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１≠θ０）的检验问题，并
要求检验函数 （ｔ）满足式（３ ３７）和式（３ ３８），即以下两式：

∫（ｔ）ｐ（ｔ；θ０）ｄμ（ｔ）＝ α，

∫（ｔ）ｔｐ（ｔ；θ０）ｄμ（ｔ）＝ αＥ θ０（Ｔ）．
定理 ３ １２ 启示我们，取检验函数形如

（ｔ）＝
１， ｐ（ｔ；θ１）＞ ｋ１ ｐ（ｔ；θ０）＋ ｋ２ ｔｐ（ｔ；θ０），

０， ｐ（ｔ；θ１）＜ ｋ１ ｐ（ｔ；θ０）＋ ｋ２ ｔｐ（ｔ；θ０
C ），

（３ ４０）

并满足条件式（３ ３７）和式（３ ３８）．化简后得

（ｔ）＝
１， ａ１ ＋ ａ２ ｔ ＜ ｅ

ｂｔ
，

０， ａ１ ＋ ａ２ ｔ ＞ ｅ
ｂｔC
，

其中 ａｉ ＝
ｋｉ ｃ（θ０）
ｃ（θ１）

，ｉ ＝ １，２，ｂ ＝ θ１ －θ０ ．

上述不等式两边，右边是指数函数，左边是线性函数 ．倘若指数曲线 ｙ ＝ ｅ ｂｔ与
直线 ｙ ＝ ａ１ ＋ａ２ ｔ 没有交点，则指数曲线在直线的上方 ．故检验总是拒绝的，其势函
数恒等于 １，这与显著性水平 α（０＜α＜１）的条件相矛盾 ． 倘若指数曲线与直线相
交一点，则所得到的检验如式（３ １９）所示（见定理 ３ ８，单边假设检验），其势函
数是严格单调函数，它不可能满足式（３ ３８）（为什么？见习题 ３ １１）． 所以指数
曲线与直线相交两点，即存在常数 ｃ１ 和 ｃ２，使得式（３ ３４）成立 ． 因此，由式
（３ ４０）、式（３ ３７）和式（３ ３８）确定的检验函数就是由式（３ ３４）、式（３ ３７）和式
（３ ３８）确定的检验函数 ．

由式（３ ３４）、式（３ ３７）和式（３ ３８）确定的检验函数 （Ｔ（ｘ））（也就是
（ｔ））与 θ１ 无关，只要求 θ１≠θ０ 就行了 ． 据定理 ３ １２，该检验函数 （ｔ）具有这

样一个性质：对任一满足式（３ ３７）和式（３ ３８）的检验函数 （ｔ），都有
Ｅ θ１（（Ｔ））≥Ｅ θ１（

（Ｔ））．若取 （ｔ）≡α，它满足式（３ ３７）和式（３ ３８），则由

（ｔ）具有的这样一个性质，有 Ｅ θ１（（Ｔ））≥Ｅ θ１（
（Ｔ））＝ α，θ１≠θ０ ． 所以该

检验函数 （ｔ）是原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠θ０ 的一个无偏检验，其势

函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ））在 θ ＝ θ０ 处达到最小值 α． 又取 
（ｔ）为原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０

对备择假设 Ｈ１：θ≠θ０ 的任意一个无偏检验，它满足式（３ ３７）和式（３ ３８），则由

（ｔ）具有这样一个性质，有 Ｅ θ１（（Ｔ））≥Ｅ θ１（
（Ｔ）），θ１≠θ０ ． 所以该检验函

数 （ｔ）是原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠θ０ 的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ．
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定理证毕 ．
关于这个定理有三点说明 ．
１° 由定理 ３ １０ 和定理 ３ １３ 的证明过程知，单参数指数型分布族的双边假

设检验问题（Ⅴ）的 ＵＭＰＴ 就是一致最优势边界相似检验；双边假设检验问题
（Ⅳ）的 ＵＭＰＵＴ 就是一致最优势边界相似检验 ．而关于双边假设检验问题（Ⅲ），
由定理 ３ １４ 的证明过程知，其 ＵＭＰＵＴ 就是所有在边界上满足条件（３ ３７）和
（３ ３８）的检验函数类中的一致最优势检验 ． 此外，如本节前面所述的，单参数指
数型分布族的单边假设检验问题的 ＵＭＰＴ 就是一致最优势边界相似检验 ． 这些
结论将被用于多参数指数型分布族的假设检验问题 ．

２° 如果在 θ ＝ θ０ 时，Ｔ（ｘ）的分布关于某个数 ｒ０ 是对称的，则双边假设检验
问题（Ⅲ）的 ＵＭＰＵＴ 可以简化为如下的形式：

（Ｔ（ｘ））＝

１， Ｔ（ｘ）＜ ｒ０ － δ 或 Ｔ（ｘ）＞ ｒ０ ＋ δ，

ｒ， Ｔ（ｘ）＝ ｒ０ ± δ，

０， ｒ０ － δ ＜ Ｔ（ｘ）＜ ｒ０ ＋ δ










．

（３ ４１）

当其中的常数 δ 与 ｒ（０≤ｒ≤１）由

Ｐ θ０（Ｔ ＜ ｒ０ － δ）＋ ｒＰ θ０（Ｔ ＝ ｒ０ － δ）＝
α
２

确定时，式（３ ３７）与式（３ ３８）一定成立 ． 其证明如下：由 Ｔ（ｘ）的分布关于 ｒ０ 是
对称的，可以推得

Ｅ θ０（（Ｔ））＝Ｐ θ０（Ｔ ＜ ｒ０ － δ）＋ Ｐ θ０（Ｔ ＞ ｒ０ ＋ δ）＋ ｒＰ θ０（Ｔ ＝ ｒ０ ± δ）

＝２（Ｐ θ０（Ｔ ＜ ｒ０ － δ）＋ ｒＰ θ０（Ｔ ＝ ｒ０ － δ））＝ α，

式（３ ３７）成立 ．从而由 Ｅ θ０（Ｔ）＝ ｒ０ 以及 Ｅ θ０（（Ｔ－ｒ０）（Ｔ））＝ ０ 可进一步推得

Ｅ θ０（Ｔ（Ｔ））＝ Ｅ θ０（（Ｔ － ｒ０）（Ｔ））＋ ｒ０Ｅ θ０（（Ｔ））

＝ ｒ０α ＝ αＥ θ０（Ｔ），

式（３ ３８）也成立 ．所以在 θ ＝ θ０ 时，如果 Ｔ（ｘ）的分布关于某个数 ｒ０ 是对称的，那
么关于双边假设检验问题（Ⅲ）的 ＵＭＰＵＴ 由式（３ ４１）给出 ．

３° 设 Ｔ（ｘ）的密度函数形如 ｐ（ｔ－θ），其中 ｐ（ｔ）关于原点对称 ． 这说明Ｔ（ｘ）
的分布关于 θ 是对称的，即对任意的 ｒ 都有，Ｐ θ（Ｔ＜θ－ｒ）＝ Ｐ θ（Ｔ＞θ＋ｒ）．由 ２°知，关
于双边假设检验问题（Ⅲ），只要取 ｒ０ ＝ θ０ 就可得到形如式（３ ４１）的 ＵＭＰＵＴ． 此
外，关于双边假设检验问题（Ⅳ）与（Ⅴ），也有类似的结论 ． 对前者，取检验函数
形如
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（Ｔ（ｘ））＝

１， Ｔ（ｘ）＜ θ１ － δ 或 Ｔ（ｘ）＞ θ２ ＋ δ，

ｒ， Ｔ（ｘ）＝ θ１ － δ 或 Ｔ（ｘ）＝ θ２ ＋ δ，

０， θ１ － δ ＜ Ｔ（ｘ）＜ θ２ ＋ δ










．

（３ ４２）

在 Ｔ ～ ｐ（ｔ－θ１）时，有 Ｔ－θ１ ＋θ２ ～ ｐ（ｔ－θ２），并且对任意的 ａ，有 Ｐ θ（Ｔ＜θ－ａ）＝ Ｐ θ（Ｔ＞
θ＋ａ）．所以

Ｅ θ１（（Ｔ））＝Ｐ θ１（Ｔ ＜ θ１ － δ）＋ Ｐ θ１（Ｔ ＞ θ２ ＋ δ）＋

ｒ［Ｐ θ１（Ｔ ＝ θ１ － δ）＋ Ｐ θ１（Ｔ ＝ θ２ ＋ δ）］

＝Ｐ θ２（Ｔ ＜ θ２ － δ）＋ Ｐ θ２（Ｔ ＞ θ２ ＋ θ２ － θ１ ＋ δ）＋

ｒ［Ｐ θ２（Ｔ ＝ θ２ － δ）＋ Ｐ θ２（Ｔ ＝ θ２ ＋ θ２ － θ１ ＋ δ）］

＝Ｐ θ２（Ｔ ＞ θ２ ＋ δ）＋ Ｐ θ２（Ｔ ＜ θ１ － δ）＋

ｒ［Ｐ θ２（Ｔ ＝ θ２ ＋ δ）＋ Ｐ θ２（Ｔ ＝ θ１ － δ）］

＝Ｅ θ２（（Ｔ））．

据定理 ３ １３ 可知，如果式（３ ４２）中的常数 ｒ 和 δ 由下式确定：

Ｅ θ１（（Ｔ））＝ α（或 Ｅ θ２（（Ｔ））＝ α）， （３ ４３）

则由式（３ ４２）给出的检验函数是双边假设检验问题（Ⅳ）的 ＵＭＰＵＴ． 类似地，取
检验函数形如

（Ｔ（ｘ））＝

１， θ１ － δ ＜ Ｔ（ｘ）＜ θ２ ＋ δ，

ｒ， Ｔ（ｘ）＝ θ１ － δ 或 Ｔ（ｘ）＝ θ２ ＋ δ，

０， Ｔ（ｘ）＜ θ１ － δ 或 Ｔ（ｘ）＞ θ２ ＋ δ










，

其中的常数 ｒ 和 δ 由式（３ ４３）确定，则据定理 ３ １０ 知，该检验函数是双边假设
检验问题（Ⅴ）的 ＵＭＰＴ．

例 ３ ８　 样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态分布族｛Ｎ（μ，１）：－∞ ＜μ＜∞｝．考
虑双边假设检验问题（１）Ｈ０：μ ＝ ０ 对 Ｈ１：μ≠０；（２）Ｈ０：－１≤μ≤１ 对 Ｈ１：μ＜－１ 或
μ＞１；（３）Ｈ０：μ≤－１ 或 μ≥１ 对 Ｈ１：－１＜μ＜１ ．

样本 Ｘ 的联合密度函数

ｐ（ｘ；σ２）＝ ｃ（μ）ｅｘｐ｛Ｑ（μ）Ｔ（ｘ）｝ｈ（ｘ），

其中 Ｑ（μ）＝ ｎμ 是 μ 的严增函数，充分统计量 Ｔ（Ｘ）＝ Ｘ ～ Ｎ（μ，１ ／ ｎ）．

关于检验问题（１），因为在 μ ＝ ０ 时，Ｘ ～ Ｎ（０，１ ／ ｎ），其分布关于原点对称 ．由
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上述 ２°的结论知，检验函数 （ｔ）的拒绝域取为｛ｘ：ｘ≤ － δ 或 ｘ≥ δ｝，δ 由下式
确定：

Ｅ（（Ｔ） μ ＝ ０）＝ １ － Ｐ（－ δ ＜ Ｘ ＜ δ μ ＝ ０）＝ α，

则据定理 ３ １４ 知，检验问题（１）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ C的拒绝域为 ｘ：

ｘ ≥ １

槡ｎ
Ｕ１－α ／ o２ ．当 ｎ ＝ １０ 且 α ＝ ０ ０５ 时，拒绝域为｛ｘ： ｘ ≥０ ６１９ ８｝，其势函

数的图形如图 ３ ６（１）所示 ．

图 ３ ６　 例 ３ ８ 的势函数的图形

关于检验问题（２），因为充分统计量 Ｘ ～ Ｎ（μ，１ ／ ｎ），其分布关于 μ 对称，则
由上述 ３°的结论知，检验函数 （ｔ）的拒绝域取为｛ｘ：ｘ≤－１－δ 或 ｘ≥１＋δ｝，δ 由
下式确定：

Ｅ（（Ｔ） μ ＝ １）＝ １ － Ｐ（－ １ － δ ＜ Ｘ ＜ １ ＋ δ μ ＝ １）＝ α．

据定理 ３ １３ 知，这是检验问题（２）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ．当 ｎ ＝ １０ 且 α ＝
０ ０５ 时，δ 由下式确定：

　 Ｐ（－ １ － δ ＜ Ｘ ＜ １ ＋ δ μ ＝ １）

＝ Φ（槡１０ δ）－ Φ（槡１０（－ ２ － δ））＝ ０ ９５ ．

取槡１０ δ ＝Ｕ０ ９５ ＝ １ ６４，δ ＝ ０ ５１８ ６ ．则有

　 Ｐ（－ １ － δ ＜ Ｘ ＜ １ ＋ δ μ ＝ １）

＝ Φ（１ ６４）－ Φ（－ ７ ９６４ ５）≈ ０ ９５ ．

检验的拒绝域为｛ｘ： ｘ ≥１ ５１８ ６｝．其势函数的图形如图 ３ ６（２）所示 ．
类似地，关于检验问题（３），取检验函数 （ｔ）的拒绝域形如｛ｘ：－１－δ≤ｘ≤

１＋δ｝．若取 δ 满足条件
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Ｅ（（Ｔ） μ ＝ １）＝ Ｐ（－ １ － δ ≤ Ｘ ≤ １ ＋ δ）＝ α，

则据定理 ３ １０ 知，该检验为检验问题（３）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ． 当 ｎ ＝ １０
且 α ＝ ０ ０５ 时，δ 由下式确定：

　 Ｐ（－ １ － δ ＜ Ｘ ＜ １ ＋ δ μ ＝ １）

＝ Φ（槡１０ δ）－ Φ（槡１０（－ ２ － δ））＝ ０ ０５ ．

取槡１０ δ ＝Ｕ０ ０５ ＝ －１ ６４，δ ＝ －０ ５１８ ６ ．则有

　 Ｐ（－ １ － δ ＜ Ｘ ＜ １ ＋ δ μ ＝ １）

＝ Φ（－ １ ６４）－ Φ（－ ４ ６８４ ６）≈ ０ ０５，

检验的拒绝域为｛ｘ： ｘ ≤０ ４８１ ４｝．其势函数的图形如图 ３ ６（３）所示 ．
例 ３ ９　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态分布族｛Ｎ（０，σ

２
）：σ２ ＞０｝． 考

虑检验问题

（１）Ｈ０：σ
２≤σ２１ 或 σ

２≥σ２２，Ｈ１：σ
２
１ ＜σ

２ ＜σ２２；

（２）Ｈ０：σ
２
１≤σ

２≤σ２２，Ｈ１：σ
２ ＜σ２１ 或 σ

２ ＞σ２２；

（３）Ｈ０：σ
２ ＝σ２０，Ｈ１：σ

２≠σ２０ ．
求问题（１）的显著性水平为 α（０＜α＜１）的 ＵＭＰＴ；问题（２）和（３）的显著性水平为
α（０＜α＜１）的 ＵＭＰＵＴ．

解：样本 Ｘ 的联合密度函数

ｐ（ｘ；σ２）＝ ｃ（σ２）ｅｘｐ｛Ｑ（σ２）Ｔ（ｘ）｝，

其中 Ｑ（σ２）＝（－２σ２）－１是 σ２ 的严增函数，充分统计量 Ｔ（Ｘ）＝ 
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ ～ σ

２ χ２（ｎ）．

这说明 Ｔ（Ｘ）／ σ２ ～ χ２（ｎ）．
根据定理 ３ １０，问题（１）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＴ 的拒绝域为 Ｗ ＝｛ｘ：

ｃ１≤Ｔ（Ｘ）≤ｃ２｝，其中的 ｃ１ 和 ｃ２ 由下式确定：

Ｐσ２１（ｃ１ ≤ Ｔ（Ｘ）≤ ｃ２）＝ Ｐσ２２（ｃ１ ≤ Ｔ（Ｘ）≤ ｃ２）＝ α．

这就是说，ｃ１ 和 ｃ２ 由下式确定：

Ｐσ２１
ｃ１
σ２１
≤ Ｔ（Ｘ）

σ２１
≤
ｃ２
σp y２
１

＝ Ｐσ２２
ｃ１
σ２２
≤ Ｔ（Ｘ）

σ２２
≤
ｃ２
σp y２
２

＝ α，

因此 ｃ１ 和 ｃ２ 由以下两式确定：

∫
ｃ２ ／ σ

２
１

ｃ１ ／ σ
２
１

χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ α，∫
ｃ２ ／ σ

２
２

ｃ１ ／ σ
２
２

χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ α，
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其中 χ２（ｘ ｎ）表示自由度为 ｎ 的 χ２ 分布的密度函数 ．
根据定理 ３ １３，问题（２）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为 Ｗ ＝｛ｘ：

Ｔ（ｘ）≤ｃ１ 或 Ｔ（ｘ）≥ｃ２｝．与上述相类似地，其中的 ｃ１ 和 ｃ２ 由以下两式确定：

∫
ｃ２ ／ σ

２
１

ｃ１ ／ σ
２
１

χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ １ － α，∫
ｃ２ ／ σ

２
２

ｃ１ ／ σ
２
２

χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ １ － α．

　 　 根据定理 ３ １４，问题（３）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ （ｔ）的拒绝域为 Ｗ ＝
｛ｘ：Ｔ（ｘ）≤ｃ１或 Ｔ（ｘ）≥ｃ２｝．由式（３ ３７），则有

Ｅσ２０（１ － （Ｔ））＝ Ｐσ２０
ｃ１
σ２０
≤ Ｔ（Ｘ）

σ２０
≤
ｃ２
σp y２
０

＝ １ － α，

即

∫
ｃ２ ／ σ

２
０

ｃ１ ／ σ
２
０

χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ １ － α， （３ ４４）

由式（３ ３８）得 Ｅσ２０（Ｔ（Ｔ））＝ αＥσ２０（Ｔ）．由于 Ｅσ２０（Ｔ）＝ ｎσ
２
０，从而有

Ｅσ２０（Ｔ（１ － （Ｔ）））＝ ｎσ
２
０（１ － α）＝ ｎσ

２
０Ｅσ２０（１ － （Ｔ）），

　 　 　 　 　 Ｅσ２０
Ｔ
σ２０

p y－ ｎ （１ － （Ｔp y）） ＝ ０，
这里

Ｔ
σ２０
～ χ２（ｎ），则有

∫
ｃ２ ／ σ

２
０

ｃ１ ／ σ
２
０

（ｘ － ｎ）χ２（ｘ ｎ）ｄｘ ＝ ０， （３ ４５）

故问题（３）的 ＵＭＰＵＴ 中的 ｃ１ 和 ｃ２ 可由式（３ ４４）和式（３ ４５）确定 ． 另外，由势

函数 ｇ（σ２）＝ １ － ∫
ｃ２ ／ σ

２

ｃ１ ／ σ
２
χ２（ｘ ｎ）ｄｘ 在 σ２ ＝ σ２０ 时达到最小值，推得等式

ｃ２ χ
２ ｃ２
σ２０

p yｎ － ｃ１ χ２ ｃ１σ２０p yｎ ＝ ０， （３ ４６）

则问题（３）的 ＵＭＰＵＴ 中，ｃ１ 和 ｃ２ 也可由式（３ ４４）和式（３ ４６）确定 ．
由式（３ ４４）和式（３ ４５）确定，或由式（３ ４４）和式（３ ４６）确定 ｃ１ 和 ｃ２ 过于

复杂、不实用 ．常简单地取

ｃ１ ＝ χ
２
α ／ ２（ｎ）σ

２
０，　 ｃ２ ＝ χ

２
１ －α ／ ２（ｎ）σ

２
０，

这能使得式（３ ４４）成立，但不能使得式（３ ４５），或式（３ ４６）成立 ．
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§ ３ ５　 多参数指数型分布族的假设检验

§ ３ ５ １　 多参数指数型分布族

单参数指数型分布族的单边和双边假设检验问题，基本上都被解决了 ．但是
有些总体包含两个或两个以上的未知参数，当仅对其中一个未知参数做假设检

验时，其他的未知参数就成了多余参数 ． 一般来说，即使对单边假设检验问题而
言，其 ＵＭＰＴ 也是不存在的，但是有例外的情况 ． 例如，样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）

来自均值和方差皆未知的正态分布族｛Ｎ（μ，σ２）：－∞ ＜μ＜∞，σ２ ＞０｝． 考虑关于
方差 σ２ 的单边假设检验问题，（１）原假设 Ｈ０：σ

２≤σ２０ 对备择假设 Ｈ１：σ
２ ＞σ２０；

（２）原假设 Ｈ０：σ
２≥σ２０ 对备择假设 Ｈ１：σ

２ ＜σ２０ ． 这时均值 μ 就是多余参数 ． 常用

的检验是 χ２ 检验 ． C它们的拒绝域分别为 ｘ：
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）

２ ≥ σ２０ χ
２
１ －α（ｎ － １ o）

C
和

ｘ：
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）

２ ≤ σ２０ χ
２
α（ｎ － １ o） ． Ｌｅｈｍａｎｎ（莱曼）和 Ｓｔｅｉｎ（斯坦）在 １９４８ 年证

明了，问题（１）的 χ２ 检验是 ＵＭＰＴ，但问题（２）的 χ２ 检验不是 ＵＭＰＴ，问题（２）的
ＵＭＰＴ 是不存在的 ．本节将证明问题（２）的 χ２ 检验是 ＵＭＰＵＴ．

一般来说，多参数指数型分布族的单边和双边假设检验问题，ＵＭＰＴ 是不存
在的，但存在 ＵＭＰＵＴ．对这类问题寻找 ＵＭＰＵＴ 需要用到指数型分布族的有关
性质 ． 　 　 　 　

设样本 Ｘ 服从多参数指数型分布，其密度函数为

ｐ（ｘ；θ，ｒ）＝ ｃ（θ，ｒ） Cｅｘｐ θｕ（ｘ）＋
ｋ

ｉ ＝ １
ｒｉ ｔｉ（ｘ o） ｈ（ｘ）， （３ ４７）

其中 θ 为被检验的参数，ｒ ＝（ｒ１，ｒ２，…，ｒｋ）为多余参数，（θ，ｒ）■ ΩＲ
ｋ＋１ ． 若参数

空间 Ω 有内点，则（Ｕ（Ｘ），Ｔ（Ｘ））＝ （Ｕ（Ｘ），Ｔ１（Ｘ），…，Ｔｋ（Ｘ））是参数（θ，ｒ）的
充分、完备的统计量 ． 据定理 ３ １ 的充分性原则，我们仅需考虑基于（Ｕ（Ｘ），
Ｔ（Ｘ））的检验 ．（Ｕ（Ｘ），Ｔ（Ｘ））的分布仍为多参数指数型分布，其密度函数为

ｐ（ｕ，ｔ；θ，ｒ）＝ ｃ１（θ，ｒ） Cｅｘｐ θｕ ＋
ｋ

ｉ ＝ １
ｒｉ ｔ oｉ ｈ１（ｕ，ｔ）．

在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下，Ｕ（Ｘ）的条件分布与多余参数 ｒ 无关，且为单参数指数型
分布

ｐ（ｕ Ｔ ＝ ｔ）＝ ｃｔ（θ）ｅｘｐ｛θｕ｝ｈｔ（ｕ）． （３ ４８）

由此，多参数指数型分布族中的假设检验问题转化为单参数指数型分布族中的
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假设检验问题，即在｛ｘ：Ｔ（ｘ）＝ ｔ｝的子空间上，寻找 ＵＭＰＴ 或 ＵＭＰＵＴ． 这些在
Ｔ（Ｘ）＝ ｔ的条件下最优的检验，是不是在整个样本空间上一致最优的检验，这是
需要我们讨论的问题 ．

Ｔ（Ｘ）的边际分布为

ｐ（ｔ）＝ ｃθ（ｒ） Cｅｘｐ 
ｋ

ｉ ＝ １
ｒｉ ｔ oｉ ｈ θ（ｔ），

在 θ 给定时，Ｔ（Ｘ）的边际分布为指数型分布 ． 令 Ｇ θ ＝｛ｒ：（θ，ｒ）■ Ω｝． 在 θ 给定
时，若空间 Ｇ θ 有内点，则 Ｔ（Ｘ）是参数 ｒ 的充分、完备的统计量 ．由此我们可以证
明，在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下最优的检验，在整个样本空间上也是一致最优的检验 ．

§ ３ ５ ２　 多参数指数型分布族的假设检验

考虑单边或双边假设检验问题（Ⅰ），…，（Ⅴ）（见 § ３ ３ １）． 设原假设 Ｈ０：

θ ■ Θ０，备择假设 Ｈ１：θ ■ Θ１ ． 令 Γ 是 Θ０ 和 Θ１ 的公共边界，则 Γ 仅含有一或
两个点 ．在 θ ■ Γ 时，设 Ｇ θ 有内点 ． 在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下，基于条件单参数指数
型分布（３ ４８），若 （ｕ，ｔ）是该检验问题的显著性水平为 α 的（条件）ＵＭＰＴ，或
（条件）ＵＭＰＵＴ，则可证明：在整个样本空间上，（ｕ，ｔ）是该检验问题的显著性水
平为 α 的 ＵＭＰＵＴ．

由于在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下，（ｕ，ｔ）是检验问题的显著性水平为 α 的条件检
验，所以

Ｅ θ（（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）≤ α，　 θ ■ Θ０，

从而

Ｅ θ，ｒ（（Ｕ，Ｔ））＝ Ｅ θ，ｒ（Ｅ θ（（Ｕ，Ｔ） Ｔ））≤ α，　 θ ■ Θ０ ．

这说明 （ｕ，ｔ）在整个样本空间上，也是该检验问题的显著性水平为 α 的一个检
验．设 （ｕ，ｔ）在整个样本空间上，是检验问题的显著性水平为 α 的任意一个无偏
检验．对于指数族，任意一个检验的势函数都是连续的．所以 Ｅθ，ｒ（

（Ｕ，Ｔ））＝ α，

θ ■Γ．从而在 θ ■ Γ 给定时，对所有的 ｒ ■ Ｇθ，都有 Ｅθ，ｒ（Ｅθ（
（Ｕ，Ｔ） Ｔ））＝ α．

由于在 θ 给定时，Ｔ（Ｘ）是完备的统计量，因此在 θ ■ Γ 给定时

Ｅ θ（
（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α．

这里可能有一个零测集 Ｂ，在 ｔ ■ Ｂ 时，上述等式不成立 ． 但这并不影响后面的
证明 ．我们不妨假定上述等式总是成立的 ． 这说明在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下，基于条
件单参数指数型分布（３ ４８），（ｕ，ｔ）是该检验问题的显著性水平为 α 的边界
相似检验 ．
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首先考虑单边假设检验问题（Ⅰ），（Ⅱ）和双边假设检验问题（Ⅳ），（Ⅴ）．
我们知道，单参数指数型分布族的这些检验问题的 ＵＭＰＴ，或 ＵＭＰＵＴ 与一致最
优势边界相似检验是等同的 ．由于在 Ｔ（Ｘ）＝ ｔ 的条件下，基于条件单参数指数型
分布（３ ４８），（ｕ，ｔ）是该检验问题的显著性水平为 α 的条件 ＵＭＰＴ，或条件
ＵＭＰＵＴ．因此

Ｅ θ（（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）≥ Ｅ θ（
（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ），　 θ ■ Θ１，

从而

Ｅ θ，ｒ（Ｅ θ（（Ｕ，Ｔ） Ｔ））≥ Ｅ θ，ｒ（Ｅ θ（
（Ｕ，Ｔ） Ｔ）），　 θ ■ Θ１，

　 　 Ｅ θ，ｒ（（Ｕ，Ｔ））≥ Ｅ θ，ｒ（
（Ｕ，Ｔ）），　 θ ■ Θ１ ．

由于 （ｕ，ｔ）在整个样本空间上，是显著性水平为 α 的任意一个无偏检验，所以
在整个样本空间上 （ｕ，ｔ）是单边假设检验问题（Ⅰ），（Ⅱ）和双边假设检验问
题（Ⅳ），（Ⅴ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ． 至于在整个样本空间上，（ｕ，ｔ）是
双边假设检验问题（Ⅲ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 的证明，我们将它留作习
题 ３ １２ ．

由上述结果易得下述定理 ．
定理 ３ １５　 设样本 Ｘ 服从多参数指数型分布（３ ４７）．则
（１）原假设 Ｈ０：θ≤θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ＞θ０ 的单边假设检验问题（Ⅰ）的显

著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 为

（ｕ，ｔ）＝

１， ｕ ＞ ｃ（ｔ），

ｒ（ｔ）， ｕ ＝ ｃ（ｔ），

０， ｕ ＜ ｃ（ｔ
C

），

（３ ４９）

其中 ｒ（ｔ）（０≤ｒ（ｔ）≤１）和 ｃ（ｔ）由下式确定

Ｅ θ０（（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α． （３ ５０）

　 　 如果考虑 Ｈ０：θ≥θ０ 对 Ｈ１：θ＜θ０ 的单边假设检验问题（Ⅱ），类似的结论仍全
部成立，但是式（３ ４９）中的不等号要改变方向 ．

（２）原假设 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对备择假设 Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２ 的双边假设检验问
题（Ⅳ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 为

（ｕ，ｔ）＝

０， ｃ１（ｔ）＜ ｕ ＜ ｃ２（ｔ），

ｒｉ（ｔ）， ｕ ＝ ｃｉ（ｔ），　 ｉ ＝ １，２，

１， ｕ ＜ ｃ１（ｔ）或 ｕ ＞ ｃ２（ｔ










），

（３ ５１）
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其中 ｒｉ（ｔ）（０≤ｒｉ（ｔ）≤１）和 ｃｉ（ｔ）由下式确定

Ｅ θ１（（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ Ｅ θ２（（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α． （３ ５２）

　 　 如果考虑 Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２ 对 Ｈ１：θ１ ＜θ＜θ２ 的双边假设检验问题（Ⅴ），类
似的结论仍全部成立，但是式（３ ５１）中的“ｃ１（ｔ）＜ｕ＜ ｃ２（ｔ）”与“ｕ＜ ｃ１（ｔ）或 ｕ ＞
ｃ２（ｔ）”要互相交换 ．

（３）原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠θ０ 的双边假设检验问题（Ⅲ）的显
著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 由式（３ ５１）给出，其中 ｒｉ（ｔ）（０≤ｒｉ（ｔ）≤１）和 ｃｉ（ｔ）由式
（３ ５０）和式（３ ５３）确定：

Ｅ θ０（Ｕ（Ｕ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ αＥ θ０（Ｕ Ｔ ＝ ｔ）． （３ ５３）

　 　 如果所要检验的参数是 θ ＝ ａθ ＋
ｋ

ｉ ＝ １
ｂｉ ｒｉ（ａ≠ ０），只需将式（３ ４７）改写成

下面的形式：

ｐ（ｘ；θ，ｒ）＝ ｃ（θ，ｒ） Cｅｘｐ θ ｕ（ｘ）＋
ｋ

ｉ ＝ １
ｒｉ ｔ

ｉ （ｘ o） ｈ（ｘ），

其中 ｕ（ｘ）＝ ｕ（ｘ）
ａ
，ｔｉ （ｘ）＝ ｔｉ（ｘ）－

ｂｉ
ａ
ｕ（ｘ），利用定理 ３ １５ 就可解决关于 θ的各

种单边和双边假设检验问题 ．

§ ３ ５ ３　 两个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 总体的比较

设相互独立的两个总体 ｘ 和 ｙ 的分布分别是参数为 λ 和 μ 的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布 ．
要比较这两个总体的差异，就是要比较参数 λ 和 μ 的差异 ． 为了应用定理 ３ １５，
首先把它们的联合分布表示成指数族分布（３ ４７）的形式

Ｐ（ｘ，ｙ；λ，μ）＝ ｅ
－（λ ＋μ）ｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒｔ｝

ｘｙ
，

其中 θ ＝ ｌｎ（μ ／ λ），ｒ ＝ ｌｎ（λ），ｕ ＝ ｙ，ｔ ＝ ｘ＋ｙ． 比较参数 λ 和 μ 的差异的检验问题就
变为关于参数 θ 的检验问题 ．例如原假设 Ｈ０：λ≤μ 对备择假设 Ｈ１：λ＞μ 的检验
问题等价于原假设 Ｈ０：θ≥０ 对备择假设 Ｈ１：θ＜０ 的检验问题 ． 按定理 ３ １５，只要
在直线 ｘ＋ｙ ＝ ｔ 的整数点上寻找最优势的条件检验 ． 在给定 Ｘ＋Ｙ ＝ ｔ 后，Ｙ 的条件
分布为

Ｐ（ｙ ｘ ＋ ｙ ＝ ｔ）＝ p yｔｙ ｐｙ（１ － ｐ）ｔ － ｙ，　 ｙ ＝ ０，１，…，ｔ，
这是二项分布 ｂ（ｔ，ｐ），其中 ｐ ＝ μ

λ＋μ
＝ ｅ

θ

１＋ｅ θ
． 所以原来的假设检验问题就化为关
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于二项分布的参数 ｐ 的假设检验问题 ． 例如原假设 Ｈ０：λ≤μ 对备择假设 Ｈ１：λ＞

μ 的检验问题等价于原假设 Ｈ０：ｐ≥０ ５ 对备择假设 Ｈ１：ｐ＜０ ５ 的假设检验问题 ．
上述方法也可用来检验两个样本 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ 和 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ 是否来自同

一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 总体 ．这是因为
ｍ

ｉ ＝ １
Ｘｉ 和

ｎ

ｉ ＝ １
Ｙｉ 分别是参数为 ｍλ 和 ｎμ 的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分

布 ．检验这两个样本是否来自同一个 Ｐｏｉｓｓｏｎ 总体，等价于检验 ｍλ 和 ｎμ 的比值
是否等于 ｍ ／ ｎ．

§ ３ ５ ４　 两个二项总体的比较

设相互独立的两个总体 ｘ 和 ｙ 皆服从二项分布 ． 它们分别是 ｂ（ｍ，ｐ１）和

ｂ（ｎ，ｐ２）．它们的联合分布可表示成指数族分布（３ ４７）的形式

Ｐ（ｘ，ｙ；ｐ１，ｐ２）＝（１ － ｐ１）
ｍ
（１ － ｐ２）

ｎｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒｔ｝
ｍp yｘ

ｎp yｙ ，
其中 θ ＝ ｌｎ

ｐ２（１－ｐ１）
ｐ１（１－ｐ２）

，ｒ ＝ ｌｎ
ｐ１
１－ｐ１

，ｕ ＝ ｙ，ｔ ＝ ｘ＋ｙ． 那么比较这两个总体的差异，即比

较参数 ｐ１ 和 ｐ２ 的差异的检验问题就变为关于参数 θ 的检验问题 ． 例如原假设
Ｈ０：ｐ１ ＝ ｐ２ 对备择假设 Ｈ１：ｐ１≠ｐ２ 的检验问题等价于原假设 Ｈ０：θ ＝ ０ 对备择假设
Ｈ１：θ≠０ 的检验问题 ．按定理 ３ １５，只要在直线 ｘ＋ｙ ＝ ｔ 的整数点上寻找最优势的
条件检验 ．在给定 ｘ＋ｙ ＝ ｔ 后，ｙ 的条件分布为

Ｐ（ｙ ｘ ＋ ｙ ＝ ｔ）＝ ｃｔ（θ）
ｍp yｔ － ｙ

ｎp yｙ ｅ θｙ，　 ｙ ＝ ０，１，…，ｔ，
其中 ｃｔ（θ）＝ 

ｔ

ｙ ＝ ０

ｍp yｔ － ｙ
ｎp yｙ ｅ θr iｙ

－ １

． 在 θ ＝ ０ 时，这个条件分布是超几何分布

Ｐ（ｙ ｘ ＋ ｙ ＝ ｔ）＝

ｍp yｔ － ｙ

ｎp yｙ
ｍ ＋ ｎp yｔ

，　 ｙ ＝ ０，１，…，ｔ，

用它可以确定原假设 Ｈ０：θ ＝ ０ 对备择假设 Ｈ１：θ≠０ 的检验问题的临界值 ．

§ ３ ５ ５　 正态总体参数的检验问题

为了能用更简单的形式给出正态总体参数的检验问题的检验函数，首先证

明下述定理 ．
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定理 ３ １６　 设样本 Ｘ 服从多参数指数型分布（３ ４７）．
（１）如果存在一个统计量 Ｖ ＝ Ｖ（Ｕ，Ｔ），给定 Ｔ ＝ ｔ 后，Ｖ 是 Ｕ 的单调增函数，

且当 θ ＝ θ０ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，则 Ｈ０：θ≤θ０ 对 Ｈ１：θ＞θ０ 的单边假设检验问题
（Ⅰ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 为

（ｖ）＝

１， ｖ ＞ ｃ，

ｒ， ｖ ＝ ｃ，

０， ｖ ＜ ｃ
C

，

（３ ５４）

其中 ｒ（０≤ｒ≤１）和 ｃ 不依赖于 ｔ，它们由下式确定：

Ｅ θ０（（Ｖ））＝ α， （３ ５５）

如果考虑 Ｈ０：θ≥θ０ 对 Ｈ１：θ＜θ０ 的单边假设检验问题（Ⅱ），类似的结论仍全部成
立，但是式（３ ５４）中的不等号要改变方向 ．

（２）如果存在一个统计量 Ｖ ＝ Ｖ（Ｕ，Ｔ），给定 Ｔ ＝ ｔ 后，Ｖ 是 Ｕ 的单调函数，且
当 θ ＝ θ１ 或 θ２ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，则 Ｈ０：θ１≤θ≤θ２ 对 Ｈ１：θ＜θ１ 或 θ＞θ２ 的双边
假设检验问题（Ⅳ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 为

（ｖ）＝

０， ｃ１ ＜ ｖ ＜ ｃ２，

ｒｉ， ｖ ＝ ｃｉ，　 ｉ ＝ １，２，

１， ｖ ＜ ｃ１ 或 ｖ ＞ ｃ２










，

（３ ５６）

其中 ｒｉ（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 不依赖于 ｔ，它们由下式确定：

Ｅ θ１（（Ｖ））＝ Ｅ θ２（（Ｖ））＝ α． （３ ５７）

如果考虑 Ｈ０：θ≤θ１ 或 θ≥θ２ 对 Ｈ１：θ１ ＜θ＜θ２ 的双边假设检验问题（Ⅴ），类似的
结论仍全部成立，但是式（３ ５６）中的“ｃ１ ＜ｖ＜ｃ２”与“ｖ＜ｃ１ 或 ｖ＞ｃ２”要互相交换 ．

（３）如果存在一个统计量 Ｖ ＝ ａ（Ｔ）Ｕ＋ｂ（Ｔ）（ａ（Ｔ）≠０），即给定 Ｔ ＝ ｔ 后，Ｖ
是 Ｕ 的线性函数，且当 θ ＝ θ０ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，则 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对 Ｈ１：θ≠θ０ 的双
边假设检验问题（Ⅲ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 由式（３ ５６）给出，其中的 ｒｉ
（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 不依赖于 ｔ．它们由式（３ ５５）和以下的式子确定：

Ｅ θ０（Ｖ（Ｖ））＝ αＥ θ０（Ｖ）． （３ ５８）

　 　 证明：（１）据定理 ３ １５（１），单边假设检验问题（Ⅰ）的显著性水平为 α 的
ＵＭＰＵＴ 由式（３ ４９）和式（３ ５０）给出 ． 因为对给定的 ｔ，ｖ ＝ ｖ（ｕ，ｔ）是 ｕ 的单调增
函数，所以检验函数等价地由下式给出：
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（ｖ，ｔ）＝

１， ｖ ＞ ｃ（ｔ），

ｒ（ｔ）， ｖ ＝ ｃ（ｔ），

０， ｖ ＜ ｃ（ｔ
C

），

（３ ５９）

其中 ｒ（ｔ）（０≤ｒ（ｔ）≤１）和 ｃ（ｔ）由 Ｅ θ０（（Ｖ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α 确定 ． 又因为在 θ ＝ θ０
时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，所以 ｒ（ｔ）和 ｃ（ｔ）不依赖于 ｔ，而由式（３ ５５）给出 ． 因此，由
式（３ ５９）给出的检验就是由式（３ ５４）给出的检验 ．关于单边假设检验问题（Ⅱ）
有类似的结论 ．（１）得证 ．

（２）据定理 ３ １５（２），双边假设检验问题（Ⅳ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ
由式（３ ５１）和式（３ ５２）给出 ．因为对给定的 ｔ，ｖ ＝ ｖ（ｕ，ｔ）是 ｕ 的单调函数，又因
为在 θ ＝ θ１ 或 θ２ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，所以检验函数等价地由式（３ ５６）给出，且
ｒｉ（０≤ｒｉ≤１）和 ｃｉ 不依赖于 ｔ，而由式（３ ５７）给出 ． 关于双边假设检验问题（Ⅴ）
有类似的结论 ．（２）得证 ．

（３）据定理 ３ １５（３），双边假设检验问题（Ⅲ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ
由式（３ ５１）、式（３ ５０）和式（３ ５３）给出 ． 因为对给定的 ｔ，ｖ ＝ ａ（ｔ）ｕ＋ｂ（ｔ），ｖ 是 ｕ
的单调函数，所以检验函数等价地由下式给出：

（ｖ，ｔ）＝

０， ｃ１（ｔ）＜ ｖ ＜ ｃ２（ｔ），

ｒｉ（ｔ）， ｖ ＝ ｃｉ（ｔ），　 ｉ ＝ １，２，

１， ｖ ＜ ｃ１（ｔ）或 ｖ ＞ ｃ２（ｔ










），

（３ ６０）

其中 ｒｉ（ｔ）（０≤ｒｉ（ｔ）≤１）和 ｃｉ（ｔ）由以下两式确定：

Ｅ θ０（（Ｖ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α，

Ｅ θ０
Ｖ － ｂ（Ｔ）
ａ（Ｔ） （Ｖ，Ｔ）p yＴ ＝ ｔ ＝ αＥ θ０

Ｖ － ｂ（Ｔ）
ａ（Ｔ）p yＴ ＝ ｔ ．

由此可以推得，它们由以下两式确定：

Ｅ θ０（（Ｖ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ α，

Ｅ θ０（Ｖ（Ｖ，Ｔ） Ｔ ＝ ｔ）＝ αＥ θ０（Ｖ Ｔ ＝ ｔ）．

因为在 θ ＝ θ０ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立，所以 ｒｉ（ｔ）（０≤ ｒｉ（ｔ）≤１）和 ｃｉ（ｔ）不依赖于 ｔ，
而由式（３ ５５）和式（３ ５８）确定，则由式（３ ６０）给出的检验就是由式（３ ５６）给
出的检验 ．（３）得证 ．定理证毕 ．

为了能用更简单的形式给出正态总体参数的检验问题的检验函数，尚需下
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述引理 ．
引理 ３ １７　 设（Ｘ，Ｂ，Ｐ ＝｛Ｐ θ：θ ■ Θ｝）为一参数结构，Ｔ（Ｘ）为 θ 的充分且

完备的统计量 ．如果可测统计量 Ｓ（Ｘ）的分布与 θ 无关，则对所有的 θ ■ Θ，
Ｔ（Ｘ）与 Ｓ（Ｘ）相互独立 ．

证明见参考文献［２］．
例 ３ １０　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态总体 Ｎ（μ，σ

２
），其中－∞ ＜μ＜

∞，σ２ ＞０ ．考虑关于 μ 的假设检验问题，（１）Ｈ０：μ≥０ 对 Ｈ１：μ＜０；（２）Ｈ０：μ≤０
对 Ｈ１：μ＞０；（３）Ｈ０：μ ＝ ０ 对 Ｈ１：μ≠０ ． 若考虑的假设检验问题是 Ｈ０：μ≥μ０ 对
Ｈ１：μ＜μ０等，则可以通过变换 Ｙｉ ＝Ｘｉ－μ０，归结为上述情况之一 ．

样本的联合密度为

ｐ（ｘ；μ，σ２）＝ （ ２槡■ σ）
－ ｎｅｘｐ － ｎμ

２

２σC o２ ｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒｔ｝，

其中 θ ＝ ｎμ ／ σ２，ｒ ＝（－２σ２）－１，ｕ ＝ ｘ，ｔ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ． 这时，关于 μ 的检验问题就变为关

于 θ 的检验问题 ．例如，检验问题（１）等价于 Ｈ０：θ≥０ 对 Ｈ１：θ＜０ 的检验问题 ．
为了能用定理 ３ １６（１），以较为简单的形式给出问题（１）和（２）的检验函

数，首先寻找统计量 Ｖ ＝ Ｖ（Ｕ，Ｔ），使得对给定的 Ｔ，Ｖ 是 Ｕ 的单增函数，且在 θ ＝
０，即在 μ ＝ ０ 时，Ｖ 与 Ｔ 互相独立 ．为此令

Ｖ ＝ ｎ（ｎ － １槡 ）
Ｕ

Ｔ － ｎＵ槡
２
＝ ｎ（ｎ － １槡 ）

Ｘ


ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）槡

２

，

下面证明它满足上述要求 ．对给定的 Ｔ，Ｖ 是 Ｕ 的单增函数 ． 在 μ ＝ ０ 时，样本Ｘ ＝

（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态总体 Ｎ（０，σ
２
）． 这时，Ｔ ＝

ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ 是 σ

２
的充分、完备的

统计量 ．在 μ ＝ ０ 时，由于

Ｖ ＝ ｎ（ｎ － １槡 ）
Ｘ


ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）槡

２

＝ ｎ（ｎ － １槡 ）
Ｚ


ｎ

ｉ ＝ １
（Ｚｉ － Ｚ）槡

２

，

其中 Ｚｉ ＝Ｘｉ ／ σ ～ Ｎ（０，１），所以 Ｖ 的分布与参数 σ
２
无关 ．因为在 μ ＝ ０ 时，Ｔ 是 σ２

的充分、完备的统计量，而 Ｖ 的分布又与参数 σ２ 无关，则据引理 ３ １７ 知，Ｖ 与 Ｔ
互相独立 ． 在 μ ＝ ０ 时，Ｖ ～ ｔ（ｎ － １）． 根据定理 ３ １６（１），前两个检验问题的
ＵＭＰＵＴ 的拒绝域分别为｛ｘ：ｖ≤ｔα（ｎ－１）｝和｛ｘ：ｖ≥ ｔ１－α（ｎ－１）｝． 这就是常用的 ｔ
检验法 ．
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为了能用定理 ３ １６（３），以较为简单的形式给出问题（３）的检验函数，首先
寻找统计量 Ｗ．它形如 Ｗ ＝ ａ（Ｔ）Ｕ＋ｂ（Ｔ）（ａ（Ｔ）≠０），且在 θ ＝ ０ 时，Ｗ 与 Ｔ 互相
独立 ．为此令

Ｗ ＝ Ｕ

槡Ｔ
＝ Ｘ


ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２

槡 ｉ

，

则对固定的 Ｔ，Ｗ 是 Ｕ 的线性函数；且在 μ ＝ ０ 时，由于 Ｔ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ 是 σ

２
的充分、

完备的统计量，且由于 Ｗ 的分布与参数 σ２ 无关（习题 ３ １３），所以据引理 ３ １７
知，Ｗ 与 Ｔ 互相独立 ． 根据定理 ３ １６（３），并由于在 μ ＝ ０ 时，Ｗ 的分布关于原点
对称（习题 ３ １３），从而根据定理 ３ １４ 的说明，最后一个检验问题的 ＵＭＰＵＴ 的
拒绝域为｛ｘ： ｗ ≥ｃ｝．由于

Ｖ ＝ ｎ（ｎ － １槡 ）
Ｗ

１ － ｎＷ槡
２
，

故 Ｖ 是 Ｗ 的单增函数 ． 从而拒绝域可等价地表示为｛ｘ： ｖ ≥ ｃ｝． 由
于在 μ ＝ ０ 时，Ｖ ～ ｔ（ｎ －１）． 从而该检验问题的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为｛ｘ： ｖ ≥
ｔ１－α ／ ２（ｎ－１）｝．这也是常用的 ｔ 检验法 ．

例 ３ １１　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态总体 Ｎ（μ，σ
２
），其中－∞ ＜μ＜

∞，σ２ ＞ ０ ． 考虑关于 σ２ 的假设检验问题（１）Ｈ０：σ
２ ≥ σ２０ 对 Ｈ１：σ

２ ＜ σ２０；

（２）Ｈ０：σ
２≤σ２０ 对 Ｈ１：σ

２ ＞σ２０；（３）Ｈ０：σ
２ ＝σ２０ 对 Ｈ１：σ

２≠σ２０ ．样本的联合密度为

ｐ（ｘ；μ，σ２）＝ （ ２槡■ σ）
－ ｎｅｘｐ － ｎμ

２

２σC o２ ｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒｔ｝，

其中 θ ＝（－２σ２）－１，ｒ ＝ ｎμ ／ σ２，ｕ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ，ｔ ＝ ｘ． 这时，关于 σ

２
的检验问题就变为

关于 θ 的检验问题，例如检验问题（１）就变为 Ｈ０：θ≥（－ ２σ
２
０）

－１
对 Ｈ１：θ ＜

（－２σ２０）
－１ ． 　 　 　 　

令 Ｖ ＝ Ｕ － ｎＴ２ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２
，则对固定的 Ｔ ＝Ｘ，Ｖ 是 Ｕ 的线性增函数 ．显

然，Ｖ 与 Ｔ 相互独立 ．在 θ ＝（－２σ２０）
－１
，即 σ２ ＝ σ２０ 时，Ｖ ～ σ

２
０·χ

２
（ｎ－１）． 根据定理

３ １６（１），前两个检验问题的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域分别为｛ｘ：ｖ≤σ２０· χ
２
α（ｎ－１）｝和

｛ｘ：ｖ≥σ２０·χ
２
１－α（ｎ－１）｝．这就是常用的 χ

２
检验法 ． 最后一个检验问题的 ＵＭＰＵＴ

的拒绝域为｛ｘ：ｖ≤ｃ１｝或｛ｘ：ｖ≥ｃ２｝，其中 ｃ１ 与 ｃ２ 由式（３ ４４）与式（３ ４５），或式
（３ ４４）与式（３ ４６）确定，但需把其中的自由度 ｎ 换为 ｎ － １ ． 一般常取 ｃ１ ＝
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χ２α ／ ２（ｎ－１），ｃ２ ＝ χ
２
１－α ／ ２（ｎ－１）．这也是常用的 χ

２
检验法 ．

例 ３ １２　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）和样本 Ｙ ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）互相独立 ．
它们分别来自正态总体 Ｎ（μ１，σ

２
）和 Ｎ（μ２，σ

２
），其中：－∞ ＜μ１ ＜∞，－∞ ＜μ２ ＜∞，

σ２ ＞０ ．由于这两个正态总体的方差相等，所以比较这两个正态总体的差异的检
验问题就是比较这两个正态总体的均值的检验问题，例如 Ｈ０：μ１ ＝ μ２ 对
Ｈ１：μ１≠μ２ ．

样本的联合密度为

ｐ（ｘ，ｙ；μ１，μ２，σ
２
）＝（２■σ２）

－ｍ ＋ｎ２ ｅｘｐ －
ｍμ２１ ＋ ｎμ

２
２

２σC o２
ｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒ１ ｔ１ ＋ ｒ２ ｔ２｝，

其中

θ ＝
ｍｎ（μ２ － μ１）
（ｍ ＋ ｎ）σ２

，　 ｒ１ ＝
ｍμ１ ＋ ｎμ２
（ｍ ＋ ｎ）σ２

，　 ｒ２ ＝ －
１
２σ２
，

ｕ ＝ ｙ － ｘ，　 ｔ１ ＝ ｍｘ ＋ ｎｙ，　 ｔ２ ＝
ｍ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ＋

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ２ｉ ．

这时，所考虑的检验问题 Ｈ０：μ１ ＝ μ２ 对 Ｈ１：μ１≠μ２ 就变为关于 θ 的检验问题，
Ｈ０：θ ＝ ０对 Ｈ１：θ≠０ ．

根据定理 ３ １６（３），首先寻找统计量 Ｖ，使得对固定的 Ｔ１ 与 Ｔ２，Ｖ 是 Ｕ 的线
性函数，且在 θ ＝ ０ 时，Ｖ 与（Ｔ１，Ｔ２）互相独立 ．为此令

Ｖ ＝ Ｕ

Ｔ２ －
Ｔ２１

槡 ｍ ＋ ｎ

，

则对固定的 Ｔ１ 与 Ｔ２，Ｖ 是 Ｕ 的线性函数 ． 在 θ ＝ ０，即在 μ１ ＝ μ２ ＝ μ 时，合样本
（Ｘ１，…，Ｘｍ，Ｙ１，…，Ｙｎ）不仅互相独立，而且同分布 ． 这时，σ

２
和 μ 的充分、完备

的统计量为 Ｔ１ 和 Ｔ２ ．由于在 θ ＝ ０ 时，Ｖ 的分布与参数 σ
２
和 μ 无关（习题 ３ １４），

所以据引理 ３ １７ 知，Ｖ 与（Ｔ１，Ｔ２）互相独立 ． 根据定理 ３ １６（３），并由于在 θ ＝ ０
时，Ｖ 的分布关于原点对称（习题 ３ １４），从而根据定理 ３ １４ 的说明，该检验问
题的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为｛ｘ，ｙ： ｖ ≥ｃ｝．进一步令

Ｗ＝ ｍｎ（ｍ ＋ ｎ － ２）
槡 ｍ ＋ ｎ

Ｖ

１ － ｍｎ
ｍ ＋ ｎ

Ｖ
槡

２

＝ ｍｎ（ｍ ＋ ｎ － ２）
槡 ｍ ＋ ｎ

Ｙ － Ｘ


ｍ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２ ＋
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）槡

２

，
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则 Ｗ 是 Ｖ 的单增函数，并且在 θ ＝ ０ 时，Ｗ ～ ｔ（ｍ＋ｎ－２）． 所以该检验问题的
ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为｛ｘ，ｙ： ｗ ≥ｔ１－α ／ ２（ｍ＋ｎ－２）｝． 这就是常用的 ｔ 检验法 ． 类似
地，检验问题（１）Ｈ０：μ１≤ μ２ 对 Ｈ１：μ１ ＞ μ２ 和（２）Ｈ０：μ１≥ μ２ 对 Ｈ１：μ１ ＜ μ２ 的
ＵＭＰＵＴ 的拒绝域分别为｛ｘ，ｙ：ｗ≤ｔα（ｍ＋ｎ－２）｝和｛ｘ，ｙ：ｗ≥ ｔ１－α（ｍ＋ｎ－２）｝． 它们
都是常用的 ｔ 检验法 ．

例 ３ １３　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）和样本 Ｙ ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）互相独立 ．

它们分别来自正态总体 Ｎ（μ１，σ
２
１）和 Ｎ（μ２，σ

２
２），其中－∞ ＜μ１ ＜∞，－∞ ＜μ２ ＜∞，

σ２１ ＞０，σ
２
２ ＞ ０ ． 考虑比较这两个正态总体的方差的检验问题，Ｈ０：σ

２
１ ＝ σ

２
２ 对

Ｈ１：σ
２
１≠σ

２
２ ．

样本的联合密度为

ｐ（ｘ，ｙ；μ１，μ２，σ
２
１，σ

２
２）＝ｃ（μ１，μ２，σ１，σ２）ｅｘｐ｛θｕ ＋ ｒ１ ｔ１ ＋ ｒ２ ｔ２ ＋ ｒ３ ｔ３｝，

其中

θ ＝ １
２σ２１

－ １
２σ２２
，　 ｒ１ ＝ －

１
２σ２１
，　 ｒ２ ＝

ｍμ１
σ２１
，　 ｒ３ ＝

ｎμ２
σ２２
，

ｕ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｙ２ｉ，　 ｔ１ ＝

ｍ

ｉ ＝ １
ｘ２ｉ ＋

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ２ｉ，　 ｔ２ ＝ ｘ，　 ｔ３ ＝ ｙ．

这时，关于 σ２ 的检验问题 Ｈ０：σ
２
１ ＝ σ

２
２ 对 Ｈ１：σ

２
１≠σ

２
２，就变为关于 θ 的检验问题

Ｈ０：θ ＝ ０ 对 Ｈ１：θ≠０ ．
根据定理 ３ １６（３），首先寻找统计量 Ｖ，使得对固定的 Ｔ１，Ｔ２ 与 Ｔ３，Ｖ 是 Ｕ 的

线性函数，且在 θ ＝ ０ 时，Ｖ 与（Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３）互相独立 ．为此令

Ｖ ＝
Ｕ － ｎＴ２３

Ｔ１ － ｍＴ
２
２ － ｎＴ

２
３

＝

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２


ｍ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２ ＋
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２

，

则对给定的 Ｔ１，Ｔ２ 和 Ｔ３，Ｖ 是 Ｕ 的线性增函数 ．在 θ ＝ ０，即在 σ
２
１ ＝ σ

２
２ ＝ σ

２
时，μ１，

μ２ 和 σ
２
的充分、完备的统计量为

Ｔ２ ＝ Ｘ，　 Ｔ３ ＝ Ｙ 和 Ｔ１ － ｍＴ
２
２ － ｎＴ

２
３ ＝

ｍ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２ ＋
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２ ．

由于在 θ ＝ ０ 时，Ｖ 的分布与参数 μ１，μ２ 和 σ
２
无关（习题 ３ １５），所以据引理 ３ １７

知，Ｖ 与（Ｔ２，Ｔ３，Ｔ１ －ｍＴ
２
２ －ｎＴ

２
３）互相独立，从而与（Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３）互相独立 ． 由于在

θ ＝ ０时，Ｖ ～ Ｂｅ
ｎ－１
２
，
ｍ－１p y２ ，根据定理 ３ １６（３），检验问题 Ｈ０：σ

２
１ ＝ σ

２
２ 对 Ｈ１：σ

２
１≠
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σ２２ 的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为｛ｘ，ｙ：ｖ≤ ｃ１ 或 ｖ≥ ｃ２｝，其中 ｃ１ 和 ｃ２ 由以下两式确定
（习题 ３ １５）：

∫
ｃ２

ｃ１

Ｂｅ ｘ ｎ － １
２
，
ｍ － １p y２

ｄｘ ＝ １ － α，

∫
ｃ２

ｃ１
ｘ － ｎ － １
ｍ ＋ ｎ －p y２ Ｂｅ ｘ ｎ － １２ ，

ｍ － １p y２
ｄｘ ＝ ０，

这里 Ｂｅ ｘ ｎ－１２
，
ｍ－１p y２ 表示 Ｂｅ ｎ－１２

，
ｍ－１p y２ 分布的密度函数 ．令

Ｆ ＝ Ｖ
１ － Ｖ

ｍ － １
ｎ － １

＝

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２


ｍ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２

ｍ － １
ｎ － １

，

则在 θ ＝ ０ 时，Ｆ ～ Ｆ（ｎ－１，ｍ －１）． 由于 Ｆ 是 Ｖ 的严增函数，所以该检验问题的
ＵＭＰＵＴ 的拒绝域可等价地写为｛ｘ，ｙ：Ｆ≤ｃ１ 或 Ｆ≥ｃ２｝，其中 ｃ１ 和 ｃ２ 由以下两式
确定（习题 ３ １５）：

∫
ｃ２

ｃ１

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ ＝ １ － α，

∫
ｃ２

ｃ１

ｘ － １
（ｎ － １）ｘ ＋ （ｍ － １）

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ ＝ ０，

这里 Ｆ（ｘ ｎ－１，ｍ－１）表示 Ｆ（ｎ－１，ｍ－１）分布的密度函数 ．
拒绝域为｛ｘ，ｙ：Ｆ≤ｃ１ 或 Ｆ≥ｃ２｝的检验的势函数与参数 μ１ 和 μ２ 无关，仅依

赖于比值 ρ ＝
σ２１
σ２２
．它的势函数为

ｇ（ρ）＝ １ － ∫
ρｃ２

ρｃ１

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ，

与例 ３ ９ 相类似地，由势函数在 ρ ＝ １ 时达到最小值推得，ｃ１ 与 ｃ２ 也可由以下两
式确定：

∫
ｃ２

ｃ１

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ ＝ １ － α，

ｃ２Ｆ（ｃ２ ｎ － １，ｍ － １）＝ ｃ１Ｆ（ｃ１ ｎ － １，ｍ － １）．

一般常取 ｃ１ ＝Ｆα ／ ２（ｎ－１，ｍ－１），ｃ２ ＝Ｆ１－α ／ ２（ｎ－１，ｍ－１）．这是常用的 Ｆ 检验法 ．
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由于 Ｆ 可改写为

Ｆ ＝
Ｕ － ｎＴ２３

Ｔ１ － ｍＴ
２
２ － Ｕ

ｍ － １
ｎ － １

，

则对给定的 Ｔ１，Ｔ２ 和 Ｔ３，Ｆ 是 Ｕ 的严增函数 ．前已证明，在 θ ＝ ０ 时，Ｖ 与（Ｔ１，Ｔ２，
Ｔ３）互相独立，而 Ｆ 仅与 Ｖ 有关，所以 Ｆ 与（Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３）也互相独立 ． 根据定理

３ １６（１），检验问题 Ｈ０：σ
２
１≤σ

２
２ 对 Ｈ１：σ

２
１ ＞σ

２
２，以及 Ｈ０：σ

２
１≥σ

２
２ 对 Ｈ１：σ

２
１ ＜σ

２
２ 的

ＵＭＰＵＴ 的拒绝域分别为｛ｘ，ｙ：Ｆ≤ Ｆα（ｎ － １，ｍ － １）｝和｛ｘ，ｙ：Ｆ≥ Ｆ１－α（ｎ － １，
ｍ－１）｝．这些都是常用的 Ｆ 检验法 ．

§ ３ ６　 似然比检验

§ ３ ６ １　 似然比检验

前面讨论了一致最优势检验和一致最优势无偏检验 ．但是在许多情况下，对
于一个复合假设的检验问题，上述这些最优势检验可能不存在 ． 这时，我们当然
可以采用类似于前面的处理方法，对检验提出进一步的限制，然后在这被限制的

较小的检验类中寻找最优检验，这样做，在实际使用中往往是困难的，也是不可

取的 ．另一个途径是给出一个构造检验法的一般方法 ． Ｎ－Ｐ 基本引理告诉我们，
在简单原假设对简单备择假设的检验问题中，最优势检验由似然比检验给出 ．事
实上，似然比检验方法也可用在复合假设的检验问题中构造检验 ．这是构造检验
的常用方法 ．

设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）的密度函数是 ｐ（ｘ；θ），其中未知参数 θ ■ Θ 可以是
向量 ．我们知道，简单原假设 Ｈ０：θ ＝ θ０ 对简单备择假设 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１≠θ０）的检验
问题的似然比为

λ（ｘ）＝
ｐ（ｘ；θ１）
ｐ（ｘ；θ０）

．

现考虑复合假设的检验问题：原假设 Ｈ０：θ ■ Θ０ 对备择假设 Ｈ１：θ ■ Θ１ ．在复合
假设的检验问题中，很自然地定义似然比 λ（ｘ）为

λ（ｘ）＝
ｓｕｐ
θ■Θ１
ｐ（ｘ；θ）

ｓｕｐ
θ■Θ０
ｐ（ｘ；θ）

＝
ｐ（ｘ；θ^ １）

ｐ（ｘ；θ^ ０）
，

其中 θ^ ０ 和 θ^ １ 分别是 Ｈ０ 和 Ｈ１ 成立时 θ 的 ＭＬＥ． ｐ（ｘ；θ^ ０）是原假设 Ｈ０ 成立时，观

察到样本点 ｘ 的可能性的一个度量，而 ｐ（ｘ；θ^１）是备择假设 Ｈ１ 成立时，观察到
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样本点 ｘ 的可能性的一个度量 ．在 λ（ｘ）比较大时，备择假设成立观察到样本点
ｘ 的可能性比较大，因此很自然地，在 λ（ｘ）比较大时拒绝原假设 ． 故取检验的拒
绝域为｛ｘ：λ（ｘ）≥ｃ｝．这个检验方法常用于区分样本来自这类分布，还是那类分
布的检验问题 ．

例 ３ １４　 设有样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）． 考虑检验问题，原假设和备择假设
分别是 Ｈ０：样本来自正态分布 Ｎ（μ，σ

２
），其密度函数为

ｐ０（ｘ；μ，σ
２
）＝ （ ２槡■ σ）

－ １ ｅｘｐ － （ｘ － μ）
２

２σC o２ ，

和 Ｈ１：样本来自双参数指数型分布族 Ｅｘｐ（μ，σ），其密度函数为

ｐ１（ｘ；μ，σ）＝
１
σ
ｅｘｐ － ｘ － μC oσ

，ｘ － μ ≥ ０ 或 ｘ － μ ＜ ０，

其中－∞ ＜μ＜∞，σ＞０ ．原假设成立时，μ 和 σ 的 ＭＬＥ 分别为

μ^０ ＝ Ｘ，　 　 σ^０ ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）槡

２
，

而备择假设成立时，μ 和 σ 的 ＭＬＥ 分别为

μ^１ ＝ Ｘ（１）＝ ｍｉｎ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），　 σ^１ ＝ Ｘ － Ｘ（１），

所以该检验问题的似然比

λ（ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ１（ｘｉ；μ^１，σ^１）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ０（ｘｉ；μ^０，σ^

２
０）

＝ （ ２■ｅ －槡
１
）
ｎＤｎ，

其中

Ｄ ＝
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）槡

２


ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ（１））

．

由于 λ（ｘ）关于 Ｄ 严增，所以拒绝域可取为｛ｘ：Ｄ≥ｃ｝．由于

Ｄ ＝
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）槡

２


ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ（１））

＝
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
（ｕｉ － ｕ）槡

２


ｎ

ｉ ＝ １
（ｕｉ － ｕ（１））

，
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其中 ｕｉ ＝
ｘｉ－μ
σ
，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，所以不论原假设为真，还是备择假设为真，Ｄ 的分布

皆与 μ 和 σ 无关 ．原假设为真时，检验犯第一类错误的概率为

Ｐ｛Ｄ ≥ ｃ 样本来自标准正态分布 Ｎ（０，１）｝．

利用随机模拟法，对不同的样本容量 ｎ，求得原假设为真时 Ｄ 的分位数值，从而
得到了检验的临界值 ｃ．由于备择假设为真时，检验犯第二类错误的概率为

Ｐ｛Ｄ ＜ ｃ 样本来自标准指数分布 Ｅｘｐ（０，１）｝．

利用随机模拟法，可以求得检验犯第二类错误的概率 ．
简单原假设对简单备择假设的似然比 λ（ｘ）的另一个很自然的推广为

λ（ｘ）＝
ｓｕｐ
θ■Θ
ｐ（ｘ；θ）

ｓｕｐ
θ■Θ０
ｐ（ｘ；θ）

＝
ｐ（ｘ；θ^）

ｐ（ｘ；θ^ ０）
，

其中，θ^ 是 θ ■ Θ，即 θ 没有受到限制时的 ＭＬＥ；θ^ ０ 是原假设 Ｈ０：θ ■ Θ０ 成立时，
即 θ 受到限制时的 ＭＬＥ．显然，λ（ｘ）≥１ ．检验的拒绝域为｛ｘ：λ（ｘ）≥ｃ｝． 似然比
的这种推广较前者普遍 ．它常用于参数假设检验问题 ．

例 ３ １５　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态分布 Ｎ（μ，σ
２
），其中－∞ ＜μ＜

∞，σ２ ＞０ ．考虑检验问题，原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 对备择假设 Ｈ１：μ≠０ ． 原假设 Ｈ０：μ ＝ ０

成立时，σ２ 的 ＭＬＥ 为 σ^２０ ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ；而备择假设 Ｈ１：μ≠ ０成立时，即均值 μ和方

差 σ２ 皆未知时，μ和 σ２ 的 ＭＬＥ分别为 μ^ ＝ Ｘ和 σ^２ ＝ １ｎ
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２ ． 因而似然

比

λ（ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
（ ２槡■ σ^）

－ １ Cｅｘｐ －
（ｘｉ － μ^）

２

２σ^ o２


ｎ

ｉ ＝ １
（ ２槡■ σ^０）

－ １ Cｅｘｐ －
ｘ２ｉ
２σ^ o２

０

＝

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）

２ ＋ ｎ ｘ ２


ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）









２

ｎ
２

＝ １ ＋ ｔ２

ｎ －p y１
ｎ
２
，

其中
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ｔ ＝ ｎ（ｎ － １槡 ）
ｘ


ｎ

ｉ ＝ １
（ｘｉ － ｘ）槡

２

．

显然，λ（ｘ）是 ｔ 的严增函数 ．故拒绝域可取为｛ｘ： ｔ ≥ｃ｝．原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 成
立时，ｔ ～ ｔ（ｎ－１）．故取 ｃ ＝ ｔ１－α ／ ２（ｎ－１）． 这就是常用的 ｔ 检验法 ． 不仅 ｔ 检验如此，
前面几节给出的不少最优检验都是似然比检验 ．由于似然比检验的适用面广，且
由它构造出来的检验常具有某种优良性，所以似然比检验是假设检验中的一个

重要方法 ．
一般来说，难以求得似然比统计量的精确分布 ．因而有必要寻求在样本容量

趋于无穷时，似然比统计量的极限分布 ． １９３８ 年，Ｗｉｌｋｓ（威尔克斯）证明了关于
似然比统计量的极限分布的重要定理 ． 下面分简单原假设和复合原假设两种情
况进行讨论 ．

§ ３ ６ ２　 简单原假设的检验问题

定理 ３ １８　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自密度函数族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝，

其中未知参数 θ＝（θ１，θ２，…，θｋ），参数空间 Θ 是 ｋ 维欧氏空间 Ｒ
ｋ
中的一个含有

内点的集合 ．假设参数真值 θ０ 是 Θ 的一个内点 ．
假设该密度函数族满足下列四个条件：

（１）∫ｘ 
ｐ（ｘ；θ）
θ ｉ

ｄμ（ｘ）＝ ∫ｘ 
２ ｐ（ｘ；θ）
θ ｉθ ｊ

ｄμ（ｘ）＝ ０，　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｋ；

（２）Ｉ（θ）＝ （Ｉｉｊ（θ））ｋ×ｋ＞０，θ■ Θ，其中

Ｉｉｊ（θ）＝ ∫ｘｌｎ ｐ（ｘ；θ）θ ｉ
ｌｎ ｐ（ｘ；θ）
θ ｊ

ｐ（ｘ；θ）ｄμ（ｘ）；

　 　 （３）存在 Ｍ（ｘ），使得 ∫ｘ Ｍ（ｘ）ｐ（ｘ；θ）ｄμ（ｘ）＜Ｋ，θ ■ Θ，其中 Ｋ 与 θ 无
关，且在含有参数真值 θ０的一个邻域内，

３ ｌｎ ｐ（ｘ；θ）
θ ｉθ ｊθ ｌ

≤ Ｍ（ｘ），　 ｉ，ｊ，ｌ ＝ １，２，…，ｋ；

　 　 （４）不同的 θ值，对应着不同的概率分布 ．

除上述四个条件外，再假设 θ的 ＭＬＥθ^ 是似然方程ｌ（θ）
θ

＝ ０ 的解，其中

ｌ（θ）＝ ｌｎ
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；θ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ），
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并且在 ｎ→∞时，θ^ 依概率收敛于参数真值 θ０ ．
考虑如下双边检验问题：

简单原假设 Ｈ０：θ＝ θ０ 　 对 　 备择假设 Ｈ１：θ≠θ０，
该检验问题的似然比统计量为

λ（Ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（Ｘｉ；θ^）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（Ｘｉ；θ０）

．

那么在原假设 Ｈ０成立时，２ｌｎ λ（Ｘ）随 ｎ 增大而依分布收敛于 χ
２
（ｋ）．

证明：下面的讨论都是在原假设 Ｈ０成立的条件下进行的 ． 由于 θ^ 是似然方
程的相合解，则据 ＭＬＥ 的渐近正态性定理可知，

Ｄ（θ０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｉ － １（θ０）），　 ｎ → ∞， （３ ６１）

其中 Ｄ（θ０）＝槡ｎ（θ^－θ０）．不难证明（习题 ３ １７）

Ｉｉｊ（θ）＝ Ｅ θ
ｌｎ ｐ（Ｘ；θ）
θ ｉ

ｌｎ ｐ（Ｘ；θ）
θr i
ｊ

＝ － Ｅ θ
２ ｌｎ ｐ（Ｘ；θ）
θ ｉθr i

ｊ

，

将 ｌ（θ０）＝ 
ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ０）在 θ^ 处 Ｔａｙｌｏｒ 展开 ．由于 θ^ 是似然方程的解，则有

ｌ（θ０）＝ｌ（θ^）＋ （θ０ － θ^）
Ｔ ｌ′（θ^）＋ １２

（θ０ － θ^）
Ｔ ｌ″（θ）（θ０ － θ^）

＝ｌ（θ^）－ １２
Ｄ（θ０）

ＴＣＤ（θ０），

其中

Ｃ ＝ （ｃｉｊ（θ
））ｋ × ｋ，　 ｃｉｊ（θ）＝ －

１
ｎ

ｎ

ｒ ＝ １

２ ｌｎ ｐ（ｘｒ；θ）
θ ｉθ ｊ

．

这里 θ ＝ θ^－η（θ^－θ０），０≤η≤１，则有

２ｌｎ λ（ｘ）＝２ 
ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ０p y）

＝２（ｌ（θ^）－ ｌ（θ０））＝ Ｄ（θ０）
ＴＣＤ（θ０）． （３ ６２）

将 ｃｉｊ（θ
）在 θ０处 Ｔａｙｌｏｒ 展开，并应用定理关于三阶偏导数的假设条件，则有
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ｃｉｊ（θ
）＝ ｃｉｊ（θ０）＋ （θ

 － θ０）
Ｔ ｃｉｊ（θ）

r iθ θ ＝ θ０ － ｖ（θ０ －θ）

≤ ｃｉｊ（θ０）＋ 
ｋ

ｌ ＝ １
｜ θｌ － θ０ ｌp y｜


ｎ

ｒ ＝ １
Ｍ（ｘｒ）

ｎ
，

其中 ０≤ｖ≤１，θ ＝（θ１ ，θ

２ ，…，θ


ｋ ），θ０ ＝（θ０１，θ０２，…，θ０ｋ）．由于 θ^ 随 ｎ 增大而依

概率收敛于参数真值 θ０，从而 θ
 →

Ｐ
θ０ ．故对每一个 ｌ，都有 θ


ｌ →

Ｐ
θ０ ｌ ． 又由大

数定律知，
１
ｎ 

ｎ

ｒ ＝ １
Ｍ（Ｘｒ） →

Ｐ
Ｅθ０（Ｍ（Ｘ））＜Ｋ，所以 ｃｉｊ（θ

） →
Ｐ
ｃｉｊ（θ０）． 由大数

定律知

ｃｉｊ（θ０） →
Ｐ
－ Ｅθ０

２ ｌｎ ｐ（Ｘ；θ）
θ ｉθp y

ｊ

＝ Ｉｉｊ（θ０），

所以 ｃｉｊ（θ
） →

Ｐ
Ｉｉｊ（θ０）．从而

Ｃ →
Ｐ
Ｉ（θ０）， （３ ６３）

则由式（３ ６２）知，在 ｎ→∞时，２ｌｎ λ（Ｘ）与 Ｄ（θ０）
Ｔ Ｉ（θ０）Ｄ（θ０）有相同的极限分

布 ．由式（３ ６１）知，在 ｎ→∞时，Ｉ
１
２（θ０）Ｄ（θ０） →

Ｌ
Ｎｋ（０，Ｉｋ）． 故 Ｄ（θ０）

Ｔ Ｉ（θ０）

Ｄ（θ０），从而 ２ｌｎ λ（Ｘ）随 ｎ 增大而依分布收敛于 χ
２
（ｋ）．定理证毕 ．

由式（３ ６２）和式（３ ６３）知，

２ｌｎ λ（Ｘ）＝ p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ０ y）

＝ Ｄ（θ０）
ＴＣＤ（θ０）

＝ Ｄ（θ０）
Ｔ Ｉ（θ０）Ｄ（θ０）＋ ξｎ， （３ ６４）

其中 ξｎ →
Ｐ
０ ．这说明，２ｌｎ λ（Ｘ）与 Ｄ（θ０）

Ｔ Ｉ（θ０）Ｄ（θ０）仅相差一个依概率收敛
于 ０ 的量 ． 在将定理 ３ １８ 推广到复合原假设的情况时，式（３ ６４）起着重要的
作用 ．

例 ３ １６　 分类数据的检验 ． 根据某项指标，总体被分成 ｒ 类：Ａ１，Ａ２，…，Ａｒ ．
由经验或某个理论提出了如下的检验问题：

原假设 Ｈ ０：随机抽取一个个体 ｘ 进行观测，Ｐ（ｘ ■ Ａｉ）已知，等于 ｐ０ ｉ（ｉ ＝
１，２，…，ｒ），其中
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
ｒ

ｉ ＝ １
ｐ０ ｉ ＝ １ ．

　 　 备择假设 Ｈ１：Ｐ（ｘ ■ Ａｉ）＝ ｐ０ ｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｒ）不全成立 ．

随机抽取 ｎ 个个体进行观测 ． 设有 ｎｉ个个体属于类 Ａｉ ． 则有
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ＝ ｎ． 样本

｛ｎｉ：ｉ ＝ １，２，…，ｒ｝服从多项分布，其概率密度为

ｐ（ｎ１，ｎ２，…，ｎｒ）＝
ｎ！

ｎ１！ｎ２！…ｎｒ！
ｒ

ｉ ＝ １
ｐｎｉｉ ，

这里 ｐｉ是类 Ａｉ所占的比例 ．由于
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝ １，所以参数空间

Θ ＝ ｛（ｐ１，ｐ２，…，ｐｒ）：ｐｉ ≥ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；
ｒ

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝ １｝

中独立参数只有 ｒ－１ 个 ． 故 Θ 是 ｒ－１ 维欧氏空间的一个含有内点的集合 ． ｐ ｉ的

ＭＬＥ 为 ｐ^ ｉ ＝ ｎｉ ／ ｎ．该检验问题的似然比统计量为

Λ ＝

ｒ

ｉ ＝ １

ｎｉp yｎ
ｎｉ


ｒ

ｉ ＝ １
（ｐ０ ｉ）

ｎ ｉ

．

　 　 据定理 ３ １８ 知，在原假设 Ｈ０为真时，２ｌｎ Λ ＝ ２
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ｌｎ

ｎｉ
ｎｐ０ ｉ

→
Ｌ
χ２（ｒ－１）． 故

在 ２
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ｌｎ

ｎｉ
ｎｐ０ ｉ
≥χ２１－α（ｒ－１）时，拒绝原假设 ．

在原假设 Ｈ０为真时，可以证明（见习题 ３ １９）

２ｌｎ Λ ＝２
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ｌｎ １ ＋

ｎｉ － ｎｐ０ ｉ
ｎｐ０

p y
ｉ

＝２
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ
ｎｉ － ｎｐ０ ｉ
ｎｐ０ ｉ

－ １
２
ｎｉ － ｎｐ０ ｉ
ｎｐ０

p y
ｉ

r i２ ＋ 依概率收敛于 ０ 的量

＝２
ｒ

ｉ ＝ １
［ｎｐ０ ｉ ＋ （ｎｉ － ｎｐ０ ｉ）］

ｎｉ － ｎｐ０ ｉ
ｎｐ０ ｉ

－ １
２
ｎｉ － ｎｐ０ ｉ
ｎｐ０

p y
ｉ

r i２ ＋ 依概率收
敛于 ０ 的量
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＝
ｒ

ｉ ＝ １

（ｎｉ － ｎｐ０ ｉ）
２

ｎｐ０ ｉ
＋ 依概率收敛于 ０ 的量 ．

右边就是分类数据检验问题的 Ｐｅａｒｓｏｎ χ２拟合优度检验统计量 ．所以 χ２拟合优度
检验可以近似看作分类数据的似然比检验 ．

§ ３ ６ ３　 复合原假设的检验问题

设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自密度函数族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝，其中未知参

数θ＝（θ１，θ２，…，θｋ），参数空间 Θ 是 ｋ 维欧氏空间 Ｒ
ｋ
中的一个含有内点的集合 ．

考虑复合原假设检验问题：原假设 Ｈ０：θ ■ Θ０对备择假设 Ｈ１：θ ■ Θ０，其中 Θ０
是 Θ 的一个非单点子集 ．一般来说，复合原假设大致有以下几种情况：

情况 １ 原假设 Ｈ０：θ ｒ＋１ ＝… ＝ θｋ ＝ ０ ．

这时，Θ０ ＝｛θ：θ＝（θ１，…，θ ｒ，０，…，０）■ Θ｝． 例如，总体为 Ｎ（μ，σ
２
），其中

－∞ ＜μ＜∞，σ２ ＞０ ．这时，θ＝（μ，σ２）■ Ｒ×Ｒ ＋ ．复合原假设 Ｈ０：μ ＝ ０ 就属于情况 １ ．
情况 １ 最为简单 ．下述情况 ２ 是情况 １ 的推广 ．

情况 ２ 原假设 Ｈ０：Ｒｉ（θ１，θ２，…，θｋ）＝ ０，ｉ ＝１，２，…，ｓ，其中 Ｒｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｓ）具
有一阶连续偏导数．这时，参数 θ受到 ｓ 个条件的限制，Θ０ ＝｛θ：θ ■ Θ；Ｒｉ（θ）＝ ０，

ｉ ＝１，２，…，ｓ｝．例如，相互独立的两个总体 Ｎ（μ１，σ
２
）和 Ｎ（μ２，σ

２
），其中－∞ ＜μ１，

μ２ ＜∞，σ
２ ＞０．这时 θ＝（μ１，μ２，σ

２
）■ Ｒ×Ｒ×Ｒ＋ ．复合原假设 Ｈ０：μ１ ＝ μ２就属于情况

２．事实上，可适当地重新定义参数 ω ＝（ω１，ω２，…，ωｋ），使得原假设变换为 Ｈ０：

ωｋ－ｓ＋１ ＝… ＝ωｋ ＝０，则情况 ２ 就变成情况 １．在上例中，若用新参数（μ１，μ１ －μ２，σ
２
）取

代原来的参数（μ１，μ２，σ
２
），就变成情况 １．

情况 ３ 原假设 Ｈ０：θ ｉ ＝ ｇｉ（φ１，φ２，…，φ ｒ），ｉ ＝ １，２，…，ｋ（ｒ＜ｋ），其中 ｇｉ（ｉ ＝ １，
２，…，ｋ）具有一阶连续偏导数 ．这时，Θ０ ＝｛θ：θ■ Θ；θ ｉ ＝ ｇｉ（φ），ｉ ＝ １，２，…，ｋ，φ＝

（φ１，φ２，…，φ ｒ）■ Ａ｝，Ａ 是 ｒ 维欧氏空间 Ｒ
ｒ
中的一个含有内点的集合 ． 例如，设

有 Ｘ，Ｙ 两个离散型随机变量 ． Ｘ 表示人的性别，“Ｘ ＝ １”表示男性，“Ｘ ＝ ２”表示女
性；Ｙ 表示是否色盲，“Ｙ ＝ １”表示正常，“Ｙ ＝ ２”表示色盲 ．令 ｐｉｊ ＝ Ｐ（Ｘ ＝ ｉ，Ｙ ＝ ｊ），ｉ，
ｊ ＝ １，２ ．这时 θ＝（ｐ１１，ｐ１２，ｐ２１），其中 ０≤ｐ１１，ｐ１２，ｐ２１≤１，且 ｐ１１ ＋ｐ１２ ＋ｐ２１≤１ ． 所以参

数空间 Θ 为 Ｒ３中的一个单纯形 ．
有 １ ０００ 人按性别与色盲分类如下

正常 色盲

男 ４４２ ３８

女 ５１４ ６



§ ３ ６　 似然比检验 ２３３　　

按遗传学模型，数据应有下列相对应的概率

正常 色盲

男
ｐ
２

１－ｐ
２

女
ｐ２

２
＋ｐ（１－ｐ） （１－ｐ）２

２

其中 ０≤ｐ≤１ ．问数据与模型是否相符？这里所要检验的原假设为

Ｈ０：ｐ１１ ＝
ｐ
２
，　 ｐ１２ ＝

１ － ｐ
２
，　 ｐ２１ ＝

ｐ２

２
＋ ｐ（１ － ｐ），

这属于情况 ３ ．
取 φ＝（θ１，θ２，…，θ ｒ），则情况 １ 变换成情况 ３ ． 从而情况 ２ 也能变换成情况

３ ．事实上，情况 ３ 也可以变换成情况 ２ ．如果能将 φ１，φ２，…，φ ｒ表示成 θ１，θ２，…，

θ ｒ的函数，然后把这些函数代入 θ ｊ ＝ ｇｊ（φ１，φ２，…，φ ｒ），ｊ ＝ ｒ＋１，…，ｋ，由此可得到
参数 θ受到的 ｋ－ｒ 个条件的限制，则情况 ３ 变换成情况 ２ ． 在上例中，由于 ｐ１１ ＝
ｐ ／ ２，所以 ｐ ＝ ２ｐ１１ ． 因此参数 θ ＝（ｐ１１，ｐ１２，ｐ２１）受到两个条件的限制：ｐ１２ ＝（１ －

２ｐ１１）／ ２，以及 ｐ２１ ＝ ２ｐ
２
１１ ＋２ｐ１１（１－２ｐ１１）．

下面我们只讨论情况 ３ 的复合原假设的检验问题 ．
定理 ３ １９　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自密度函数族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝，

其中未知参数 θ＝（θ１，θ２，…，θｋ），参数空间 Θ 是 ｋ 维欧氏空间 Ｒ
ｋ
中的一个含有

内点的集合 ．参数真值 θ０是 Θ 的一个内点 ．假设该密度函数族满足定理 ３ １８ 的
四个条件 ．

考虑原假设 Ｈ ０：θ ■ Θ ０对备择假设 Ｈ １：θ ■ Θ ０，其中 Θ ０是 Θ 的一个子

集，且满足下述条件：存在 ｒ（ｒ＜ ｋ）维欧氏空间 Ｒ ｒ中的一个含有内点的集合

Ａ，以及定义在 Ａ 上的 ｋ 元三阶可导的函数 ｇ ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｋ），使得 Ａ 与 Θ ０
一一对应，

Θ０ ＝ ｛θ：θ ＝ ｇ（φ），φ■ Ａ｝．

在参数真值 θ０■ Θ ０时，假设 θ０对应于 Ａ 中的点 φ０：θ０ ＝ ｇ（φ０），φ０是 Ａ 的
内点 ．

在 θ＝ ｇ（φ）时，记 ｐ（ｘ；θ）＝ ｐ（ｘ；ｇ（φ））为 槇ｐ（ｘ；φ），则函数族｛ｐ（ｘ；θ）：

θ■ Θ０｝可等价地写成｛槇ｐ（ｘ；φ）：φ ■ Ａ｝的形式 ． 假设密度函数族｛槇ｐ（ｘ；

φ）：φ■ Ａ｝满足定理 ３ １８ 的四个条件 ．



２３４　　 第三章 　 假设检验

在 θ■ Θ 时，假设 θ的 ＭＬＥ θ^ 是似然方程ｌ（θ）
θ

＝ ０ 的解，其中

ｌ（θ）＝ ｌｎ
ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（ｘｉ；θ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ），

并且在 ｎ→∞时，θ^ 依概率收敛于参数真值 θ０ ． 在原假设为真，即参数真值 θ０ ■

Θ０时，θ的 ＭＬＥ θ^０ ＝ ｇ（φ^０），假设 φ^０是似然方程
槇ｌ（φ）
φ

＝ ０ 的解，其中

槇ｌ（φ）＝ ｌｎ
ｎ

ｉ ＝ １

槇ｐ（ｘｉ；φ）＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（ｘｉ；φ），

并且在 ｎ→∞时，φ^０依概率收敛于 φ０ ．
定义似然比统计量

λ（Ｘ）＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（Ｘｉ；θ^）


ｎ

ｉ ＝ １
ｐ（Ｘｉ；θ^０）

，

则在原假设 Ｈ０成立时，２ｌｎ λ（Ｘ）随 ｎ 增大而依分布收敛于 χ
２
（ｋ－ｒ）．

证明：下面的讨论都是在原假设 Ｈ０成立的条件下进行的，并且沿袭定理
３ １８ 的符号 ．

令

Ｖ（θ）＝ １

槡ｎ

ｎ

ｉ ＝ １

ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ）
θ１

，…，
ｎ

ｉ ＝ １

ｌｎ ｐ（ｘｉ；θ）
θp y
ｋ

Ｔ

，

则由多维中心极限定理知，在 ｎ→∞时，

Ｖ（θ０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｉ（θ０））， （３ ６５）

从而由式（３ ６１）知，Ｉ－１（θ０）Ｖ（θ０）与 Ｄ（θ０）有相同的极限分布 ． 不仅如此，由

ＭＬＥ 渐近正态性定理的证明过程知，Ｉ－１（θ０）Ｖ（θ０）与 Ｄ（θ０）仅相差一个依概率
收敛于 ０ 的量 ．

因为密度函数族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ Θ｝满足定理 ３ １８ 的四个条件，则由式
（３ ６４）知

p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ０ y） 与 Ｄ（θ０）

Ｔ Ｉ（θ０）Ｄ（θ０），



§ ３ ６　 似然比检验 ２３５　　

从而

p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ０ y） 与 ＶＴ（θ０）Ｉ

－ １
（θ０）Ｖ（θ０）

仅相差一个依概率收敛于 ０ 的量，它们有相同的极限分布 ．

同理，因为密度函数族｛槇ｐ（ｘ；φ）：φ ■ Ａ｝也满足定理 ３ １８ 的四个条件，
所以

p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ０ y） 与 ＵＴ（φ０）Ｊ

－ １
（φ０）Ｕ（φ０）

仅相差一个依概率收敛于 ０ 的量，它们有相同的极限分布，其中

Ｕ（φ）＝ １

槡ｎ

ｎ

ｉ ＝ １

ｌｎ 槇ｐ（ｘｉ；φ）
φ１

，…，
ｎ

ｉ ＝ １

ｌｎ 槇ｐ（ｘｉ；φ）
φp y

ｒ

Ｔ

，

　 　 　 　 　 　 Ｊ（φ）＝ （Ｊｉｊ（φ））ｒ × ｒ，

其中

Ｊｉｊ（φ）＝ ∫ｘｌｎ
槇ｐ（ｘ；φ）
φ ｉ

ｌｎ 槇ｐ（ｘ；φ）
φ ｊ

槇ｐ（ｘ；φ）ｄμ（ｘ）．

令 Ｂ（φ）＝ （Ｂｉｊ（φ））ｒ×ｋ，其中 Ｂｉｊ（φ）＝
ｇｊ（φ）
φ ｉ

． 注意到 θ ＝ ｇ（φ），θ０ ＝ ｇ（φ０）． 从

而有

Ｕ（φ０）＝ Ｂ（φ０）Ｖ（θ０），

Ｊ（φ０）＝ Ｂ（φ０）Ｉ（θ０）Ｂ
Ｔ
（φ０）， （３ ６６）

所以

p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ０ y）

与

Ｖ（θ０）
ＴＢＴ（φ０）Ｊ

－ １
（φ０）Ｂ（φ０）Ｖ（θ０）

仅相差一个依概率收敛于 ０ 的量，它们有相同的极限分布 ．

注意到 ｐ（ｘ；θ０）＝ 槇ｐ（ｘ；φ０），ｐ（ｘ；θ^０）＝ 槇ｐ（ｘ；φ^０），从而有
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２ｌｎ λ（Ｘ）＝ p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^０ y）

＝ p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ^）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ ｐ（Ｘｉ；θ０ y） －

p２ ｎ
ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ^０）－

ｎ

ｉ ＝ １
ｌｎ 槇ｐ（Ｘｉ；φ０ y） ，

则 ２ｌｎ λ（Ｘ）与

Ｖ（θ０）
Ｔ
［Ｉ － １（θ０）－ Ｂ

Ｔ
（φ０）Ｊ

－ １
（φ０）Ｂ（φ０）］Ｖ（θ０）

仅相差一个依概率收敛于 ０ 的量，它们有相同的极限分布 ． 令 Ｗ（θ０）＝ Ｉ
－ １２（θ０）

Ｖ（θ０），则由式（３ ６５）知，Ｗ（θ０） →
Ｌ
Ｎ（０，Ｉ），且 ２ｌｎ λ（Ｘ）与

ＷＴ
（θ０）（Ｉ － Ｇ（θ０））Ｗ（θ０）

有相同的极限分布，其中

Ｇ（θ０）＝ Ｉ
１
２（θ０）Ｂ

Ｔ
（φ０）Ｊ

－ １
（φ０）·Ｂ（φ０）Ｉ

１
２（θ０）．

由式（３ ６６）知，Ｉ－Ｇ（θ０）是幂等矩阵，且 Ｉ－Ｇ（θ０）的秩为

ｋ － ｔｒ（Ｇ（θ０））＝ ｋ － ｔｒ（Ｊ
－ １
（φ０）Ｂ（φ０）Ｉ（θ０）Ｂ

Ｔ
（φ０））

＝ ｋ － ｒ，

所以 ２ｌｎ λ（Ｘ）的极限分布为 χ２（ｋ－ｒ）．定理证毕 ．

§ ３ ６ ４　 二维列联表的独立性检验

设有 Ｘ，Ｙ 两个离散型随机变量，分别取 ｒ 个和 ｃ 个值，与此相联系的有一个

二维列联表 ｒ× ｃ． 作 ｎ 次观测，在（ｉ，ｊ）格的观测频数为 ｎｉｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，
２，…，ｃ．观测值落入（ｉ，ｊ）格的概率为 ｐｉｊ ． 观测频数｛ｎｉｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，
ｃ｝服从多项分布，其概率密度为

ｎ！


ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｎｉｊ！

ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｐｎｉｊｉｊ ．

由于
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ ＝ １，所以参数空间
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Θ C＝ ｐｉｊ：ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ；ｐｉｊ ≥ ０，
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｐｉｊ ＝ o１

中独立参数只有 ｒｃ－１ 个 ．故 Θ 是 ｒｃ－１ 维欧氏空间的一个含有内点的集合 ． ｐ ｉｊ的

ＭＬＥ 为 ｐ^ ｉｊ ＝ ｎｉｊ ／ ｎ．
考虑独立性检验，原假设 Ｈ０：ｐｉｊ ＝ ｐｉ· ｐ· ｊ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ，其中 ｐｉ·

和 ｐ· ｊ分别是 Ｘ 和 Ｙ 的边缘分布 ．原假设成立时，ｐｉｊ ＝ ｐｉ· ｐ· ｊ，所以其参数空间 Θ０
与下述集合 Ａ 一一对应：

CＡ ＝ （ｐｉ·，ｐ·ｊ）：ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ，ｐｉ·≥ ０，ｐ·ｊ ≥ ０，
ｒ

ｉ ＝ １
ｐｉ· ＝ 

ｃ

ｊ ＝ １
ｐ·ｊ ＝ o１ ．

Ａ 中独立参数只有 ｒ＋ｃ－２ 个 ．故 Ａ 是 ｒ＋ｃ－２ 维欧氏空间的一个含有内点的集合 ．

这时，ｐｉｊ的 ＭＬＥ 为 ｐ^ ｉ· ｐ^· ｊ ＝
ｎｉ
ｎ
ｎｊ
ｎ
，其中 ｎｉ· ＝

ｃ

ｊ ＝ １
ｎｉｊ，ｎ· ｊ ＝

ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉｊ ．

该检验问题的似然比统计量为

Λ ＝

ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｎｉｊp yｎ
ｎｉｊ


ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｎｉ·
ｎ
ｎ·ｊp yｎ

ｎｉｊ
，

由于（ｒｃ－１）－（ｒ＋ｃ－２）＝ （ｒ－１）（ｃ－１），故在原假设成立时，２ｌｎ Λ 的极限分布为
χ２（（ｒ－１）（ｃ－１））．在 ２ｌｎ Λ≥χ２１－α（（ｒ－１）（ｃ－１））时，也就是在

２
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｎｉｊ ｌｎ

ｎｎｉｊ
ｎ ｉ·ｎ·ｊ

≥ χ２１ －α（（ｒ － １）（ｃ － １））

的时候，拒绝原假设 ．
与例 ３ １６ 相类似地，在原假设 Ｈ０为真时，可以推出（见习题 ３ １９）

２ｌｎ Λ ＝
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

（ｎｉｊ － ｎｐ^ ｉ·ｐ^·ｊ）
２

ｎｐ^ ｉ·ｐ^·ｊ
＋ 依概率收敛于 ０ 的量，

右边就是二维列联表的独立性检验问题的 χ２拟合优度检验统计量 ．

§ ３ ６ ５　 三维列联表的条件独立性检验

首先看下面的例子 ． 表 ３ ２ 是 １９７６—１９７７ 年美国佛罗里达州的凶杀案件
中，３２６ 个被告人的肤色和死刑判决情况的分类表［６］．
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表 ３ ２　 被告人的肤色和死刑判决情况的分类表

被告人
死刑

是 否
合计

白人 １９ １４１ １６０

黑人 １７ １４９ １６６

合计 ３６ ２９０ ３２６

　 　 二维列联表的独立性检验似然比统计量 ２ｌｎ Λ ＝ ０ ． ２２１ ４，它比 χ２（１）分布的
中位数 ０ ． ４５５ ０ 还要小，不能拒绝被告人的肤色和死刑判决相互独立的原假设，
认为白人被判死刑的概率等于黑人被判死刑的概率 ．事实上，表 ３ ２ 的数据显示
出，白人被判死刑的比例较高，等于 １１ ． ９％，而黑人被判死刑的比例却较低，等
于 １０ ． ２％ ．这显然与当时美国的现实是不相符的 ． 后来人们将被害人的肤色也
考虑进去，构造了三维列联表，得到的结论就不一样了 ． 三维列联表如表 ３ ． ３
所示 ．

表 ３ ３　 被告人与被害人的肤色以及死刑判决情况的分类表

被告人 被害人
死刑

是 否
死刑判决的比例

白人
白人 １９ １３２ ０ ． １２６
黑人 ０ ９ ０ ． ０００

黑人
白人 １１ ５２ ０ ． １７５
黑人 ６ ９７ ０ ． ０５８

如果被害人是白人，那么白人被判死刑的比例与黑人被判死刑的比例分别为

１２ ． ６％与 １７ ． ５％；如果被害人是黑人，那么白人被判死刑的比例与黑人被判死
刑的比例分别为 ０ 与 ５ ． ８％ ． 这说明，无论被害人是白人还是黑人，黑人被判死
刑的比例都是比较高的 ．尤其是在被害人是黑人时，白人没有被判死刑的 ． 这说
明在美国有种族歧视，死刑判决与肤色密切有关 ． 此例告诉我们，在将三维列联
表合并成二维列联表进行分析时，由于删去了一个因子，有可能产生问题 ． 人们
有必要研究三维列联表，或更高维列联表的统计分析 ．

设有 Ｘ，Ｙ，Ｚ 三个离散型随机变量，与此相联系的有一个三维列联表 ｒ×ｃ×ｔ．
做 ｎ 次观测，在（ｉ，ｊ，ｋ）格的观测频数为 ｎｉｊｋ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ，ｋ ＝ １，
２，…，ｔ．观测值落入（ｉ，ｊ，ｋ）格的概率为 ｐｉｊｋ ．｛ｎｉｊｋ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ，ｌ ＝ １，
２，…，ｔ｝服从多项分布，其概率密度为

ｎ！


ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １
ｎｉｊｋ！

ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １
ｐｎｉｊｋｉｊｋ ，
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由于
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １
ｐｉｊｋ ＝ １，所以参数空间

Θ C＝ ｐｉｊｋ：ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ；ｋ ＝ １，２，…，ｔ；ｐｉｊｋ ≥ ０，ｒ
ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １
ｐｉｊｋ ＝ o１

中独立参数只有 ｒｃｔ－１ 个 ．故 Θ 是 ｒｃｔ－１ 维欧氏空间的一个含有内点的集合 ． ｐ ｉｊｋ
的 ＭＬＥ 为 ｐ^ ｉｊｋ ＝ ｎｉｊｋ ／ ｎ．

这里有三个检验问题，原假设分别是三个随机变量相互独立，一个随机变量

和另两个随机变量相互独立，以及给定一个随机变量后另两个随机变量相互条

件独立 ．前两个问题类似于二维列联表的独立性检验问题，故从略 ． 最后一个问
题是有关条件独立性的检验，下面来讨论这个检验问题 ． 这里仅考虑给定 Ｚ 之
后，Ｘ 和 Ｙ 相互条件独立的检验问题 ．

若条件独立性成立，则有

Ｐ（Ｘ ＝ ｉ，Ｙ ＝ ｊ ｜ Ｚ ＝ ｋ）＝ Ｐ（Ｘ ＝ ｉ ｜ Ｚ ＝ ｋ）Ｐ（Ｙ ＝ ｊ ｜ Ｚ ＝ ｋ），

从而有

ｐｉｊｋ ＝
ｐｉ·ｋ ｐ·ｊｋ
ｐ·· ｋ

， （３ ６７）

其中 ｐｉ·ｋ，ｐ· ｊｋ和 ｐ··ｋ分别是（Ｘ，Ｚ），（Ｙ，Ｚ）和 Ｚ 的边缘分布 ． 由此（习题 ３ ２１）
推得，条件独立性成立时，ｐｉｊｋ的 ＭＬＥ 为

ｐ^ ｉ·ｋ ｐ^·ｊｋ
ｐ^··ｋ

＝
ｎｉ·ｋ ｎ·ｊｋ
ｎｎ··ｋ

．

　 　 条件独立性的原假设成立时，由式（３ ６７）知，其参数空间 Θ０与下述集合 Ａ
一一对应：

CＡ ＝ （ｐｉ·ｋ，ｐ·ｊｋ，ｐ··ｋ）：ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ；ｋ ＝ １，２，…，ｔ；

ｐｉ·ｋ ≥ ０，ｐ·ｊｋ ≥ ０，
ｒ

ｉ ＝ １
ｐｉ·ｋ ＝

ｃ

ｊ ＝ １
ｐ·ｊｋ ＝ ｐ··ｋ，

ｔ

ｋ ＝ １
ｐ··ｋ ＝ o１ ，

Ａ 中独立参数只有 ｔ（ｒ＋ｃ－１）－１ 个（习题 ３ ２１）．
该检验问题的似然比统计量为

Λ ＝

ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １

ｎｉｊｋp yｎ
ｎｉｊｋ


ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １

ｎｉ·ｋ ｎ·ｊｋ
ｎｎ··

p y
ｋ

ｎ ｉｊｋ
·
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由于（ｒｃｔ－１）－［ｔ（ｒ＋ｃ－１）－１］＝ ｔ（ｒ－１）（ｃ－１），故在原假设成立时，２ｌｎ Λ 的极限
分布为 χ２（ｔ（ｒ－１）（ｃ－１））．在 ２ｌｎ Λ≥χ２１－α（ｔ（ｒ－１）（ｃ－１））时，即在

２
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

ｔ

ｋ ＝ １
ｎｉｊｋ ｌｎ

ｎ··ｋ ｎ ｉｊｋ
ｎ ｉ·ｋ ｎ·ｊｋ

≥ χ２１ －α（ｔ（ｒ － １）（ｃ － １））

的时候，拒绝原假设 ．
上述关于佛罗里达州的凶杀案件的例子中，考虑给定被害人的肤色后，被告

人的肤色与死刑判决的条件独立性的检验问题（给定被告人的肤色后被害人的

肤色与死刑判决的条件独立性的检验问题，以及给定是否死刑判决后被告人的

肤色与被害人的肤色的条件独立性的检验问题留作习题 ３ ２２）． 经计算，似然比
检验统计量 ２ｌｎ Λ ＝ １ ． ８８ ． 渐近 χ２分布的自由度为 ２ 由于 Ｐ｛χ２（２）≥１ ． ８８｝≈
０ ３９，所以我们不拒绝条件独立性原假设 ． 认为给定被害人的肤色后，被告人的
肤色与死刑判决是条件独立的 ．由此可以看到，被害人的肤色与死刑判决有关，
被害人的肤色与被告人的肤色有关 ．前者说明在美国有种族歧视 ．

与似然比检验法相类似的，还有 Ｗａｌｄ（沃尔德）检验法和 Ｒａｏ 的 Ｓｃｏｒｅ 检验
法 ．这两个检验方法的详细介绍见本章参考文献［３］和［４］．

§ ３ ７　 Ｕ 统计量检验

§ ３ ７ １　 Ｕ 统计量

上述各种检验方法基本上适用于参数结构 ． 这些方法往往要求总体分布族
的密度函数的数学形式已知，且只含有限个未知参数 ． 但有的时候，人们难以由
经验或某种理论得到总体的参数结构，而只能得到非参数结构 ．因此有必要寻求
非参数结构的检验方法 ．首先看下面的例子 ．

例 ３ １７［５］　 令 Ｘ 表示某种电子元器件的寿命 ． 根据经验或某种理论，常假
设 Ｘ 服从指数分布，或 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布，或对数正态分布等 ． 但有时很难作出这样
的假设，或人们不愿意有这样的假设，而宁愿在一个较大的范围内考虑问题 ． 例
如，仅假设 Ｘ 为取非负值的连续型随机变量 ．这样我们就涉及一个非参数结构 ．

如果对任意的 ｓ＞０，ｔ＞０，都有 Ｐ（Ｘ＞ｓ＋ｔ ｜ Ｘ＞ｔ）＜Ｐ（Ｘ＞ｓ），则称该元件老化 ． 如
果对任意的 ｓ＞０，ｔ＞０，都有 Ｐ（Ｘ＞ｓ＋ｔ ｜ Ｘ＞ｔ）＝ Ｐ（Ｘ＞ｓ），则称该元件无老化 ． 在可靠
性统计中，一个很重要的检验问题是：

原假设 Ｈ０：元件无老化 　 对 　 备择假设 Ｈ１：元件老化 ． （３ ６８）
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若 Ｘ 取参数结构，服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布，其分布函数为 Ｆ（ｘ）＝ １ －ｅｘｐ －ｘ
α

C oσ ，

则有

Ｐ（Ｘ ＞ ｓ）＝ ｅｘｐ － ｓ
αC oσ ，

Ｐ（Ｘ ＞ ｓ ＋ ｔ ｜ Ｘ ＞ ｔ）＝ Ｐ（Ｘ ＞ ｓ ＋ ｔ，Ｘ ＞ ｔ）
Ｐ（Ｘ ＞ ｔ）

＝ Ｐ（Ｘ ＞ ｓ ＋ ｔ）
Ｐ（Ｘ ＞ ｔ）

＝ ｅｘｐ － （ｓ ＋ ｔ）
α － ｔαC oσ

．

显然，在 α ＝ １ 时，ｓα ＝（ｓ＋ｔ）α－ｔα，从而 Ｐ（Ｘ＞ｓ＋ ｔ ｜ Ｘ＞ ｔ）＝ Ｐ（Ｘ＞ｓ），元件无老化；而

在 α＞１ 时，ｓα＜（ｓ＋ｔ）α－ｔα，从而 Ｐ（Ｘ＞ｓ＋ ｔ ｜ Ｘ＞ ｔ）＜Ｐ（Ｘ＞ ｓ），元件老化 ． 故上述检验

问题在 Ｗｅｉｂｕｌｌ 分布场合就简化为关于形状参数 α 的检验问题，原假设 Ｈ０：α ＝ １

对备择假设 Ｈ１：α＞１ ．受此启发，我们在 Ｘ 取非参数结构时，亦寻求一个参数，使
得检验问题化为关于这个参数的检验问题 ．

设 Ｘ 为取非负值的连续随机变量，它的分布函数为 Ｆ（ｘ）．显然，

Ｐ（Ｘ ＞ ｓ ＋ ｔ ｜ Ｘ ＞ ｔ）＝ Ｐ（Ｘ ＞ ｓ）Ｆ（ｓ ＋ ｔ）＝ Ｆ（ｓ）Ｆ（ｔ），

Ｐ（Ｘ ＞ ｓ ＋ ｔ ｜ Ｘ ＞ ｔ）＜ Ｐ（Ｘ ＞ ｓ）Ｆ（ｓ ＋ ｔ）＜ Ｆ（ｓ）Ｆ（ｔ），

其中 Ｆ（ｘ）＝ １－Ｆ（ｘ）．为此，我们令

ω ＝ ∫
∞

０ ∫
∞

０
［Ｆ（ｓ）Ｆ（ｔ）－ Ｆ（ｓ ＋ ｔ）］ｄＦ（ｓ）ｄＦ（ｔ），

则检验问题可简化为关于参数 ω 的检验问题

原假设 Ｈ０：ω ＝ ０　 对 　 备择假设 Ｈ１：ω ＞ ０ ． （３ ６９）

由于

∫
∞

０ ∫
∞

０
Ｆ（ｓ）Ｆ（ｔ）ｄＦ（ｓ）ｄＦ（ｔ）＝ ∫

１

０ ∫
１

０
（１ － ｕ）（１ － ｖ）ｄｕｄｖ ＝ １

４
，

∫
∞

０ ∫
∞

０
Ｆ（ｓ ＋ ｔ）ｄＦ（ｓ）ｄＦ（ｔ）＝ ∫

∞

０ ∫
∞

０
Ｐ（Ｘ１ ＞ ｘ２ ＋ ｘ３）ｄＦ（ｘ２）ｄＦ（ｘ３）

＝ Ｐ（Ｘ１ ＞ Ｘ２ ＋ Ｘ３），

所以
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ω ＝ １４
－ Ｐ（Ｘ１ ＞ Ｘ２ ＋ Ｘ３），

其中 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３是该元器件的寿命试验的任意三次记录 ．
若令 θ ＝Ｐ（Ｘ１ ＞Ｘ２ ＋Ｘ３），则把检验问题（３ ６９）进一步简化为关于参数 θ 的

检验问题

原假设 Ｈ０：θ ＝
１
４
　 对 　 备择假设 Ｈ１：θ ＜

１
４
． （３ ７０）

　 　 为了寻求检验统计量，首先得讨论 θ 的估计问题 ． 这是非参数估计问题 ． 设
Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是该元器件的寿命试验的 ｎ 次记录，即它是来自取非负值的
连续随机变量的分布函数 Ｆ（ｘ）的样本 ．容易看出

ψ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１， Ｘ１ ＞ Ｘ２ ＋ Ｘ３，

０， Ｘ１ ≤ Ｘ２ ＋ Ｘ
C

３

是 θ 的一个无偏估计 ．考虑到样本中各个分量的地位是相同的，故定义对称函数

（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
ψ（Ｘｉ１，Ｘｉ２，Ｘｉ３）

３！
，

它也是 θ 的一个无偏估计，其中（ｉ１，ｉ２，ｉ３）是（１，２，３）的一个置换，对所有这种
置换求和 ． ψ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）和 （Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）都是 θ 的无偏估计，但 （Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）的
方差不可能比 ψ（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）的方差大（习题 ３ ２４）．进一步令

Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）＝
（Ｘｉ１，Ｘｉ２，Ｘｉ３）

ｎp y３
， （３ ７１）

其中 １≤ｉ１ ＜ｉ２ ＜ｉ３≤ｎ，对所有这种组合（ｉ１，ｉ２，ｉ３）求和 ． 则 Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）仍
是 θ 的一个无偏估计 ．它的方差不可能比 （Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）的方差大（习题 ３ ２４）．
由于在备择假设 Ｈ１为真时，θ 的值较小，故很自然地，我们在 Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）
≤ｃ 时，拒绝原假设，认为元件老化 ．如何确定临界值 ｃ 的问题留待下面解决 ．

形如式（３ ７１）的统计量就是 § ２ ２ ４ 给出的 Ｕ 统计量 ．

§ ３ ７ ２　 Ｕ 统计量的期望和方差

设有样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ），并设  为 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ（ｍ≤ ｎ）的对称函

数，令

Ｕ ＝Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）＝








ｎ

ｍ

－１

（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）， （３ ７２）
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其中 １≤ｉ１ ＜ｉ２ ＜… ＜ ｉｍ≤ｎ，对所有的组合（ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ）求和，则 Ｕ（或 Ｕ（Ｘ１，
Ｘ２，…，Ｘｎ））是以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）为核的 Ｕ 统计量 ．

若令 θ ＝Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）），则 Ｕ 统计量的数学期望 Ｅ（Ｕ）＝ θ． 为简化 Ｕ
统计量的方差的计算，不妨假设 θ ＝ ０ ． 否则，以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）－θ 为核构造 Ｕ
统计量 ．下面，我们来计算 Ｕ 的方差 ．为此首先在 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ（ｃ≤ｍ）给定的条
件下，计算 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）的条件期望

 ｃ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｃ）＝ Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ），（３ ７３）

其中 ｃ ＝ １，２，…，ｍ．则

Ｅ（ ｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ））＝ Ｅ（Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）｜ Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ））

＝ Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ））＝ ０ ．

记

Ｅ（ ｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ））
２ ＝ σ２ｃ，　 ｃ ＝ １，２，…，ｍ， （３ ７４）

若 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）的方差有限，则 σ
２
ｃ也有限（习题 ３ ２４）．由式（３ ７２）知，Ｕ 统

计量的方差为

Ｖａｒ（Ｕ）＝ p yｎｍ
－２

Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）（Ｘｊ１，Ｘｊ２，…，Ｘｊｍ）），

其中 １≤ｉ１ ＜ｉ２ ＜…＜ ｉｍ≤ｎ，１≤ ｊ１ ＜ ｊ２ ＜…＜ ｊｍ≤ｎ，对所有的组合（ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ）和
（ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ）求和 ．显然，在两集合｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ｝和｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ｝无公共元素
时，有

Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）（Ｘｊ１，Ｘｊ２，…，Ｘｊｍ））＝ ０，

所以

Ｖａｒ（Ｕ）＝ p yｎｍ
－ ２


ｍ

ｃ ＝ １
Ｍ（ｃ），

其中

Ｍ（ｃ）＝ Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）（Ｘｊ１，Ｘｊ２，…，Ｘｊｍ））， （３ ７５）

这里 １≤ ｉ１ ＜ ｉ２ ＜… ＜ ｉｍ≤ ｎ，１≤ ｊ１ ＜ ｊ２ ＜… ＜ ｊｍ≤ ｎ，且两集合｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ｝和｛ｊ１，
ｊ２，…，ｊｍ｝中恰有 ｃ（ｃ ＝ １，２，…，ｍ）个元素相同，表示对所有这样的组合（ｉ１，
ｉ２，…，ｉｍ）和（ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ）求和 ．

由样本的独立同分布性知，在两集合｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ｝和｛ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ｝中恰有 ｃ
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个元素相同时，有

Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）（Ｘｊ１，Ｘｊ２，…，Ｘｊｍ））

＝Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ）），

所以式（３ ７５）右边和式中的各个项都相等 ．因此

Ｍ（ｃ）＝ p yｎｍ p yｍｃ
ｎ － ｍp yｍ － ｃ

Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ）），

在 Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ给定的条件下，计算 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋１，…，

Ｘ２ｍ－ｃ）的条件期望．由于在 Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ给定时，（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）和（Ｘ１，…，Ｘｃ，

Ｘｍ＋１，…，Ｘ２ｍ－ｃ）相互条件独立和同条件分布，则有

Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ）

＝Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ）·

Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ ＝ ｘｃ）

＝［ ｃ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｃ）］
２
，

所以

Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ））

＝Ｅ（Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）（Ｘ１，…，Ｘｃ，Ｘｍ＋ １，…，Ｘ２ｍ － ｃ）｜ Ｘ１，…，Ｘｃ））

＝Ｅ（（ ｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ））
２
）＝ σ２ｃ，

从而 Ｍ（ｃ）＝ p yｎｍ p yｍｃ ｎ－ｍ
ｍ－p yｃ σ２ｃ ．故 Ｕ 统计量的方差为

Ｖａｒ（Ｕ）＝p yｎｍ
－ １


ｍ

ｃ ＝ １ p yｍｃ
ｎ － ｍp yｍ － ｃ

σ２ｃ

＝
ｍ

ｃ ＝ １ p yｍｃ ｍ！
（ｍ － ｃ）！

（ｎ － ｍ）（ｎ － ｍ － １）…（ｎ － ２ｍ ＋ ｃ ＋ １）
ｎ（ｎ － １）…（ｎ － ｍ ＋ １） σ２ｃ ．

由于（ｎ－ｍ）（ｎ－ｍ＋１）…（ｎ－２ｍ＋ｃ＋１）和 ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｍ＋１）分别是 ｎ 的 ｍ－ｃ 和
ｍ 次多项式，所以
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Ｖａｒ（Ｕ）＝
ｍ

ｃ ＝ １ p yｍｃ ｍ！
（ｍ － ｃ）！

［ｎ －ｃ ＋ Ｏ（ｎ －ｃ － １）］σ２ｃ

＝ｍ２［ｎ － １ ＋ Ｏ（ｎ － ２）］σ２１ ＋
ｍ

ｃ ＝ ２ p yｍｃ ｍ！
（ｍ － ｃ）！

［ｎ －ｃ ＋ Ｏ（ｎ －ｃ － １）］σ２ｃ

＝ｍ
２

ｎ σ
２
１ ＋ Ｏ（ｎ

－ ２
）． （３ ７６）

　 　 在例 ３ １７ 中，ｍ ＝ ３ ． 当原假设 Ｈ０成立时，θ ＝
１
４
，则 Ｅ（Ｕ）＝ θ ＝ １４

． 由式

（３ ７３）及样本的独立同分布性知

１（ｘ１）＝Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１）

＝ １
３
Ｐ（ｘ１ ＞ Ｘ２ ＋ Ｘ３）＋

２
３
Ｐ（Ｘ２ ＞ Ｘ３ ＋ ｘ１）

＝ １
３ ∫

ｘ１

０
Ｆ（ｘ１ － ｘ３）ｄＦ（ｘ３）＋

２
３ ∫

∞

０
Ｆ（ｘ３ ＋ ｘ１）ｄＦ（ｘ３），

当原假设成立时，由于对任意的 ｓ＞０，ｔ＞０，都有 Ｆ（ｓ＋ｔ）＝ Ｆ（ｓ）Ｆ（ｔ），则有

Ｆ（ｘ１ － ｘ３）＝ １ －
Ｆ（ｘ１）

Ｆ（ｘ３）
，　 Ｆ（ｘ３ ＋ ｘ１）＝ Ｆ（ｘ３）Ｆ（ｘ１），

从而

１（ｘ１）＝
１
３ ∫

ｘ１

０
１ －
Ｆ（ｘ１）

Ｆ（ｘ３
p y

）
ｄＦ（ｘ３）＋

２
３ ∫

∞

０
Ｆ（ｘ３）Ｆ（ｘ１）ｄＦ（ｘ３）

＝ １
３
［Ｆ（ｘ１）＋ Ｆ（ｘ１）ｌｎ Ｆ（ｘ１）］＋

１
３
Ｆ（ｘ１）

＝ １
３
［１ ＋ Ｆ（ｘ１）ｌｎ Ｆ（ｘ１）］，

下面计算 １（Ｘ１）的方差 σ
２
１ ．由于当原假设成立时，

Ｅ（１（Ｘ１））＝
１
４
，

Ｅ（１（Ｘ１））
２ ＝ １
９ ∫

∞

０
［１ ＋ Ｆ（ｘ１）ｌｎ Ｆ（ｘ１）］

２ ｄＦ（ｘ１）
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＝ １
９ ∫

１

０
［１ ＋ （１ － ｕ）ｌｎ（１ － ｕ）］２ ｄｕ ＝ ３１

４８６
，

所以

σ２１ ＝
３１
４８６

－ １p y４
２

＝ ５
３ ８８８

，

同理（习题 ３ ２５），在原假设成立时，

２（ｘ１，ｘ２）＝
［Ｆ（ｘ１ － ｘ２）＋ Ｆ（ｘ１ ＋ ｘ２）］／ ３， ｘ１ ＞ ｘ２，

［Ｆ（ｘ２ － ｘ１）＋ Ｆ（ｘ１ ＋ ｘ２）］／ ３， ｘ２ ＞ ｘ１
C

，

σ２２ ＝
７
１ ２９６

；

３（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３），

σ２３ ＝
１
４８
．

所以

Ｖａｒ（Ｕ）＝ （ｎ － ３）（ｎ － ４）
ｎ（ｎ － １）（ｎ － ２）

５
４３２
＋ ｎ － ３
ｎ（ｎ － １）（ｎ － ２）

７
７２
＋ １
ｎ（ｎ － １）（ｎ － ２）

１
８

＝ ５
４３２ｎ

＋ Ｏ（ｎ － ２）．

§ ３ ７ ３　 Ｕ 统计量的渐近正态性

定理 ３ ２０　 对由式（３ ７２）定义的以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）为核的 Ｕ 统计量，在

核函数 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）的数学期望为 θ 且方差有限时，

槡ｎ（Ｕ － θ） →
Ｌ
Ｎ（０，ｍ２σ２１），ｎ → ∞，

其中 σ２１ ＞０，σ
２
ｃ（ｃ ＝ １，２，…，ｍ）由式（３ ７３）和式（３ ７４）给出 ．

证明：不妨假设 θ ＝ ０ ． 否则以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）－ θ 代替 （Ｘ１，Ｘ２，…，
Ｘｍ）．

显然，１（Ｘ１），２（Ｘ２），…，ｎ（Ｘｎ）独立同分布，其中函数 １由式（３ ７３）给

出 ． 令Ｖ ＝ ｍ
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
１（Ｘｉ），则由中心极限定理知，
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槡ｎ Ｖ →
Ｌ
Ｎ（０，ｍ２σ２１），　 ｎ → ∞ ．

因而，为证本定理，只需证明 ｎ→∞时，槡ｎ（Ｕ－Ｖ） →
Ｐ
０ ．由于 Ｅ（槡ｎ（Ｕ－Ｖ））＝ ０，

故只需证明 ｎ→∞时，Ｖａｒ（槡ｎ（Ｕ－Ｖ））→０ ．由式（３ ７６）知，

Ｖａｒ（槡ｎ Ｕ）＝ ｎ
ｍ２

ｎ σ
２
１ ＋ Ｏ（ｎ

－ ２r i） → ｍ２σ２１，　 ｎ → ∞ ． （３ ７７）

由于 １（Ｘ１）的方差为 σ
２
１，所以

Ｖａｒ（槡ｎ Ｖ）＝ ｍ
２σ２１ ． （３ ７８）

下面计算 Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）．

　 　 　 Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）＝ Ｅ（Ｕ·ｎＶ）＝ ｍ
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ（Ｕ１（Ｘｉ））

＝ ｍｎＥ（Ｕ１（Ｘ１））

＝ ｍｎ








ｎ

ｍ

－１

Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）１（Ｘ１）），

其中 １≤ｉ１ ＜ ｉ２ ＜…＜ ｉｍ≤ｎ，表示对所有的组合（ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ）求和 ． 若 ｉ１ ＞１，则
Ｅ（（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）１（Ｘ１））＝ ０ ．从而

Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）＝ ｍｎ








ｎ

ｍ

－１

Ｅ（（Ｘ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ）１（Ｘ１）），

其中 １＜ｉ２ ＜…＜ｉｍ≤ｎ，表示对所有的组合（ｉ２，ｉ３，…，ｉｍ）求和 ．因此

Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）＝ ｍｎp yｎｍ
－ １ ｎ － １

ｍ －p y１ Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）１（Ｘ１））．
在 Ｘ１ ＝ ｘ１给定的条件下，计算 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）１（Ｘ１）的条件期望

Ｅ｛（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）１（Ｘ１）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１｝＝ ［１（Ｘ１）］
２
，

则

Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）＝ ｍｎp yｎｍ
－ １ ｎ － １

ｍ －p y１ σ２１ ＝ ｍ２σ２１ ． （３ ７９）

从而由式（３ ７７）、式（３ ７８）和式（３ ７９）知，在 ｎ→∞时，
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Ｖａｒ（槡ｎ（Ｕ － Ｖ））＝ Ｖａｒ（槡ｎ Ｕ）＋ Ｖａｒ（槡ｎ Ｖ）－ ２Ｃｏｖ（槡ｎ Ｕ，槡ｎ Ｖ）→ ０，

定理证毕 ．

在例 ３ １７，ｍ ＝ ３，σ２１ ＝
５
３ ８８８

，在原假设 Ｈ０成立时，

槡ｎ Ｕ －
１p y４ →

Ｌ
Ｎ ０，５p y４３２

，

故在大样本场合下检验问题（３ ６８）的拒绝域为

Ｕ ≤ １
４
＋ ５
４３２槡 ｎ

Ｕα，

其中 Ｕα为标准正态分布 Ｎ（０，１）的 α 分位数 ．
例 ３ １８（对称中心的检验）　 设总体 Ｘ 的分布函数为 Ｆ（ｘ－θ），其中 Ｆ（ｘ）

是关于原点对称的连续型分布 ． 由此得到了一个非参数结构 ． 考虑检验问题

原假设 Ｈ０：θ ＝ ０　 对 　 备择假设 Ｈ１：θ ＞ ０， （３ ８０）

即检验对称分布的对称中心在原点，还是在原点的右边 ． 设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ是来自
总体 Ｘ 的一个样本 ．若 Ｘ 取参数结构，例如服从正态分布 Ｎ（μ，σ２），那么上述检
验问题就是关于均值 μ 的检验问题，常用 ｔ 检验法 ． 在 Ｘ 取非参数结构时，注
意到

原假设 Ｈ０：θ ＝ ０ 成立 Ｐ（Ｘ１ ＋ Ｘ２ ＞ ０）＝ ０ ． ５；

备择假设 Ｈ１：θ ＞ ０ 成立 Ｐ（Ｘ１ ＋ Ｘ２ ＞ ０）＞ ０ ． ５ ．

因而令 ω ＝ Ｐ（Ｘ１ ＋Ｘ２ ＞ ０）． 那么，上述检验问题可简化为关于参数 ω 的检验
问题，

原假设 Ｈ０：ω ＝ ０ ． ５　 对 　 备择假设 Ｈ１：ω ＞ ０ ． ５ ． （３ ８１）

显然，

（Ｘ１，Ｘ２）＝
１， Ｘ１ ＋ Ｘ２ ＞ ０，

０， Ｘ１ ＋ Ｘ２ ≤
C ０

是 ω 的一个无偏估计 ．然后由对称函数 （Ｘ１，Ｘ２）构造 Ｕ 统计量，

Ｕ ＝Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）＝
（Ｘｉ１，Ｘｉ２）

ｎ





２

，
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其中 １≤ｉ１ ＜ｉ２≤ｎ，表示对所有的组合（ｉ１，ｉ２）求和 ． Ｕ 也是 ω 的一个无偏估计 ．
由于在备择假设成立时，ω 的值较大，所以我们在 Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）≥ｃ 时，拒绝
原假设 ．

这里 ｍ ＝ ２ ．在原假设 Ｈ０为真时，Ｅ（Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ））＝ ０ ． ５，并且不难推得
（习题 ３ ２６），

１（ｘ１）＝ Ｆ（ｘ１），　 σ
２
１ ＝
１
１２
，

２（ｘ１，ｘ２）＝ （ｘ１，ｘ２），　 σ
２
２ ＝
１
４
，

所以

Ｖａｒ（Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ））＝
２ｎ － １
６ｎ（ｎ － １）

＝ １
３ｎ
＋ Ｏ（ｎ － ２）．

　 　 在原假设成立时，槡ｎ Ｕ－
１p y２ →

Ｌ
Ｎ ０，p y１３ ，ｎ→∞ ． 故在大样本场合下检验

问题（３ ８０）的拒绝域为

Ｕ ≥ １
２
＋ １
３槡ｎ
Ｕ１ －α ．

§ ３ ７ ４　 两样本 Ｕ 统计量

定义 ３ １２　 样本 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ１和 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ２分别来自相互独立的总体 Ｘ

和 Ｙ．设在 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１给定时，（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）为 Ｙ１，Ｙ２，…，

Ｙｍ２的对称函数，而在 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２给定时，（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）为

Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１的对称函数 ．令

　 　 　 　 　 Ｕ ＝Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ２）

＝
ｎ１

ｍ







１

－１ ｎ２

ｍ







２

－１

（Ｘｉ１，Ｘｉ２，…，Ｘｉｍ１；Ｙｊ１，Ｙｊ２，…，Ｙｊｍ２）， （３ ８２）

其中 １≤ｉ１ ＜…＜ｉｍ１≤ｎ１，１＜ｊ１ ＜…＜ ｊｍ２≤ｎ２，表示对所有的组合（ｉ１，ｉ２，…，ｉｍ１）和

（ｊ１，ｊ２，…，ｊｍ２）求和，则称 Ｕ 是以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）为核的两样本
Ｕ 统计量 ．

设 Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２））＝ θ，则 Ｕ 统计量的数学期望
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Ｅ（Ｕ）＝ θ．

与单样本的情况相类似地，令

　  ｃ１ｃ２（ｘ１，ｘ２，…，ｘｃ１；ｙ１，ｙ２，…，ｙｃ２）

＝ Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）｜ Ｘ１ ＝ ｘ１，…，Ｘｃ１ ＝ ｘｃ１；Ｙ１ ＝ ｙ１，…，Ｙｃ２ ＝ ｙｃ２），

σ ２ｃ１ｃ２ ＝ Ｖａｒ（ ｃ１ｃ２（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｃ２））， （３ ８３）

其中 ｃ１ ＝ ０，１，…，ｍ１；ｃ２ ＝ ０，１，…，ｍ２ ．注意：在 ｃ１ ＝ ｃ２ ＝ ０ 时，

００（ｘ１，ｘ２，…，ｘｃ１；ｙ１，ｙ２，…，ｙｃ２）＝ Ｅ（（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２））＝ θ，

σ ００ ＝ ０ ．

若 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）的方差有限，则 σ
２
ｃ１ｃ２
也有限 ． 与单样本的情

况相类似地，可以得到 Ｕ 统计量的方差，它等于

Ｖａｒ（Ｕ）＝
ｎ１

ｍ








１

－ １ ｎ２

ｍ








２

－ １


ｍ１

ｃ１ ＝ ０

ｍ２

ｃ２ ＝ ０

ｍ１

ｃ









１

ｎ１ － ｍ１

ｍ１ － ｃ








１

ｍ２

ｃ









２

ｎ２ － ｍ２

ｍ２ － ｃ








２

σ２ｃ１ｃ２

＝
ｍ２１
ｎ１
σ２１０ ＋

ｍ２２
ｎ２
σ２０１ ＋ Ｏ（ｎ

－ ２
１ ＋ ｎ

－ ２
２ ）．

　 　 定理 ３ ２１　 对由式（３ ８２）定义的以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）为核
的两样本 Ｕ 统计量，在核函数 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ２）的数学期望为 θ
且方差有限时，

Ｕ － θ
ｍ２１σ

２
１０

ｎ１
＋
ｍ２２σ

２
０１

ｎ槡 ２

→
Ｌ
Ｎ（０，１），　 ｎ１ → ∞，　 ｎ２ → ∞，

其中 σ２１０ ＞０，σ
２
０１ ＞０，σ

２
ｃ１ｃ２
（ｃ１ ＝ ０，１，…，ｍ１；ｃ２ ＝ ０，１，…，ｍ２）由式（３ ８３）给出 ．

证明与单样本的情况相类似
［５］．

例 ３ １９（位置参数的 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ（曼－惠特尼）检验）　 样本 Ｘ１，Ｘ２，…，
Ｘｎ１和 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ２分别来自相互独立的连续随机变量总体 Ｘ 和 Ｙ． 设 Ｘ 和 Ｙ 的
分布函数分别为 Ｆ 和 Ｇ． 考虑检验问题，原假设 Ｈ０：对任意的 ｘ，都有 Ｆ（ｘ）＝
Ｇ（ｘ），备择假设 Ｈ１：对任意的 ｘ，都有 Ｆ（ｘ）＞Ｇ（ｘ）．

在 Ｘ 和 Ｙ 服从方差相等的正态分布时，这就是比较两个正态分布的均值的
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检验问题，常用 ｔ 检验法 ．
在 Ｇ（ｘ）＝ Ｆ（ｘ－ａ）时，这就是关于位置参数 ａ 的检验问题，原假设即变为

Ｈ０：ａ ＝ ０，而备择假设即变为 Ｈ１：ａ＞０ ． 这个检验问题常称为位置参数的检验问
题，受人关注 ．

在原假设成立，即对任意的 ｘ，都有 Ｆ（ｘ）＝ Ｇ（ｘ）时，

Ｐ（Ｘ ＜ Ｙ）＝ ∫
∞

－∞
Ｆ（ｙ）ｄＧ（ｙ）＝ ∫

１

０
ｕｄｕ ＝ ０ ． ５ ． （３ ８４）

而在备择假设为真，即对任意的 ｘ，都有 Ｆ（ｘ）＞Ｇ（ｘ）时，

Ｐ（Ｘ ＜ Ｙ）＝ ∫
∞

－∞
Ｆ（ｙ）ｄＧ（ｙ）＞ ∫

∞

－∞
Ｇ（ｙ）ｄＧ（ｙ）＝ ∫

１

０
ｕｄｕ ＝ ０ ． ５ ． （３ ８５）

在 Ｐ（Ｘ＜Ｙ）＞０ ． ５ 时，这时我们称 Ｘ 随机地比 Ｙ 小，记为“Ｘ＜
ｒ

Ｙ”．由式（３ ８４）和式
（３ ８５）知，我们令 ω ＝Ｐ（Ｘ＜Ｙ）．那么上述检验问题可简化为关于参数 ω 的检验
问题，原假设 Ｈ０：ω ＝ ０ ． ５ 对备择假设 Ｈ１：ω＞０ ． ５ ．显然，以

（Ｘ１，Ｙ１）＝
１， Ｘ１ ＜ Ｙ１，

０， Ｘ１ ≥ Ｙ
C

１

为核构造的 Ｕ 统计量，

Ｕ ＝Ｕ（Ｘ１，…，Ｘｎ１；Ｙ１，…，Ｙｎ２）＝
（Ｘｉ；Ｙｊ）
ｎ１ｎ２

（３ ８６）

是 ω 的无偏估计，其中 １≤ｉ≤ｎ１，１≤ ｊ≤ｎ２，表示对所有的 ｉ 和 ｊ 求和 ． 该 Ｕ 统
计量是 Ｍａｎｎ 和 Ｗｈｉｔｎｅｙ 在 １９４７ 年提出的，人们称它为 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ 统计量 ．
由于在备择假设为真时，ω 的值较大，所以我们在 Ｕ≥ ｃ 时，拒绝原假设，认为
“对任意的 ｘ，都有 Ｆ（ｘ）＞Ｇ（ｘ）”．

在原假设成立时，ω ＝ ０ ． ５，所以 Ｅ（Ｕ）＝ ０ ． ５ ．同时还有（习题 ３ ２７）

１０（ｘ１）＝ Ｇ（ｘ１）＝ Ｆ（ｘ１），　 ０１（ｙ１）＝ Ｆ（ｙ１），　 １１（ｘ１，ｙ１）＝ （ｘ１，ｙ１）；

σ２１０ ＝ σ
２
０１ ＝

１
１２
，　 σ２１１ ＝

１
４
，

所以

Ｖａｒ（Ｕ）＝
ｎ１ ＋ ｎ２ ＋ １
１２ｎ１ｎ２

．

据定理 ３ ２１ 知，在 ｎ１→∞，ｎ２→∞时，
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１２ｎ１ｎ槡 ２
Ｕ － ０ ． ５
ｎ１ ＋ ｎ槡 ２

→
Ｌ
Ｎ（０，１）， （３ ８７）

故在大样本场合下检验的拒绝域为

Ｕ ≥ １
２
＋

ｎ１ ＋ ｎ２
１２ｎ１ｎ槡 ２

Ｕ１ －α，

这个检验称为 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ 检验，或位置参数的 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ 检验 ．

§ ３ ８　 秩　 检　 验

除了 Ｕ 统计量检验方法外，秩检验方法也是非常重要的非参数结构的检验
方法 ．秩方法始于 １９０４ 年 Ｃ Ｓｐｅａｒｍａｎ（斯皮尔曼）提出的秩相关方法，但是秩方
法受到人们越来越大的重视是在 １９４５ 年 Ｆ Ｗｉｌｃｏｘｏｎ（威尔科克森）提出了秩和
检验方法之后 ．秩和检验方法用于两个总体位置参数的比较问题 ．它在应用上有
很大的意义，同时它还极大地推动了后来秩方法的发展 ．

秩和检验以及其他的秩方法都是建立在秩与秩统计量基础上的非参数方

法 ．下面首先介绍有关秩与秩统计量的基本概念和基本结论 ．

§ ３ ８ １　 秩

设有独立同分布的样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ． 不妨假设总体 Ｘ 是连续型随机变量，

从而以概率 １ 保证，样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ互不相等 ． 将样本由小到大排列成 ｘ（１）＜
ｘ（２）＜…＜ｘ（ｎ）．若 ｘｉ ＝ ｘ（Ｒ ｉ），则称 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ中的秩为 Ｒｉ，简称

ｘｉ的秩为 Ｒｉ，Ｒｉ ＝ １，２，…，ｎ． Ｒ ＝（Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ）以及 Ｒ 任意的可测函数称为秩统
计量 ．

Ｒ 服从离散型分布，它取 ｎ！个值 ． 由于样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ独立同分布，所以
Ｒ 取任意一组值（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）的概率都是 １ ／ ｎ！，其中（ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ）是 １，２，…，ｎ
的任意一个排列 ．这说明 Ｒ 服从均匀分布 ． 由此可见，秩统计量的分布和总体服
从什么样的分布是没有关系的 ．这就是秩方法之所以是非参数方法的缘由 ．

由于 Ｒ 服从均匀分布，所以单个的秩 Ｒｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）也服从均匀分布：

Ｐ（Ｒｉ ＝ ｒ）＝
１
ｎ
，　 ｒ ＝ １，２，…，ｎ，

从而我们有

定理 ３ ２２　 对任意的 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，都有
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Ｅ（Ｒｉ）＝
ｎ ＋ １
２
，　 Ｖａｒ（Ｒｉ）＝

ｎ２ － １
１２

，

同单个的秩 Ｒｉ，Ｒｉ和 Ｒｊ（ｉ≠ ｊ）的联合分布也是均匀分布：

Ｐ（Ｒｉ ＝ ｒ１，Ｒｊ ＝ ｒ２）＝
１

ｎ（ｎ － １）
，　 ｒ１ ≠ ｒ２，

从而我们有

定理 ３ ２３　 对任意的 １≤ｉ＜ｊ≤ｎ，都有

Ｃｏｖ（Ｒｉ，Ｒｊ）＝ －
ｎ ＋ １
１２
．

　 　 定理 ３ ２２ 和 ３ ２３ 的证明留作习题 ３ ２９ ．
秩方法的基本思想是，用 ｘｉ的秩 Ｒｉ代替 ｘｉ作统计推断 ． Ｒ ｉ可理解为 ｘｉ的得

分 ．一般地说，我们可以定义一个计分函数 ａ（ｒ），ｒ ＝ １，２，…，ｎ，在 ｘｉ的秩为 Ｒｉ时，
将 ｘｉ的得分定义为 ａ（Ｒｉ）． 和定理 ３ ２２ 和 ３ ２３ 相类似地，我们有定理 ３ ２４
和 ３ ２５ ．

定理 ３ ２４　 对任意的 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，都有

Ｅ（ａ（Ｒｉ））＝ ａ，

Ｖａｒ（ａ（Ｒｉ））＝
１
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ ａ）２，

其中 ａ ＝ １
ｎ 

ｎ

ｉ ＝ １
ａ（ｉ）．

定理 ３ ２５　 对任意的 １≤ｉ＜ｊ≤ｎ，都有

Ｃｏｖ（ａ（Ｒｉ），ａ（Ｒｊ））＝ －
１

ｎ（ｎ － １）
ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ ａ）２ ．

定理 ３ ２４ 和 ３ ２５ 的证明见习题 ３ ３０ ．
秩方法的内容非常丰富 ．本章就符号秩和检验与秩和检验这两个内容对秩

方法作一简单介绍 ．对秩方法，乃至非参数方法有兴趣，并且有志于研究这部分
内容的人士要认真学习陈希孺院士等的专著《非参数统计》．

§ ３ ８ ２　 符号秩和检验

在例 ３ １８ 我们用 Ｕ 统计量的方法研究对称中心的检验问题 ． 这个问题也
可以用秩方法来解决 ．假设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ独立同分布，其分布关于 θ 对称 ． 不妨假
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设这个对称分布是连续分布 ．由此知，以概率 １ 不仅能保证 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ两两互
不相等，而且任何一个 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）都不等于 θ． 考虑对称中心 θ 的检验
问题：

Ｈ０：θ ＝ ０　 对 　 Ｈ１：θ ＜ ０， （３ ８８）

令

ｕｉ ＝
１， ｘｉ ＞ ０，

０， 其他
C

，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，

Ｓ ＋ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉ ＝ ＃｛ｘｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝， （３ ８９）

其中记号“＃”表示计数 ． 显然，我们可以在 Ｓ＋比较小的时候拒绝原假设，认为

θ＜０ ．检验的 ｐ 值为 Ｐ（Ｚ≤Ｓ＋），其中 Ｚ ～ ｂ（ｎ，１ ／ ２），以后，我们将把诸如此类的 ｐ
值计算公式简写为 Ｐ（ｂ（ｎ，１ ／ ２）≤Ｓ＋）． 这个检验方法称为符号检验 ． 符号检验
仅仅使用样本数据是正数还是负数的信息，而没有使用样本数据值的大小的信

息 ．它并不能有效地解决对称中心 θ 是否等于 ０ 的检验问题 ．下面所述的符号秩
和检验方法就是符号检验的改进 ．

符号秩和检验方法之所以是符号检验的改进，就是因为它还用到了样本数

据值的大小的信息 ．我们首先将每一个样本都取绝对值 ｘ１ ， ｘ２ ，…， ｘｎ ．
由于总体服从连续分布，我们同样能够以概率 １ 保证 ｘ１ ， ｘ２ ，…， ｘｎ 两
两也互不相等 ．设 ｘｉ （ｉ ＝ １，２，…，ｎ）在 ｘ１ ， ｘ２ ，…， ｘｎ 中的秩为 Ｒｉ，
Ｒｉ ＝ １，２，…，ｎ．符号秩和检验的检验统计量为

Ｗ＋ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉＲｉ ． （３ ９０）

　 　 显然，Ｗ ＋不仅有样本数据是正数还是负数的信息，而且还有样本数据值的
大小的信息 ．和符号检验相类似，我们在 Ｗ ＋比较小的时候拒绝原假设，认为 θ＜
０ ．为了求检验的 ｐ 值和检验的临界值，下面研究原假设 Ｈ０：θ ＝ ０ 成立，即总体的

分布关于原点 ０ 对称时，符号秩和检验统计量 Ｗ ＋的分布的性质 ．
首先叙述关于原点 ０ 对称的连续分布的一个结论 ．
定理 ３ ２６　 假设连续随机变量 Ｘ 的分布关于原点 ０ 对称 ．令

ｕ ＝
１， Ｘ ＞ ０，

０， 其他
C

，
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则 ｜ Ｘ ｜和 ｕ 相互独立 ．
证明：ｕ 的分布律为 Ｐ（ｕ ＝ １）＝ Ｐ（ｕ ＝ ０）＝ １ ／ ２，所以欲证明 ｜ Ｘ ｜和 ｕ 相互独

立，仅需证明下面两个等式对任意的 ａ＞０ 都成立：

Ｐ（ Ｘ ≤ ａ，ｕ ＝ １）＝ Ｐ（ Ｘ ≤ ａ）Ｐ（ｕ ＝ １），

Ｐ（ Ｘ ≤ ａ，ｕ ＝ ０）＝ Ｐ（ Ｘ ≤ ａ）Ｐ（ｕ ＝ ０）．

我们只证明前一个等式，后一个等式可类似地证明 ．由于

Ｐ（ Ｘ ≤ ａ，ｕ ＝ １）＝ Ｐ（ Ｘ ≤ ａ，Ｘ ＞ ０）＝ Ｐ（０ ＜ Ｘ ≤ ａ），

Ｐ（ Ｘ ≤ ａ）＝ ２Ｐ（０ ＜ Ｘ ≤ ａ），

Ｐ（ｕ ＝ １）＝ １
２
，

故前一个等式得证 ．定理 ３ ２６ 证毕 ．
由定理 ３ ２６ 知，在样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ独立同分布，其分布是关于原点 ０ 对称

的连续分布时， ｘ１ ，ｕ１， ｘ２ ，ｕ２，…， ｘｎ ，ｕｎ相互独立 ． 我们知道 ｕ１，ｕ２，…，
ｕｎ之间相互独立，而 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ之间并不相互独立 ．但是在总体 Ｘ 的分布是关
于原点 ０ 对称的连续分布时，ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ和 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ相互独立 ． 从而知，不
论 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ是否给定，ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ总是独立同分布的，而且 ｕ１的分布总是
Ｐ（ｕ１ ＝ ０）＝ Ｐ（ｕ１ ＝ １）＝ ０ ． ５ ．

Ｗ ＋服从离散分布，它可能取 ０，１，２，…，ｎ（ｎ＋１）
２

各个值 ． 令 ｔｎ，ｄ表示从 １，

２，…，ｎ 这 ｎ 个数中任取若干个数（包括一个都不取），其和恰为 ｄ 的取法种数，

其中 ｄ ＝ ０，１，２，…，ｎ（ｎ＋１）
２

． 例如，ｔｎ，０ ＝ ｔｎ，１ ＝ ｔｎ，２ ＝ １；因为 ３ ＝ １ ＋２，４ ＝ １ ＋３，所以

ｔｎ，３ ＝ ｔｎ，４ ＝ ２；因为 ５ ＝ １＋４ ＝ ２＋３，所以 ｔｎ，５ ＝ ３ 等 ．则在总体 Ｘ 的分布是关于原点 ０

对称的连续分布时，Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ给定后 Ｗ
＋ ＝ ｄ 的条件概率：

Ｐ（Ｗ＋ ＝ ｄ ｜ Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ） p＝ Ｐ 
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉＲｉ ＝ ｄ Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒ yｎ ＝

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
，

ｄ ＝ ０，１，２，…，ｎ（ｎ ＋ １）
２

．

这个条件概率和 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ没有关系 ．这说明在 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ给定后 Ｗ
＋ ＝ ｄ 的

条件概率就是 Ｗ ＋ ＝ ｄ 的概率 ．从而有如下定理 ．
定理 ３ ２７ 　 在总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布时，Ｗ ＋的概率分
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布为

Ｐ（Ｗ＋ ＝ ｄ） p＝ Ｐ 
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉＲｉ y＝ ｄ ＝

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
，　 ｄ ＝ ０，１，２，…，ｎ（ｎ ＋ １）

２
． （３ ９１）

检验问题（３ ８８）的 ｐ 值为符号秩和检验统计量的值小于等于 Ｗ ＋的概率 ．由定理
３ ２７ 知，ｐ 值等于


ｄ≤Ｗ ＋

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
．

在 ｎ 不是很大时，可由符号秩和检验 Ｗ ＋的累积概率表（参见文献［７］附录表 ４）
查得 ｐ 值 ．

如果从 １，２，…，ｎ 这 ｎ 个数中任取若干个数（包括一个都不取），其和恰为
ｄ，那么没有取到剩下来的数的和为 ｎ（ｎ＋１）／ ２－ｄ，所以从 １，２，…，ｎ 这 ｎ 个数中
任取若干个数（包括一个都不取），其和恰为 ｄ 的方法种数 ｔｎ，ｄ等于从 １，２，…，ｎ
这 ｎ 个数中任取若干个数（包括一个都不取），其和恰为 ｎ（ｎ＋１）／ ２－ｄ 的方法种
数 ｔｎ，ｎ（ｎ＋１）２ －ｄ ．由此知，

Ｐ（Ｗ＋ ＝ ｄ）＝ Ｐ Ｗ ＋ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）
２p y－ ｄ

对所有的 ｄ ＝ ０，１，２，…都成立 ．这说明，Ｗ ＋有如下定理 ．
定理 ３ ２８　 在总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布时，Ｗ ＋服从对称分

布，对称中心为 ０，１，２，…，ｎ（ｎ＋１）／ ２ 的中点 ｎ（ｎ＋１）／ ４ ．
如果所考虑的对称中心 θ 的检验问题为

Ｈ０：θ ＝ ０　 对 　 Ｈ１：θ ＞ ０， （３ ９２）

则我们在 Ｗ ＋比较大的时候拒绝原假设，认为 θ＞０ ． 该检验问题的 ｐ 值为符号秩
和检验统计量的值大于等于 Ｗ ＋的概率 ．由定理 ３ ２７ 和 ３ ２８ 知，ｐ 值等于


ｄ≥Ｗ ＋

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
＝ 
ｄ≤ｎ（ｎ ＋ １）／ ２ －Ｗ ＋

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
．

　 　 在 ｎ 不是很大时，由符号秩和检验 Ｗ ＋的累积概率表可查得该检验问题的
ｐ 值 ．

下面计算在总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布时，Ｗ ＋的期望和方
差 ．由定理 ３ ２６，以及定理 ３ ２２ 和 ３ ２３ 知，

Ｅ（Ｗ＋
） p＝ Ｅ 

ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉＲ yｉ ＝ ｎＥ（ｕ１Ｒ１）
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＝ ｎＥ（ｕ１）Ｅ（Ｒ１）＝ ｎ
１
２
ｎ ＋ １
２
＝ ｎ（ｎ ＋ １）

４
．

实际上，由定理 ３ ２８ 立即可以推得 Ｗ ＋的期望 Ｅ（Ｗ ＋）＝ ｎ（ｎ＋１）
４

，

Ｖａｒ（Ｗ＋
）＝ ｎＶａｒ（ｕ１Ｒ１）＋ ｎ（ｎ － １）Ｃｏｖ（ｕ１Ｒ１，ｕ２Ｒ２）．

由于

Ｖａｒ（ｕ１Ｒ１）＝ Ｅ（ｕ
２
１Ｒ
２
１）－ （Ｅ（ｕ１Ｒ１））

２ ＝ Ｅ（ｕ２１）Ｅ（Ｒ
２
１）－

ｎ ＋ １p y４

２

＝ １
２
（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）

６
－ （ｎ ＋ １）

２

１６
＝ （ｎ ＋ １）（５ｎ ＋ １）

４８
，

Ｃｏｖ（ｕ１Ｒ１，ｕ２Ｒ２）＝ Ｅ（ｕ１ｕ２Ｒ１Ｒ２）－ Ｅ（ｕ１Ｒ１）Ｅ（ｕ２Ｒ２）

＝ Ｅ（ｕ１）Ｅ（ｕ２）Ｅ（Ｒ１Ｒ２）－
ｎ ＋ １p y４

２

＝ １p y２
２ 

ｉ≠ ｊ
ｉｊ

ｎ（ｎ － １）
－ （ｎ ＋ １）

２

１６

＝ １
４
（１ ＋ … ＋ ｎ）２ － （１２ ＋ … ＋ ｎ２）

ｎ（ｎ － １）
－ （ｎ ＋ １）

２

１６

＝ － ｎ ＋ １
４８
，

所以

Ｖａｒ（Ｗ＋
）＝ ｎ （ｎ ＋ １）（５ｎ ＋ １）

４８
＋ ｎ（ｎ － １）－ ｎ － １

４８

＝ ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）
２４

，

从而 Ｗ ＋有下述的性质 ．
定理 ３ ２９　 在总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布时，

Ｅ（Ｗ＋
）＝ ｎ（ｎ ＋ １）

４
，

Ｖａｒ（Ｗ＋
）＝ ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）

２４
．
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　 　 用下面的方法计算 Ｗ ＋的期望和方差比较简单 ． 令 Ｓ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｉｕｉ ． 同 Ｗ

＋
一样，Ｓ

也仅取 ０，１，２，…，ｎ（ｎ＋１）／ ２ 各个值，并且

Ｐ（Ｓ ＝ ｄ） p＝ Ｐ 
ｎ

ｉ ＝ １
ｉｕｉ y＝ ｄ ＝

ｔｎ，ｄ
２ ｎ
，　 ｄ ＝ ０，１，２，…，ｎ（ｎ ＋ １）

２
． （３ ９３）

由式（３ ９１）和式（３ ９３）知，Ｗ ＋和 Ｓ 有相同的概率分布律，记为

Ｗ＋ 
ｄ
Ｓ， （３ ９４）

符号“
ｄ
”表示等式两边的这两个随机变量同分布 ． 所以 Ｗ ＋和 Ｓ 有相同的均

值和方差 ．
Ｗ ＋和随机变量 ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ和 Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｎ都有关系，而 Ｓ 仅和随机变量

ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ有关系，计算 Ｓ 的均值和方差比计算 Ｗ
＋
的容易得多 ． 由于 Ｅ（ｕｉ）＝

１ ／ ２，Ｖａｒ（ｕｉ）＝ １ ／ ４，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，所以

Ｅ（Ｓ）＝ １
２

ｎ

ｉ ＝ １
ｉ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）

４
，

Ｖａｒ（Ｓ）＝ １
４

ｎ

ｉ ＝ １
ｉ２ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）

２４
，

由此立即得到定理 ３ ２９ ．
在 ｎ 比较大时，我们无法利用 Ｗ ＋的累积概率表计算检验的 ｐ 值 ．这时，需要

应用 Ｗ ＋的渐近分布 ． 下面我们将利用独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ（李雅普诺
夫）中心极限定理，证明 Ｓ 有渐近正态性 ． 然后由式（３ ９４），得到 Ｗ ＋的渐近正
态性 ．

独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 中心极限定理如下 ．
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理 　 设 ｙ１，ｙ２，…为独立随机变量序列，Ｅ（ｙｉ）＝ ａｉ，Ｖａｒ（ｙｉ）＝

σ２ｉ，ｉ ＝ １，２，… ．令 Ｓｎ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ，则 Ｅ（Ｓｎ）＝ 

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ，Ｖａｒ（Ｓｎ）＝ Ｂ

２
ｎ，其中Ｂ

２
ｎ ＝

ｎ

ｉ ＝ １
σ２ｉ ．

将 Ｓｎ标准化，即令 Ｖｎ ＝
Ｓｎ －

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ

Ｂｎ
，则 Ｅ（Ｖｎ）＝ ０，Ｖａｒ（Ｖｎ）＝ １．如果当 ｎ→∞时，


ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｙｉ － ａｉ

３

Ｂ３ ／ ２ｎ
→ ０，
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则当 ｎ→∞时，Ｖｎ →
Ｌ
Ｎ（０，１）．

下面利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理证明 Ｓ 的渐近正态性 ． 令 ｙｉ ＝ ｉｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，则 ｙ１，

ｙ２，…为独立随机变量序列，Ｓ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ ．由于 Ｅ（ｙｉ）＝ ａｉ，ａｉ ＝

ｉ
２
，Ｖａｒ（ｙｉ）＝ σ

２
ｉ，σ

２
ｉ ＝

ｉ２

４
，ｉ ＝ １，２，…，所以 Ｅ（Ｓ）＝ ｎ（ｎ＋１）

４
，Ｖａｒ（Ｓ）＝ Ｂ２ｎ，Ｂ

２
ｎ ＝
ｎ（ｎ＋１）（２ｎ＋１）

２４
．由于

Ｅ ｙｉ －
ｉ
２

３

＝ ｉ３Ｅ ｕｉ －
１
２

３

＝ ｉ
３

８
，

１３ ＋ ２３ ＋ … ＋ ｎ３ ＝ （１ ＋ ２ ＋ … ＋ ｎ）２ ＝ ｎ
２
（ｎ ＋ １）２

４
，

所以当 ｎ→∞时，


ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ ｙｉ － ａｉ

３

Ｂ３ ／ ２ｎ
＝ ｎ２（ｎ ＋ １）２ ／ ３２
［ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）／ ２４］３ ／ ２

→ ０，

则由独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 中心极限定理知，Ｓ 有渐近正态性：在样本容量
ｎ 趋于无穷大时，

Ｓ － Ｅ（Ｓ）
Ｖａｒ（Ｓ槡 ）

＝ Ｓ － ｎ（ｎ ＋ １）／ ４
ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）／槡 ２４

→
Ｌ
Ｎ（０，１），

从而由式（３ ９４）知，Ｗ ＋也有渐近正态性 ．
定理 ３ ３０　 如果总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布，则在样本容量

ｎ 趋于无穷大时，Ｗ ＋有渐近正态性：

Ｗ＋ － Ｅ（Ｗ＋
）

Ｖａｒ（Ｗ＋
槡 ）

＝ Ｗ ＋ － ｎ（ｎ ＋ １）／ ４
ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）／槡 ２４

→
Ｌ
Ｎ（０，１）．

　 　 由定理 ３ ３０，在大样本场合，检验问题（３ ８８）的 ｐ 值为

Ｐ Ｎ ｎ（ｎ ＋ １）
４

，
ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）p y２４

≤ Ｗp y＋

＝Φ
Ｗ＋ － ｎ（ｎ ＋ １）／ ４
ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）／槡

p y２４
，

而检验问题（３ ９２）的 ｐ 值为

Ｐ Ｎ ｎ（ｎ ＋ １）
４

，
ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）p y２４

≥ Ｗp y＋
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＝Φ
ｎ（ｎ ＋ １）／ ４ － Ｗ ＋

ｎ（ｎ ＋ １）（２ｎ ＋ １）／槡
p y２４

．

　 　 一般地说，我们可以定义一个计分函数 ａ（ｒ），ｒ ＝ １，２，…，ｎ，在 ｘｉ的秩为 Ｒｉ

时，将 ｘｉ的得分定义为 ａ（Ｒｉ）．从而将符号秩和检验统计量 Ｗ
＋ ＝

ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉＲｉ推广为


ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉａ（Ｒｉ）．为了将这个推广后的符号秩和检验统计量用于检验问题（３ ８８）和

（３ ９０），计分函数 ａ（ｒ）必须非增，或非减 ．计分函数 ａ（ｒ）除了取为 ａ（ｒ）＝ ｒ 得到
符号秩和检验统计量外，还有以下一些特例：

（１）取 ａ（ｒ）＝ １，ｒ＝１，２，…，ｎ，得符号检验 Ｓ＋ ＝
ｍ

ｉ ＝ １
ｕｉ ＝＃｛ｘｉ＞０，ｉ＝１，２，…，ｎ｝；

（２）假设 ξ１，ξ２，…，ξｎ为来自标准正态分布 Ｎ（０，１）的容量为 ｎ 的样本，将
ξ１ ， ξ２ ，…， ξｎ 由小到大排列成 ξ （１）＜ ξ （２）＜…＜ ξ （ｎ）． 取 ａ（ｒ）＝
Ｅ（ ξ （ｒ）），ｒ＝１，２，…，ｎ．这个计分函数称为正态期望计分．

（３）记标准正态分布 Ｎ（０，１）的分布函数为 Φ（ｘ），其反函数记为 Φ －１（ｘ）．
取 ａ（ｒ）＝ Φ －１｛１ ／ ２ ＋ ｒ ／［２（ｎ＋１）］｝，ｒ ＝ １，２，…，ｎ． 这个计分函数称为正态分位
计分 ．

在总体的分布是关于原点 ０ 对称的连续分布时，和式（３ ９４）相类似地，可

以证明：
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉａ（Ｒｉ）

ｄ

ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉ ａ（ｉ）． 据此，可以求得

ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉ ａ（Ｒｉ）的期望和方

差，以及它们有渐近正态性的一个充分条件 ．

§ ３ ８ ３　 位置参数的秩和检验

在例 ３ １９，我们用 Ｕ 统计量的方法解位置参数的检验问题 ． 这个 Ｕ 统计量
检验方法称为 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ 检验 ． 位置参数的检验问题也可以用秩方法来解
决 ．这个秩方法称为 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验 ．

样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ和 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ分别来自相互独立的连续随机变量总体 Ｘ
和 Ｙ，分别记 Ｘ 和 Ｙ 的分布函数为 Ｆ（ｘ）和 Ｇ（ｙ）． 假设 Ｇ（ｙ）＝ Ｆ（ｙ－ａ），其中
－∞ ＜ａ＜∞ ．在 ａ＞０ 时，由于对任意的 ｃ 都有 Ｆ（ｃ）＝ Ｇ（ｃ＋ａ），所以将 Ｘ 的分布函
数 Ｆ（ｘ）向右平行移动 ａ 个单位即得到 Ｙ 的分布函数 Ｇ（ｙ）． 类似地，在 ａ＜０ 时，
将 Ｘ 的分布函数 Ｆ（ｘ）向左平行移动 ａ 个单位即得到 Ｙ 的分布函数 Ｇ（ｙ）． ａ 称
为位置参数 ．

由于 Ｘ 的分布函数为 Ｆ（ｘ），所以 Ｘ＋ａ 的分布函数为 Ｆ（ｘ－ａ）． 这说明Ｘ＋ａ

和 Ｙ 有相同的分布函数，Ｘ ＋ ａ 
ｄ
Ｙ． 因而在 ａ ＞ ０ 时，如果将合样本
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（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）由小到大排列，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ倾向于排在右边 ． 若记
ｙｊ（ｊ ＝ １，２，…，ｎ）在合样本中的秩为 Ｒｊ（Ｒｊ ＝ １，２，…，Ｎ，Ｎ ＝ｍ＋ｎ），则在 ａ＞０ 时，Ｙ
样本 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ的秩和

Ｗｙ ＝
ｎ

ｊ ＝ １
Ｒｊ （３ ９５）

倾向于取比较大的值 ．考虑位置参数 ａ 的检验问题：

Ｈ０：ａ ＝ ０　 对 　 Ｈ１：ａ ＞ ０ ． （３ ９６）

　 　 除了在例 ３ １９，用 Ｍａｎｎ－Ｗｈｉｔｎｅｙ Ｕ 统计量方法外，还可以用秩方法解决这
个检验问题 ．秩方法取 Ｙ 样本的秩和 Ｗｙ作为检验统计量，在 Ｗｙ比较大的时候拒
绝原假设，认为 ａ＞０ ．我们也可以取 Ｘ 样本的秩和 Ｗｘ作为检验统计量，在 Ｗｘ比
较小的时候拒绝原假设，认为 ａ＞０ ．由于 Ｗｘ ＋Ｗｙ ＝ １＋２＋…＋Ｎ ＝ Ｎ（Ｎ＋１）／ ２，所以
这两个检验方法是等价的 ．考虑位置参数 ａ 的另一个检验问题：

Ｈ０：ａ ＝ ０　 对 　 Ｈ１：ａ ＜ ０ ． （３ ９７）

　 　 同样取 Ｙ 样本的秩和 Ｗｙ作为检验统计量，在 Ｗｙ比较小的时候拒绝原假设，
认为 ａ＜０ ．这个检验方法就是著名的 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验 ．

下面研究原假设 Ｈ０：ａ ＝ ０ 成立，ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，
检验统计量 Ｗｙ的分布的性质 ．

Ｗｙ服从离散分布，它依次取 ｎ（ｎ＋１）／ ２，ｎ（ｎ＋１）／ ２＋１，…，ｎ（ｎ＋１）／ ２＋ｍｎ，令
ｔｍ，ｎ（ｄ）表示从 １，２，…，Ｎ ＝ ｍ＋ｎ 这 Ｎ 个数中任取 ｎ 个数，其和恰为 ｄ 的方法种
数 ．例如，ｔｍ，ｎ（ｎ（ｎ＋１）／ ２）＝ ｔｍ，ｎ（ｎ（ｎ＋１）／ ２＋１）＝ １，ｔｍ，ｎ（ｎ（ｎ＋１）／ ２＋２）＝ ２，等等 ．

定理 ３ ３１　 在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，Ｗｙ的概率分布为

Ｐ（Ｗｙ ＝ ｄ）＝
ｔｍ，ｎ（ｄ）

p yＮｎ
，　 ｄ ＝ ｎ（ｎ ＋ １）

２
，…，

ｎ（ｎ ＋ １）
２

＋ ｍｎ．

　 　 由定理 ３ ３１，检验问题（３ ９６）和（３ ９７）的 ｐ 值分别为


ｄ≥Ｗ ＋

ｔｍ，ｎ（ｄ）

p yＮｎ
和
ｄ≤Ｗ ＋

ｔｍ，ｎ（ｄ）

p yＮｎ
．

　 　 假设从 １，２，…，Ｎ这 Ｎ个数中取出的 ｎ 个数为 ａ１，ａ２，…，ａｎ，其和
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ＝ｄ． 若
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令 ｂｉ ＝（Ｎ＋１）－ａｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ． 显然 １≤ｂｉ≤Ｎ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，并且它们的和为


ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ ＝ ｎ（Ｎ＋１）－ｄ．这说明从 １，２，…，Ｎ 这 Ｎ 个数中任取 ｎ 个数，其和恰为 ｄ 与

其和恰为 ｎ（Ｎ＋１）－ｄ 的方法种数相等：ｔｍ，ｎ（ｄ）＝ ｔｍ，ｎ（ｎ（Ｎ ＋１）－ｄ）． 故由定理
３ ３１ 推得定理 ３ ３２ ．

定理 ３ ３２ 　 在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，Ｗｙ服从对称分
布，对称中心为 ｎ（ｎ＋１）／ ２，ｎ（ｎ＋１）／ ２＋１，…，ｎ（ｎ＋１）／ ２＋ｍｎ 的中点 ｎ（Ｎ＋１）／ ２ ．

由定理 ３ ３１ 和 ３ ３２，人们构造了 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验统计量分位点表（见孙
山泽著《非参数统计讲义》（附表 ４））．查表可以得到检验的 ｐ 值和临界值 ．

一般地说，我们可以定义一个计分函数 ａ（ｒ），ｒ ＝ １，２，…，Ｎ，在 ｙｉ的秩为

Ｒｉ时，将 ｙｉ的得分定义为 ａ（Ｒｉ）． 从而将秩和检验统计量 Ｗｙ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒｉ推广为


ｎ

ｉ ＝ １
ａ（Ｒｉ）． 为了将这个推广后的秩和检验统计量用于检验问题（３ ９６）和

（３ ９７），计分函数 ａ（ｒ）必须非增或非减 ． 计分函数 ａ（ｒ）除了取为 ａ（ｒ）＝ ｒ 得
到 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验统计量外，还有以下一些特例：

（１）Ｆｉｓｈｅｒ－Ｙａｔｅｓ（费希尔－耶茨）检验：假设 ξ１，ξ２，…，ξＮ为来自标准正态分
布 Ｎ（０，１）的容量为 ｎ 的样本，将 ξ１，ξ２，…，ξＮ由小到大排列成 ξ（１），ξ（２），…，
ξ（Ｎ），取 ａ（ｒ）＝ Ｅ（ξ（ｒ））．这个计分函数是 Ｆｉｓｈｅｒ 和 Ｙａｔｅｓ 于 １９３８ 年提出的 ．

（２）Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａｅｒｄｅｎ（范德瓦尔登）检验：记标准正态分布 Ｎ（０，１）的分布
函数为 Φ（ｘ），其反函数记为 Φ －１（ｘ）．取 ａ（ｒ）＝ Φ －１（ｒ ／（Ｎ＋１）），ｒ ＝ １，２，…，Ｎ．这
个计分函数是 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｗａｅｒｄｅｎ 于 １９５２ 年提出的 ．

下面计算在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，
ｎ

ｉ ＝ １
ａ（Ｒｉ）的期望和

方差 ．由定理 ３ ２４ 和 ３ ２５ 知

pＥ 
ｎ

ｉ ＝ １
ａ（Ｒｉ y） ＝ ｎＥ（ａ（Ｒ１））＝ ｎａ，　 　 ａ ＝ １Ｎ

Ｎ

ｒ ＝ １
ａ（ｒ）， （３ ９８）

pＶａｒ 
ｎ

ｉ ＝ １
ａ（Ｒｉ y） ＝ ｎＶａｒ（ａ（Ｒ１））＋ ｎ（ｎ － １）Ｃｏｖ（ａ（Ｒ１），ａ（Ｒ２））

＝ ｎ

Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２

Ｎ
－ ｎ（ｎ － １）


Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２

Ｎ（Ｎ － １）

＝ ｍｎ
Ｎ（Ｎ － １）

Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２ ． （３ ９９）
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　 　 在 ａ（ｒ）＝ ｒ 时，因为 ａ ＝（Ｎ＋１）／ ２，
Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ａ）２ ＝ Ｎ（Ｎ２ －１）／ １２，故由式

（３ ９８）和式（３ ９９）得到秩和检验统计量 Ｗｙ的期望和方差 ．从而有下述的性质：
定理 ３ ３３　 在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，秩和检验统计量

Ｗｙ的期望和方差分别为

Ｅ（Ｗｙ）＝ ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２，

Ｖａｒ（Ｗｙ）＝ ｍｎ（Ｎ ＋ １）／ １２ ．

　 　 在例 ３ １９ 我们用 Ｕ 统计量的方法解位置参数的检验问题 ． 这个 Ｕ 统计
量为

Ｕ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
１
ｍｎ

ｍ

ｉ ＝ １

ｎ

ｊ ＝ １
（ｘｉ，ｙｊ），

（ｘ１，ｙ１）＝
１， ｘ１ ＜ ｙ１，

０， 其他
C ．

可以证明


ｍ

ｉ ＝ １

ｎ

ｊ ＝ １
（ｘｉ，ｙｊ）＝ Ｗｙ －

ｎ（ｎ ＋ １）
２

．

这说明例 ３ １９ 的 Ｕ 统计量与秩和检验统计量 Ｗｙ（见式（３ ９５））有着某种关系 ．
利用这个关系我们可以在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，由 Ｕ 统计
量的期望和方差（见例 ３ １９）计算 Ｗｙ的期望和方差 ．由于例 ３ １９ 的 Ｕ 统计量具
有渐近正态性，所以秩和检验统计量 Ｗｙ也具有渐近正态性 ．这就是如下的定理 ．

定理 ３ ３４　 在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，在样本容量 ｍ 和
ｎ 都趋于无穷大时，Ｗｙ有渐近正态性：

Ｗｙ － Ｅ（Ｗｙ）

Ｖａｒ（Ｗｙ槡 ）
＝
Ｗｙ － ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２

ｎｍ（Ｎ ＋ １）／槡 １２
→
Ｌ
Ｎ（０，１）．

由定理 ３ ３４，在大样本场合，检验问题（３ ９６）的 ｐ 值为

Ｐ（Ｎ（ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２，ｍｎ（Ｎ ＋ １）／ １２）≥ Ｗｙ）

＝Φ
ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２ － Ｗｙ
ｍｎ（Ｎ ＋ １）／槡

p y１２
．

而检验问题（３ ９７）的 ｐ 值为
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Ｐ（Ｎ（ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２，ｍｎ（Ｎ ＋ １）／ １２）≤ Ｗｙ）

＝Φ
Ｗｙ － ｎ（Ｎ ＋ １）／ ２

ｍｎ（Ｎ ＋ １）／槡
p y１２

．

　 　 计分函数 ａ（ｒ）满足的条件和所考虑的检验问题的类型有关 ． 在上面，我们
考虑位置参数的检验问题，计分函数 ａ（ｒ）必须非增或非减，而如果考虑尺度参
数的检验问题，计分函数 ａ（ｒ）就要求满足另外的条件了 ． 作为位置参数检验问
题的补充，下面简单讨论尺度参数的检验问题 ．

§ ３ ８ ４　 尺度参数的秩检验

设样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ和 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ分别来自相互独立的连续随机变量总体

Ｘ 和 Ｙ． Ｘ 和 Ｙ 的取值范围相同，都是以原点 ０ 为对称中心的一个区间，分别记 Ｘ
和 Ｙ 的分布函数为 Ｆ（ｘ）和 Ｇ（ｙ）． 假设 Ｇ（ｙ）＝ Ｆ（ｙ ／ σ），其中 σ＞０ ． 不难证明：

Ｙ
ｄ
σＸ，σ 称为尺度参数 ．在 σ＞１ 时，由于对任意的 ｃ＞０ 都有 σｃ＞ｃ，而对任意

的 ｃ＜０ 都有 σｃ＜ｃ，所以若将合样本（ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）由小到大排列，
ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ倾向于排在左右两边 ． 若记 ｙｊ（ｊ ＝ １，２，…，ｎ）在合样本中的秩为 Ｒｊ
（Ｒｊ ＝ １，２，…，Ｎ，Ｎ ＝ｍ＋ｎ），则在 σ＞１ 时，Ｒｊ的值倾向于比较大或比较小 ． 如果考
虑尺度参数 σ 的检验问题：

Ｈ０：σ ＝ １　 对 　 Ｈ１：σ ＞ １，

并取
ｎ

ｉ ＝ １
ａ（Ｒｉ）为检验统计量，则计分函数 ａ（ｒ）必须单峰或单谷 ． 随着 ｒ 从 １，２

增加到 Ｎ，ａ（ｒ）先上升然后下降，或者先下降然后上升 ． 尺度参数检验问题的计
分函数 ａ（ｒ）的选取，通常有以下 ５ 种方法：

（１）Ｍｏｏｄ（穆德）检验：ａ（ｒ）＝ （ｒ－（Ｎ＋１）／ ２）２，ｒ ＝ １，２，…，Ｎ．
（２）Ａｎｓａｒｉ－Ｂｒａｄｌｅｙ（安塞利－布拉德利）检验：

Ｎ ＝ ２ｋ 为偶数时，ａ（ｒ）＝
ｒ， ｒ ＝ １，２，…，ｋ，

Ｎ－ｒ＋１， ｒ ＝ ｋ＋１，ｋ＋２，…，ＮC ；

Ｎ ＝ ２ｋ＋１ 为奇数时，ａ（ｒ）＝
ｒ， ｒ ＝ １，２，…，ｋ，ｋ＋１，

Ｎ－ｒ＋１， ｒ ＝ ｋ＋２，ｋ＋３，…，C Ｎ．
（３）Ｃｏｐａｎ（科潘）检验：假设 ξ１，ξ２，…，ξＮ为来自标准正态分布 Ｎ（０，１）的

容量为 ｎ 的样本，将 ξ１，ξ２，…，ξＮ由小到大排列成 ξ（１），ξ（２），…，ξ（Ｎ），取 ａ（ｒ）＝

Ｅ（ξ２（ｒ）），ｒ ＝ １，２，…，Ｎ．
（４）Ｋｌｏｔｚ（克洛茨）检验：记标准正态分布 Ｎ（０，１）的分布函数为 Φ（ｘ），其
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反函数记为 Φ －１（ｘ），取 ａ（ｒ）＝ ［Φ －１（ｒ ／（Ｎ＋１））］２，ｒ ＝ １，２，…，Ｎ．
（５）Ｓｉｅｇｅｌ － Ｔｕｒｋｅｙ（西格尔 －图基）检验：取 ａ（１）＝ Ｎ，ａ（Ｎ）＝ Ｎ － １，

ａ（Ｎ－１）＝ Ｎ－２，ａ（２）＝ Ｎ－３，ａ（３）＝ Ｎ－４，ａ（Ｎ－２）＝ Ｎ－５，ａ（Ｎ－３）＝ Ｎ－６，ａ（４）＝
Ｎ－７，ａ（５）＝ Ｎ－８，… ．

根据式（３ ９８）和式（３ ９９），可以在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布

时，计算上述这些检验统计量的期望和方差 ．这里特别要指出的是，在 ｘ１，ｘ２，…，

ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同为连续分布时，Ｓｉｅｇｅｌ－Ｔｕｒｋｅｙ 检验统计量和 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检
验统计量有相同的分布，它们有相同的期望和方差，以及相同的渐近正态性 ． 在
应用 Ｓｉｅｇｅｌ－Ｔｕｒｋｅｙ 检验统计量解尺度参数检验问题时，查 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验统
计量分位点表，可以得到 Ｓｉｅｇｅｌ－Ｔｕｒｋｅｙ 检验的 ｐ 值和临界值 ．

§ ３ ８ ５　 线性秩统计量

最后讨论位置参数和尺度参数检验问题中所使用过的检验统计量的渐近正

态性问题 ．
假设 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ同为连续分布，记 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）在 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ中的秩

为 Ｒｉ，Ｒｉ ＝ １，２，…，Ｎ，则

Ｌ ＝
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ）

称为线性秩统计量，其中 ｃ（ｉ）是定义在｛１，２，…，Ｎ｝上的某个特定的函数，又称
为回归系数，ａ（ｒ），ｒ ＝ １，２，…，Ｎ 是计分函数 ． 上述有关位置参数和尺度参数的
各个检验统计量都属于线性秩统计量 ．譬如，将两样本 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ和 ｙ１，ｙ２，…，

ｙｎ合在一起，并将 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ视为 ｘｍ＋１，ｘｍ＋２，…，ｘＮ ．如果在 ｉ ＝ １，２，…，ｍ 时取回
归系数 ｃ（ｉ）＝ ０，而在 ｉ ＝ｍ＋１，ｍ＋２，…，Ｎ 时，取回归系数 ｃ（ｉ）＝ １，并取计分函数

ａ（ｒ）＝ ｒ，ｒ ＝ １，２，…，Ｎ，则有 Ｌ ＝
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ）＝ 

ｎ

ｊ ＝ １
Ｒｊ ．这就是式（３ ９５）的 Ｗｉｌ

ｃｏｘｏｎ 秩和检验统计量 Ｗｙ ．
下面计算线性秩统计量的期望和方差 ．记

ｃ ＝ １
Ｎ

Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ），　 　 ａ ＝ １

Ｎ
Ｎ

ｒ ＝ １
ａ（ｒ），

则由定理 ３ ２４ 和 ３ ２５ 知

Ｅ（Ｌ） p＝ Ｅ 
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ y） ＝ ａ

Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）＝ Ｎａ ｃ，
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Ｖａｒ（Ｌ）＝ pＶａｒ 
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ y）

＝

Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２

Ｎ 
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ２（ｉ）－


Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２

Ｎ（Ｎ － １） ｉ≠ ｊ ｃ（ｉ）ｃ（ｊ），

由于


ｉ≠ ｊ
ｃ（ｉ）ｃ（ｊ）＝ （Ｎｃ）２ －

Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ２（ｉ），

所以

Ｖａｒ（Ｌ）＝ １
Ｎ － １

Ｎ

ｒ ＝ １
（ａ（ｒ）－ ａ）２

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｃ（ｉ）－ ｃ）２ ．

　 　 线性秩统计量的渐近正态性经过了很多统计学家的共同努力，最终得到了
著名的 Ｈａｊｅｋ（哈耶克）定理 ．下面简要介绍线性秩统计量的渐近正态性 ．

条件 Ｎ　 若

ｍａｘ
１≤ ｉ≤Ｎ

（ｃ（ｉ）－ ｃ）２


Ｎ

ｉ ＝ １
（ｃ（ｉ）－ ｃ）２

→ ０，　 Ｎ → ∞，

则称回归系数｛ｃ（ｉ）｝满足条件 Ｎ．条件 Ｎ 是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 于 １９４９ 年提出的 ．同样，若

ｍａｘ
１≤ ｉ≤Ｎ

（ａ（ｉ）－ ａ）２


Ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ ａ）２

→ ０，　 Ｎ → ∞，

则称计分函数｛ａ（ｉ）｝满足条件 Ｎ．
条件 Ｍ 　 令

ｄｉｊ ＝ （ｃ（ｉ）－ ｃ）（ａ（ｊ）－ ａ） ，　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，Ｎ，

ｄ２ ＝ １
Ｎ

Ｎ

ｉ ＝ １

Ｎ

ｊ ＝ １
ｄ２ｉｊ ＝ Ｎ

Ｎ

ｉ ＝ １
（ｃ２（ｉ）－ ｃ）２

Ｎ

ｉ ＝ １
（ａ２（ｉ）－ ａ）２ ．

如果对任意的 ε＞０，都有

 ｄ ｉｊ ≥εｄ ｄ
２
ｉｊ

ｄ２ →０，　 Ｎ→∞，

则称回归系数和计分函数｛ｃ（ｉ），ａ（ｉ）｝满足条件 Ｍ． 条件 Ｍ 是 Ｍｏｔｏｏ（木村）于
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１９５５ 年提出的 ．
可以证明：若回归系数和计分函数｛ｃ（ｉ），ａ（ｉ）｝满足条件 Ｍ，则它们都满足

条件 Ｎ．这个结论的逆不真 ．
Ｈａｊｅｋ 定理 　 假设 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ同为连续分布 ． 记 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）在 ｘ１，

ｘ２，…，ｘＮ中的秩为 Ｒｉ ．假设线性秩统计量 Ｌ ＝
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ）的回归系数｛ｃ（ｉ）｝

和计分函数｛ａ（ｉ）｝都满足条件 Ｎ，则在样本容量 Ｎ→∞时，

Ｌ － Ｅ（Ｌ）
Ｖａｒ（Ｌ槡 ）

＝ Ｌ － Ｎａ ｃ


Ｎ

ｉ ＝ １
（ｃ（ｉ）－ ｃ）２

Ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ ａ）２ ／（Ｎ － １

槡
）

→
Ｌ
Ｎ（０，１）

的充分条件为，回归系数和计分函数｛ｃ（ｉ），ａ（ｉ）｝满足条件 Ｍ．
这个定理是 Ｈａｊｅｋ 于 １９６６ 年证明的 ．条件 Ｍ 的验证比较复杂，为此人们引

入平方可积计分函数 ．如果计分函数 ａ（ｉ）具有下述的形式：

ａ（ｉ）＝ ｂ（Ｎ）φ ｉ
Ｎ ＋p y１ ，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

其中 ｂ（Ｎ）仅与 Ｎ 有关，函数 φ（ｔ）是（０，１）上两个非降平方可积函数之差，且
φ（ｔ）不等于某一常数，则称该计分函数 ａ（ｉ）为平方可积计分函数 ．

可以证明，如果回归系数｛ｃ（ｉ）｝满足条件 Ｎ，计分函数 ａ（ｉ）为平方可积计
分函数，则回归系数和计分函数｛ｃ（ｉ），ａ（ｉ）｝满足条件 Ｍ． 由此可见，平方可积
计分函数必满足条件 Ｎ．

Ｈａｊｅｋ 定理的推广 　 假设 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ同为连续分布 ．记 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，Ｎ）在

ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ中的秩为 Ｒｉ ． 如果线性秩统计量 Ｌ ＝
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃ（ｉ）ａ（Ｒｉ）的回归系数

ｃ（ｉ）满足条件 Ｎ，且计分函数 ａ（ｉ）为平方可积计分函数，则

Ｌ － Ｅ（Ｌ）
Ｖａｒ（Ｌ槡 ）

＝ Ｌ － Ｎａ ｃ


Ｎ

ｉ ＝ １
（ｃ（ｉ）－ ｃ）２

Ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ ａ）２ ／（Ｎ － １

槡
）

→
Ｌ
Ｎ（０，１）．

　 　 通常使用的计分函数往往都是平方可积计分函数 ．例如，Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验
统计量 Ｗｙ的计分函数 ａ（ｉ）＝ ｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，它具有形式 ａ（ｉ）＝ （Ｎ＋１）φ（ｉ ／（Ｎ＋
１）），其中 φ（ｔ）＝ ｔ，０＜ｔ＜１ ． φ（ｔ）是平方可积计分函数 ． 由 Ｈａｊｅｋ 定理的推广，不
难验证 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验统计量 Ｗｙ的渐近正态性 ．
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§ ３． ９　 置 换 检 验

除了 Ｕ 统计量检验与秩检验方法，置换检验是又一个非参数结构的检验方
法 ．置换检验的详细介绍见本章参考文献［５］与［８］．

§ ３． ９． １　 置换检验的引进

早期人们使用的是机械式打字机 ． ２０ 世纪 ７０ 年代后期出现的电脑打字机，
很快就取代了机械式打字机，８０ 年代电脑打字机风靡世界 ． 没多久，随着个人计
算机（ＰＣ）技术的发展，越来越多的人用个人计算机打字 ． 用电脑打字机打字和
用个人计算机打字，哪一个的打字速度快？现在几乎没有人用电脑打字机打字，

大家都说用个人计算机打字快 ．但在 ３０ 多年前个人计算机刚普及时，这的确是
个问题 ． 表 ３． ４ 是三位秘书分别用电脑打字机和个人计算机的打字速度
（字数 ／ ｍｉｎ）．这批数据能否说明用个人计算机的打字速度快？

表 ３． ４　 有重复观察值的 ２ 个处理 ３ 个区组的区组设计 单位：字数 ／ ｍｉｎ

打字机类别（处理）
秘书（区组）

１ ２ ３
合计

１．电脑打字机 ７２，５８ ５９，５２ ５２，５１，５９ ４０３

２．个人计算机 ７６，６６ ５７，６０ ６５，５７，６４ ４４５

不同的秘书的打字速度可能有所不同，有的甚至有很大的差别 ． 例如，由表
３ ． ４ 可以看到，第 １ 位秘书不论用电脑打字机，还是用个人计算机，打字的速度
都比第 ２、３ 位秘书快一些 ．表 ３ ． ４ 是一个有重复观察值的 ｋ ＝ ２ 个处理和 ｂ ＝ ３ 个
区组的区组设计 ．若有正态分布假定，则可用方差分析的 Ｆ 检验去求解 ． 若难以
对分布形式作出假定，则可考虑使用非参数的置换检验方法 ．

表 ３ ． ４ 的假设检验问题的原假设为“电脑打字机和个人计算机打字一样
快”，备择假设为“个人计算机打字快”．本章 § ３ ． ５，求解多参数指数型分布族的
假设检验问题使用的是条件检验方法 ．置换检验其实也是条件检验 ．我们是在区
组 １ 的 ４ 个观察值给定为 ７２，５８，７６ 与 ６６，区组 ２ 的 ４ 个观察值给定为 ５９，５２，５７
与 ６０，区组 ３ 的 ６ 个观察值给定为 ５２，５１，５９，６５，５７ 与 ６４ 的条件下，求解表 ３ ． ４
的假设检验问题 ．为简化起见，特记上述条件为“条件 Ｈ”．由于条件 Ｈ 仅给定区
组 １ 的 ４ 个观察值为 ７２，５８，７６ 与 ６６，并没有说在处理 １ 与 ２ 里分别是哪两个观
察值 ．若原假设成立，电脑打字机和个人计算机打字一样快，则区组 １ 的处理 １
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与处理２里的观察值可能是观察到的“７２，５８”与“７６，６６”，也有可能是“７２，７６”与
“５８，６６”等 ．相互置换，共有 Ｃ２４ ＝ ６ 种不同的置换方法 ． 类似地，区组 ２ 的 ４ 个观
察值也有 ６ 种不同的置换方法 ．区组 ３ 的 ６ 个观察值一分为二，在处理 １ 与 ２ 里
分别有 ３ 个，共有 Ｃ３６ ＝ ２０ 种不同的置换方法 ．总而言之，表 ３ ． ４ 有 ６×６×２０ ＝ ７２０
种不同的置换方法 ．在原假设成立，电脑打字机和个人计算机打字一样快时，每
一个置换出现的可能性都等于 １ ／ ７２０，服从均匀分布 ． 不论原有的是什么样的分
布，置换总是服从均匀分布，这就是置换检验之所以是非参数方法的缘由 ．

这个区组设计的检验问题只有两个处理，并且同一个区组的不同处理的重

复观察次数相等，因而可用处理 １ 的 ７ 个观察值的和 ｘ１＋作为检验统计量：
ｘ１ ＋ ＝ ｘ１１１ ＋ ｘ１１２ ＋ ｘ１２１ ＋ ｘ１２２ ＋ ｘ１３１ ＋ ｘ１３２ ＋ ｘ１３３ ＝ ４０３，

其中 ｘｉｊｋ表示第 ｉ 个处理第 ｊ 个区组的第 ｋ 个观察值，在 ｘ１＋比较小的时候拒绝原
假设，认为处理 １（即用电脑打字机）打字慢，处理 ２（即用个人计算机）打字快 ．
根据现有观察值算得 ｘ１＋ ＝ ４０３，它是不是一个比较小的数，小到可以认为用个人
计算机打字快 ．这就需要计算 ｘ１＋ ＝ ４０３ 的 ｐ 值，也就是计算概率 Ｐ（ｘ１＋≤４０３）．
置换检验的 ｐ 值，其实是条件 ｐ 值，是在条件 Ｈ 下，原假设成立时，计算 ｘ１＋小于
等于 ４０３ 的概率 ．

在条件 Ｈ 下，表 ３ ． ４ 有 ７２０ 种不同的置换方法 ． 每一个置换都有 ｘ１＋的一个
计算结果，共有 ７２０ 个计算结果 ．原假设成立时，ｘ１＋的这 ７２０ 个计算结果服从均

匀分布，每一个结果出现的概率都是
１
７２０
．经逐一置换搜索排序，ｘ１＋小于等于 ４０３

的有 ３５ 个 ．所以 ｘ１＋ ＝ ４０３ 的 ｐ 值为

Ｐ（ｘ１ ＋ ≤ ４０３）＝
３５
７２０ ≈

０ ． ０４８ ６ ．

若取显著性水平 α ＝ ０ ． ０５，则我们认为用电脑打字机打字慢，而用个人计算机打
字快 ．

显然，这种类型的置换检验的 ｐ 值与观察到的数值有关，因而无法构造检验
的临界值表 ．下面介绍的区组设计的 Ｆｒｉｅｄｍａｎ（弗里德曼）检验也是置换检验，
但它基于秩方法，其 ｐ 值仅与处理数 ｋ 和区组数 ｂ 有关，因而可以构造它的检验
的临界值表 ．

§ ３． ９． ２　 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验

为比较 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 和 Ｅ ５ 种药物注射后产生的皮肤疱疹的大小，选取 ６ 只家
兔并给每只家兔先后分别按随机排列的次序注射这 ５ 种药物 ． 试验结果（疱疹
面积单位：ｍｍ２）见表 ３． ５． 这批数据能否说明这 ５ 种药物注射后产生的皮肤疱
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疹大小有差异？

表 ３． ５　 家兔注射药物后产生的皮肤疱疹的面积 单位：ｍｍ２

药物类别（处理）
家兔（区组）

１ ２ ３ ４ ５ ６

１ ７３ ７３ ６７ ６１ ６９ ７９

２ ８３ ８１ ９９ ８２ ８２ ８７

３ ７４ ６０ ７６ ７７ ６８ ７６

４ ５８ ６４ ６４ ７１ ７７ ７４

５ ７７ ７５ ７３ ５９ ８５ ８２

表 ３ ． ５ 是 ｋ ＝ ５ 个处理和 ｂ ＝ ６ 个区组的区组设计 ． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验将同一个区
组内的 ｋ ＝ ５ 个样本观察值由小到大排列，然后求出观察值在区组内的秩 ． 把表
３ ． ５ 中的每一个数都用它在区组内的秩代替，从而得到表 ３ ． ６ ．

表 ３． ６　 家兔注射药物后产生的皮肤疱疹面积观察值的秩 单位：ｍｍ２

药物类别（处理）
家兔（区组）

１ ２ ３ ４ ５ ６
和 均值

１ ２ ３ ２ ２ ２ ３ １４ Ｒ１≈２． ３３

２ ５ ５ ５ ５ ４ ５ ２９ Ｒ２≈４． ８３

３ ３ １ ４ ４ １ ２ １５ Ｒ３ ＝ ２． ５０

４ １ ２ １ ３ ３ １ １１ Ｒ４≈１． ８３

５ ４ ４ ３ １ ５ ４ ２１ Ｒ５ ＝ ３． ５０

对于有 ３ 个或更多个处理的区组设计，我们用“处理间平方和”作为检验统
计量 ．表 ３． ６ 的处理间平方和

ＳＳ ＝ ｂ
ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉ － Ｒ）

２

＝ ６ （２ ． ３３－３）２ ＋６ （４ ． ８３－３）２ ＋６ （２ ． ５－３）２ ＋６ （１ ． ８３－３）２ ＋６ （３ ． ５－３）２

＝ ３４，

其中 Ｒｉ 是第 ｉ（ｉ ＝ １，２，…，５）个处理的秩的平均，Ｒ ＝（ｋ＋１）／ ２ ＝ ３ 是秩的总平均 ．
显然，在处理间平方和 ＳＳ 的值比较大的时候，我们认为这 ５ 种药物注射后产生
的皮肤疱疹大小有差异 ． 现在的问题是，ＳＳ ＝ ３４ 是不是比较大 ． 这就需要计算
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ＳＳ ＝ ３４ 的 ｐ 值，也就是在 ５ 种药物注射后产生的皮肤疱疹大小无差异时，计算概
率 Ｐ（ＳＳ≥３４）． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验的 ｐ 值，也是条件 ｐ 值，是在表 ３ ． ６ 各个区组的秩
都给定为 １，２，３，４ 与 ５ 的条件下，计算 ＳＳ ＝ ３４ 的 ｐ 值 ． 由此可见，Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验
的 ｐ 值仅与处理数 ｋ 和区组数 ｂ 有关，因而可以构造它的检验临界值表，见参考
文献［７］与［９］．

由于仅给定区组的 ５ 个秩为 １，２，３，４ 与 ５，并没有说它是如何排列的 ． 例如
区组 １ 这 ５ 个秩原有的排列（从处理 １ 依次到处理 ５）为 ２，５，３，１ 与 ４，但也有可
能置换成另外一种排列 ． 区组 １ 的置换有 ５！＝ １２０ 个 ． ６ 个区组总的来说有
（５！）６ ＝ ２ ． ９９×１０１２个置换 ． 每一个置换都有 ＳＳ 的一个计算结果 ． 对如此多的置
换，逐一置换搜索排序极其困难，但也不是不可能的 ． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验临界值表列
有 ５ 个处理 ６ 个区组的 α ＝ ０ ． ０５ 与 α ＝ ０ ． ０１ 的临界值 ． 若处理过多，或区组过
多，在检验临界值表中不能查到临界值，这时就需要使用渐近分布近似地计算 ｐ
值 ．下面讨论 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验统计量的渐近分布问题 ．

Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验的一般提法如下：设有一个 ｋ 个处理 ｂ 个区组的区组设计 ． 假
设第 ｉ 个处理第 ｊ 个区组的观察值 ｘｉｊ的分布函数为 Ｆｊ（ｘ－θ ｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｋ，ｊ ＝ １，
２，…，ｂ．这也就是说，在同一个区组里，不同处理的观察值的分布函数的形状都
相同，仅有可能的是位置参数不同 ．而不同区组内的观察值的分布函数的形状有
可能不同 ． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验用于这 ｋ 个处理的效应有没有差异，也就是位置参数
θ１，θ２，…，θｋ 是否全都相等的检验问题 ．它的原假设和备择假设分别为

Ｈ０：θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ，　 Ｈ１：θ１，θ２，…，θｋ 不全都相等 ．
假设对每一个 ｉ ＝ １，２，…，ｋ 与每一个 ｊ ＝ １，２，…，ｂ，第 ｉ 个处理第 ｊ 个区组都只有
一个观察值 ｘｉｊ，故共有 Ｎ ＝ ｂｋ 个观察值 ． 假设所有的 ｘｉｊ互相独立，且同一个区组
的 ｋ 个观察值互不相等 ．记 ｘｉｊ在第 ｊ 个区组的 ｋ 个观察值 ｘ１ ｊ，…，ｘｋｊ中的秩为 Ｒｉｊ，
则有 Ｒｉｊ ＝ １，２，…，ｋ． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验是在各个区组的秩都给定为 １，２，…，ｋ 时的置
换检验 ．这 ｋ 个处理之间的平方和为

ＳＳ ＝ ｂ
ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉ － Ｒ）

２
，

其中

Ｒｉ ＝
ｂ

ｊ ＝ １
Ｒｉｊ ／ ｂ 是第 ｉ 个处理的 ｂ 个观察值的秩的平均，ｉ ＝ １，２，…，ｋ，

Ｒ ＝
ｋ

ｉ ＝ １

ｂ

ｊ ＝ １
Ｒｉｊ ／ Ｎ ＝ ｂ（１ ＋ ２ ＋… ＋ ｋ）／ Ｎ ＝ （ｋ ＋ １）／ ２是总的平均，它是个常数．

将 ＳＳ 变换为

Ｑ ＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

ＳＳ ＝ １２ｂ
ｋ（ｋ ＋ １）

ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉ － （ｋ ＋ １）／ ２）

２
，
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这个 Ｑ 可以作为检验统计量 ．我们在 Ｑ 的值比较大的时候拒绝原假设 Ｈ０，认为
这 ｋ 个位置参数 θ１，θ２，…，θｋ 不全都相等，处理有差异 ． Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验临界值表
就是以 Ｑ 作为检验统计量而制作的 ．

接下来证明，在原假设 Ｈ０ 为真时，这 ｋ 个位置参数全都相等，θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ
时，若 ｋ 固定，而 ｂ→∞，则 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 置换检验的检验统计量 Ｑ 渐近服从 χ２（ｋ－
１）分布，即

Ｑ →
Ｌ
χ ２（ｋ － １）．

处理效应无差异，θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ 时，对每一个 ｊ ＝ １，２，…，ｂ，（Ｒ１ ｊ，Ｒ２ ｊ，…，Ｒｋｊ）服从
均匀分布

Ｐ（Ｒ１ ｊ ＝ ａ１，…，Ｒｋｊ ＝ ａｋ）＝ １ ／ ｋ！，

（ａ１，ａ２，…，ａｋ）是（１，２，…，ｋ）的任意一个排列 ．则由定理 ３ ． ２２ 与 ３ ． ２３ 知，

Ｅ（Ｒｉｊ）＝ （ｋ ＋ １）／ ２，

Ｃｏｖ（Ｒｉｊ，Ｒｓｊ）＝
（ｋ２ － １）／ １２， ｉ ＝ ｓ，
－ （ｋ ＋ １）／ １２， ｉ ≠C ｓ．

记第 ｊ 个区组前 ｋ－１ 个秩构成的向量为 Ｙ ｊ，

Ｙ ｊ ＝
Ｒ１ ｊ


Ｒ（ｋ － １）









ｊ

，

则 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙ ｂ 独立同分布，且

Ｅ（Ｙ１）＝
（ｋ ＋ １）／ ２


（ｋ ＋ １）／









２

，

Ｃｏｖ（Ｙ１）＝ Σ ＝ （σ ｉｊ），其中 σ ｉｊ ＝
（ｋ２ － １）／ １２， ｉ ＝ ｊ，
－ （ｋ ＋ １）／ １２， ｉ ≠C ｊ．

故由中心极限定理知

Ｚ 槡＝ ｂ
Ｒ１ － （ｋ ＋ １）／ ２



Ｒｋ－ １ － （ｋ ＋ １）／











２

→
Ｌ
Ｎｋ － １（０，Σ），ｂ → ∞ 时，

从而有

ＺＴΣ － １Ｚ →
Ｌ
χ ２（ｋ － １），

由于
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Σ ＝ － ｋ ＋ １p y１２
ａａＴ ＋ ｋ（ｋ ＋ １）

１２
Ｉ，

其中 ａ 是元素全为数字 １ 的 ｋ－１ 维向量，Ｉ 是单位矩阵 ．由此不难算得

Σ － １ ＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

（ａａＴ ＋ Ｉ）＝ （ρ ｉｊ），

其中 ρ ｉｊ ＝
２４ ／ ｋ（ｋ＋１）， ｉ ＝ ｊ，
１２ ／ ｋ（ｋ＋１）， ｉ≠C ｊ．

因而

ＺＴΣ － １Ｚ ＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

ＺＴ（ａａＴ ＋ Ｉ）Ｚ ＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

（（ＺＴａ）２ ＋ ＺＴＺ），

由于 Ｒ１ ＋…＋Ｒｋ－１ ＋Ｒｋ ＝ ｋ（ｋ＋１）／ ２，所以

ＺＴａ 槡＝ ｂ（Ｒ１ ＋ … ＋ Ｒｋ－ １ － （ｋ － １）（ｋ ＋ １）／ ２） 槡＝ ｂ（（ｋ ＋ １）／ ２ － Ｒｋ），

（ＺＴａ）２ ＝ ｂ （Ｒｋ － （ｋ ＋ １）／ ２）
２
，

显然 ＺＴＺ ＝ ｂ
ｋ － １

ｉ ＝ １
（Ｒｉ － Ｒ）

２
，所以（ＺＴａ）２ ＋ＺＴＺ 等于处理间平方和 ＳＳ，

ＺＴΣ － １Ｚ ＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

（（ＺＴａ）２ ＋ ＺＴＺ）＝ １２
ｋ（ｋ ＋ １）

ＳＳ ＝ Ｑ．

这就证明了所要的结果：Ｑ →
Ｌ
χ２（ｋ－１）． 注：为什么用第 ｊ 个区组的前 ｋ－１ 个

秩，而不用全部 ｋ 个秩构成向量 Ｙ ｊ？
上述那个药物注射后产生的皮肤疱疹的大小有没有差异的区组设计，算得

的处理间平方和 ＳＳ 为 ３４ ． 由此算得 Ｑ ＝ １３ ． ６ ． 查 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验临界值表，得到
ｋ ＝ ５ 个处理，ｂ ＝ ６ 个区组时的显著性水平 α ＝ ０ ． ０１ 的临界值为 １１ ． ８６７，所以根
据已有数据我们认为这 ５ 种药物注射后产生的皮肤疱疹大小有差异 ． 我们也可
以使用 Ｑ 渐近服从 χ２（ｋ－１）分布的性质计算 ｐ 值 ． 由于 ｋ ＝ ５，从而算得检验的 ｐ
值为 Ｐ（χ２（４）≥１３ ． ６）＝ ０ ． ００９ ．

这个区组设计的处理效应有没有差异的问题还可以用 ＨｏｄｇｅｓＬｅｈｍａｎｎ（霍
奇斯－莱曼）检验方法去求解 ． 它也是基于秩方法的置换检验，其详细介绍见参
考文献［７］或［９］．

与 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验相类似地，§ ３． ８． ３ 的位置参数的秩和检验与 § ３． ８． ４ 的
尺度参数的秩检验都可视为置换检验 ．

§ ３． ９． ３　 Ｃ 检验

区组设计的处理，除了有没有差异的检验问题，还有趋势性的检验问题 ． 看
下面的例子 ．

某药物有镇痛效果 ．一般来说，镇痛药物的剂量越大，镇痛时间就越长 ．为检
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验该药物有没有这样的效果，取它的 ６ 个剂量：１ ｍｇ，２ ｍｇ，３ ｍｇ，４ ｍｇ，５ ｍｇ 和
６ ｍｇ 做试验 ．有 ９ 位患者参加试验 ． 对每一位患者分别先后按随机排列的次序
使用该药物的这 ６ 个剂量镇痛，镇痛时间（单位：ｍｉｎ）见表 ３． ７． 这是一个 ｋ ＝ ６
个处理，ｂ ＝ ９ 个区组的区组设计，检验处理的效应有没有上升的趋势 ． 这个问题
可以用 Ｐａｇｅ（佩奇）检验方法去求解 ． 它也是基于秩方法的置换检验，其详细介
绍见参考文献［７］与［９］．下面介绍如何用 Ｃ 检验的方法去求解这个问题 ． 有关
Ｃ 检验的详细介绍可参阅王静龙和李贵军于 ２００８ 年发表在《应用概率统计》上
的文章：《完全区组设计下基于 Ａｌｉｇｎｅｄ 秩的有方向检验问题》． Ｃ 检验的名称取
自于陈希孺院士的姓的首字母 ．

表 ３． ７　 某药物的剂量和镇痛时间

剂量 ／ ｍｇ
患者的镇痛时间 ／ ｍｉｎ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９

１ ３６ ６２ ５３ １０５ ３６ １１８ ４２ ５１ １１４

２ ５１ ９１ ８１ ６３ ４６ ６５ １０８ ６３ ５１

３ ７１ ４０ ６７ ４９ ６２ １２６ １２３ ５５ ３０

４ ６３ ５１ ７５ ６５ ６３ ９６ ３２ ８６ １０９

５ ８２ ３３ １１６ １０７ ４２ １２２ ６９ ４１ ９７

６ １２８ ８１ ３８ ３３ １０４ １１２ １０２ １２１ ８６

均值 ｘｊ ７１． ８ ５９． ７ ７１． ７ ７０． ３ ５８． ８ １０６． ５ ７９． ３ ６９． ５ ８１． ２

各个区组的观察值的均值 ｘｊ 见表 ３． ７ 的最后一行 ． 由此可以看到，不同患
者的镇痛时间有长有短，这里面有区组效应 ． 同 ＨｏｄｇｅｓＬｅｈｍａｎｎ 检验，Ｃ 检验按
下面的方法消除区组效应 ． 将观察值 ｘｉｊ调整为 ｘ′ｉｊ ＝ ｘｉｊ －ｘｊ ． 计算 ｘ′ｉｊ在所有的 ｘ′ｉｊ中
的秩 Ｒｉｊ，见表 ３ ． ８ ． Ｈｏｄｇｅｓ 和 Ｌｅｈｍａｎｎ 称调整后的观察值的秩为 Ａｌｉｇｎｅｄ 秩 ． 表
３． ８ 的最右边一列是第 ｉ 个处理里 ９ 个秩的和 Ｒｉ＋；而最下边一行是第 ｊ 个区组
里 ６ 个秩的和 Ｒ ＋ ｊ ．表 ３ ． ８ 的最右边一列，Ｒ１＋ ＜Ｒ２＋ ＜…＜Ｒ６＋，随着剂量的增加，患
者的镇痛时间的秩和在增加 ．由此能否下结论，该镇痛药物的剂量越大，镇痛时
间就越长？这样下的结论是有风险的 ．基于和或平均数的相关系数有缺陷，它有
可能夸大了相关程度 ．有关这个问题的详细说明见参考文献［９］的附录 １５ ．

同 Ｐａｇｅ 检验，Ｃ 检验的检验统计量取为

Ｃ ＝
６

ｉ ＝ １
ｉＲｉ ＋ ＝ ５ ５６０，
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Ｒｉ＋ ＝
９

ｊ ＝ １
Ｒｉｊ 是第 ｉ 个处理的 ９ 个秩的和 ．在 Ｃ 的值比较大的时候，我们认为该镇

痛药物的剂量越大，镇痛时间就越长 ．现在的问题是，Ｃ ＝ ５ ５６０ 是不是比较大 ．这
就需要计算它的 ｐ 值，也就是在镇痛时间与药物剂量无关时，计算概率
Ｐ（Ｃ≥５ ５６０）． Ｃ 检验也是置换检验，是在各个区组的秩都如表 ３ ． ８ 那样给定的
条件下的置换检验 ．例如表 ３ ． ８ 中第 １ 个区组的秩依次为 ６，１３，２８，２２，３６，５４ ． Ｃ
检验仅给定第 １ 个区组的秩为这 ６ 个，但它可任意置换排列 ． 区组 １ 有 ６！＝ ７２０
个置换 ．表 ３ ． ８ 有 ９ 个区组，共有 ７２０９ ＝ ５ ． １９９ ８７ ×１０２５个置换 ． 所以 Ｃ 检验的 ｐ
值，是条件 ｐ 值 ．我们是在各个区组的秩都如表 ３ ． ８ 那样给定的条件下，计算 Ｃ ＝
５ ５６０ 的 ｐ 值 ．由此可见，Ｃ 检验的 ｐ 值不仅与处理数 ｋ 和区组数 ｂ 有关，还与区
组内的秩有关，因而难以构造它的检验临界值表 ．在处理数 ｋ 与区组数 ｂ 都不大
时，可逐一置换搜索排序计算 ｐ 值 ． 而在处理数 ｋ 或区组数 ｂ 比较大时，通常使
用渐近分布近似地计算 ｐ 值 ．下面讨论 Ｃ 检验统计量的渐近分布问题 ．

表 ３． ８　 观察值经过调整后的秩

剂量 ／ ｍｇ
患者的镇痛时间 ／ ｍｉｎ

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
Ｒｉ＋

１ ６ ２９ １５ ４８ １１ ３７ ４ １６ ４７ ２１３

２ １３ ４６ ３５ ２４ １９ ３ ４５ ２５ ８ ２１８

３ ２８ １４ ２７ １２ ３０ ４１ ５０ １８ １ ２２１

４ ２２ ２３ ３１ ２６ ３２ ２０ ２ ４０ ４４ ２４０

５ ３６ １０ ５１ ４９ １７ ３８ ２１ ９ ３９ ２７０

６ ５４ ４２ ７ ５ ５２ ３４ ４３ ５３ ３３ ３２３

Ｒ ＋ ｊ １５９ １６４ １６６ １６４ １６１ １７３ １６５ １６１ １７２

Ｃ 检验的一般提法同 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验 ． 设有一个 ｋ 个处理 ｂ 个区组的区组设
计 ．假设第 ｉ 个处理在第 ｊ 个区组的观察值 ｘｉｊ的分布函数为 Ｆｊ（ｘ － θ ｉ），ｉ ＝ １，
２，…，ｋ，ｊ ＝ １，２，…，ｂ．与 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验不同的是，Ｃ 检验用于区组设计的趋势性
检验问题：

单调上升趋势检验问题 　 Ｈ０：θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ，Ｈ１：θ１≤θ２≤…≤θｋ，且 θ１ ＜θｋ；
单调下降趋势检验问题 　 Ｈ０：θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ，Ｈ１：θ１≥θ２≥…≥θｋ，且 θ１ ＞θｋ ．

假设第 ｉ 个处理第 ｊ 个区组都只有一个观察值 ｘｉｊ ． 消除区组效应，将观察值 ｘｉｊ调

整为 ｘ′ｉｊ ＝ ｘｉｊ－ｘｊ，ｘｊ 是第 ｊ 个区组的观察值的均值 ．假设所有调整后的观察值 ｘ′ｉｊ都
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互不相等 ．记 ｘ′ｉｊ在所有的 ｘ′ｉｊ中的秩为 Ｒｉｊ（Ｒｉｊ ＝ １，２，…，ｂｋ）．所有的 Ｒｉｊ也都互不相
等 ． Ｃ 检验是置换检验，是第 ｊ（ｊ ＝ １，２，…，ｂ）个区组的 ｋ 个秩给定为Ｒ１ ｊ，…，Ｒｋｊ的
条件下的置换检验 ．取 Ｃ 检验的检验统计量为

Ｃ ＝
ｋ

ｉ ＝ １
ｉＲｉ ＋，

Ｒｉ＋ ＝
ｂ

ｊ ＝ １
Ｒｉｊ 是第 ｉ 个处理的 ｂ 个秩的和 ．在 Ｃ 比较大时认为有单调上升趋势，而

在 Ｃ 比较小时认为有单调下降趋势 ．接下来证明，在原假设 Ｈ０ 为真时，这 ｋ 个位
置参数全都相等，θ１ ＝ θ２ ＝… ＝ θｋ 时，若 ｋ 固定，而 ｂ→∞，检验统计量 Ｃ 有渐近正
态性：

Ｃ － μ
σ →

Ｌ
Ｎ（０，１），

其中 μ ＝Ｅ（Ｃ），σ ＝ Ｄ（Ｃ槡 ）．

将 Ｃ ＝
ｋ

ｉ ＝ １
ｉＲｉ ＋ 改写为 Ｃ ＝

ｂ

ｊ ＝ １
Ｙｊ，其中 Ｙｊ ＝

ｋ

ｉ ＝ １
ｉＲｉｊ，ｊ ＝ １，２，…，ｂ． 由于 Ｃ 检

验是每一个区组的 ｋ 个秩都各自给定的条件下的置换检验，所以 Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｂ
相互独立 ．下面利用独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理证明 Ｃ 的渐近正态性 ． 当
原假设为真，处理无差异时，在第 ｊ 个区组的 ｋ 个秩给定为 Ｒ１ ｊ，Ｒ２ ｊ，…，Ｒｋｊ的条件
下，则由定理 ３ ． ２４ 与 ３ ． ２５ 知，

Ｅ（Ｒｉｊ）＝ Ｒ·ｊ，

Ｃｏｖ（Ｒｉｊ，Ｒｓｊ）＝

ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉｊ － Ｒ·ｊ）

２ ／ ｋ， ｉ ＝ ｓ，

－
ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉｊ － Ｒ·ｊ）

２ ／（ｋ（ｋ － １））， ｉ ≠ ｓ









 ，

其中 Ｒ·ｊ ＝ Ｒ ＋ ｊ ／ ｋ 与 Ｒ ＋ ｊ ＝
ｋ

ｉ ＝ １
Ｒｉｊ 分别是第 ｊ 个区组的 ｋ 个秩的平均与和 ．由此知

μ ｊ ＝ Ｅ（Ｙｊ）＝
ｋ（ｋ ＋ １）
２

Ｒ·ｊ，σ
２
ｊ ＝ Ｄ（Ｙｊ）＝

ｋ（ｋ ＋ １）
１２ 

ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉｊ － Ｒ·ｊ）

２
，

因而

μ ＝ Ｅ（Ｃ）＝
ｂ

ｊ ＝ １
μ ｊ ＝

ｋ（ｋ ＋ １）
２ 

ｂ

ｊ ＝ １
Ｒ·ｊ ＝

（ｋ ＋ １）ｂｋ（ｂｋ ＋ １）
４

，

　 　 　 σ ２ ＝ Ｄ（Ｃ）＝
ｂ

ｊ ＝ １
σ ２ｊ ＝

ｋ（ｋ ＋ １）
１２ 

ｂ

ｊ ＝ １

ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉｊ － Ｒ·ｊ）

２

＝ ｋ（ｋ ＋ １）
１２ 

ｂ

ｊ ＝
p

１

ｋ

ｉ ＝ １
Ｒ２ｉｊ － ｋＲ

２
· yｊ
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＝ ｂｋ
２
（ｋ ＋ １）（ｂｋ ＋ １）（２ｂｋ ＋ １）

７２
－ ｋ ＋ １
１２ 

ｂ

ｊ ＝ １
Ｒ２＋ ｊ ．

为了用独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理证明检验统计量 Ｃ 的渐近正态性，
首先给出两个结论 ．

由于

Ｙｊ － μ ｊ ＝ 
ｋ

ｉ ＝ １
ｉＲｉｊ －

ｋ（ｋ ＋ １）
２

Ｒ·ｊ ≤
ｋ

ｉ ＝ １
ｉＲｉｊ ＋

ｋ（ｋ ＋ １）
２

Ｒ·ｊ

≤ ｂｋ 
ｋ

ｉ ＝ １
ｉ ＋ ｋ（ｋ ＋ １）p y２

＝ ｂｋ２（ｋ ＋ １），

所以 Ｅ（ Ｙｊ－μ ｊ
３
）≤ｋ６ （ｋ＋１）３ ｂ３，从而得到下面的结论 ．

结论 １　 存在一个仅与 ｋ 有关的常数 ｄ１，使得
ｂ

ｊ ＝ １
Ｅ（ Ｙｊ － μ ｊ

３
）≤ ｄ１ ｂ

４ ．

假设所有调整后的观察值 ｘ′ｉｊ中，与原点 ０ 最接近的那个调整后的观察值为
ｍ．又假设 ｍ 在所有的 ｘ′ｉｊ中的秩为 Ｒ．由于是将观察值 ｘｉｊ调整为 ｘ′ｉｊ ＝ ｘｉｊ －ｘｊ，ｘｊ 是
第 ｊ 个区组的观察值的均值，并假设所有调整后的观察值 ｘ′ｉｊ都互不相等，所以在
每一个区组都至少有一个调整后的观察值大于等于 ｍ 的绝对值 ｍ ，且都至少
有一个调整后的观察值小于等于－ ｍ ．由此可见，

σ ２ｊ ＝
ｋ（ｋ ＋ １）
１２ 

ｋ

ｉ ＝ １
（Ｒｉｊ － Ｒ·ｊ）

２ ≥ ｋ（ｋ ＋ １）１２
· ｍｉｎ
１≤ ｉ≤ｋ

（Ｒｉｊ － Ｒ）
２
，

σ ２ ＝
ｂ

ｊ ＝ １
σ ２ｊ ≥

ｋ（ｋ ＋ １）
１２ 

ｂ

ｊ ＝ １
ｍｉｎ
１≤ ｉ≤ｋ

（Ｒｉｊ － Ｒ）
２
，

由于所有的 Ｒｉｊ都互不相等，所以

在 ｂ 为奇数时，σ２ ≥ ｋ（ｋ ＋ １）１２
１２ ＋ ２２ ＋ … ＋ ｂ － １p y２p y

２

× ２ ＝ ｋ（ｋ ＋ １）
１４４

（ｂ３ －

ｂ）；
在 ｂ 为偶数时，

σ ２ ≥ ｋ（ｋ ＋ １）１２
ｂp y２

２

＋ １２ ＋ ２２ ＋ … ＋ ｂ － ２p y２p y
２

×p y２ ＝ ｋ（ｋ ＋ １）７２
（ｂ３ －

ｂ２ ＋ ｂ）．
由于是在 ｋ 固定，ｂ→∞时，证明检验统计量 Ｃ 的渐近正态性，故不妨假设 ｂ 充分
大，从而得下面的结论 ．

结论 ２　 存在一个仅与 ｋ 有关的常数 ｄ２，使得 σ
２≥ｄ２ ｂ

３ ．
根据结论 １ 与 ２，则在 ｂ→∞时

Ｅ（ Ｙｊ － μ ｊ
３）

σ ３
≤

ｄ１ ｂ
４

（ ｄ２ ｂ槡
３
）
３ ＝

ｄ１
（ ｄ槡 ２）

３
１

槡ｂ
→ ０ ．
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根据独立随机变量和的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理，检验统计量 Ｃ 有渐近正态性 ．
下面用检验统计量 Ｃ 的渐近正态性，求解表 ３ ． ７ 与表 ３ ． ８ 的 ｋ ＝ ６ 个处理，

ｂ ＝ ９ 个区组的区组设计的单调上升趋势的检验问题 ．经计算

检验统计量 Ｃ ＝
６

ｉ ＝ １
ｉＲｉ ＋ ＝ ５ ５６０，

μ ＝ Ｅ（Ｃ）＝ （ｋ ＋ １）ｂｋ（ｂｋ ＋ １）４
＝ ５ １９７ ． ５，

σ ２ ＝ Ｄ（Ｃ）＝ ｂｋ
２
（ｋ ＋ １）（ｂｋ ＋ １）（２ｂｋ ＋ １）

７２
－ ｋ ＋ １
１２ 

ｂ

ｊ ＝ １
Ｒ２＋ ｊ ＝ ４５ ８０３ ． ９２，

Ｃ － Ｅ（Ｃ）
Ｄ（Ｃ槡 ）

＝ １ ． ６９４，

Ｃ 检验的 ｐ 值为 Ｐ（Ｎ（０，１）≥１ ． ６９４）＝ ０ ． ０４５ ．
若取显著性水平 α ＝ ０ ． ０５，则拒绝原假设，认为镇痛药物的剂量越大，镇痛时间
就越长

檪檪檪檪檪檪檪

檪檪檪檪檪檪檪

殏

殏殏

殏

．
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檪檪檪檪檪檪檪
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习 　 题 　 三

３ １　 电话交换台单位时间内接到的呼唤次数服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ 分布 Ｐ（λ），λ＞

０ ． λ 为单位时间内接到的平均呼唤次数 ． 设 ｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘ１０）是该电话交换台

的 １０ 次记录 ． 考虑假设检验问题：Ｈ０：λ≥１ 对 Ｈ１：λ ＜１ ． 取显著性水平为 α ＝
０ ． ０５ ．

３ ２　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自正态分布族｛Ｎ（０，σ
２）：０ ＜σ２ ＜∞｝的样

本，考虑 Ｈ０：σ
２ ＝ １ 对 Ｈ１：σ

２ ＝σ２１（σ
２
１ ＞１）的检验问题 ． 取显著性水平为 α（０ ＜α＜

１）．试求其 ＭＰＴ．
３ ３　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自均匀分布族｛Ｒ（０，θ）：θ＞０｝的样本，考虑

Ｈ０：θ ＝ １ 对 Ｈ１：θ ＝ θ１（θ１ ＜ １）的检验问题 ． 取显著性水平为 α（０ ＜α ＜ １）． 试求
其 ＭＰＴ．
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３ ４　 （Ｎ－Ｐ 基本引理的补遗）　 设 Ｐ θ０和 Ｐ θ１是可测空间（Ｘ，Ｂ）上的两个
不同的概率测度，关于某个 σ 有限的测度 μ，有

ｐ（ｘ；θ０）＝
ｄＰ θ０
ｄμ
，　 ｐ（ｘ；θ１）＝

ｄＰ θ１
ｄμ
，

则在检验问题（３ ９）中，如果 （ｘ）是显著性水平为 α 的 ＭＰＴ，则它不一定满足
式（３ １０），但在 Ｅ θ１（（Ｘ））＜１ 的时候，它必满足式（３ １０）．

３ ５　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１００）来自二点分布族｛ｂ（１，ｐ）：０≤ｐ≤１｝． 试
求检验问题：Ｈ０：ｐ≤０ ． ０１ 对 Ｈ１：ｐ＞０ ． ０１ 的显著性水平 α ＝ ０ ． ０５ 的 ＵＭＰＴ．

３ ６（定理 ３ ７ 的推广）　 设概率密度族｛ｐ（ｘ；θ）：θ ■ ΘＲ｝关于 Ｘ 具有非
降 ＭＬＲ．试证明：

（１）若 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ是来自该 ＭＬＲ 分布族的一个样本，并且 ψ（ｘ１，ｘ２，…，
ｘｎ）关于每一个 ｘｉ都是非降的，则 Ｅ θ（ψ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ））是 θ 的一个非降函数；

（２）若函数 ψ（ｘ）具有性质：存在点 ｘ０使得在 ｘ＜ｘ０时，ψ（ｘ）≤０，而在 ｘ＞ｘ０
时，ψ（ｘ）≥０，则 Ｅ θ（ψ（Ｘ））或者总是正的，或者总是负的，或者存在点 θ０使得在

θ＜θ０时，Ｅ θ（ψ（Ｘ））≤０，而在 θ＞θ０时，Ｅ θ（ψ（Ｘ））≥０ ．
３ ７　 设 Ｘ 和 Ｙ 的密度函数分别为 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｙ）．试证明：若 ｆ（ｘ）／ ｇ（ｘ）是 ｘ

的非降函数，则 Ｅ（Ｘ）≥Ｅ（Ｙ）．
３ ８　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）是来自带有位置参数的指数分布总体的样本 ．

总体的密度函数为

ｐ（ｘ；θ）＝
ｅｘｐ｛－ （ｘ － θ）｝， ｘ ≥ θ，

０， 其他
C

，

考虑如下的检验问题：Ｈ０：θ ＝ ０ 对 Ｈ１：θ＞０ ． 试构造显著性水平为α（０＜α＜１）的
ＵＭＰＴ．

３ ９　 设 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ１０）是来自 Ｐａｒｅｔｏ 分布总体的样本 ． Ｐａｒｅｔｏ 分布的
密度函数为

ｐ（ｘ；θ）＝
β
θ
θp yｘ

β ＋ １

， ｘ ≥ θ，

０， 其他
C

，

其中 β ＝ ２ 已知 ．考虑如下的检验问题：Ｈ０：θ ＝ １ 对 Ｈ１：θ＞１ ． 试构造显著性水平
α ＝ ０ ． １ 的 ＵＭＰＴ．

３ １０　 设 Ｔ（ｘ）的密度函数如式（３ ２６）所示，即
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ｐ（ｔ；θ）＝ ｃ（θ）ｅｘｐ｛θｔ｝ｈ（ｔ），

试证明：Ｅ θ（Ｔ）＝ －
ｃ′（θ）
ｃ（θ）

．

３ １１　 设 Ｔ（ｘ）的密度函数如式（３ ２６）所示，其中 ｃ（θ）＞０ ．单边假设检验问

题：Ｈ０：θ≤θ０对 Ｈ１：θ＞θ０的显著性水平为 α（０＜α＜１）的 ＵＭＰＴ （Ｔ）如式（３ １９）
所示，即

（Ｔ）＝

１， Ｔ ＞ ｃ，

ｒ， Ｔ ＝ ｃ，

０， Ｔ ＜ ｃ










，

其中常数 ｒ（０≤ｒ≤１）和 ｃ 由式（３ ２０），即由 Ｅ θ０（（Ｔ））＝ α 确定 ． 我们知道这个

检验的势函数 ｇ（θ）＝ Ｅ θ（（Ｔ（Ｘ）））是非降的，且在集合｛θ：０＜ｇ（θ）＜１｝上是严

增的 ．试证明：ｇ′（θ０）＞０ ．（提示：为了证明 ｇ′（θ０）＞０，考虑如下的问题：在满足

条件 Ｅ θ０（（Ｔ））＝ α 的检验函数 （Ｔ）中寻找一个检验，使得其势函数在点 θ０处

的导数 ｇ′（θ０）达到最大，或等价地使得 Ｅ θ０（（Ｔ）Ｔ）最大 ．）

３ １２　 设样本 Ｘ 服从多参数指数型分布（３ ４７）． 试证明：Ｈ０：θ ＝ θ０对 Ｈ１：

θ≠θ０的双边假设检验问题（Ⅲ）的显著性水平为 α 的 ＵＭＰＵＴ 由式（３ ５３）给出，

其中 ｒｉ（ｔ）（０≤ｒｉ（ｔ）≤１）和 ｃｉ（ｔ）由式（３ ５０）和式（３ ５３）确定 ．

３ １３　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自正态总体 Ｎ（μ，σ
２），其中－∞ ＜μ＜∞，

σ２ ＞０ ．在 μ ＝ ０ 时，试证明 ｗ 的分布与参数 σ２ 无关，且 ｗ 的分布关于原点对称，

其中

ｗ ＝ Ｘ


ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ２

槡 ｉ

．

　 　 ３ １４　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）和样本 Ｙ ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）互相独立 ． 它

们分别来自正态总体 Ｎ（μ１，σ
２）和 Ｎ（μ２，σ

２），其中：－∞ ＜μ１ ＜∞，－∞ ＜μ２ ＜∞，

σ２ ＞０ ．在 μ１ ＝ μ２ ＝ μ 时，试证明：Ｖ 的分布与参数 σ
２和 μ 无关，Ｖ 的分布关于原点

对称，其中

Ｖ＝ Ｕ

Ｔ２ －
Ｔ２１

槡 ｍ ＋ ｎ

，　 　 Ｕ ＝ Ｙ － Ｘ，
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Ｔ１ ＝ ｍＸ ＋ ｎＹ，　 Ｔ２ ＝
ｍ

ｉ ＝ １
Ｘ２ｉ ＋

ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ２ｉ ．

　 　 ３ １５　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）和样本 Ｙ ＝（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ）互相独立 ． 它

们分别来自正态总体 Ｎ（μ１，σ
２
１）和 Ｎ（μ２，σ

２
２），其中－∞ ＜μ１ ＜∞，－∞ ＜μ２ ＜∞，σ

２
１ ＞

０，σ２２ ＞０ ．

（１）试证明：在 σ２１ ＝σ
２
２ ＝σ

２时，

Ｖ ＝

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２


ｍ

ｉ ＝ １
（Ｘｉ － Ｘ）

２ ＋
ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙｉ － Ｙ）

２

～ Ｂｅ ｎ － １
２
，
ｍ － １p y２

．

　 　 （２）试证明：检验问题 Ｈ０：σ
２
１ ＝ σ

２
２对 Ｈ１：σ

２
１≠ σ

２
２的 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域为

｛ｘ，ｙ：ｖ≤ｃ１或 ｖ≥ｃ２｝，其中 ｃ１和 ｃ２由以下两式确定：

∫
ｃ２

ｃ１

Ｂｅ ｘ ｎ － １
２
，
ｍ － １p y２

ｄｘ ＝ １ － α，

∫
ｃ２

ｃ１
ｘ － ｎ － １
ｍ ＋ ｎ －p y２ Ｂｅ ｘ ｎ － １２ ，

ｍ － １p y２
ｄｘ ＝ ０ ．

　 　 （３）试证明：该 ＵＭＰＵＴ 的拒绝域可等价地写为｛ｘ，ｙ：Ｆ≤ｃ１或 Ｆ≥ｃ２｝，其中
ｃ１和 ｃ２由以下两式确定：

∫
ｃ２

ｃ１

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ ＝ １ － α，

∫
ｃ２

ｃ１

ｘ － １
（ｎ － １）ｘ ＋ （ｍ － １）

Ｆ（ｘ ｎ － １，ｍ － １）ｄｘ ＝ ０ ．

　 　 ３ １６　 设样本 Ｘ ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自双参数指数分布总体，其密度函数为

ｐ（ｘ；μ，σ）＝
１
σ
ｅｘｐ － ｘ － μC oσ

， ｘ ≥ μ，

０， ｘ ＜ μ
C

，

　 　 （１）试求检验问题 Ｈ０：σ ＝ １ 对 Ｈ１：σ≠１ 的 ＵＭＰＵＴ；
（２）试求检验问题 Ｈ０：μ ＝ ０ 对 Ｈ１：μ≠０ 的 ＵＭＰＵＴ．
３ １７（定理 ３ １８ 的补遗）　 试证明：

Ｉｉｊ（θ）＝ Ｅ θ
ｌｎ ｆ（Ｘ；θ）
θ ｉ

ｌｎ ｆ（Ｘ；θ）
θp y
ｊ

＝ － Ｅ θ
２ ｌｎ ｆ（Ｘ；θ）
θ ｉθp y

ｊ

．
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　 　 ３ １８　 设（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２），…，（Ｘｎ，Ｙｎ）为来自二元正态分布 Ｎ（μ１，μ２，

σ２１，σ
２
２，ρ）的样本，其中 ρ 是相关系数 ．试求检验问题 Ｈ０：ρ ＝ ０ 对 Ｈ１：ρ≠０ 的似然

比检验 ．
３ １９　 试证明下述结论：
（１）接例 ３ １６，

２ｌｎ Λ＝ ２
ｒ

ｉ ＝ １
ｎｉ ｌｎ

ｎｉ
ｎｐ０ ｉ

＝
ｒ

ｉ ＝ １

（ｎｉ － ｎｐ０ ｉ）
２

ｎｐ０ ｉ
＋ 依概率收敛于 ０ 的量；

　 　 （２）接 § ３ ６ ４，

２ｌｎ Λ＝ ２
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １
ｎｉｊ ｌｎ

ｎｎｉｊ
ｎ ｉ·ｎ·ｊ

＝
ｒ

ｉ ＝ １

ｃ

ｊ ＝ １

（ｎｉｊ － ｎ ｐ^ ｉ·ｐ^·ｊ）
２

ｎ ｐ^ ｉ·ｐ^·ｊ
＋ 依概率收敛于 ０ 的量 ．

　 　 ３ ２０　 设有 Ｘ，Ｙ 两个离散型随机变量 ． Ｘ 表示人的性别，“Ｘ ＝ １”表示男性，
“Ｘ ＝ ２”表示女性；Ｙ 表示是否色盲，“Ｙ ＝ １”表示正常，“Ｙ ＝ ２”表示色盲 ． 令 ｐｉｊ ＝
Ｐ（Ｘ ＝ ｉ，Ｙ ＝ ｊ），ｉ，ｊ ＝ １，２ ． 这时 θ ＝（ｐ１１，ｐ１２，ｐ２１），其中 ０≤ ｐ１１，ｐ１２，ｐ２１≤１，且 ｐ１１ ＋

ｐ１２ ＋ｐ２１≤１ ．所以参数空间 Θ 为 Ｒ
３中的一个单纯形 ．

有 １ ０００ 人按性别与是否色盲分类如下

性别 正常 色盲

男 ４４２ ３８

女 ５１４ ６

按遗传学模型，数据应有下列相对应的概率

性别 正常 色盲

男
ｐ
２

１－ｐ
２

女
ｐ２

２
＋ｐ（１－ｐ） （１－ｐ）２

２

其中 ０≤ｐ≤１ ．问数据与模型是否相符？
３ ２１　 设有 Ｘ，Ｙ，Ｚ 三个离散型随机变量，与此相联系的有一个三维列联表

ｒ×ｃ×ｔ．作 ｎ 次观测，在（ｉ，ｊ，ｋ）格的观测频数为 ｎｉｊｋ，ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ；ｋ ＝
１，２，…，ｔ．观测值落入（ｉ，ｊ，ｋ）格的概率为 ｐｉｊｋ ．
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（１）试证明：在给定 Ｚ 之后，Ｘ 和 Ｙ 条件相互独立的时候，ｐｉｊｋ的 ＭＬＥ 为

ｐ^ ｉｊｋ ＝
ｎｉ·ｋ ｎ·ｊｋ
ｎｎ··ｋ

．

　 　 （２）Ａ ＝｛（ｐｉ·ｋ，ｐ· ｊｋ，ｐ··ｋ）：ｉ ＝ １，２，…，ｒ；ｊ ＝ １，２，…，ｃ；ｋ ＝ １，２，…，ｔ；ｐｉ·ｋ≥０，

ｐ· ｊｋ≥ ０，
ｒ

ｉ ＝ １
ｐｉ·ｋ ＝

ｃ

ｊ ＝ １
ｐ· ｊｋ ＝ ｐ··ｋ，

ｔ

ｋ ＝ １
ｐ··ｋ ＝ １｝，Ａ 中独立参数为什么有

ｔ （ｒ＋ｃ－１）－１ 个？
３ ２２　 接 § ３ ６ ５，试解下列检验问题：
（１）原假设 Ｈ０：给定被告的肤色后被害人的肤色与死刑判决相互条件

独立；

（２）原假设 Ｈ０：给定是否死刑判决后被告的肤色与被害人的肤色相互条件
独立 ．

３ ２３　 下表是某大学秋季招生情况的数据 ． 令 Ａ ＝是否录取，Ｂ ＝系别，Ｃ ＝
性别 ．

系别（Ｂ） 性别（Ｃ）
是否录取（Ａ）

是 否

Ｂ１
男 ３５３ ２０７

女 １７ ８

Ｂ２
男 １２０ ２０５

女 ２０２ ３９１

Ｂ３
男 １３８ ２７９

女 １３１ ２４４

Ｂ４
男 ５３ １３８

女 ９４ ２９９

Ｂ５
男 ２２ ３５１

女 ２４ ３１７

　 　 （１）检验：Ａ 和 Ｃ 的相互独立性 ． 该大学秋季招生有没有性别歧视？如果
有，哪种性别的录取率高？

（２）检验：给定 Ｂ 之后，Ａ 和 Ｃ 的条件独立性 ． 该大学秋季招生有没有性别
歧视？

３ ２４　 试证明：
（１）以 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）为核的 Ｕ 统计量的方差不可能比核 （Ｘ１，Ｘ２，…，
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Ｘｍ）的方差大；
（２）若 Ｕ 统计量的核 （Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ）的方差有限，则  ｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ）

的方差 σ２ｃ也有限，其中  ｃ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｃ）如式（３ ７３）所示 ．
３ ２５　 接例 ３ １７，在原假设成立时，试证明：

２（ｘ１，ｘ２）＝
［Ｆ（ｘ１ － ｘ２）＋ Ｆ（ｘ１ ＋ ｘ２）］／ ３， ｘ１ ＞ ｘ２，

［Ｆ（ｘ２ － ｘ１）＋ Ｆ（ｘ１ ＋ ｘ２）］／ ３， ｘ２ ＞ ｘ１
C

，

σ ２２ ＝
７
１ ２９６

，

３（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３），

σ ２３ ＝
１
４８
．

　 　 ３ ２６　 接例 ３ １８，在原假设成立时，试证明：

１（ｘ１）＝ Ｆ（ｘ１），　 　 σ
２
１ ＝
１
１２
，

２（ｘ１，ｘ２）＝ （ｘ１，ｘ２），　 　 σ
２
２ ＝
１
４
，

Ｖａｒ（Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ））＝
２ｎ － １
６ｎ（ｎ － １）

．

　 　 ３ ２７　 接例 ３ １９，在原假设成立时，试证明：

１０（ｘ１）＝ Ｇ（ｘ１），　 ０１（ｙ１）＝ Ｆ（ｙ１），　 １１（ｘ１，ｙ１）＝ （ｘ１，ｙ１），

σ２１０ ＝ σ
２
０１ ＝

１
１２
，　 σ２１１ ＝

１
４
，

Ｖａｒ（Ｕ（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ１；Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ２））＝
ｎ１ ＋ ｎ２ ＋ １
１２ｎ１ｎ２

．

　 　 ３ ２８（Ｋｅｎｄａｌｌ■检验）　 设（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２），…，（Ｘｎ，Ｙｎ）是来自连续总体
（Ｘ，Ｙ）的样本 ． 欲检验假设：原假设 Ｈ０：Ｘ 和 Ｙ 相互独立对备择假设 Ｈ１：Ｘ 和 Ｙ
正相关 ． １９３８ 年 Ｋｅｎｄａｌｌ 构造了以 （（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２））为核的 Ｕ 统计量，其中

（（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２））＝
１， （Ｘ１ －Ｘ２）（Ｙ１ －Ｙ２）＞０，

０， 其他C ．
（１）在原假设成立时，试证明：Ｅ（Ｕ）＝ ０ ． ５；
（２）这里将正相关理解为
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Ｐ（Ｙ１ － Ｙ２ ＞ ０ Ｘ１ － Ｘ２ ＞ ０） ＞ ０ ． ５，

Ｐ（Ｙ１ － Ｙ２ ＜ ０ Ｘ１ － Ｘ２ ＜ ０） ＞ ０ ． ５，
在原假设不成立时，试证明：Ｅ（Ｕ）＞０ ． ５；

（３）试在大样本场合下，给出检验的拒绝域；
（４）上述检验问题可认为是“有方向的”检验问题，而下述检验问题，原假

设 Ｈ０：Ｘ 和 Ｙ 相互独立，对备择假设 Ｈ１：Ｘ 和 Ｙ 不相互独立，可认为是“无方向
的”检验问题 ．令

θ ＝ ∫
∞

－∞
∫
∞

－∞
［Ｆ（ｘ，ｙ）－ Ｆｘ（ｘ）Ｆｙ（ｙ）］

２ ｄＦ（ｘ，ｙ），

基于样本构造参数 θ 的 Ｕ 统计量（假定样本容量足够大），并基于该 Ｕ 统计量给
出这个“无方向的”检验问题的解，其中 Ｆ（ｘ，ｙ）是（Ｘ，Ｙ）的联合分布函数，
Ｆｘ（ｘ）和 Ｆｙ（ｙ）分别是 Ｘ 和 Ｙ 的边缘分布函数 ．

３ ２９　 设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ独立同连续型分布 ． 记 ｘｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）在 ｘ１，ｘ２，…，
ｘｎ中的秩为 Ｒｉ，Ｒｉ ＝ １，２，…，ｎ．试证明：

（１）Ｅ（Ｒｉ）＝ （ｎ＋１）／ ２，ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

（２）Ｖａｒ（Ｒｉ）＝ （ｎ
２ －１）／ １２，ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

（３）Ｃｏｖ（Ｒｉ，Ｒｊ）＝ －（ｎ＋１）／ １２，１≤ｉ＜ｊ≤ｎ．
３ ３０　 设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ独立同连续型分布 ． 记 ｘ ｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）在 ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ中的秩为Ｒ ｉ，Ｒ ｉ ＝ １，２，…，ｎ． 设有计分函数 ａ（ｒ），ｒ ＝ １，２，…，ｎ． 令

ａ ＝ １
ｎ 

ｎ

ｉ ＝ １
ａ（ｉ）． 试证明：

（１）Ｅ（ａ（Ｒｉ））＝ ａ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

（２）Ｖａｒ（ａ（Ｒｉ））＝
１
ｎ 

ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ａ）２，ｉ ＝ １，２，…，ｎ；

（３）Ｃｏｖ（ａ（Ｒｉ），ａ（Ｒｊ））＝ －
１

ｎ（ｎ－１）
ｎ

ｉ ＝ １
（ａ（ｉ）－ａ），１≤ｉ＜ｊ≤ｎ．

３ ３１　 关于连续型对称分布的对称中心的检验问题，可以用 Ｕ 统计量的方
法（见 § ３ ７ ３），也可以用符号检验和符号秩和检验方法（见 § ３ ８ ２）． 试证明，
它们之间有下述两个关系：

（１）试证明：
ｎp y２ Ｕ ＝ Ｗ ＋ － Ｓ＋，其中 Ｕ 见例 ３ １８，Ｗ ＋见式（３ ９０），Ｓ＋见式

（３ ８９）；

（２）试证明：
ｎp y２ Ｕｄ 

ｎ

ｉ ＝ １
（ｉ－１）ｕｉ，并根据这个结果求 Ｕ 的期望和方差，
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验证 Ｕ 的渐近正态性；

（３）试证明： ３槡 ｎ
Ｗ ＋ －ｎ（ｎ＋１）／ ４

ｎo p２
和 ３槡 ｎ（Ｕ－１ ／ ２）仅相差一个依概率收敛于

０ 的量；
（４）试由 Ｕ 的渐近正态性（见例 ３ １８），证明 Ｗ ＋的渐近正态性 ．
３ ３２　 关于位置参数的检验问题，可以用 Ｕ 统计量的方法（见 § ３ ７ ４），也

可以用秩和检验方法（见 § ３ ８ ３）．试证明它们之间有下述的关系：

ｍｎＵ ＝ Ｗｙ －
ｎ（ｎ ＋ １）
２

．

　 　 ３ ３３　 在 ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ，ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ同连续型分布时，试求下列尺度参数检
验问题的检验统计量的期望和方差：

（１）Ａｎｓａｒｉ－Ｂｒａｄｌｅｙ 检验统计量；
（２）Ｍｏｏｄ 检验统计量 ．
３ ３４　 试根据 Ｈａｊｅｋ 定理，验证下列检验统计量的渐近正态性：
（１）Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 秩和检验统计量 Ｗｙ；
（２）Ａｎｓａｒｉ－Ｂｒａｄｌｅｙ 检验统计量；
（３）Ｍｏｏｄ 检验统计量 ．
３． ３５　 如 § ３． ９． １ 小节，与 Ｆｒｉｅｄｍａｎ 检验相类似地，§ ３． ８． ３ 小节的位置参

数的秩和检验可视为置换检验 ．这个检验置换的是数据的秩 ． 其实，数据本身也
可以置换 ．例如，某种羊毛在进行某种工艺处理之前与处理之后，各随机抽取一
个样本，测得其含脂率如下：

处理前：０． ２０，０． ２４，０． ６６，０． ４２，０． １２；
处理后：０． １３，０． ０７，０． ２１，０． ０８，０． １９．
问该处理能否降低含脂率？倘若处理前后含脂率无差异，则处理前样本的

含脂率可能是观察到的（０． ２０，０． ２４，０． ６６，０． ４２，０． １２），也可能是（０． １３，０． ２４，
０． ６６，０． ４２，０． １２）等，共有 Ｃ５１０ ＝ ２５２ 个不同的置换 ． 记处理前后样本均值分别为

Ｘ 与 Ｙ．由样本观察值算得的 Ｘ－Ｙ ＝ ３２ ． ８－１３ ． ６ ＝ １９ ． ２ ． 显然，在 Ｘ－Ｙ ＝ １９ ． ２ 比较
大的时候拒绝原假设 ．认为该处理能降低含脂率 ．

试求该置换检验的解（取显著性水平 α ＝ ０ ． ０５）．
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