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1 Avant propos

1.1 Notion de solide indéformable

Lorsqu’un objet ou un systéme est soumis a des efforts, il peut subir, suivant la nature du matériau de grandes ou de petites

déformations.
\ \ &
A JOB WELL DONE
° Pate a modeler [2] Eprouvette de traction
B
£ — pale d’hélicoptére soumis a une force centrifuge;
x .
W — fluides ...

Dans le cadre du programme de CPGE (PTSI et PT), plusieurs hypotheses peuvent étre retenues. En résistance des
matériaux (programme de PT), ou lors des essais sur les matériaux (essai de traction par exemple), les matériaux sont
considérés comme déformables. En effet, on observe la déformation de la matiére au cours du temps.

En cinématique (PTSI), en statique (PTSI) et en dynamique (PT) les solides seront considérés comme indéformables. On
considere en effet que les déformations sont négligeables par rapport aux études réalisées.

Solide indéformable

° On considére deux points A et B d'un solide indéformable noté S. On note ¢ le temps.
3

-

a

1) -

I§: VA, BeS,Vt €R, AB(t)? = constante

()

3

&

[

S
o En cinématique du solide indéformable, les fluides et les ressorts ne seront pas étudiés.
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1.2 Notion de point appartenant a un solide

En cinématique, il faudra vérifier siles points considérés sont bien des points matériels des

solides considérés.

Attention

t:tl

Dans le cas d'une roue de voiture, le point de contact entre
la roue et le sol n’est pas un point matériel, il change au cours

du temps...

Poulie de I'arbre a

cames
... il en est de méme pour

le point de contact entre la

Galet tendeur 2
3 came et le plateau.

Courroie de
distribution Soupape

+ ressort

Instant 1

Dans une transmission
par engrenage simple, on

modélise le contact entre S;

et S, par un point qui est fixe
par rapport au bati. Ce point

n'appartient ni au solide 1,

52 ni au solide 2.

N

Trajectoire d'un point appartenant a un solide

<

:8 Trajectoire d’'un point dans I'espace

;:'g q q 2 5 =0 0 TV q q q 2@

a Soit un point P se déplacant dans un repere %, (O, io, Jo, ko). La trajectoire du point P est définie par la courbe
2013 -2014 3 CI3: CIN - Cours
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% (t) paramétrée par le temps £.On a:

x(t)
S VeeRY, 0P()=| y(t) | =x(t)ip +y(t)jo +2(t)k
% z(t) 2
Q

Centrifugeuse

Le paramétrage de la centrifugeuse est donnée ci dessous :

ko i Jo
Les parametres constants

du systéeme sont les suivants :

[N -
T % - 0001261_11) .
ﬂ(g /\E(i = Olczblz +Ck2
= to = key
ko J1

La trajectoire du point G dans le repere %, est donnée par le vecteur

— — —
OoG(t):OOOlJFOlG:a il +b i2 +Ck2

Il faut alors projeter les vecteurs dans %, :

0,G(t) = a(cosa(t)?o)+sina(t)%))+ (cosﬁ —smﬁ(t k1)+c(cos/5(t)?1)+sin/5(t)71))
= a(cosa(t)?o)+sina(t)ﬁ)+ (cosﬁ (cosa(t) io +sina(t)%))—sin/5(t)?0))
+c(cosﬁ(t)?o)+sin/5(t)(cosa(t) iy +sma(t)%)))

acosa(t)+ b cosf(t)cosa(t)+ csinP(t)cosalt)
= asina(t)+ b cos B(t)sina(t)+ csin B(t)sina(t)

—bsinf(t)+ ccosB(t) 7

Exemple

On a ainsi I’équation paramétrique de la position du point G.

3 Vitesse d'un point appartenant a un solide

3.1 Le vecteur vitesse

3.1.1 Définition

Vitesse d’'un point appartenant a un solide
c
-2 . . . . — = = . : S
g Soit un solide S, auquel on associe le repere %, (OO, io» Jo ko). Soit un solide S; auquel on associe le repere %Z;,
= - . .
8 (OI, i, 1,k ) Le solide S; est en mouvement par rapport au solide S,.
2013 -2014 4 CI 3: CIN - Cours
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Soit un point P appartenant au solide S;. La vitesse du point P appartenant au solide S; par rapport au solide S, se
calcule donc ainsi :

§ dO,P(1)

S —— 0P (1

bS] V((PeS§S /S)t)=|——
g (P €5/%)(1) a7
S 7

Q 0

— Attention a respecter rigoureusement la notation.

_5 — Lavitesse dépend du point d’application.

S — Attention, « dériver un vecteur par rapport a une base » est différent de « exprimer un
< vecteur dans une base».

L _ . .

= - V(P €S /S)(t) dépend du temps ¢. On I'appelle vitesse instantannée.

5 e . . .

‘E“ - V(P e S§;/S)(t) est tangent a la trajectoire du point P dans %,

(0} Per—— , . ye

' - V(P €S,/S)(t) peut s’exprimer dans n'importe quelle base.

3.1.2 Calcul du vecteur vitesse — Application directe

. . - N - = 3 . N N - =
Soit un avion S; repéré par le repere %, (Ol, i1, i, kl) en mouvement libre par rapport a un repere %, (OO, io, Jo, ko). La

position de I'avion dans I'espace est repéré par le vecteur O, O, = x( t)TO) +y( t)%) +z( t)?o) ainsi que par les angles d’Euler.

- ~ W
171 ko J1
w
i
\G(t) \«J(t)
0p - 0, i
U ky
Calculons la vitesse du point O; par rapporta %, :
—— [ dOyO(t
V(0 €8,/S)= %“
t
Ro
(5]
3
S ., — X . : : s
£ Pour dériver le vecteur O,0;(t) par rapport au repere #, une méthode consiste en exprimer le vecteur OyO;(t)
| dans %, puis en dériver chacune des composantes.
— — — — — —
oo d(x(t)iy +y(£) o +2(t) ko ) d(x(t)i) d(y(t)j) d(z(t)k))
(S = = | — + | — + | —
(O1€51/%) dt dt dt dt
Ry R R R
diy | dx(t) dji ] dy() dk | daz(r)
lo X\)— Jo yu)—, 0 )=
= x(0)|— 0| —— 0| — k
x()[dt HPTERREAL dt] T ]°+Z()[dt] NPT
Ro Ro Ro
2013 -2014
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Il est est de méme pour [

Remarque

Sciences Industrielles

Ona:

— On note par un - la dérivée d'une fonction par rapport au temps :

Au final, on adonc:

Centrifugeuse
Calculer V (0, €5,/S).

Par définition,

djo
F] et |:
Ro

—
— Ladérivée d'un vecteur fixe V' exprimé dans une base 93; par rapport a 93; est nul. Ainsi,

dl
[dTo):| _ Zii(t) -0
T
dt la,
_
dk,
de | -~
Ro

V (0, €8,/S0)=x(t) i + J(£) Jo + 2(t)ky

de I'ingénieur

9 = #(2).

MF dooi(1) | _ d(aTl)) _ di,
e dr | dt e |
0 Ry 0
Ona:
ai] | d(cosa)ig +sina®fo) | [dcosa(r)7 [dsinay
dt B dt B dt dt
Ry Ro Zo
Ro
dcosa(t)— diy| dsina(t)— . [dj,
= Tlg +cosa(t)[ dto LZ + T ip +sin(t) d_to .
0 0
o o
= —a(t)sina(t)ip +a(t)cosalt) jo = alt) j,
Ainsi,
—ada(t)sina(t) 0
D
V(0,€8/S)=| aa(t)cosa(t) =| aa(t)
0 0
Ry 3
2 —
% Dans les deux cas, O, O;(t) est dérivé par rapport Z, mais il s’exprime différemment dans %, et % :
_—_— —
E - V(0,€8,/S)=—aa(t)sina(t) iy +aa(t)cos a(t)ﬁ) :icila base de projection et de dérivation est la base %, ;
_— —
- V(0,€8,/S)=aa(t) j, :icilabase de dérivation est la base %, et la base de projection est 9.
2013 -2014
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Lorsqu'un point est confondu pour deux solides et qu’il n'y a pas de 2) —
, . , . . , ks,
mouvement relatif entre les solides, (centre d'une liaison pivot ou d'une G
liaison rotule par exemple) les vitesses sont égales ainsi, ici :

V (0, €85/8)(t)=V(0; €S,/S)(t)

Par ailleurs, 0
B N 1
V(0,€85/S)t)=0

Remarque

3.1.3 Détermination du vecteur vitesse dans les liaisons cinématiques

Lorsque il n’y a pas de degré de liberté de translation dans une liaison, la vitesse au centre de la liaison est nulle.
Ainsi :

— siles solides S, et S, sont en liaison rotule de centre O alors V(0 €S,/S;) = o ;
— siles solides S; et S, sont en liaison pivot de centre O alors V(0 €S,/S;,)= ?;

— siles solides S; et S, sont en liaison rotule a doigt de centre O alors V(O €S,/S;) = 0.

Résultat

Centrifugeuse humaine

Dans ce cas, on peut affirmer que :

V(0,€5,/S)=0 et V(0,€S,/S)=0

Attention : dans le cas des liaisons pivots, ces relations ne sont vraies que sur les axes des liaisons et pour les

Exemple

mouvements relatifs entre les deux solides participant a la liaison.

3.2 Vecteur instantané de rotation

3.2.1 Définition

Vitesse instantané de rotation entre deux solides — Vecteur taux de rotation

— — —
Soit un solide S, auquel on associe le repere %, (OO, iy, Jo ko). Soit un solide S; auquel on associe le repere %Z;,

(Ol, i1, ji, ki ) Le solide S; est en mouvement par rapport au solide S,.

sl

Jo . -

<y
=
fia

Lesrotations entre le solide S, et
le solide S; sont paramétrés par les
angles d’Euler (1), () et p(£). \w) \g(t) \(p(t)

0, = io 0y /> ¥ 0o u
ko u ky

U

On appelle vecteur instantané de rotation entre les solides S, et S; le vecteur

Q(S,/S) =)k + 0(£) T + (),

Définition

)?gvllger_ I?Ssl:oms 7 CI3: CIN - Cours
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Définition

Remarque

Sciences Industrielles
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Yi(t), O(t) et p(t)sonten rad/s.

— On note sans distinction Q(S,/S,) et Q(%,/Z%y)-
— Le vecteur instantané de rotation est indépendant du point d’application.

— On ala relation suivante :

Q(Sl/so)=—9(so/51)

3.2.2 Détermination du vecteur vitesse instantané de rotation dans les liaisons cinématiques

Résultat

Exemple

Lorsqu’il n'y a pas de degrés de liberté de rotation dans une liaison ou que les degrés de liberté en rotation sont
paramétrés, ona:
. . P . y ) - o e X -
— siles solides S; et S, sont en liaison pivot de centre O, d’angle a et d’axe k alors Q(S,/S;)=a k ;
. . . . 8. _O% ’ — o oy
— siles solides S; et S, sont en liaison glissiere d’axe z°, 2(S,/S;)= 0 ;
— siles solides S; et S, sont en liaison rotule de centre O, et d’orientations (¢, k ), (6, ©), (@, kp), alors Q(S,/S;) =

Yk +0T+0k
Centrifugeuse
Ona:

QS/S)=dk  QS/S)=pT

3.3 Dérivation vectorielle — Formule de Bour

Dérivation vectorielle

Soient S, et S; deux solides en mouvements relatifs et 22, et #; les reperes orthonormés directs associés. Soit v
_
un vecteur de I'espace. On note (%, /%) le vecteur instantané de rotation permettant d’exprimer les rotations entre

chacune des deux bases.

La dérivée d’un vecteur dans une base mobile se calcule donc ainsi :

8 av a7l —
= [—] =[— + QR RIN TV

& dt @, dt 7,

g

@ .

\g Centrifugeuse

Q D

s Calcul de V (0, €S5,/S,).

2013 -2014 8 CI 3: CIN - Cours
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On rappelle que :
V — _1
(01€5/%) a[ dt:|
Ro

—
di
Le calcul de [d_tl} peut donc étre réalisé ainsi :
Ro

— —

di, | _[di

dt | de
R

—_— — — — —

Ainsi

Exemple

V(0 €8/S)=aa j

3.4 Champ du vecteur vitesse dans un solide en mouvement

3.4.1 Mise en évidence

—
Reprenons le cas d'un avion en déplacement dans le ciel . Soit P un point appartenant a l’avion tel que O, P =
—

cky.

Calculons la vitesse du point P par rapporta %, :

N — ——
W dOOP(t) d(OOOl+OIP)(t)
c _
1/5 dt dr
Ro
Ro
_ dO P(1)
= V(01e8/S)+|——
t )
Ro
. d0,P(1)
Calculons maintenant i
t
dO P(t) dO P(1) e oA D
— [ — | +9A8/%)A0P()
Ry R,
d0,P(1)
O—lP)étantﬁxe dans le repére %, T 0.
Z

Au final,

V(P ES/S)=V (0, €81/S)+Q(S1/S) A O P(1) =V (0 €5,/Sy)+ POr(£) AQUS, /Sy)

3.4.2 Résultat

Sciences Industrielles

de I'ingénieur

-
ai, +b j, +

2013 -2014
Xavier PESSOLES
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Résultat

Remarque

Remarque

Exemple

Sciences Industrielles
de I'ingénieur

Champ du vecteur vitesse dans un solide — Formule de Varignon

Soient A et B deux points appartenant a un solide S; en mouvement par rapporta S,. Le champ des vecteurs vitesses
est donc déterminé ainsi :

V(B €S,/S)=V(AES,/S)+ BANQS,/S)

Moyen mnémotechnique

Comme la dérivée vectorielle, l'utilisation de cette formule est B AB A R
indispensable en mécanique en général et en cinématique en particulier.

On verra par la suite que le vecteur Q est appelé Résultante du torseur
cinématique.

En conséquence, en utilisant le moyen mnémotechnique on a:

V(BES,/S) = V(A€ S,/S)+BAAQ(S,/S))
N—_——

R

Utilisation du champ de vecteur

La formule du champ de vecteur est utilisée a chaque fois que la vitesse est connue en un point d'un solide et
qu’on veut la calculer en un point appartenant a un autre point d'un méme solide.

Centrifugeuse
_
Calculde V (0, €S,/S).
—_— =
S; et Sy sont en liaison pivot de centre Oy, onadonc: V (O, € S,/S))= 0.

En conséquence,

V(0 €5,/S)=V (0, €5,/5)+ 010, AQU(S,/Sp) = 0 —aiy Ao )=ad j;

3.4.3 Equiprojectivité du champ des vecteurs vitesses

Equiprojectivité

Soit un solide S; en mouvement par rapport a un repére fixe . Soient deux points A et B appartenant au solide
Si- On démontre qu’a chaque instant ¢ :

3

T

§ _— e s
\8 V(AESl/,%’O)AB=V(B€Sl/%0)AB
xx

2013 -2014
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Remarque

Cette propriété sera tres utilisée en cinématique graphique lors de I'’étude des mouvements plans.

4 Composition des mouvements

4.1 Composition du vecteur vitesse

Composition du vecteur vitesse

Soit un solide S; en mouvement par rapport a un repére %, et un solide S, par rapport au solide S;. Pour chacun

des points A appartenant au solide S, on a:

V(AES,/Ry)=V(A€S,/S)+ V(AES /Ry)

Résultat

Démontrons ce résultat. O, est le centre de la liaison entre %, et S;. O; est donc fixe dans le repére #,. O, est le centre de

la liaison entre S, et S,. A appartienta S,.

_ —_
—_— dOA do, 0. dO,A —— | dO,A —_— —
V(AES,/Ro)= d; = dltz di =V (0, €8,/ R)+ di } +Q(S,/ %) N O,A
Ko Ro Ro Si
—
L [doA] —
V(AESZ/%()): +V(Ozesl/%())‘f‘AOz/\Q(Sl/%())
h/—sb V(AE€S, [/ Ro)
V(A€S,/S))

On a donc bien :

V(AESZ/%()): V(AESZ/SI)+ V(AESI/%O)

L —_—
§. - V(A€S,/2,) est appelé vecteur vitesse absolu ;

‘g - V(A€S,/S,) est appelé vecteur vitesse relatif;
< - V(A€S8,/R,) est appelé vecteur vitesse d’entrainement.

Généralisation

- La décomposition du vecteur vitesse peut se généraliser avec n solides :

a

3

= >

3 V(A€ES,/S)=V(AE€S,/S,_1)+..+ V(A€S/S)

@

2013 -2014 11 CI3: CIN - Cours
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4.2 Composition du vecteur instantané de rotation

Composition du vecteur vitesse

Soit un solide S; en mouvement par rapport a un repére %, et un solide S, par rapport au solide S;. On a:

QS /Ro) =S,/ S1) + QS /Ry)

Résultat

2 2 -
Pour démontrer ce résultat, prenons un vecteur v’ :

av) [V st
dr || dr | 2
av’ 7] —
— | == +Q2UZR,/S)A
[dt L [d . (Ro/S)N v

— dv dv|] ——
+Q(82/9?)/\v(=)[—] —~ —] =Q(S,/Ro) NV
N 0 dr |, dt | 0

En faisant la soustraction des deux premiéres expressions on obtient :

+Q(sz/sl)A7—mgz0/sl)A7=[d_” _[d'f
dt 5,

dv

s, dat

+(20S78)-2@/S) | N T

A

— [dV
dt

Ry

av av _
A [WL _[WL = (9(82/81)+Q(81/920))/\ v

En utilisant la derniére relation on a donc :

P —

US,/R)A T = (2US/S)+ QSR | A T = QS Ho) = US/S)+ S/ Ao)

Généralisation

La décomposition du vecteur instantané de rotation peut se généraliser avec n solides :

Q(Sn/S0) = 2Sp/Sn-1) + . +2(51/S)

Résultat

4.2.1 Exemple

Centrifugeuse

Calculde V (G €S,/S)).

K]
Q.

'qEJ Ona:

h V(GES/SH)=V(GES/S)+V(GeES/S)

2013 -2014 12 CI3: CIN - Cours
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_—
Calculons V(G €8§,/S) :

V(G €S1/S)=V (0 €5:/S)+ GO AQS/S0)=ad i —(b T +c ks ) A (ko)
it

V(G GSI/SO):adI)+bdsin(/3 +TC/2)I)+ cdsinﬁf:a(a+bcos/5 +csin/5)

Par ailleurs calculons V (G €S,/S;) :

V(G €S,/5)= V(0 €/S)+ GO AS/S)=—(bT + ks ) A (BT ) =—B (b —c T,

Au final,
V(G ESZ/SO)zd(a+ bcosf + csinﬁ)z)—ﬂ. (bE—CT;)

Il est aussi possible de calculer V (G € S,/S,) ainsi :

— , [doG
V(GES/S)= d‘;

Exemple

5 Accélération d’'un point appartenant a un solide
5.1 Deéfinition

Accélération d’'un point appartenant a un solide

—_— — —
Soit un solide S, auquel on associe le repere %, (OO, iy Jo ko). Soit un solide S; auquel on associe le repere %;,

—_— — —
(Ol, i, Ji, ke ) Le solide S; est en mouvement par rapport au solide Sj.

Soit un point P appartenant au solide S;. L'accélération du point P appartenant au solide S; par rapport au solide

Sy se calcule donc ainsi :

§ _____, [a{vpesysin)
E I(P €8 /%)(t)= ar
S "

5.2 Champ d’accélération d'un solide en mouvement

Onavuque V(BeS,/S)=V(A€S/S) +E4>/\Q(Sl/80). En dérivant cette expression on a donc :

— AQ(S,/S)
T(BES,/S)=T(A€S,/S)+| | AQ(S,/Sy)+BAA %
So
B et A sont des points du solide S;. On a donc :
— —
dBA dBA —_— —
— | =[—— +9(S;/Sy)ABA
at s dat S
0 1
o
2013 -2014 13 CI3: CIN - Cours
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T(BES,/Sy)=T(A€S,/Sy)+Q(S1/Se) A BAAQ(S,/Sy)+ BAA w
So

dQ(S1/So) -

T(BES,/Sy)=T(ACS,/Sy)+Q(S1/Ss) NS, /So) AAB + 7 AAB

So

Résultat

Le champ des accélérations n'est donc pas un champ de moment.

5.3 Composition des accélérations

On a vu que la vitesse d'un solide S, par rapport a 2, au point A pouvait s’exprimer ainsi (paragraphe 4.1, page 10) :

———s dO,A ————
V(AESZ/%O)Z 7 +V(02€Sl/<%0)+AOZ/\Q(Sl/<%O)
h/—sj V(A€S, [/ Ry)
V(A€S,/S)

S V(AES/R)=V(A€S,/S)+ V(Ozesl/e%o)‘f‘;\_o_;/\ﬂ(sl/%o)

Calculons I'accélération du point :

AV (A€S,/R,)
[ —
TSy = | LA/
t
Ro
-dV(A /3)_ -dV(O S/,%)- dAO, dQ S,/ )
_ € e _
F(A€S/Ry) = + + % +|: t2 /\Q(SI/P/-ZO)-FZEZ/\ #
L la, L 1z, Ao Ry
-dV(A 52/5)_ -dV(O S,/ %y) dO,A d0(S,/ %)
(<] 1 h € 51 0 — 2 ] 1 0 =
dt + dt +US /AN dr |, dt A O,
L g, L 1z, o Ry
dV(AES,/S dV(AES,/S
AVIAES/S)| _|AVIASS/S) | o s AV A S s
dr dr
Ro L S
dV(Aes,/S
% —T(AeS,/S)+ (8 /) AV (A€ S,/S))
1%,
AV (0,€S, /7 R
w =T (0, €8/%)
t
R
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Résultat

—
dO,A
dt

+Q(S,/Ro) A OyA= V(A€ S,/8) +Q(S1/Ro) A OA

dat
S1

_[d@i
Ro

Onadonc:

F(A€S,/Ry) = T(A€S/S)+QS/RINV (A€ S/S)+T (0 €8 /R)+ QS /RINV (A€ S/S)

— dQ)(S, /% —
+ QS /R AQ(S, [ Re) A Do A + % NOA
Ro
Par ailleurs d’apres le paragraphe précédent,
an S,/ R,)
T(A€S,/R0)=T (0, €S,/ Ro)+ QS /RIS RN OyA+ | —=L 1 A O,A

at
Ao

Au final,

F(AESz/%o):r(AESz/Sl)“FZQ(Sl/%())/\ V(AESz/Sl)‘i‘r(AESI/%(])

T(AE€S,/Ro)cor

On ne peut donc pas composer les accélérations. On appelle :
e ;

T'(A€S,/2R,): accélération absolue;

e . .

T(A€S,/S;): accélération relative ;
e E— Y

- T(Ae€S;/R,) : accélération absolue;
D ———

- T(A€ S8 /R)co, : accélération de Coriolis.

Mouvements élémentaires

Sciences Industrielles

de I'ingénieur

En cinématique, les vitesses dépendront des dérivées des parametres variables angulaires et linéaires. Pour les chaines
ouvertes, il sera nécessaire de disposer d'un actionneur par parametre variable pour animer un systeme. Pour les chaines
fermées a une seule boucle, il suffira d'un actionneur en entrée du systéme pour I'animer.

Les lois d’évolution des actionneurs sont au choix du concepteur du systeme.

6.1 Loi de vitesse uniforme
Dans le cas ou la vitesse est uniforme, on a la loi suivante :
A(t) ou a(t) A(t) ou a(t) A(t) oud(t)
/)I"IT;.[IDC
ou
aﬂ:Lax
t t t
2013-2014
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Sciences Industrielles

6.2 Loi de vitesse en trapéze

de I'ingénieur

Physiquement il est impossible de passer d'une vitesse nulle a une vitesse non nulle. Par une premiére approche, il est

possible qu’'un actionneur soit piloté par une loi de vitesse en trapéze :

A(t) ou a(t)

Phase 1 Phase 2

Références

A(t) ou a(t)

Am ax
ou
Xmax | |
I

1 | t

Phase 1 Phase 2 Phase 3

A ou d@(t)

]

t

Phase 1

|

Phase 2 Phase 3

[1] Centrifugeuse humaine — CNRS Photothéque/Sébastien Godefroy et MEDES, Avio et Tiger, http://www.medes.fr/
home_fr/fiche-centrifugeuse/mainColumnParagraphs/0/document/Presentation,20centrifugeuse,

2018.12.07.pdf.

[2] Wallace et Gromit, http://www.wallaceandgromit.com/goodies/.

[3] Jean-Pierre Pupier — Vitesse et accélération — Dérivée vectorielle —- Mouvement de solides — PTSI — Lycée Rouviéere Toulon.

[4] Florestan Mathurin, Champs des Vecteurs Vitesse des Points d'un Solide, cours de PCSI / MPSI du lycée Bellevue de Toulouse,
http://florestan.mathurin.free.fr.
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